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1. L’extension cyclotomique d’une extension finie de Q, et son complété

1.1. L’extension cyclotomique d’une extension non ramifiée de Q,

Soit F un corps de caractéristique # p, soit F une cloture algébrique de F, et soit Gp =
Aut(F/F). Si ¢y € F est une racine primitive p™-iéme de I'unité, et si o € G, alors o((yn) est
une racine primitive p"-iéme de l'unité. Il existe donc ., (o) € (Z/p™Z)*, uniquement déterminé,
tel que o({pn) = Cgf(a). De plus, si ¢ € pn, il existe a € Z/p"Z unique, tel que ¢ = (fn, et on a

7(¢) = 7(Gn) = 0(Gn)" = G2 = 1),
Les calculs précédents montre que l'on a x,,(07) = xn(0)xn(7), si 0,7 € G, et, en prenant a = p,
que Xn_1(c) est 'image de x,(c) par I'application naturelle de (Z/p"Z)* dans (Z/p"~'Z)*. 1l
existe donc un caractére x : Gp — Zy, uniquement déterminé par la condition o(() = ¢X(@) quel
que soit ¢ € pyeo, groupe des racines de l'unité d’ordre une puissance de p. Ce caractere est le
caractére cyclotomique.
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Soit F' une extension non ramifié¢e de Q,. Choisissons pour chaque n une racine p"-iéme
primitive de I'unité €™, de telle sorte que (D) = (™ Sin > 1, soit F, = F(¢™), et soit
Foo = UpF.

Proposition 1.1. — (i) Sin > 1, F,, est une estension totalement ramifiée de degré (p—1)p"*

de F, et 1, =™ — 1 en est une uniformisante.

(ii) Sin > 1, F,, est une extension galoisienne de F', et x induit un isomorphisme de Gal(F,,/F)
sur (Z/p"Z)*.

(ili) Foo est une extension galoisienne de F, et x induit un isomorphisme de I'r = Gal(Fuo /F)
sur Zs,.

Démonstration — Soit P, le polynéme cyclotomique d’indice p™ donné par la formule P,(X) =
XP
Xpn71
est p et sa réduction modulo p est Xpn*pnil) donc est irréductible sur F. On en déduit le (i).
Le corps F), est le corps de décomposition du polynéme XP" — 1 il est donc galoisien sur F.

De plus, Gal(F,,/F) et (Z/p"Z)* ont méme cardinal, et x, est injectif de maniére évidente ; on

Le polynéme @, (X) = P,(X + 1) est un polynéme d’Eisenstein (son terme constant

en déduit le (ii), et le (iii) en passant a la limite projective.

Si n > 1, notons G(n) le groupe (Z/p"Z)*, et soit G(oco) = Z*. Si k € N, soit G(co)* le
sous-groupe de G(00) défini par G(00)? = G(0), et G(o0)k = 14+ p*Z,, si k > 1. Sin > 1,
on définit le sous-groupe G(n)* de G(n) comme 'image de G(c0)*. On a donc, en particulier,
G(n)¥ = {1}, si k = n. On identifie G(n) et Gal(F,/F), ainsi que G(c0) et I'p, via le caractére
cyclotomique Y.

Proposition 1.2. — (i) Sin > 1, alors Gal(F,/F), = G(n)® siu <0, et Gal(F,,/F), = G(n)*,
sipht—1l<u<pt—1,etsik>1.
(ii) Sz n > 1, alors Gal(F,/F)" = G(n)? siv <0, et Gal(F,/F)" =Gn)F, sik—1<v<k
et si k>
(iii) Szn 1, alors C(Fn/ ) =
0,

(iv) T% = G(00)? siv < tF%:G(oo),szk—1<v ketsik>

Démonstration. — L’extension F,,/F' est totalement ramifiée et m, = £(") _ 1 en est une unifor-
misante (et donc un générateur de O, comme algébre sur Z,). Par définition, si o € Gal(F,/F),
on a donc ig, (o) = vg, (o(m,) — 7Tn) = vp, (0(1 + m,) — (1 + m,)). Supposons ¢ # 1. On peut
alors écrire x (o) sous la forme 1 + p*a, avec a € Z;, et 0 <k <n—1 Comme (1+m,) est une

racine de l'unité d’ordre une puissance de p, on a U(l—l—ﬂ'n) —(14m) = (L4+m)((1+m)%" — 1),

n—k

k . e N A .
et comme (1 4 m,)%" est une racine primitive p"”~"-iéme de I'unité, on obtient

op((L+ )™ —1) _1p—Dp ",
vp(7n) 1/(p—Dp*
On en déduit que o € Gal(F,/F), si et seulement si p* > u + 1, ce qui démontre le (i).
Ona[G(n)y: G(n)y] = (p—DpFtsipF1—1 <u< pk let 1 <k < n. Onendéduit que, sur
[0, +o0l, la fonction ¢, /p est affine sur chacun des segments [pF~1—1,p* —1], et sur [p" —1, +ool.
F=1—1,pF —1] est W7 onap, p(k)=¢p,/r(k—1)+1,
si 1 < k < n. La fonction ¢, /p est donc affine de dérivée (p — 1)p* sur chacun des segments

v, (c(1+m,) — (1 +m,)) =

comme la dérivée de pp, /p sur [p

[k, k+ 1], si k <n— 1, et affine de dérivée (p — 1)p" ! sur [n, +oo[. En particulier, les sauts de
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la filtration par les Gal(F,,/F)" sont aux entiers < n. On en déduit le (ii). Les (iii) et (iv), quant
a eux, sont des conséquences immédiates du (ii).

Remarque 1.3. — Le conducteur de F), sur F' est un entier, comme prédit par le théoréme de
Hasse-Arf
Ezxercice 1. — (i) Montrer que le polynéme minimal de 71 sur F est % En déduire que

UP(DF1/F) =1- ﬁ

(ii) Montrer que, si n > 2, le polyndéme minimal de m, sur F,,_1 est (1+ X)? — (1 +7m,—1). En
déduire que v,(0p, /5,_,) = 1.

(iii) Montrer que v,(df, /) =n — ﬁ.

(iv) En déduire que l'on a F7(qu) =F,sik<v<k+1l,et0<k<n.

(v) Retrouver le (ii) de la prop. 1.2.

1.2. Le complété de ’extension cyclotomique de F. — Soit 1300 le complété de Fio
pour vy, ; c’est aussi 'adhérence de Fi, dans C,. L’action de I'r sur F, s’étend par continuité a
F, et 'objet de ce n® est d’étudier cette action.

Remarque 1.4. — Si k > v,(2p), et si vy(u — 1) = k, Iapplication x — %ggﬁ induit un isomor-

phisme de groupes de 1 —l—kap sur Z,, 'isomorphisme inverse étant y — u? = exp(ylogu). Cela
montre que le groupe (multiplicatif) 1+ ka est procyclique (i.e. est topologiquement engendré
par un élément). Si p > 3, on a Zy = p, 4 x (1 + pZ,), et comme p,, ; est cyclique d’ordre
premier a p, le groupe Zy est lui aussi procyclique. Par contre, Z3 = {£1} x (1 +4Z2) n’est pas
procyclique.

Lemme 1.5. — Sin>1 et x € Fy, alors p”*Trp i/ (x) de dépend pas de lentier k tel que
WS Fn+k.

Démonstration. — Cela suit de ce que Tre, /. (T) = [tk : Fn+k]Tan+k/Fn (x)siz € Fryk
et de ce que [Fnypti : Frin] =p".

Notons R, : Fi,w — F), I'application dont le lemme ci-dessus assure ’existence. Si n > 1, soit
Y, ={z € F, Trg,/p,_,(z) = 0}, et soit R}y = R, — Rp—1.

Proposition 1.6. — (i) L’application R,, : Foo — F,, est Fy-linéaire, commute avec ’action
de I'r, et on a Ry, o Ryp, = Ry
(ii) Si 2 € Fi, alors Ry ;(x) € Yy, est nul sii>> 0, et on a

+ Z Rn—H

(iii) Si k € Z, alors «vp(x) = kvp(mn) » & «vp(Ru()) = kvp(ma) et vp(REi(2)) = kvp(my),

quel que soit i > 1 ».

Démonstration. — R,, commute a l'action de I'p car, si L/K est une extension de corps, et si
o : L — L7 est un isomorphisme de corps, alors Trzo /o (0(x)) = o(Trp g (x)). Le reste du (i)
est immédiat.

Le (ii) suit de ce qu'il existe k € N tel que x € Fj, 1 et alors Ry, 4i(z) =z sii > k.
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Dans le (iii) I'implication < est immédiate. Pour démontrer 'implication réciproque, consta-

tons que les 7’ pour 0 < i < pF — 1 forment une base de & Fo.p, SUr Op, puisque I'extension

etk
Fo 11/ F, est totalement ramifiée. On peut donc écrire x € OF, 1 de maniére unique sous la forme

Z (1 + Tnak), avecaj € Op,.
7=0

Maintenant, on a (1 + ﬂn+k)pk_i =14+Tpisit <k, et

(14 g sipl g,

_1 + ) =
_ (1)
P T, m . (( n+i)) {() si (p,j) = 1.

En écrivant j € {0,...,p" —1} sous la forme j = p*~%j’ avec (§/,p) = 1, on en déduit les formules
Ro(x) =ao et Rij (@)= > apijp(l+mny)
(7".p)=1

Ceci permet de montrer que, si vy(x) = 0, alors vy(Rp(z)) > 0 et v,(R}_ ;(2)) = 0. Le cas
général s'en déduit en remarquant que « vy(z) = kvy(m,) » équivaut & « x € TEOR, », et en
utilisant la F,-linéarité de R4, si ¢ € N.

Si k € N, on note 'y, = Gal(Fx/Fy); c’est le sous-groupe de I'p image inverse de 1 + p*Z,,
par x. En particulier, I'r, est un groupe procyclique si k > v,(2p).

Lemme 1.7. — Soit j > vy(2p), soit v; un générateur de g, et soiti > j+1. Alors v; —1 est
1

inversible surY;. De plus, sik € N, etv,(z) = kvp(mi—1), alors v,((v;—1)"1x) > kvp(mi1)— 577
Démonstration. — Commencons par traiter le cas j = ¢ — 1. Si « € Y;, on peut écrire x sous
la forme x = Zg;i zq(1 + m;)?, avec x4, € F;_1. De plus, si k € N, et vy(z) > kvp(mi—1), alors
Up(Ta) = kvp(mi—1), quel que soit a € {1,...,p—1}. Par ailleurs, on peut écrire x(v;) = 1+ p’v,
avec v € Zy. On a alors v;((1+7;)%) = (1 +m;)*(1 + 7)), et comme x, et 71 sont fixes par ;,
on voit que x a comme antécédent

p—1

Na
o QZ:I 1+ ) ‘“’—1(14_7“)'

De plus, comme v,((14+m)* —1) = 1%’ on obtient la minoration voulue dans le cas j =i — 1.

i—j—1

Le cas général s’en déduit en remarquant, que v = 7? est un générateur de I'p, |, et que
i1

Pona(y;— 1) =(y =) A4y +-+97 7).

Proposition 1.8. — Soit n > v,(2p), et soit v, un générateur de I'f,, .

(1) Tout élément x de F, peut étre écrit de maniére unique sous la forme x = Ry, (x)+(yn—1)y,
avec Ry, (y) =0, et on a

0p(Ra(@) > 0p(w) = vp(mn);  vply) > vp(e) = vp(ma) = =
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(ii) Ry s'étend par continuité  Fa et, si X, = {& € Fao, Rn(x) = 0}, on peut écrire tout
élément x de Fy, de maniére unique sous la forme x = Ry (x) + (7, — 1)y, avec y € X,,, et on a

1
vp(Rp (7)) > vp(w) — vp(mn),  vp(y) > vp(w) — vp(mn) — ﬁ
Démonstration. — D’aprés le lemme précédent et la prop. 1.6, on a
+oo
z=Ry(z)+ (v —1)y, avecy= Z('yn —1)7IRE ().
i=1

On en déduit le (i).

Par ailleurs, d’aprés le (i), on a v,(Ry,(z)) > vy(x) — vp(m), ce qui prouve que 'application
F,-linéaire R,, est uniformément continue, et donc s’étend par continuité & 1300. Le reste du (ii)
se déduit du (i) par passage a la limite.

Remarque 1.9. — (i) Les applications R,, : F\oo — F,, sont connues sous le nom de Traces de
Tate normalisées.

(ii) D’apres la prop. 1.6, elles commutent & l'action de I'r (ou Gp).

(i) On a Ry () = @ si © € Fao et n > 0. Donc limy,— oo Rp(z) = z si z € Fae.

Exercice 2. — Si G est un groupe topologique, et M est un groupe topologique muni d’une
action continue de G, un cocycle continu sur G & valeurs dans M, est une application continue
g+ cg de G dans M telle que l'on ait ¢y, = g(cp) + ¢4 quels que soient h,g € G. Le but de cet
exercice est d’étudier les cocycles continus sur I'r & valeurs dans ﬁoo. On suppose pour simplifier
que p est impair, et donc que Zjy et I'p sont procycliques.

(i) Montrer que, si ¢ € Fio, alors 7 — (7—1)c est un cocycle continu sur I'p & valeurs dans Fy.

(ii) Soit  un générateur topologique de I'r. Montrer que tout élément = de F} peut s’écrire
de maniére unique sous la forme xg + (v — 1)yo, avec zg € F et yo € Fy vérifiant Trp, / r(yo) = 0.
En déduire que tout élément de F\oo peut s’écrire sous la forme zg + (7 — 1)y, avec 29 € F.

(iii) Soit T +— ¢; un cocycle continu sur I'p, & valeurs dans F\oo. Montrer, en décomposant c,
sous la forme xg + (v — 1)y, qu'il existe a € F uniquement déterminé, et ¢ € ﬁoo, tels que 'on
ait ¢; = alog x(7) + (7 — 1)c quel que soit 7 € T'p.

1.3. Il n’y a pas de 2im dans C,!

Un analogue p-adique de 2im devrait étre défini par la formule 2im = lim,,—, 4o, p" log £ Le
probléme est que I'on a log, e = 0 quel que soit n € N et donc la formule précédente donne
2im = 0, ce qui n’est pas trés raisonnable. Si on regarde ce que donne la formule précédente d’un
point de vue galoisien et que 'on utilise la formule (™) = (e()X(?) si o € Gq,, on voit que
le minimum que 'on puisse demander & un analogue p-adique de 2im est de vérifier la formule
o(2im) = x(0)2im quel que soit o € Gq,. Malheureusement (ou heureusement...), on a le résultat
suivant.

Théoréme 1.10. — (i) Il n’y a pas d’élément x de C, tel que l'on ait o(z) = x +log x (o), quel
que soit o € Gq, (autrement dit, C, ne contient pas d’analogue p-adique de log 2i).

(ii) Si k € Z—{0}, alors {x € Cp, o(z) = x(0)kz, quel que soit o € Gg,} = {0}. (autrement
dit, C, ne contient pas d’analogue p-adique de (2im)¥, quel que soit k € Z — {0}.)
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Démonstration. — (i) Sl existe un tel z, alors o(z) = x quel que soit o € ker x, et donc z € ﬁoo,
d’aprés le théoréme d’Ax-Sen-Tate. On a alors

o(Rn(2)) = Ru(o(2)) = Rn () +log x(0),

quel que soit o € I'q,,, ce qui est impossible car Ry, (x) € F,, n’a qu’un nombre fini de conjugués,
et log x(o) prend un nombre infini de valeurs.

(ii) Si x € C}, vérifie o(z) = x(0)*z quel que soit o € Gq,, et si .Z € Qp, alors y = 1 log ()
vérifie o(y) = y +log x(0), quel que soit o € Gq,, et le (i) montre que ceci n’est pas possible.

Exercice 3. — Démontrer la non existence de 2im sans passer par celle de log 2i7.

Ezercice 4. — Soit K une extension finie de Q,, (pas forcément non ramifiée).

(i) Montrer qu’il n’y a pas d’élément = de C,, tel que 'on ait o(z) = x + log x(0), quel que
soit o € Gg.

(ii) Montrer que, si k € Z—{0}, alors {x € C,, o(x) = x(0)*z, quel que soit ¢ € G} = {0}.

1.4. L’extension cyclotomique d’une extension finie de Q,

Soit K une extension finie de Q, et soit F' I'extension maximale non ramifi¢e de Q, contenue
dans K. Sin € N, soit K, = KF,, = K(p,n). Soit Koo = KFoo = UpeNKn. Etant la composée
d’une extension galoisienne avec K, 'extension Ko, /K est galoisienne et son groupe de Galois
I'k s’identifie naturellement & un sous-groupe (ouvert car [K : F] < +00) de Gal(F/Qp). Fina-
lement, soit G = Gal(Q,/K), et soit Hx C Gk le noyau de x. On a donc Hg = Gal(Q,,/Kx)
et 'y = Gg / Hg.

Si L est une extension finie de F', on note ¢(L) = ¢(L/F) le conducteur absolu de L. Soit
no(K) le plus petit entier > ¢(K).

Lemme 1.11. — Sin = no(K), alors
(i) e(Kn) =n;
(ii) Kp41/ Ky, est une extension totalement ramifiée de degré p;
(iii) Gal( K/ Kp) = Gal(Fpqi/Fy) et Tk, =15, ;
(iv) K n+1 = K quel que soit s < no(K).

Démonstration. — On a c¢(K,,) = sup(c(K), c(Fn)) = sup( (K),n) ; on en déduit le (i), le (ii) et
le (iii). Par ailleurs, KY = K(S)1 N K,, et donc K +1/K est de degré p si Ki‘?l + KY). Ceci
implique que l'on a K11 = K7(1421Kn7 ce qui conduit & une contradiction car ¢(K,4+1) =n+1
et c(KfiglKn) = sup(c(KY(L_gl), c¢(Ky,)) < sup(s,n) < nsis < ng(K) < n. Ceci termine la
démonstration.

Corollaire 1.12. — Sin > no(K), alors

() f(Kn+1/Fnir) = f(Kn/Fn), e(Kni1/Fni1) = e(Kn/Fn) et [Knyy: Fopa] = [Kn 2 Byl

(ii) les applications naturelles Homp (KOO,C ) — Homp, (Ku, Q,) — Homp, (K,,Q,) sont
des bijections ; la restriction de Trg B O Koo (resp. a Kp) est Trg g, (resp. a Trg, k)5

si, de plus, K/F est une extension galoisienne, alors K /Fs et K,/F, sont aussi galoisiennes,
et Gal(K, /F,) = Gal(K«/Fs) = Hp /Hg.
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Démonstration. — Tous ces points sont des conséquences immédiates du (ii) du lemme précédent.

On note dx_, le degré de l'extension Ko /Foo. On note ex (resp. fx. ) la limite de la suite
de terme général e(K,,/F,) (resp. f(Kn/Fy)).

Remarque 1.13. — (i) di. est aussi le degré de l'extension K,/ F), si n = ng(K).

(ii) Comme l'extension Fu./F est totalement ramifiée, fx_  est aussi le degré de 'extension
F'/F, ou F’ est 'extension non ramifiée maximale de F' contenue dans K.

(iii) On a F' C K, si n > no(K).

(iV) eKoofKoo = dKoo'

Proposition 1.14. — La suite de terme général p"v,(0g, /r,) est stationnaire pour n = no(K)

1

et on ap”vp(DKn/Fn) < ﬁp”O(K) quel que soit n € N.

Démonstration. — On part des formules

U(U )—U(D )—U(O )_/+°O( 1 B L )ds
p 0K, /F, P\YKn/F P\ Fn/F 0 [F, Fr(f)} (K, Kés)]

et p" = B [F, 1 F]. Par ailleurs, on a FY = K N F, et donc [F), F,(LS)] = [FnKT(Ls) ; K,({q)], ce
qui nous donne

o) = L [ A :
PV, /p,) = —— F, :F(l——)ds.
P/ p=1Jy " (K Fu K]
Maintenant, si s = ng(K) > ¢(K), on a K 5 K® = K et donc (K Fanf)} =1, ce qui nous
fournit la formule

no(K)

n -2 (- L

Pour obtenir la majoration de la proposition, il suffit alors de majorer 1 — par 1 et

1
[Kn:Fn K]
d’utiliser la formule

no(K)
/ [F): Flds =1+ (p—1) + -+ + (p — 1)p"oF) 72 = proFO-1,
0

Il reste & montrer que la suite p"v, (0, /F,) est stationnaire pour n > ng(K). Soient donc
n = no(K) et s <ng(K). On a £ = FT(:ZI = F}, ou k est le plus grand entier < s < ng(K), et
donc [Fé‘jr)l D F] = [ESS) : F| quel que soit s € [0,n9(K)]. Par ailleurs, I'extension K,11/K, est
de degré p et, comme 7(1‘21 = Kq(f) est de conducteur < s < n, I'extension Fn+1KT(il/FanSS)

est non triviale et donc de degré p, elle aussi. On a donc [Kp41 : Fn+1K(s) | =[Kn: Fanf)], ce

n+1
qui permet de conclure.
Remarque 1.15. — Une conséquence de la proposition 1.14 est que v,(0k, /5,) tend vers 0
quand n tend vers 400 : 'extension K /Fu, est presque étale.
Exercice 5. — (i) Montrer que, quel que soit § > 0 et quel que soit K extension finie de F', il

existe a € Ko tel que vp(a) = —d et Trg_/p (o) = 1.
(ii) Soit 7 + ¢; un cocycle continu (cf. exercice 2) sur Hp, a valeurs dans Oc,.
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(a) Montrer qu’il existe une extension galoisienne finie K de F' telle que l'on ait ¢, € p? Oc,
siTe Hg.

(b) Soit @ € K vérifiant vy(a) > —1 et Trg_/p (@) = 1, soit T' un systéme de représentants
de Hp /Hy dans Hp, et soit ¢ = ) ., 7(a)cr. Montrer que ¢ € p_lﬁcp, et que

olc) —c= (ZUT(Q)CUT> - (ZT(O{)CT> — ¢y, sioeHp.

TeT TeT

(c) Montrer que si 7 € T, il existe 7/ € T unique tel que h, = (7')"loT € Hg, et que 7 +— 7/
est une bijection de T' dans 7. En déduire que ¢, = p~(cy — (0 — 1)c) € Oc,, quel que soit
o € Hp.

(d) Montrer que o — ¢, est un cocycle continu sur Hp a valeurs dans Oc,- En déduire qu'’il
existe ¢ € C, tel que I'on ait ¢, = (0 — 1)c quel que soit 0 € Hp.

(ili) Soit o + ¢, un cocycle continu sur G a valeurs dans C,,.

(a) Montrer qu’il existe ¢ € Cy, tel que le cocycle o — ¢, = ¢, — (0 — 1)c soit identiquement
nul sur Hp.

(b) Montrer qu’il existe un cocycle continu o +— d, sur I'p & valeurs dans ﬁoo tel que 'on ait
¢ = dz, ou 7 désigne 'image de o dans I'p.

(c) En utilisant I'exercice 2, montrer qu’il existe a € F', uniquement déterminé, et c € C,, tel
que 'on ait ¢, = alog x(o) + (o — 1)c quel que soit o € Gp.

Lemme 1.16. — Sin > ng(K), et sixz € Ko, alors p_kTrKn+k/Kn (z) ne dépend pas de ’entier
k tel que x € Kp1p.

Démonstration. — Exercice.

Notons Rgy, : Koo — Kp, si n > ng(K), application dont le lemme ci-dessus assure I'exis-
tence.

Proposition 1.17. — (i) L’application Rk, s’étend par continuité en une application K-
linéaire de IA(OO dans K, vérifiant les propriétés suivantes.

(a) St K C L, et sin > ng(L), alors Rk et Ry, coincident sur IA(OO.

(b) Sio € Gq,, alors 0 o Rgn = Rgono0.

(c) vp(Rrn(x)) = vp(x) — vp(mn) — vp(0k,/F,)-

(d) limy— 400 Rxn(2) = 2.
(ii) Soit Xk rn = {z € Koo, Rk n(z) = 0}. Alors tout élément de Koo peut s’écrire de maniére
unique sous la forme v = Ry p(x) + (yn — 1)y, avec y € Xk, et on a

1
Up(y) = vp(x) — p—1_ Up(Tn) = Up(¥sc,,/F, )-
Démonstration. — Soit e1, ..., eq une base de Ok, sur Of,, et soit €7, ..., ey la base de K, sur
F,, duale de e1,...,eq pour (z,y) — Trg, /g, (ry). On peut alors écrire tout élément z de Koo

y ~
sous la forme x = ) 7| x4, avec x; = Trg_/p. (xei) € Foo et vp(x;) = vp(x). Comme Ry, est
K, -linéaire sur K., est I'identité sur K, et coincide avec R,, sur F,, on a

d d
R (@) = Ren(Y_mie}) =Y Rulxi)e}.
=1 =1
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Ceci permet de déduire les propriétés de Rk, de celle de R,,, et la proposition suit de la propo-
sition 1.8, de la remarque 1.9 et de la minoration vy(e}) > —v,(0k, /5, )-

Ezxercice 6. — Soit W un sous K-espace vectoriel de dimension finie d de I?oo stable par 'k .
Soit eq,...,eq une base de W sur K, et si v € I'k, soit Uy, € GLg(K) la matrice (a;;)1<i j<d
P d

définie par y(e;) = > 5_ aije;.

(i) Montrer qu'il existe n > ng(K) tel que Uy € 1+ p*My(Ok), si v € I'k,,.

(ii) Soit f; = e; — Rk n(€i). Montrer que y(f;) = 2?21 a;jfj, siyelk,.

(iii) Soit £ € {1,...,d} tel que vp(fr) < vp(fi) quel que soit i € {1,...,d}. Montrer que
vp(V(fr) — fr) = vp(fx) + 2, si v € T'k,,. En déduire que fi = 0.

(iv) Montrer que W est inclus dans Ko, et que 'k agit a travers un quotient fini.

Ezercice 7. — Soit By anneau C,[T, 7] muni de I'action de Galois définie par

b b
(D znT™) = o(zn)x(0)"T"  sio € Gq,.
n=a n=a

(Autrement dit, 7" est un 2im « formel ».) Soit K une extension finie de Q.

(i) Montrer que (Byt)%% = K.

(ii) Quels sont les éléments inversibles de Byt 7

(iii) Montrer que, si x € By — {0} est tel que o(z) = usx, avec u, inversible dans Byt quel
que soit o € G, alors = est inversible dans By. En déduire que FraC(BHT)GK =K.

1.5. Remarques sur les représentations galoisiennes

Si G est un groupe topologique compact (comme Ggq, ou Gg = Gal(Q/Q)), une représentation
p-adique de G, est un module libre V' de rang fini sur 'anneau des entiers d’une extension finie
E de Qp, muni d’'une action continue de G. Si on veut préciser I'extension de Q,, on parle de
O 'p-représentation.

La géométrie algébrique fournit des représentations p-adiques de Gq en abondance (coho-
mologie étale des variétés algébriques définies sur Q), et 'étude de ces représentations s’est
révélée étre une aide précieuse pour des tas de questions de théorie des nombres. Par exemple,
la démonstration de Wiles du théoréme de Fermat s’appuie de maniére cruciale sur I’étude des
représentations de Gq attachées aux courbes elliptiques et aux formes modulaires.

Maintenant, si on fixe un plongement de Q dans Q,, pour tout nombre premier ¢, on peut
voir Gq, comme un sous-groupe de Gq, et les Gq, engendrent topologiquement Gq. La maniére
dont les Gq, se mélangent dans Gq, est trés mystérieuse, mais on peut obtenir énormément
d’informations sur une représentation p-adique de Gq en regardant sa restriction a Gq,, pour £
premier. Pour des raisons topologiques, c’est la restriction a Gq, qui fournit les renseignements les
plus subtils (GL4(OF) est essentiellement un p-groupe et donc I'image du sous-groupe d’inertie
sauvage de Gq, par un morphisme continu est d’image finie si £ # p, car ce sous-groupe d’inertie
sauvage est un (-groupe ; par contre I'image du sous-groupe d’inertie sauvage de Gq, n’a aucune
raison d’étre finie comme le montre I’exemple du caractére cyclotomique).

Fontaine a introduit une stratégie extrémement féconde pour classifier les représentations p-
adiques de Gq,. Celle-ci consiste & construire des anneaux topologiques B, munis d'une action
de Gq, et de structures additionnelles respectées par I'action de Gq,, et d’étudier le B-module
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B ® V, muni de I'action diagonale de Gq,. Une illustration rapide des méthodes de Fontaine
se trouve aux n® 2.3 et 2.6. L’exemple le plus simple d’invariant que I'on peut obtenir de cette
maniére est dit & Sen ; il utilise I'anneau B = C,,, et repose de maniére cruciale sur les prop. 1.17
et 1.14. Les exercices 6, 2 et 5 donnent une idée des techniques utilisées.

Théoréme 1.18. — Soit K une extension finie de Q. Soit V une Zy-représentation de di-
mension d de Gg. Alors C, ®z, V' contient un unique sous-K-espace vectoriel Dgen (V) de
dimension d, fize par Hy, stable par G (agissant a travers '), et engendrant le Cp-espace

vectoriel Cp @z, V. De plus, si x € Dsen(V), alors X(ny_)ilx tend vers une limite Ogen(z) quand

v tend vers 1 dans U'x, et  +— Ogen(x) est Koo-linéaire.

Définition 1.19. — L’opérateur Ogo, s’appelle l'opérateur de Sen associé a V' ; ses valeurs
propres sont les poids de Hodge-Tate de V', et V' est de Hodge-Tate si Ogep est diagonalisable, et
si les poids de Hodge-Tate de V' sont des entiers.

Toute cette théorie a pour origine un travail de Tate dans lequel celui-ci conjecture que les
représentations de Gg provenant de la géométrie algébrique sont de Hodge-Tate, ce qui a été
démontré par Faltings en 1988.

Exemple 1.20. — Soit k € Z. La puissance k-iéme y* du caractére cyclotomique définit une
Z,-représentation Vi de dimension 1 de G [notée habituellement Z,(k)]; on a o(z) = x(o)*x
quel que soient 0 € Gg et x € V. Comme 'action de Gg se factorise & travers ', on a
Dsen(V) = Koo ®z, Vi Un élément x de Dgen(V') appartient donc a K, ®z, Vi si n est assez
grand, et on a y(z) = x(v)¥z, si v est proche de 1. On en déduit que Ogey, est la multiplication
par k. La représentation Vj est I’exemple de base d’une représentation de Hodge-Tate de poids k.

2. Quelques anneaux de Fontaine

2.1. L’anneau E*. — Rappelons que l'on a défini, si A est un anneau, 'ensemble R(A) des
suites (2(™),en d’éléments de A telles que L'on ait ()P = 2" quel que soit n € N. On
a aussi montré que, si A est un p anneau d’anneau résiduel R, alors 'application naturelle de
R(A) dans R(R), est une bijection, la réciproque étant définie par x — 1a(z), ol wXL) (x) =
limy 1 o0 (:i:("+k))pk, et ot (™ est un relévement quelconque de (™ € R dans A.

Maintenant, R étant un anneau de caractéristique p, I'application x +— P est un morphisme
d’anneaux de R dans R, et I’ensemble R(R) est un sous-anneau de RN. Ceci permet de munir
R(A) d’une structure d’anneau parfait de caractéristique p. La somme et le produit de x =
(™) pen et ¥ = (y™)nen étant donnés par les formules

(z+y)™ = kEr—iI-loo(x(n+k) + y(n+k))pk et (ay)™ = z(My™),

la racine p-ieme de z = (2("),en étant z'/7 = (21, cn.

On note ET lanneau R(Oc,) que l'on peut aussi, d’aprés ce qui précéde, voir comme
R(Oc,/w0c,), pour n'importe que choix de w € O¢, vérifiant 0 < v,(w) < 1. On remarquera
que F), étant un sous-anneau parfait de Oc, /@wOc,, 'anneau E* contient R(F,) qui s’identifie

naturellement & F,, par I'application z = (M) en — (0.
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Siz = (2")en € EY = R(0c,), on pose vg(z) = up (), ce qui fait que I'on a vg(r) =
p"vp(x(”)) quel que soit n € N.

Finalement, si o € Gp, on fait agir o sur E*, en définissant o(x), si z = (™),en par la
formule o(z) = (o(2™)),eN-

Théoréme 2.1. — (i) E* est un anneau de caractéristique p qui est parfait et 'application vg
en est une valuation pour laquelle il est complet.

(ii) L’action de Gp sur Bt est continue, respecte sa structure d’anneau, et commute o Uaction
de d’endomorphisme de Frobenius ¢ défini par ¢(x) = aP.

Démonstration. — (i) On a déja vu que E* est un anneau parfait de caractéristique p. Si z =
() pen et (3™)nen sont deux éléments de EY, on a

up((2™ +y ™) = prup(a™ + ™) > inf ("o, (@ ™), p"0p(y™)) = inf(ve(x), vE(Y)),

ce qui, passant a la limite, nous fournit 'inégalité vg(z + y) > inf(vg(x),ve(y)) et permet de
montrer que vg est une valuation (les autres propriétés a vérifier étant immeédiates).

D’autre part, on a vg(z—y) > p” si et seulement si (0 = () 2 = 4™ dans Oc,/pOc,,
ce qui montre que la base de voisinages de x pour la topologie induite par vg constituée des
{y | vE(z — y) > p"} est aussi une base de voisinages de x pour la topologie de R(0¢,/pOc,)
induite par la topologie produit sur (0c, /pOc p)N, chacun des facteurs étant muni de la topologie

discréte. On en tire la complétude de ET car un produit d’espaces discrets est complet.

(i) Le fait que laction de Gp respecte la structure d’anneau de Et = R(Oc,/pOc,) est
évident. D’autre part, si 0 € Gp, on a vg(o(z)) = ve(z) ce qui fait que Gp agit par des
isométries et donc continiiment et le fait que cette action commute & ¢ est une évidence. Reste &
vérifier que, si z = (¢(™),en € ET, alors application o — o(x) est continue. Soient M > 0 et n
tel que p" > M. Soit y € OF tel que Up(:x(") —y) > 1 et soit K une extension finie galoisienne de F’
contenant y. Sio € Gp et 7 € Gy, alors vy (o7 (2™) —a(x™)) = vy (o7 (2™ —y)—a (™ —y)) > 1
et donc vg(o7(z) — o(z)) = p" = M. Ceci permet de conclure.

Proposition 2.2. — (i) (ET)¥=! = F,,.
(ii) Si K est une extension finie de F, alors (ET)9K = k.

Démonstration. — (i) ¢(x) = x si et seulement si 2P — 2 = 0 et donc si et seulement si z € F),
puisque E* est intégre (car muni d’une valuation).

(ii) Par définition de laction de Gg, on a (ET)6x = R((€c,)®x). Par ailleurs, d’apreés le
thesréme d’Ax-Sen-Tate, R((€c,)%%) = R(Ok). Finalement, O étant un p-anneau (pas strict)
d’anneau résiduel kg, on a R(Ok) = R(kg), et comme kg est parfait, R(kx) = kx.

2.2. Les éléments ¢ et 7. — Soit ¢ = (1,eM, ..., e )¢ E*, avec ¢ # 1, ce qui fait
que €™ est une racine primitive p™-iéme de I'unité. Soit ¥ = — 1 On a
) = i n (n) _1y—_P
vE(T) ngrpr vp(e 1) P >1>0.

Proposition 2.3. — Sio € Gp, alors o(e) = eX(@) oq x est le caractére cyclotomique.
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Démonstration. — Comme on le verra un peu plus tard, on a (2) € Zyp, si x € Zy, ce qui montre
que la série (1+T)* = :er()) (f’;) T™ converge dans tout corps complet pour une valuation v, dés

que v(T) > 0. Dans le cas qui nous intéresse, on a v,(™ — 1) > 0 et vg(c — 1) > 0, ce qui donne
un sens a £X(?) et (€(™)X(?) On a alors, par définition du caractére cyclotomique,

() = (0(e™))nen = ((eMW)X)), g = X,

L’anneau E* étant un anneau valué complet, et vg(7) > 0, le corps des fractions E de ET
n'est autre que ET[71]. On étend vg & E par vg(7 "z) = vg(z) — vg(7), ce qui fait de E un
corps complet pour la valuation (non discréte) vg, et on étend les actions de Gq, et  de maniere
évidente a E.

2.3. L’anneau B?IFR des « nombres complexes p-adiques »

On note AT Panneau des vecteurs de Witt W (E") a coefficients dans Panneau parfait E*.
Tout élément de AT peut s’écrire de maniére unique sous la forme z = S ™ [an), ot () neN
est une suite d’éléments de ET. D’aprés les résultats généraux sur les vecteurs de Witt, les actions
de Gq, et ¢ sur ET se relévent de maniére unique en des actions de Gq, et psur A™. De maniére

explicite, on a
+o00 +oo +o00 +00
(Y P wal) =D p"ab) et (D p"wa]) =Y plo(wn)), sio € Gq,.
n=0 n=0 n=0 n=0

On a Et = R(Oc,/pOc,) = R(Oc,). On note 6 : Et — Oc,/pOc, Vapplication qui, a
T = (Tn)neN € R(Oc,/pOc,) associe xg € Oc,/pOc,. Ceci fait de § un morphisme d’anneaux
de E* dans Oc,/pOc, qui, de maniére évidente, est surjectif et commute a I'action de Gq,.

On note § : E* — Oc, l'application qui, & z = (a;(”))neN € R(O¢,) associe 20 ¢ Oc, . Ceci
fait de 6 une application multiplicative de E* dans Oc,, dont la réduction modulo p est 9. 11
résulte de la propriété universelle des vecteurs de Witt, que 'application 6 : At — Oc, définie
par

+oo +00
o an[an =3 a0,
n=0 n=0
est un morphisme d’anneaux.

Il y a deux topologies naturelles que I’on peut mettre sur At La topologie forte, qui n’est autre
que la topologie p-adique, fait de I'application Z:ﬁ% P"[xn] — (Zn)nen un homéomorphisme de
AT sur (EDN, o1 'on a muni E* de la topologie discréte. La topologie naturelle sur A™ est celle
qui fait de 3% p"[a,] — (2n)nen un homéomorphisme de A+ sur (E1)N, ot Pon a muni E*
de la topologie définie par vg. Cette topologie, la topologie faible, est plus faible que la topologie
p-adique, mais A™ est encore complet pour cette topologie puisque E* est complet pour vg.

Proposition 2.4. — (i) Le morphisme 0 : AT — Oc, est surjectif, et commute avec l'action
MBGQP.

(ii) Le noyau de 0 est principal, et un élément x = > 20 p"[x,] en est un générateur, si et
seulement si vg(zg) = 1.
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Démonstration. — Le (i) est plus ou moins immédiat ; montrons le (il). Siz = > 29 plan] € At
on note T = xg son image dans Et.Siz € kerd, on a :UO = Z:OC{ p"wn), ce qui implique

ve(T) = vp(:c(() )) > 1. Soit alors x = Yt p[x,] vérifiant vg(T) = 1, et soit y € ker . D’aprés
ce qui précéde, on a vg(y) > 1; il existe donc ag € E* tel que ¥ = apx. On peut alors écrire
y sous la forme y = [ag]z + py1, avec y1 € At. De plus, pA(y1) = 0(y) — 0([ag))8(z) = 0, ce
qui prouve que y € kerf. On peut donc refaire avec y; ce que l'on a fait avec y, ce qui permet
de construire, par récurrence, une suite (a,)nen d’éléments de AJ“, telle que ’'on ait, pour tout
n €N, y=([ap] + -+ p"[an]))x +p"yni1, avec yni1 € kerd. On a donc y = (Z:C’%pn[ nl) T,
ce qui montre que x est un générateur de ker @, et permet de conclure.

Ezemple 2.5. — Si on pose w = B [f/]al =1+ [P 4+ -+ [e/P]P~1 on a O(w) = 0 puisque
0([e]) =1 et §([e/P]) = e £ 1. Par ailleurs, image @ de w dans E* est 1/p11 = (e —1)=1/p,

et on a donc vg(w) = (1 — 1/p)vg(e — 1) = 1. Ceci montre que w est un générateur de ker 6.

Ezxercice 8. — Soit F' une extension non ramifié¢e de Q. Soit K une extension totalement
ramifiee de F' de degré e > 1, soit mx une uniformisante de K, soit P € Op[X] le polynéme
minimal de 7x sur F, et soit 7 € A1 vérifiant (7x) = mx. Montrer que P(7x) est un
générateur de ker 6.

Ezxercice 9. — (i) Montrer que la topologie faible est aussi la topologie (p, ker #)-adique.
(ii) Montrer que Gq, agit continiment sur AT pour la topologie faible, mais pas pour la
topologie p-adique.

On étend ¢ par Qy-linéarité en un morphisme d’anneaux de A+[ | dans C,,. Le noyau de 6 est
encore principal engendré par w, et on note BT dr le séparé complété de A*[ | pour la topologie
w-adique. On note vy la valuation définie par w sur B qr- Par construction, cette valuation est
discréte et B:{R est complet ; le corps résiduel est le méme que celui de 1~X+[%] ; c’est donc C,,.

Comme ker ¢ est stable par Gq, 'action de Gq, sur ;&JF[%] s’étend par continuité a B:{R; par

contre, celle de ¢ ne s’étend pas car ker § n’est pas stable par .
oo (1—[eh™
n= n

Comme [¢] — 1 € kerd, la série logle] = — converge dans BX;. On note ¢ la

somme. Si o € Gq,, on a

o(t) = o(logle]) = loglo(e)] = log[eX(7)] = log[e]X*) = x(0) log[e] = x(0)t.

Ceci fait de t un analogue p-adique de 2im (c’est le « 2im de Fontaine »). On a 6(t) = 0, ce qui
explique que 'on ne le voit pas dans C,,.

Ezercice 10. — Calculer 6(w™'t). En déduire que ¢ est une uniformisante de B;.

ii) Soit M la cloture algébrique de dans B,. Montrer que 6 induit un isomorphisme de

P dR

M sur Qp qui commute a 'action de Gq,.

iii) Montrer que, si K est une extension finie de Q,, alors (B1,)6% = K.

P dR,
iv) Montrer que le corps des fractions de B, est Bqr = B, et que 'on a BGx = K, si
dR dRlt dR

K est une extension finie de Q,.

Remarque 2.6. — On montre, en utilisant les résultats de cet exercice, que, si K est une
extension finie de Q,, et si V' est une Z,-représentation de Gg, alors le K espace vectoriel
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Dar(V) = (Bar ®z, V) est de dimension inférieure ou égale au rang de V sur Z,. On dit
que V est de de Rham si on a égalité. Fontaine a conjecturé, et Faltings et Tsuji ont démontré,
que les représentations de Gg provenant de la géométrie algébrique sont de de Rham. Ceci nous
fournit une contrainte trés forte pour qu’une représentation provienne de la géométrie, ce qui a
des tas d’applications en géométrie arithmétique.

Remarque 2.7 — La topologie naturelle sur BIR n’est pas la topologie définie par vy ; celle-ci
est beaucoup trop forte pour étre utile (elle correspond a la topologie discréte sur C,...). La
topologie naturelle sur BIR est celle pour laquelle les p’%&* + w"Bj{R, avec k,n € N, forment
une base de voisinage de 0. Elle est (beaucoup) plus faible que la topologie induite par v.

Ezxercice 11. — (i) Montrer que I'action de Gq, sur B;fR muni de sa topologie naturelle est
continue.
Remarque 2.8. — (i) Comme BIR est un anneau complet pour la valuation discréte vy, que

t en est une uniformisante, et que le corps résiduel est C,, il est abstraitement isomorphe &
C,[[t]], mais ce résultat n’est d’aucune utilité car on peut montrer (ce n’est pas du tout trivial)
qu’il n’existe aucun isomorphisme de ce type qui soit compatible a I'action de Gq, ou qui soit
continue.

(ii) La topologie naturelle sur At ou BgR a l’air un peu compliquée, mais on peut trés souvent
raisonner comme si on travaillait dans Oc, [[T]] ou C,[[T]] de la maniére suivante. On choisit une
section Zj-linéaire s : O, — At ded (ie. s(az—+by) = as(x)+bs(y) si a,b, € Z,etx,y € Oc,),
que l'on étend par Q,-linéarité en s : C, — A+[ | C B dr» €t on choisit un générateur & de ker 6

dans A*. Alors tout élément de A™ (resp. de B 1) peut s’écrire de maniére unique (exercice) sous
la forme 39 s(a,, )€™ avec (ay)nen € (Oc,)N (resp. (an)nen € (Cp)N), et la topologie naturelle
sur AT (resp. BJy) correspond & la topologie produit sur (0¢,)™ (resp. (Cp)N). Comme s n’est
pas multiplicative, il faut faire un peu plus attention que d’habitude, mais on est en général
sauvé par le fait s(a)s(b) € p"t" At sia € p"Oc, et b e p"Oc,.

Ezercice 12. — (i) Montrer que, si z € ET, et si vg(z — 1) > 0, alors la série log[z] =
toe m converge dans Bl

(ii) Plus generalement montrer que, si (an)neN est une suite d’éléments de Q,, et si x € BIR
est tel que la série Y70 anf(z)" converge dans C,, alors 3,720 a,,z™ converge dans B,

2.4. Le corps des normes de ’extension cyclotomique. — Dans tout ce qui suit, K
désigne une extension finie de Q,, et F' = W(kK)[%} (resp. F' = W(kKoo)[%]) est l'extension
maximale de Q, contenue dans K (resp. K).

Lemme 2.9. — Six € Of,,, eto € Gal(Fnq1/F,), alors vy(o(z) —x) > 1%'

Démonstration. — x peut s’écrire sous la forme z = Zf;ol z; (e avec xz; € Op, si 0 <
i < p— 1. Par ailleurs, o(e (”“)) = Cge("ﬂ), ol (, est une racine p-iéme de l’unité et donc
o(x)—x=3""0wi(e ”+1)) (¢t —1). Le résultat suit de la minoration v,(¢ — 1) > 5 si (P = 1.

Notons a 'idéal des éléments de valuation > %.

Lemme 2.10. — Sin >no(K)+1 et siz € Ok, ,, alors Ng, /i, (r) — 2P € a.
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Démonstration. — Soit eq,...,eq une base de O, sur OF, ; c’est aussi une base de K, 11 sur
Fo1 car Ky /Ky, et Fypq/F, sont de degré p. Soit ef,... e} la base de K, sur F, duale
de e1,...,eq pour la forme bilinéaire (z,y) — Trg, /r, (y) qui est aussi la restriction a K, de

e 12 ~1
la forme blhilealre (z,y) = Trg, . /F... (vy). Les e sont éléments de 0%,/

vp(er) > —pTlp"O(K)*” > —p(pal). On peut alors écrire x € O, sous la forme Zle xiel, avec
T = TrKn+1/Fn+1<336i) € 0p,.,- On a Gal(K,1/K,) = Gal(F,4+1/F,) et, comme v,(o(z;) —

x;) = [ﬁ d’aprés le lemme 2.9, on obtient finalement,

€t donc vérifient
n

1 1 1

p—1 plp—1) »p

vp(o(z) —z) = vp(zd:(a(azi) — :ci)e;"> >

=1

)

quel que soit 0 € Gal(Kn41/Ky). Comme Nk, k., (%) = [l,ccar, ., /K, (@), et comme
Gal(K,+1/K,) est de cardinal p, cela permet de conclure.

Corollaire 2.11. — Sin =2 no(K) +1 et si x € Ok, /a, alors 2P € Ok, /a et le morphisme
d’anneaux x — 2P de Ok, /a dans Ok, [a ainsi défini est surjectif.

Démonstration. — Soient wy, 41 une uniformisante de K41 et soit w, = Ny, 1/ Kn (Wnt1) ;5 Clest
une uniformisante de K,,. D’aprés le lemme précédent, on a wﬁ 11 = wp dans Ok, +1/ a. Tout
élément de x de Ok, , peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = ZL’B wk 41lak], o
les ay sont des éléments de kps et [ag] € Opr est le représentant de Teichmiiller de ag, et on a

P = Z::OB wk [a?] modulo p et donc, a fortiori, modulo a. On en déduit I'appartenance de z? a
Ok, /a et, utilisant le fait que kg est parfait, la surjectivité de z +— zP.

Si K est une extension finie de F', soit
EI+< = {(mn)neN S E+, T, € ﬁ[(n/a sin > nO(K) + 1}_

Ceci fait de E} un sous-anneau de ET contenant ¢ et 7, ce qui nous permet de définir le sous-
anneau Ex = EJ.[77!] de E.

Proposition 2.12. — (i) Si F est une extension finie non ramifiée de Qp, alors Ef. = kp[[7]
et Ep = kp((ﬁ))

(ii) Plus généralement, si K est une extension finie de Q,, alors Ex est un corps complet
pour la valuation discréte vy, d’anneau des entiers E;g, et de corps résiduel kp:. De plus, si
Tk = (Tkn)neN est une uniformisante de E};, et sin = no(K) + 1, alors T, appartient a
Ok, /a et tout relévement Tk ,, de Ti , dans Ok, est une uniformisante de K.

Démonstration. — Par surjectivité de x +— 2z de O, ,, /a sur Ok, /a, on peut trouver une suite
X = (wy) € E';(, telle que, si n > no(K) + 1, W, soit 'image d’une uniformisante w,, de K,, dans
Ok, /a. Sii, = [%], on a alors O, /a & kp[X]/ X, et, i, tendant vers +oo quand n tend
vers +00, cela montre que EJ. = limOf,, /a est isomorphe a kp [[X]], Papplication de kp[[X]]
dans Of, /a étant donnée par 320 ap X — ZZ”:_Ol a{nwﬁ. En particulier, si K = F, on peut

prendre w, = & — 1, ce qui montre que 'on a Ep = kp((7)).

Maintenant, si Tx = (Trn)nen est une uniformisante quelconque de E};, on peut écrire
7x sous la forme Tx = S ap X* € kp[[X]], avec a; # 0. Si n > ng(K) + 1, on a alors
Thn = Y roy ark, ce qui fait que tout relévement 7, différe de 1'uniformisante >} [ax]wk
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de K, par un élément de a, et est une uniformisante de K,. Ceci termine la démonstration de
la proposition.

Remarque 2.13. — On aurait pu, dans la démonstration précédente, remplacer a par n’importe
quel idéal b de Oc, contenant a et strictement inclus dans mg,. On en déduit que, si b est un
tel idéal,

E} = {(zn)nen € R(Oc,/b) = EY, 2, € Ok, /b sin = no(K) + 1}.

Proposition 2.14. — Si K est une extension finie de F', alors Ex est une extension séparable
de degré di. de Ep, d’indice d’inertie fx. et d’indice de ramification ex_ . De plus, on a
VE(OE, /Ep) = My o0 p"0p (0K, /R, ) < ﬁpno(K)'

Démonstration. — Si ex,, = 1, on a Ex = Epr = kp/((7)), et le résultat est évident. Nous
supposerons donc dans ce qui suit que ex_ > 2. Soit T = (ﬁKm)neN une uniformisante de Ex
et, sin = no(K)+1, soit T, un relévement de 7 ,, dans Ok,,. Comme n > ng(K)+1 > no(K),
I'extension K, /F) est totalement ramifiée de degré e = ex__ ; le polynéme minimal P, de 7x
sur F, est donc un polynome d’Eisenstein de degré e que 'on peut mettre sous la forme P, (X) =
X+ ae_LnXe_1 + -+ ap,n. Soit S I'ensemble des plongements de K., dans F au-dessus El;
d’aprés le (iii) du cor. 1.12, c’est aussi ensemble des plongements de K,, dans F au-dessus F/,
sin > ng(K) et ona Py(X) =[] cq(X —0(Trn)).

Notons @;,, I'image de a;,, dans Op; /a, et P,, le polynéme X° +Ee_17nXe*1 +---+ayp- Ona
aussi Pp(X) = [[,cg(X —0(Tkn)); on en déduit le fait que a; = (@in)n>n, (k) appartient a Ef,
et P(X) =X+ a1 X'+ +ag =[[,es(X — 0(Tk)) € EL[X]. Par ailleurs, comme P,
est un polynome d’Eisenstein, on a v,(ag,) = v,(e™ — 1) et donc vg(ag) = vg(7) ; le polynome
P est donc un polynéme d’Eisenstein, ce qui prouve que c’est le polynéme minimal de 7g et
que Ex est une extension totalement ramifiée de degré ex_ de Eps; 'extension Ex/Efp est
donc une extension d’indice d’inertie [F : F] = fx__, d'indice de ramification ex__ et de degré
froerx, =di,,.

Finalement, on a vg(P'(7Tk)) = limy— 40 p"0p(Pp (T ,n)) = iy 100 p"vp(0k, /5, )- On dé-
duit alors de la proposition 1.14 la non nullité de P/'(Tx) qui montre que l'extension Ex /Ep est
séparable, et I'inégalité vg(0g, /B,) = vE(P'(TK)) < ﬁpHO(K) que 'on cherchait a établir.

Tercice . — D01t T = (Tp)neN € et, sin = ng soit r, € Ok, , un relevemen
E jce 13 Soit c EL et, sin > no(K) + 1, soit &, € Ok, l& t
de xz,,.

i) Montrer que la suite de terme généra ZTypak) converge dans O, vers un élémen

1) Mont | ite de t g/ é lNKn+k/Kn A+ g d ﬁn glé t
Zn, qui ne dépend que de z.

(ii) Montrer que, si n > ng(K) + 1, alors Ng /k, (Zn+1) = Tn.

iii) On définit Z,, pour n < ng ar la formule z,, = Zne1). Montrer que x — & =

(iii) On définit &, pour n < no(K) par la formule &, = Nyc.., /1, (Fn+1). Montrer que z - &
Tp)neN induit une bijection de sur la limite projective des Ok pour les applications normes

eN induit bijection de E} sur la limite projective des O, ] licat

(i-e., 'ensemble des suites (y,)neN, vérifiant y, € Ok, et y, = Ng /i, (Yns1) sin € N). Clest
cette bijection qui vaut le nom de « corps des normes de 'extension K, /K » au corps Eg.

2.5. La cléture séparable du corps des normes

Lemme 2.15. — Si L est une extension galoisienne de K, alors Gal(Loo/K) agit fidélement
sur By,
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Démonstration. — Soit Tr, = (T n)nen une uniformisante de Er,. Les conditions suivantes sont
équivalentes pour un élément o de Gal(Loo/Ko) :

(i) o agit trivialement sur Er ;

(ii) o agit trivialement sur le corps résiduel kz,_ de Ep, et sur 7p;

(ili) o agit trivialement sur kr,, = kr__ et sur 7, quel que soit n > no(K) + 1.
Pour n > ng(K)+1, un relévement TLn € Or, de Tr, , est une uniformisante de L,,. La condition
selon laquelle o agit trivialement sur 7y, ,, se traduit aussi par v, (o (@) — 7p) = %. Par ailleurs,

comme v,(0z, /k,) tend vers 0 quand n — +oo, il existe N tel que vy(o (L) — TLn) = % et
o € Gal(L,/Ky) impliquent o(7r,,) = @pn, si n > N. La discussion précédente montre donc
que si o agit trivialement sur Ejp, alors ¢ agit aussi trivialement sur L, pour n assez grand et

donc o = 1, ce qui permet de conclure.

Corollaire 2.16. — Si L est une extension galoisienne de K, alors Ep, est une extension ga-
loisienne de Ex dont le groupe de Galois s’tdentifie canoniquement a Gal(Loo/Foo).

Démonstration. — Si L est une extension galoisienne de K, alors L, est une extension galoisienne
de Ko de degré [Lo : Ko|. Par ailleurs, d’aprés la prop. 2.14, E;, est une extension séparable
de Ex de degré [Lo : Koo, et le lemme 2.15 montre que

|Aut(EL/EK)| = |Gal(LOO/FOO)| = [Loo : KOO] = [EL : EK],
ce qui permet de conclure.

Théoréme 2.17. — Le sous-corps E = Up zEk est une cloture séparable de Ep stable par
Gq, et, si K est une extension finie de F, alors Gal(E/Efx) = Hg ; en particulier, Hq, agit
continiment sur E muni de la topologie discréte.

Démonstration. — Comme (Ek)? = Exo si 0 € Gq,, la seule chose qui ne soit pas une consé-
quence directe (via la théorie de Galois des extensions infinies) de la proposition précédente est
le fait que E est séparablement clos. Soit donc F' une extension finie non ramifiée de Q,, et soit
P=X%4a41X% "+ ... 4 ap € Ep[X] un polynéme séparable; il s’agit de montrer que P a d
racines dans E. Quitte a remplacer P(X) par " P(7"X), ot r € N est assez grand, on peut
supposer que les a; sont des éléments de E;

Si a; = (ain)neN, soit P, = X4 +&d_17nXd_1 +---+aon € Of,[X], ot 4;,, est un relévement
de a;, dans OF, et soit K (n) Pextension de F), engendrée par les racines aqp,...,0q, de P,.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.18. — Il existe n(P) tel que, sin = n(P), alors

(i) P, est séparable et vy(a, — jp) < m

(ii) K™D contient K™ et il existe une permutation o, de {1,...,d} telle que vy(n —
) > _1

p
@ CESVE

on(i),n+1
Démonstration. — Soit A = (Ap)nen € Ef le discrimant de P et, si n € N, soit A(P,) € OF,
le discriminant de P, ; on a A # 0 par hypothése et, par construction, A(P,,) est un relévement
de A, dans OF,. En particulier, si n est assez grand, on a v,(A,) = p~"vg(A), et il existe n(P)

tel que ’on ait Up(A(Pn)) = Up(An) < m sin > n(P) On en déduit le (l)
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Maintenant, on a vp(dfmJrl —Qip) = % quels que soient 0 < i< d—1etn > 1; on en déduit
les inégalités

Up(Pr(0f 1) = (Poga(@int1))’) =2 = et vp(Prlofy, ) = (Prpa(inta))’) =

"=
’B'M—‘

Comme on a de plus Py y1(aint1) = 0et vp( Pl (ing1)) < vp(A(Prg1)) <
on obtient

m,sinQn(P),

1 1
< W1 < §Up(Pn(af,n+1))-

Le lemme de Hensel permet alors de montrer qu’il existe une unique racine «; , de P, appartenant

a KD telle que I'on ait vy (o, — O py1) > m ; on en déduit le lemme.

1
Up(Pn(af,n—i—l)) > ;9 et /UP(P;L(OZZPJL-{-I))

Revenons a la démonstration du théoréme. La réunion K(°°) des K™, n > n(P) est, d’aprés
le (ii) du lemme précédent, une extension de degré au plus d! de Fiy ; il existe donc une extension
finie K de F telle que l'on ait K™ c K, quel que soit n > n(P). Quitte a renuméroter les
Qjn, on peut supposer que toutes les permutations o, apparaissant dans le lemme précédent
sont I'identité. Maintenant, soit b = {z € Cp, vy(z) > M} La suite (o) nous définit un
élément o; = (vin)nen de R(Oc,/b) appartenant a E}E puisque «;,, € K, si n est assez grand,
et qui est un zéro de P par construction. Finalement, comme vp(a;n — ajpn) < m sii# g,
on a oy # o si ¢ # j, ce qui permet de conclure.

Remarque 2.19. — (i) Le corps E étant parfait, il contient la cloture radicielle E*d de E qui
est une cloture algébrique de Eq, puisque E est une cloture séparable de Eq,.

(ii) II contient de méme, si K est une extension finie de Q,, la a cloture radicielle E‘}?d de Eg.
Comme il est de plus complet pour la valuation vg, il contient aussi le complété E K de El}?d.

Exercice 14. — Montrer que 'anneau des entiers E} de Ex est le sous ensemble de R(Oc,/a)
des suites © = (2, )nen vérifiant z,, € Ok__ /a quel que soit n € N.

Lemme 2.20. — (i) E™ est dense dans E.
(ii) E est dense dans E.

Démonstration. — Soit = (zn)nex € ET = R(Og/a). Si m € N, il existe K, extension finie
de F, telle que z,, € O /a. D’aprés le lemme 2.11, il existe alors y = (Yn)n>n(k) appartenant
a Ef (identifié a la limite projective des Ok, /a) tel que l'on ait Yno(K)+1 = Tm. Soit alors
m—ng(K)—1

; c’est un élément de ER2 et on a 2y, = 2, et donc vg(z —2) = p™uy(a) = p™ L,

ce qui permet de démontrer le (i).

z=19yP

Pour démontrer le (ii), il suffit, compte tenu du (i), de montrer que l'on peut approcher
tout élément de E™4 par des éléments de E. Soit donc z € E™d: il existe r € N tel que
2P € E. Soit 7 € Et vérifiant vg(m) > 0 et, si n € N, soit z,, une solution de I’équation
XP' — " X = 2P Le polynome XP" — 7" X — oP" étant a coefficients dans E et séparable,
et E étant séparablement clos, on a x, € E. D’autre part, si n est assez grand, la théorie des
polygones de Newton montre que l'on a vg(z,) = vg(z) et I'égalité (z, — z)?" = 7" ,, montre
que 'on a vg(z — z,,) = nug(m) + Z%UE(QT) et donc que vg(x — x,,) tend vers 400 quand n tend
vers +o00. Ceci permet de conclure.
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Théoréme 2.21. — (i) E est algébriquement clos.
(ii) Si K est une extension finie de F, alors EF¢ = Ef.

Démonstration. — E est un corps complet contenant E*®d comme sous-corps dense ; ¢’est donc le
complété de E™1 qui est un corps algébriquement clos ; il en est donc de méme de E. Maintenant,
d’aprés le théoréme d’Ax-Sen-Tate, Efx est le complété du sous-corps de E'd fixe par Hg.
Comme E est séparablement clos et EH& = Eg . le sous-corps de E™4 fixe par Hg est la cloture
radicielle de Ex et son complété est E k par définition, ce qui permet de conclure.

Ezercice 15. — (i) Montrer que, si K est une extension finie de Q,, alors Ex est une extension
radicielle de degré p de p(Eg) et 1,¢,...,eP~! est une base de Ex sur ¢(Eg). (On commencera
par supposer K/Q, non ramifiée.)

(ii) Montrer que E est une extension radicielle de degré p de ¢(E) et 1,¢,...,eP~! est une
base de E sur ¢(E).

(iii) On définit ¢ : E — E par la formule

P(p(ao) + lar)e + -+ @(ap-1)e’ ) = ap.

Montrer que 1 est un inverse a gauche de ¢ (i.e. 1 o p = id) qui commute a I'action de Gp,
et que, si K est une extension finie de F, alors ¥(Eg) C Ef.

2.6. L’anneau A et les (¢,I')-modules

Soit A l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans E. On munit A de la topologie faible
faisant de "% p"[2,] > (#5)nen un homéomorphisme de A sur (E)N. L’action naturelle de ¢
et qu est alors continue pour cette topologie.

Soit m = [¢] — 1. L’adhérence Aq, de Zy[r, 7~!] dans A est isomorphe & Panneau des entiers
de Q,{{T'}}, 'isomorphisme envoyant T" sur 7, et Aq, est stable par p et Gq, agissant a travers
I'q,, et on a

p(m)=(1+7mP -1 et o(n)=(1+m)X) —1, sicelq,

L’anneau Aq, est un p-anneau strict d’anneau résiduel Eq,.

On note A l'adhérence, pour la topologie p-adique, de 'anneau des entiers de ’extension
maximale non ramifiée de Bq, = AQP[%] dans B = K[%] Cet anneau vérifie les propriétés
suivantes.

e A est un p-anneau strict d’anneau résiduel E.

e A est stable par ¢ et Gq,.

e Si K est une extension finie de Q,, alors Ax = AHK est un p-anneau strict d’anneau

résiduel Ex.

Ezercice 16. — (i) Démontrer toutes les affirmations ci-dessus concernant la construction de A
et ses propriétés.

(ii) Démontrer, en utilisant les propriétés de A énoncées ci-dessus, que ¢ —1 : A — A est
surjective, et que A¥=! = Z,.

Si K est une extension finie de Q,, et si V' est un Z,-module libre de rang d muni d’une action
continue de G, on pose D(V) = (A ®z, V)HK ot 'on a muni A ®z, V de l'action diagonale
de Gg. Comme on n’a pris que les invariants sous l'action de Hg, on récupére un module sur
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AHE = A muni d’une action résiduelle de I'g. Par ailleurs, on peut munir A ®z, V de I'action
de ¢ ®1id, et comme cette action commute & celle de G, cela muni D(V') d’une action de ¢
commutant a celle de I'. En résumé, D(V) est un (¢, T')-module sur Ak.

Le résultat suivant est le point de départ de la classification, découverte par Fontaine, des
représentations p-adiques de G en termes de (@, I')-modules.

Théoréme 2.22. — Si V est comme ci-dessus, alors D(V) est un A g-module libre de rang d,
et V= (A®a, D(V))¥=! en tant que représentation de G, ot l'on a muni A @4, D(V) de
Uaction diagonale de Gg, Gg agissant a travers U'x sur D(V'), et de laction diagonale de .

L’intérét de cette classification est que, I' étant procyclique (au moins si p > 3), un (¢, I')-
module D est complétement décrit par 'action de ¢ et celle d’un générateur yde I'c. Sieq, ..., eq
est une base de D sur A, on peut considérer la matrice A (resp. B) de (p(e1), ... p(eq)) (resp. de
(v(e1),...7v(eq))) dans la base ey, ..., eq. Alors A et B sont deux éléments de GL4(A i) vérifiant
la relation Ap(B) = Bp(A) traduisant le fait que ¢ et v commutent, mais que les actions de ¢
et v sur A ne sont pas triviales. On est donc ramené a étudier les couples (A, B) d’éléments
de GL4(Af) vérifiant les conditions ci-dessus, ce qui est plus simple, a priori, que de décrire
une représentation de Gg. De fait, cette classification des représentations p-adiques de Gg en
termes de (¢, I')-modules est I'un des outils les plus puissants dont on dispose a I’heure actuelle
pour ’étude des représentations p-adiques de Gg et de Gq.
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