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Résumé. — Nous étendons la correspondance de Langlands locale p-adique pour
GL2(Qp) en une correspondance ∆ 7→ Π(∆) entre les (ϕ,Γ)-modules de rang 2 sur
l’anneau de Robba et certaines représentations localement analytiques de GL2(Qp).
Si ∆ est isocline, on se ramène à la correspondance déjà établie ; dans le cas contraire,
on construit un GL2(Qp)-module formé d’induites paraboliques localement analy-
tiques et de leurs duales. Cette construction s’étend à GL2(F ), si F est une extension
finie de Qp, ce qui suggère qu’il en est de même de la correspondance ∆ 7→ Π(∆).

Abstract. — We extend the p-adic local Langlands correspondence for GL2(Qp)

to a correspondence ∆ 7→ Π(∆) between (ϕ,Γ)-modules of rank 2 over the Robba
ring and certain locally analytic representations of GL2(Qp). If ∆ is isocline, one
uses the existing correspondence ; in the remaining cases one builds a GL2(Qp)-
module from parabolically induced locally analytic representations and their duals.
This construction extends to GL2(F ), if F is a finite extension of Qp, which suggests
that the same should be true for the correspondence ∆ 7→ Π(∆).
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Introduction

Cet article a pour objet diverses extensions de la correspondance de Langlands
locale p-adique pour GL2(Qp) (aux (ϕ,Γ)-modules, pas nécessairement étales, de
rang 2 sur l’anneau de Robba, et partiellement à GL2(F ), où F est une extension
finie de Qp).

0.1. La correspondance p-adique pour GL2(Qp). — Avant d’expliquer com-
ment étendre la correspondance pour GL2(Qp), commençons par rappeler brièvement
comment celle-ci est construite [9, 12, 13].

Soit L une extension finie de Qp. La correspondance de Langlands locale p-adique
pour GL2(Qp) associe à toute L-représentation V du groupe de Galois absolu GQp

de
Qp, de dimension 2, une représentation unitaire Π(V ) de G = GL2(Qp) c’est-à-dire
un L-banach muni d’une action continue de G laissant stable la boule unité. Plus
précisément, Π(V ) appartient à la catégorie RepL(G) des représentations unitaires
admissibles de G.

Cette correspondance utilise l’équivalence de catégories de Fontaine et ses raffine-
ments : on note R l’anneau de Robba des fonctions f analytiques sur une couronne
0 < vp(T ) ≤ r(f), E † l’anneau de ses éléments bornés et E le complété de E † pour vp.
La catégorie RepLGQp

des L-représentations de GQp
est alors équivalente à la catégo-

rie ΦΓet(Λ) des (ϕ,Γ)-modules étales sur Λ, si Λ ∈ {E , E †, R}. Si D ∈ ΦΓet(E ), on
noteD† etDrig respectivement les objet de ΦΓet(E †) et ΦΓet(R) qui lui correspondent
(on a D = E ⊗E † D

† et Drig = R ⊗E † D
†). Au vu de ce qui précède, la construction
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de la correspondance V 7→ Π(V ) est donc équivalente à celle d’une correspondance
D 7→ Π(D) ou Drig 7→ Π(D).

Un (ϕ,Γ)-module ∆ sur E , E † ou R peut aussi être vu comme l’espace des sections
globales sur Zp d’un faisceau U 7→ ∆ � U , équivariant sous l’action du semi-groupe
P+ =

(
Zp−{0} Zp

0 1

)
. Si D ∈ ΦΓet(E ) et si ω est un caractère continu de Q∗

p , on sait
définir un prolongement de D en un G-faisceau (1) sur P1 = P1(Qp), de caractère
central (2) ω. Un choix judicieux de ω fournit ce que l’on cherche ; en effet, si (3)

ω = χ−1 detD, où χ(x) = x|x|, alors :
• D �ω P1 est une extension de Π(D) par Π(D)∗ ⊗ ω, où (4) Π(D) ∈ RepL(G).
• le sous-faisceau U 7→ D†�U est stable par G, l’action se prolonge par continuité

et fournit un G-faisceau de type analytique U 7→ Drig �ω U sur P1. De plus :
— Drig �ω P1 est une extension de Π(D)an par (Π(D)an)∗ ⊗ ω, où Π(D)an

est l’espace des vecteurs localement analytiques de Π(D), et donc appartient à la
catégorie Repan(G) des L-représentations localement analytiques admissibles de G
(topologiquement, c’est une limite inductive compacte de banachs).

— Le casimir (5) agit par multiplication par 1
2

(
(α − β)2 − 1

)
, où α, β sont les

poids de Hodge-Tate de Drig (cf. [14] (6))

0.2. Une extension de la correspondance. — L’application Drig 7→ Π(D)an

attache donc, à tout (ϕ,Γ)-module étale de rang 2 sur R un objet de Repan(G).
Le théorème ci-dessous étend cette correspondance à tout (ϕ,Γ)-module de rang 2

sur R, pas nécessairement étale. Notons que l’on peut retrouver la correspondance
D 7→ Π(D), et donc la correspondance de Langlands locale p-adique, à partir de
Drig 7→ Π(D)an : en effet, Π(D) n’est autre [12] que le complété universel de Π(D)an.
On peut donc voir le théorème ci-dessous comme une extension de la correspondance
de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp).

1. Un G-faisceau sur P1 est un faisceau G-équivariant U 7→ M � U sur P1 muni de l’action
naturelle

(
a b
c d

)
· x = ax+b

cx+d
; on dit que M est de type analytique si M �U est un D(K)-module pour

tout ouvert compact U de P1 et tout sous-groupe ouvert compact K de G stabilisant U (il suffit
que ce soit le cas pour U = P1 et pour un K car tous ces groupes sont commensurables), où D(K)

désigne l’algèbre des distributions sur K.
2. Cela signifie que

(
a 0
0 a

)
agit par multiplication par ω(a) si a ∈ Q∗

p .
3. Si Λ ∈ {E , E †, R}, un (ϕ,Γ)-module de rang 1 est de la forme Λ(δ), pour un caractère δ de

Q∗
p uniquement déterminé (Λ(δ) est obtenu en multipliant les actions de ϕ et σa sur Λ par δ(p) et

δ(a) respectivement). On note detD le caractère associé au (ϕ,Γ)-module ∧2 detD qui est de rang 1

puisque D est supposé de rang 2.
4. La représentation Π(D) est uniquement déterminée par ce dévissage, sauf si D est la forme

E (δ)⊕ E (χδ), où δ : Q∗
p → O∗

L est un caractère unitaire de Q∗
p ; dans ce cas, il y a deux possibilités

pour Π(D) mais les deux représentations possibles ont la même semi-simplifiée.
5. Générateur du centre de l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie de SL2

6. Dospinescu suppose que D est indécomposable, mais le cas général se déduit de son résultat
par continuité.
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Soit ∆ ∈ ΦΓ(R), de rang 2, indécomposable. Notons ω le caractère χ−1 det ∆.

Théorème 0.1. — Il existe un unique prolongement de ∆ en un G-faisceau de type
analytique sur P1, tel que le centre de G agisse par ω.

De plus, il existe Π(∆) ∈ Repan(G), unique, telle que ∆ �ω P1 soit une extension
de Π(∆) par Π(∆)∗ ⊗ ω.

Remarque 0.2. — (i) L’unicité est relativement formelle (prop. 3.7) si End ∆ = L :
les méthodes de Dospinescu [14] permettent de montrer que, si α, β sont les poids de
Hodge-Tate de ∆ fournis par la théorie de Sen, alors le casimir agit par multiplication
par 1

2

(
(α − β)2 − 1

)
. Ceci impose l’action de l’algèbre enveloppante de l’algèbre de

Lie de G, et donc aussi celle d’un voisinage ouvert assez petit de l’élément neutre. Si
End ∆ 6= L (i.e. si ∆ est une extension de R(xiδ) par R(δ), avec i ∈ N) ou, plus
généralement, si ∆ n’est pas irréductible, cette unicité résulte de comparaisons de
groupes d’extensions qui sont aussi à la base de la preuve de l’existence.

(ii) Si ∆ est étale, la discussion précédant le théorème montre que l’on peut poser
∆ �ω P1 = Drig �ω P1 et Π(∆) = Π(D)an, si D ∈ ΦΓet(E ) est tel que Drig = ∆.

(iii) La théorie des pentes de Kedlaya [20] implique qu’un (ϕ,Γ)-module de rang 2

sur R vérifie une des deux propriétés (non exclusives (7)) suivantes :
• il existe η tel que ∆⊗ η soit étale (cas isocline),
• il existe δ1, δ2 : Q∗

p → L∗ tels que ∆ soit une extension de R(δ2) par R(δ1).
Dans le premier cas, il suffit de poser ∆ �ω U = ((∆ ⊗ η) �ωη2 U) ⊗ η−1, pour

fabriquer un faisceau sur P1 avec les propriétés désirées. Dans le second, on s’inspire
de ce que donne la correspondance de Langlands locale p-adique dans le cas triangulin
[10, 24, 15] et on fabrique ∆�ωP1 en construisant des extensions de séries principales
analytiques et de leurs duales (cf. § suivant).

(iv) La construction dans le second cas marche, plus généralement, pour une ex-
tension finie F de Qp ; il semble donc raisonnable de penser (conj. 0.5 ci-après) que le
théorème peut s’étendre en une correspondance ∆ 7→ Π(∆) entre (ϕ,Γ)-modules ana-
lytiques de rang 2 sur l’anneau de Robba attaché à F et représentations localement
analytiques de GL2(F ).

0.3. Le cas non isocline. — Soient δ1, δ2 : Q∗
p → L∗ des caractères continus, et

soient δ et ω les caractères

δ = δ1δ
−1
2 χ−1 et ω = δ1δ2χ

−1.

On dit que (δ1, δ2) est spécial si δ = xk, avec k ∈ N, et générique dans le cas contraire.
On note B(δ1, δ2) la représentation localement analytique de G, induite du caractère(
a 0
c d

)
7→ δ1χ

−1(a)δ2(d) du borel inférieur. Si (δ1, δ2) est spécial, la représentation
B(δ1, δ2) admet une sous-représentation W (δ1, δ2) de dimension k + 1 (cf. no 4.1.2),
et on note St(δ1, δ2) le quotient.

7. L’intersection consiste en les ∆ de la forme Drig ⊗ η, où D ∈ ΦΓet(E ) est triangulin.
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Soit ∆ une extension de R(δ2) par R(δ1). Pour construire ∆ �ω P1, on procède
de la manière suivante :
• Le dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique (chap. 2) permet de voir

B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω comme un faisceau R+(δ1) �ω P1, G-équivariant sur P1 prolongeant
le faisceau P+-équivariant R+(δ1) sur Zp.
• Le faisceau R+(δ1) �ω P1 admet (prop. 4.12) un unique prolongement G-

équivariant en un faisceau U 7→ R(δ1) �ω U prolongeant le faisceau P+-équivariant
R(δ1) sur Zp. De plus, R(δ1)�ωP1 est une extension de B(δ1, δ2) par B(δ2, δ1)∗⊗ω.
• On construit ∆ �ω P1 comme une extension de R(δ2) �ω P1 par R(δ1) �ω P1,

en montrant (th. 6.1) que les extensions de R+(δ2) �ω P1 par R(δ1) �ω P1 sont en
bijection naturelle avec celles de R(δ2) par R(δ1), et qu’une telle extension se pro-
longe de manière unique (comme ci-dessus) en un faisceau ∆ �ω P1 prolongeant le
faisceau P+-équivariant ∆ sur Zp (prop. 6.7). La clé de la construction est la com-
paraison (prop. 5.18) de la cohomologie des semi-groupes

(
Zp−{0} 0

0 1

)
et
( Zp−{0} 0

pZp 1

)
à

valeurs dans R(δ) ; cette comparaison utilise un dévissage de R(δ) en distributions
et fonctions localement analytiques qui permet aussi de retrouver (th. 5.16) les ré-
sultats de Fourquaux et Xie [17] par la méthode utilisée dans [10] et introduite par
Chenevier [4].
• On montre que l’extension intermédiaire de B(δ1, δ2)∗⊗ω par B(δ1, δ2) est scin-

dée, ce qui permet de séparer les fréchets des limites inductives compactes de banachs,
et donc de prouver l’existence de Π(∆). Une analyse un peu plus fine fournit en outre
le résultat suivant.

Proposition 0.3. — Π(∆)ss = B(δ1, δ2)ss⊕B(δ2, δ1)ss et Π(∆) admet une filtration
dont les quotients successifs sont :{

B(δ1, δ2), B(δ2, δ1) dans le cas générique,

Stan(δ1, δ2), W (δ1, δ2), B(δ2, δ1) dans le cas spécial.

0.4. Représentations de GL2(F ) et (ϕ,Γ)-modules. — Soient :
• F une extension finie de Qp et π une uniformisante de F ,
• F un groupe de Lubin-Tate associé à π et logF son logarithme,
• L un sous-corps fermé de Cp contenant les points de torsion de F , et R ⊂

L[[T, T−1]] l’anneau de Robba.

On munit R de l’action de P+ =
(

OF−{0} OF
0 1

)
définie par F (cf. no 1.2.2). Un

(ϕ,Γ)-module analytique (cf. no 1.3.4) ∆ sur R peut être vu, comme précédemment,
comme un P+-faisceau équivariant sur OF . La question qui se pose est de savoir
sous quelles conditions on peut prolonger ∆ en un faisceau G = GL2(F )-équivariant
sur P1 = P1(F ) et, quand c’est le cas, de comprendre dans quel cas les sections
globales de ce faisceau fournissent des représentations localement analytiques de G.
La conjecture 0.5 ci-dessous apporte un début de réponse.
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Notons qu’un (ϕ,Γ)-module analytique est muni d’une action de l’algèbre envelop-
pante U(p) de l’algèbre de Lie p de P+, i.e. celle de son sous-groupe de Lie

(
O∗
F OF
0 1

)
; on

note ∇ l’opérateur correspondant à
(

1 0
0 0

)
∈ p. La « réduction modulo logF (T ) ∈ R »

de ∇ est l’opérateur ΘSen de Sen dont les « valeurs propres » sont les poids de Hodge-
Tate de ∆, cf. no 1.4.2 pour des énoncés précis.

Soit ∆ un (ϕ,Γ)-module analytique, de rang 2 sur R, indécomposable. Si κ ∈ L,
on dit que ∆ est κ-compatible s’il existe c ∈ End ∆ tel que

(
(2∇−κ−1)2−c

)
·∆ ⊂ t∆.

Remarque 0.4. — En utilisant les méthodes de Dospinescu [14], on montre que :
(i) Si End ∆ = L et si les poids de Hodge-Tate α, β de ∆ sont distincts (ou, plus

généralement, si l’opérateur de Sen n’est pas scalaire), alors ∆ est κ-compatible si et
seulement si κ = α+ β − 1, auquel cas, c = (α− β)2.

(ii) Si ∆ peut se prolonger en un faisceau G-équivariant sur P1, de caractère cen-
tral ω, alors ∆ est κ(ω)-compatible, où κ(ω) = ω′(1) est le poids de ω.

(iii) Si ∆ est κ-compatible, et si c ∈ End ∆ est tel que
(
(2∇−κ−1)2−c

)
·∆ ⊂ t∆,

on peut munir ∆ d’une unique action de U(gl2) étendant celle de U(p), telle que(
1 0
0 1

)
∈ gl2 agisse par multiplication par κ, et le casimir par 1

2 (c− 1).

Au vu des résultats de cet article et de [11], on est amené à penser que le résultat
suivant devrait être vrai.

Conjecture 0.5. — Soit ∆ un (ϕ,Γ)-module analytique, de rang 2 sur R, indécom-
posable, et soit ω : F ∗ → L∗ un caractère localement analytique.

(i) Si ∆ est κ(ω)-compatible, alors ∆ admet un unique prolongement en un faisceau
G-équivariant sur P1, tel que le centre de G agisse par ω.

(ii) Il existe Π1,Π2 ∈ Repan(G) telles que ∆ �ω P1 soit une extension de Π2 par
Π∗

1 ⊗ ω si et seulement si on est dans l’un des trois cas (non exclusifs) suivants :
(a) ω = χ−1 det ∆ et Π1 = Π2.

(b) L’opérateur de Sen est scalaire et ω = xkχ−1 det ∆, avec k ∈ Z, et Π1 =

Π2/Π
alg
2 si k ≤ 0 et Π2 = Π1/Π

alg
1 si k ≥ 0.

(c) ∆ est une extension de R(δ) par R(δ) et ω est quelconque.

Remarque 0.6. — (i) Dans le cas F = Qp, on peut prouver que si l’on est dans un
des trois cas du (ii), alors ∆ se prolonge et ∆ �ω P1 admet la décomposition voulue
(cf. [9] ou [12] pour le (a), [11] pour le (b) et le no 6.5 de cet article pour les extensions
de R(δ) par R(δ)).

(ii) Si F 6= Qp, les seuls résultats dont on dispose sont ceux de cet article, et ils ne
concernent que le cas ∆ triangulable. Les méthodes utilisées pour F = Qp reposent
sur les formules de [7, chap.V], inspirées de l’analyse fonctionnelle sur Zp, mais ces
formules ne convergent plus si F 6= Qp.
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(iii) Le (a) du (ii) prédit l’existence d’une correspondance ∆ 7→ Π(∆). Si F = Qp,
cette correspondance est l’extension de la correspondance de Langlands locale p-
adique étudiée dans les § précédents. Si F 6= Qp, la situation est moins claire, par
exemple parce que le caractère central de la représentation Π(∆) n’est pas unitaire si
∆ est étale (les (ϕ,Γ)-modules analytiques étales sur R correspondent aux représenta-
tions de GF dont l’opérateur de Sen est F -linéaire [21, 3]). On peut raisonnablement
penser que cette correspondance permet de décrire les fonctions analytiques sur les
revêtements du demi-plan de Drinfeld (sur F ) comme c’est le cas [16] sur Qp.

0.5. Notations. — Comme nous l’avons signalé dans le (iv) de la rem. 0.2, les
constructions que nous allons faire marchent pour une extension finie de Qp, et pas
seulement pour Qp. On fixe donc une extension finie F de Qp, et on note G le
groupe GL2(F ). On fait agir G sur P1 = P1(F ) par la formule habituelle, à savoir(
a b
c d

)
· x = ax+b

cx+d .
Soient OF l’anneau des entiers de F et π une uniformisante ; nous aurons besoin

des éléments, sous-groupes et sous-semi-groupes suivants de G.
• B =

(
F∗ F
0 F∗

) [
resp. B̄ =

(
F∗ 0
F F∗

)]
le borel des matrices triangulaires supérieures

(resp. inférieures),
• P (resp. P̄ ) le sous-groupe mirabolique

(
F∗ F
0 1

) [
resp.

(
F∗ 0
F 1

)]
de B (resp. B̄),

• P+ (resp. P̄+) le sous-semi-groupe
(

OF−{0} OF
0 1

) [
resp.

(
OF−{0} 0
πOF 1

)]
de P

(resp. P̄ ) ; il stabilise OF ⊂ P1,
• A+ le sous-semi-groupe

(
OF−{0} 0

0 1

)
de P+ et P̄+.

• w la matrice
(

0 1
1 0

)
.

• u(b) et α(a) respectivement les matrices
(

1 0
b 1

)
et
(
a 0
0 1

)
. On a

α(a)u(ab) = u(b)α(a).

Si M est un objet d’une catégorie abélienne, la notation

M = [M1 −M2 − · · · −Mn]

signifie que M admet une filtration croissante par des sous-objets dont les quotients
successifs sont M1,M2, . . . ,Mn. En particulier, M = [M1 −M2] signifie que M est
une extension (qui peut être scindée) de M2 par M1.

1. (ϕ,Γ)-modules analytiques

1.1. Extensions de type Lubin-Tate. — On note e l’indice de ramification ab-
solu de F , f son indice d’inertie et q = pf le cardinal de son corps résiduel kF .
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1.1.1. Groupes de Lubin-Tate. — Soit F un groupe de Lubin-Tate associée à π, et
soit ` = T + · · · ∈ F [[T ]] son logarithme : si X ⊕ Y ∈ OF [[X,Y ]] est la série formelle
décrivant l’addition dans F , on a

X ⊕ Y = `−1(`(X) + `(Y )) et
1

`′(T )
=

∂

∂Y
(X ⊕ Y )|(T,0).

Si a ∈ OF , on note [a] · T la série `−1(a`(T )) ; elle appartient à OF [[T ]] et, par
construction, [a] · (X ⊕ Y ) = ([a] ·X)⊕ ([a] · Y ), ce qui fournit un morphisme a 7→ [a]

de OF dans End(F ). Par ailleurs, on a [π] · T = πT + T q mod (πT 2, T q+1).

Remarque 1.1. — (i) Deux groupes de Lubin-Tate F et G associés à π sont iso-
morphes : il existe ι = T + · · · ∈ OF [[T ]] tel que l’on ait ι(X ⊕F Y ) = ι(X)⊕G ι(Y ).

(ii) Le cas usuel correspond à F = Qp, π = p et F = Ĝm, groupe formel associé
à Gm ; on a alors

X ⊕ Y = X + Y +XY,
1

`′(T )
= 1 + T, `(T ) = log(1 + T ) et [a] · T = (1 + T )a − 1,

si a ∈ Zp.
(iii) F est complètement déterminé par la donnée de ` ou par celle de [π] · T car

`(T ) = lim
n→+∞

π−n [πn] · T,

et il y a deux choix sympathiques pour F :
• [π] · T = πT + T q,
• `(T ) =

∑
n∈N π−nT q

n

.

1.1.2. Groupes de Lubin-Tate et extensions abéliennes. — On choisit un générateur
u = (un)n∈N du module de Tate Tπ(F ) de F . On a donc un ∈ mCp pour tout n,
u0 = 0, u1 6= 0 et [π] · un+1 = un pour tout n. On note Fn le corps F (un) et on
note F∞ la réunion des Fn et F̂∞ son adhérence dans Cp. Alors F∞ est une extension
abélienne de F , totalement ramifiée, de groupe de Galois Γ ∼= O∗

F : si a ∈ O∗
F , il

existe σa ∈ Γ = Gal(F∞/F ), unique, tel que, pour tout n, on ait σa(un) = [a] · un.
L’extension maximale abélienne F ab de F est alors la composée de F∞ et de Qnr

p .
Si x ∈ F ∗, on pose |x| = |NF/Qp

(x)|p ; en particulier, |π| = q−1. On note

χ : F ∗ → C∗
p le caractère x 7→ x|x| ; donc χ(a) = a si a ∈ O∗

F et χ(π) =
π

q
.

On remarquera que χ n’est unitaire que si F = Qp.

1.1.3. La période Ω et le caractère η. — Il existe Ω ∈ F̂∞, de valuation 1
p−1 −

1
e(q−1) ,

uniquement déterminé à multiplication près par un élément de O∗
F , tel que

(8)

η(x, T ) = exp
(
Ωx`(T )

)
∈ 1 + TOCp [[T ]].

8. Dans le cas usuel, on peut prendre Ω = 1 et alors η(x, T ) = (1 + T )x.
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Alors x 7→ η(x, T ) est un morphisme de groupes de OF dans 1 + TOCp [[T ]] et
T 7→ η(x, T ) est un morphisme de F dans Ĝm :

η(x+ y, T ) = η(x, T )η(y, T ) et η(x,X ⊕ Y ) = η(x,X)η(x, Y ).

En particulier, si ω est un point de πn-torsion (et donc de pn-torsion), alors x 7→
η(x, ω) est un caractère d’ordre fini de OF , et tout caractère d’ordre fini de OF est de
cette forme (9).

La fonction caractéristique de a+ πnOF peut alors s’exprimer sous la forme

1a+πnOF (x) =
1

q

∑
[πn]·ω=0

η(x− a, ω) =
1

q

∑
[πn]·ω=0

η(−a, ω)η(x, ω).

Remarque 1.2. — Ω est une période du groupe dual de F ; elle est déterminée,
à multiplication près par un élément de F ∗, par le fait que σa(Ω) =

NF/Qp (a)

a Ω, si
a ∈ O∗

F .

1.2. L’anneau de Robba R

1.2.1. Séries de Laurent et fonctions analytiques. — Soit L un corps complet pour
la valuation p-adique (normalisée par vp(p) = 1), contenant (10) F et Ω. Si n ∈ N, on
pose Ln = L⊗F Fn.

Si 0 < r < s, on note E [r,s] l’anneau des fonctions analytiques sur la couronne
C[r,s] = {z ∈ Cp, r ≤ vp(z) ≤ s} que l’on voit comme un sous-ensemble des séries
de Laurent

∑
k∈Z akT

k à coeficients dans L. Alors E [r,s] est un anneau principal, de
Banach pour la valuation v[r,s] définie par, si f =

∑
k∈Z akT

k,

v[r,s](f) = inf
r≤vp(z)≤s

vp(f(z)) = min
(

inf
k∈Z

(vp(ak) + rk), inf
k∈Z

(vp(ak) + sk)
)
.

Si 0 < r < s, on note E ]r,s] l’anneau des fonctions analytiques sur la couronne
C]r,s] = {z ∈ Cp, r < vp(z) ≤ s} ; c’est aussi la limite projective (i.e. l’intersection) des
E [t,s], pour t ∈]r, s], et donc un anneau de Bézout (si L est sphériquement complet),
de Fréchet pour la famille des valuations v[t,s], pour t ∈]r, s].

Enfin, si r > 0, on note E ]r,r} la limite inductive (i.e. la réunion) des E ]r,s], pour
s > r ; c’est l’anneau des fonctions f qui sont analytiques sur une couronne de la
forme C]r,s(f)] où s(f) > r dépend de f .

On note simplement R l’anneau de Robba E ]0,0}. On note R+ l’intersection de R et
L[[T ]] (c’est l’anneau des fonctions L-analytiques sur le disque unité {z, vp(z) > 0}),
et R− l’intersection de R et T−1L[[T−1]] de telle sorte que R = R+ ⊕R−.

9. Dans le cas usuel, les points de torsion sont les ζ− 1, où ζ est une racine de l’unité d’ordre une
puissance de p, et η(x, ζ − 1) = ζx.
10. Dans le cas usuel, Ω = 1, et on peut prendre pour L une extension finie de Qp. Si F 6= Qp,

alors Ω est transcendant sur Qp et tout corps L contenant Ω est de valuation non discrète.
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Si n ≥ 1, on pose rn = vp(un) = 1
e(q−1)qn−1 , et on note R(n) l’anneau E ]rn,rn}. Le

résultat suivant nous sera utile pour décrire les fonctions localement analytiques sur
OF (th. 2.3 et cor. 2.4).

Lemme 1.3. — (i) Si r1 < r < s, alors T 7→ η(1, T )− 1 induit un isomorphisme de
la couronne C[r,s] sur la couronne C[vp(Ω)+r,vp(Ω)+s].

(ii) f 7→ f(η(1, T ) − 1) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de
E ]1/(p−1),1/(p−1)} sur R(1).

Démonstration. — Comme η(1, T ) = exp(Ω `(T )) et `(T ) =
∑
n∈N π−nT q

n

, le (i) est
une conséquence de ce que :

• exp−1 est un isomorphisme du disque vp(z) > 1
p−1 préservant vp,

• z 7→ Ω z est un isomorphisme du disque vp(z) > r1 sur le disque vp(z) > 1
p−1

augmentant vp(z) de vp(Ω),
• ` est un isomorphisme du disque vp(z) > r1 préservant vp.

Le (ii) est une conséquence directe de ce que 1
p−1 = r1 + vp(Ω) et du (i).

1.2.2. Actions de ϕ, Γ et P+. — On munit R d’actions continues de L-algèbres de
ϕ et Γ, commutant entre elles, en posant ϕ(T ) = [π] · T et σa(T ) = [a] · T , si a ∈ O∗

F .
On a

ϕ(η(x, T )) = η(πx, T ) et σa(η(x, T )) = η(ax, T ) si a ∈ O∗
F ,

`(T ) = T
∏
n∈N ϕn

(ϕ(T )
πT

)
.

Soit P+ le semi-groupe
(

OF−{0} OF
0 1

)
. On munit R d’une action de P+ en posant(

πka b
0 1

)
· z = η(b, T ) ϕk ◦ σa(z), si k ∈ N, a ∈ O∗

F et b ∈ OF .

1.2.3. L’opérateur ψ. — L’anneau R est une extension de degré q de ϕ(R) et on
définit un inverse à gauche ψ de ϕ en posant ψ = q−1ϕ−1 ◦ TrR/ϕ(R). Cet inverse
commute à Γ, et on a :

• ψ(fϕ(g)) = gψ(f), pour tous f, g,
• ψ(f) = q−1ϕ−1

(∑
[π]·ω=0 f(T ⊕ ω)

)
, si f ∈ R+,

• ψ(η(i, T )) = 0 si i /∈ πOF et ψ(η(i, T )) = η( iπ , T ) si i ∈ πOF .
On en déduit que :

ψk
(
η(x, T )ϕk(z)) = ψk(η(x, T ))z =

{
η(x/πk, T )z si x ∈ πkOF ,
0 si x /∈ πkOF .

Si S est un système de représentants de OF /π contenant 0, les η(i, T ), pour i ∈ S,
forment une base de R sur ϕ(R), et on a

ψ
(∑
i∈S

η(i, T )ϕ(xi)
)

= x0 et z =
∑
i∈S

η(i, T )ϕ(ψ(η(−i, T )z)).
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Proposition 1.4. — (i) Si r < s < r1 alors ϕ et ψ induisent des morphismes conti-
nus

ϕ : E [r,s] → E [qr,qs], ψ : E [qr,qs] → E [r,s].

(ii) Si n ∈ N, alors R(n+1) = ⊕i∈OF modπnη(i, T )ϕn(R(1)).

Démonstration. — Pour le (i), voir [17], Lemmas 2.6 et 2.7. Le (ii) s’en déduit en
utilisant la formule z =

∑
i∈OF modπn η(i, T )ϕn(ψn(η(−i, T )z)).

1.2.4. L’élément t, les dérivations ∇ et ∂. — On note t l’élément (11)

t = Ω `(T )

de R ; on a :
• η(x, T ) = ext,
• ϕ(t) = πt et ψ(t) = π−1t,
• σa(t) = at, si a ∈ O∗

F .
• dt = dη(1,T )

η(1,T ) = Ω `′(T )dT .

On note ∂ l’opérateur différentiel (12)

∂ = d
dt = 1

Ω
1

`′(T )
d
dT = η(1, T ) d

dη(1,T ) .

On a :
• ∂(η(x, T )) = x η(x, T ),
• ∂ ◦ ϕ = π ϕ ◦ ∂ et ∂ ◦ ψ = π−1 ψ ◦ ∂,
• ∂ ◦ σa = a σa ◦ ∂, si a ∈ O∗

F .

On note ∇ la dérivation t∂ ; on a :
• ∇(f) = lima→1

σa−1
a−1 f , pour tout f ∈ R,

• ∇ = log σa
log a , si a ∈ O∗

F n’est pas une racine de l’unité,
• σa = exp(log a∇) sur E [r,s], si vp(a− 1) > −v[r,s](`(T )).

1.2.5. Résidus et dualité. — Si f ∈ R, et si f(T )`′(T ) =
∑
k∈Z akT

k, on pose

rés0(f dt) = rés0
(
f dη(1,T )

η(1,T )

)
= Ω rés0(f`′(T )dT ) = Ω a−1.

Proposition 1.5. — Si f ∈ R ou E , on a :
• rés0

(
σa(f) dt

)
= χ−1(a)rés0

(
f dt

)
, pour tout a ∈ O∗

F ,
• rés0

(
ϕ(f) dt

)
= χ−1(π)rés0

(
f dt

)
et rés0

(
ψ(f) dt

)
= χ(π)rés0

(
f dt

)
.

• rés0
(
∂f dt

)
= rés0

(
df) = 0.

Démonstration. — Pour les deux premiers points, cf. [17, prop. 2.13] ; le dernier est
immédiat.

11. Dans le cas usuel, t = log(1 + T )

12. Dans le cas usuel, ∂ = (1 + T ) d
dT

.
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1.3. (ϕ,Γ)-modules et P+-faisceaux sur OF

1.3.1. Représentations et faisceaux équivariants. — Soit H un semi-groupe topolo-
gique, et soit X un H-espace (i.e. un ensemble compact, totalement discontinu, sur
lequel H agit continûment) ; les exemples que nous avons en vue sont :
• H = P+ et X = OF avec action

(
a b
0 1

)
· x = ax+ b,

• H = GL2(F ) et X = P1 = P1(F ) avec action
(
a b
c d

)
· x = ax+b

cx+d .

Définition 1.6. — Un faisceau H-équivariant ou, simplement, un H-faisceauM sur
X est la donnée :
• pour tout ouvert compact U de X d’un L-espace vectoriel topologique M � U

(avec M � ∅ = 0),
• d’applications continues de restriction ResVU : M�V →M�U , si U ⊂ V vérifiant

les conditions de recollement habituelles, à savoir si U = ∪ni=1Ui, et si si ∈ M � Ui,
pour 1 ≤ i ≤ n, vérifient ResUiUi∩Ujsi = Res

Uj
Ui∩Ujsj, alors il existe s ∈M �U , unique,

tel que ResUUis = si pour tout i,
• d’isomorphismes continus gU : M � U ∼= M � gU , pour tous g ∈ H et U ouvert

compact, vérifiant ghU ◦hU = (gh)U , pour tous g, h ∈ H et tout ouvert compact U , de
telle sorte que, pour tout U , g 7→ gU soit un morphisme continu du stabilisateur HU

de U dans Endcont(M � U).

Remarque 1.7. — (i) Si M est un H-faisceau, le module M � X de ses sections
globales est muni d’une action continue deH, et donc est un L[H]-module topologique.

(ii) Tous nos ouverts étant compacts et donc fermés, la condition de recollement
permet de prolonger tout élément de M � U par 0 sur M � (X − U). Il s’ensuit que
l’on peut voir les M � U comme des sous L-espaces vectoriels de M � X, et qu’un
H-faisceau M sur X est équivalent à la donnée :
• d’un module M �X muni d’une action de H,
• de sous-modules fermés M �U , pour U ouvert compact, vérifiant les conditions :

M � ∅ = 0

(M � U) ∩ (M � V ) = M � (U ∩ V ) et (M � U) + (M � V ) = M � (U ∪ V ),

g · (M � U) = M � gU.

L’application ResU : M � X → M � U est alors la projection parallèlement à
M � (X − U), et ResVU la restriction de ResU à M � V , si V ⊃ U .

On dit qu’un L[H]-module topologique vit sur X s’il peut s’écrire comme l’espace
des sections globales d’un H-faisceau sur X.

Exemple 1.8. — (i) Si M vit sur X, il en est de même de son dual topologique.
(ii) Un L[P+]-module topologique M vit sur OF si et seulement si M =

⊕i∈OF modπ

(
π i
0 1

)
·M (la nécessité de la condition vient de ce que OF =

∐
i∈OF modπ i+
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πOF , et sa suffisance vient de ce que toute relation entre ouverts compacts s’obtient
à partir de celle-ci et de l’action de P+).

(iii) Si K est un sous-groupe fermé de H, et si W est une représentation de K, une
induite IndHKW vit sur K/H (à condition d’avoir mis des conditions « raisonnables »
dans la définition de l’induite).

1.3.2. Faisceaux de type analytique. — On note LA(OF ) l’espace des fonctions loca-
lement analytiques sur OF à valeurs dans L. Par compacité de OF , cet espace est la
limite inductive des LAn(OF ), où LAn(OF ) est l’espace des fonctions φ admettant un
développement en série de Taylor φ(x) =

∑
k∈N ai,k

(
x−i
πn

)k, sur i+ πnOF , pour tout
i ∈ OF (il suffit de le vérifier pour i appartenant à un système S de représentants
modulo πn), et alors

vLAn(φ) = inf
i∈S

(
inf
k∈N

vp(ai,k)
)

définit une valuation sur LAn(OF ) pour laquelle il est complet, et donc LA(OF ) est
une limite inductive de banachs (limite inductive compacte car la boule unité de
LAn(OF ) est relativement c-compacte dans LAn+1(OF )).

On note D(OF ) le L-dual topologique de LA(OF ) ; c’est l’espace des distributions
analytiques sur OF .

Plus généralement, on dit qu’un semi-groupe H est F -analytique s’il possède un
voisinage K de l’élément neutre qui est un groupe homéomorphe à Od

F , la multiplica-
tion et le passage à l’inverse sur H étant donnés par des fonctions analytiques sur Od

F .
C’est par exemple le cas de 1+πM2(OF ), de GL2(F ) (en prenant K = 1+πM2(OF ))
ou de P+ (en prenant K =

(
1+πOF OF

0 1

)
).

Dans un tel cas, on dit que φ : H → L est localement analytique si k 7→ φ(gk)

de K dans L induit, pour tout g ∈ H (il suffit de le vérifier pour un système de
représentants de H/K), une fonction localement analytique sur Od

F .
Si K est un groupe compact, F -analytique, on note D(K) l’algèbre des distribu-

tions analytiques sur K : en tant qu’espace topologique, c’est le dual des fonctions
localement analytiques sur K. Elle contient les combinaisons linéaires de masses de
Dirac comme sous-algèbre dense, ainsi que l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie
de K (considéré comme groupe F -analytique).

Si H est un semi-groupe F -analytique, et si X est un H-espace, on dit qu’un H-
faisceau est de type analytique si, pour tout ouvert compact U de X, l’espace M �U

est un espace de type LF (limite inductive de fréchets) et est un D(K)-module pour
tout sous-groupe ouvert compact K de H stabilisant U (il suffit que ce soit vrai pour
un K car deux tels sous-groupes sont commensurables).

Remarque 1.9. — Un semi-groupe F -analytiqueH peut aussi être considéré comme
un semi-groupe Qp-analytique. Un H-faisceau de type analytique est donc un cas
particulier de H-faisceau de type Qp-analytique. Maintenant, la F -analyticité de H
munit son algèbre de Lie d’une structure de F -espace vectoriel, et on vérifie facilement
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qu’un H-faisceau de type Qp-analytique est de type analytique si et seulement si
l’action de l’algèbre de Lie est F -linéaire.

1.3.3. (ϕ,Γ)-modules. — Un (ϕ,Γ)-module sur R est un R-module libre, de rang
fini, muni d’actions semi-linéaires et continues de ϕ et Γ, qui commutent.

Par exemple, si δ : F ∗ → L∗ est un caractère continu, on définit le (ϕ,Γ)-module
R(δ) en multipliant les actions de ϕ et σa sur R par δ(π) et δ(a) respectivement.
Alors R(δ) est un (ϕ,Γ)-module de rang 1 et la théorie locale du corps de classe,
combinée à l’équivalence de catégories de Fontaine (dans le cas Lubin-Tate [21]) et à
la théorie des pentes de Kedlaya, permet de montrer que tout (ϕ,Γ)-module de rang 1

est de cette forme. On note z ⊗ δ l’élément de R(δ) correspondant à z ∈ R.
Soit P+ le semi-groupe

(
OF−{0} OF

0 1

)
. Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module sur R, on munit

∆ d’une action de P+ en posant(
πka b

0 1

)
· z = η(b, T ) ϕk ◦ σa(z), si k ∈ N, a ∈ O∗

F et b ∈ OF .

Si U est un ouvert compact de OF , on peut décomposer U comme une réunion
disjointe finie

∐
i∈I i+ πnOF , et on définit ResU sur E et R par la formule

ResU =
∑
i∈I

Resi+πnOF ,

où l’on a posé

Resi+πnOF =
(

1 i
0 1

)
◦ϕn◦ψn◦

(
1 −i
0 1

)
et donc Resi+πnOF z = η(i, T )ϕn(ψn(η(−i, T )z)).

Ceci ne dépend pas du choix de la décomposition car

z =
∑

imodπ

η(i, T )ϕ(ψ(η(−i, T )z)) =
∑

imodπ

Resi+πOF z.

On note ∆ � U l’image de ResU . On obtient de la sorte un P+-faisceau sur OF .

Remarque 1.10. — Le (ii) de l’ex. 1.8 montre qu’un (ϕ,Γ)-module sur R vit sur
OF si on le voit comme L[P+]-module topologique. Il en est de même du sous-module
R+(δ) de R(δ).

1.3.4. (ϕ,Γ)-modules analytiques. — On dit qu’un (ϕ,Γ)-module sur R est ana-
lytique, s’il est de type analytique en tant que P+-faisceau. On note ΦΓan(R) la
catégorie des (ϕ,Γ)-modules analytiques.

On vérifie facilement, en reprenant les techniques de [1], qu’un (ϕ,Γ)-module sur
R est de type Qp-analytique comme P+-faisceau sur OF . De plus, comme l’action de
l’algèbre de Lie de

(
1 OF
0 1

)
est trivialement F -linéaire, tout (ϕ,Γ)-module sur R est

analytique en tant que
(

1 OF
0 1

)
-module. Pour qu’il le soit en tant que P+-module, il

suffit donc que l’action de Lie Γ soit F -linéaire (ceci est donc automatique si F = Qp,
mais pas si F 6= Qp). C’est le cas si et seulement si la famille d’opérateurs σa−1

a−1 a une
limite quand a → 1. On note alors ∇ la limite, et on a ∇ = log σa

log a pour tout a ∈ O∗
F

qui n’est pas une racine de l’unité ; de plus, ∇ est une connexion sur D : si f ∈ R
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et z ∈ D, alors ∇(fz) = ∇f · z + f · ∇z, où ∇ = t∂ est la dérivation introduite au
no 1.2.4.

Par exemple, R(δ) est analytique si et seulement si δ est localement analytique et,
si on note κ(δ) = δ′(1) le poids de δ, alors

∇(z ⊗ δ) =
(
(∇+ κ(δ)) · z

)
⊗ δ.

Si ∆ ∈ ΦΓan(R), l’action de l’algèbre de Lie p de P+ est donnée par les formules

a+ · z = ∇z et u+ · z = t z, où a+ =
(

1 0
0 0

)
et u+ =

(
0 1
0 0

)
.

Lemme 1.11. — Si κ ∈ L, il existe un caractère localement analytique δ de O∗
F , à

valeurs dans une extension finie de L, tel que κ(δ) = κ.

Démonstration. — Soit N assez grand pour que log O∗
F ⊂ p−NOF . Si vp(z) > 0, alors

x 7→ η
(
pN log x, z) est un caractère localement analytique de O∗

F , dont le poids est
pNΩ`(z). On conclut en utilisant la théorie des polygones de Newton qui permet de
montrer que l’équation `(z) = a a une solution dans une extension finie de F (a).

1.3.5. Dualité. — On définit le (ϕ,Γ)-module R dt = R d η(1,T )
η(1,T ) en posant ϕ(dt) =

χ(π) dt et σa(dt) = χ(a) dt (on a donc R dt ∼= R(χ)).
Si ∆ ∈ ΦΓan(R), on pose ∆̌ = HomR(∆,Rdt), on note 〈 , 〉 l’accouplement naturel

entre ∆̌ et ∆, et on fait de ∆̌ un élément de ΦΓan(R), en imposant que, pour tous
ž ∈ ∆̌ et z ∈ ∆, on ait 〈g · ž, g · z〉 = g · 〈ž, z〉, si g = ϕ, σa.

On définit un accouplement { , } : ∆̌×∆→ L par

{ž, z} = rés0(〈σ−1(ž), z〉),

où rés0(
∑
k∈Z ak dT ) = a−1.

Proposition 1.12. — (i) { , } identifie ∆̌ et ∆ aux duaux topologiques de ∆ et ∆̌.
(ii) { , } la dualité entre ∆̌ et ∆ est une dualité de P+-faisceaux sur OF :
• {g · ž, g · z} = {ž, z}, pour tous g ∈ P+, ž ∈ ∆̌ et z ∈ ∆,
• {ψ(ž), z} = {ž, ϕ(z)} et {ž, ψ(z)} = {ϕ(ž), z},
• {ResU ž, z} = {ResU ž,ResUz} = {ž,ResUz} pour tout ouvert compact U de OF ,
• si OF =

∐n
i=1 Ui, alors {ž, z} =

∑n
i=1{ResUi ž,ResUiz}.

Démonstration. — Il suffit de recopier la démonstration dans le cas de Zp en utilisant
la prop. 1.5 au lieu de [7, prop. I.2.2]. Pour l’identification avec le dual et les deux
premiers points, cf. [7, prop. III.2.3] et [9, § I.1]. La propriété d’adjonction de ResU
pour U quelconque suit du cas particulier U = i+πnOF , où l’on a ResU =

(
1 i
0 1

)
◦ϕn◦

ψn◦
(

1 −i
0 1

)
, pour lequel on peut appliquer le premier point puis deux fois le second puis

de nouveau le premier ; la formule {ResUz, z
′} = {ResUz,ResUz

′} suit de la propriété
d’adjonction et de ce que ResU est un projecteur [ResU (ResU (z)) = ResU (z) ].
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1.4. Poids de Hodge-Tate

1.4.1. Sous-modules naturels d’un (ϕ,Γ)-module. — Soit ∆ un (ϕ,Γ)-module analy-
tique, de rang d sur R, et soit e1, . . . , ed une base de ∆ sur R.

Lemme 1.13. — Il existe ε > 0, dépendant du choix de e1, . . . , ed, tel que, si 0 <

r < s < ε :
• ϕ(⊕di=1E

[r,s]ei) ⊂ ⊕di=1E
[r/q,s/q]ei,

• ψ(⊕di=1E
[r/q,s/q]ei) = ⊕di=1E

[r,s]ei
• ⊕di=1E

[r,s]ei est stable par Γ et ∇.

Démonstration. — Il suffit de recopier la démonstration de [2, th. I.3.3].

Remarque 1.14. — Il résulte du lemme précédent que, pour tout 0 < s < ε :
• ⊕di=1E

]0,s]ei est le plus grand sous-E ]0,s]-module M de ∆, de type fini, tel que
ϕ(M) ⊂ E ]0,s/q]M ,
• ψ(⊕di=1E

]0,s/q]ei) = ⊕di=1E
]0,s]ei

• ⊕di=1E
]0,s]ei est stable par Γ et ∇.

On note n(∆) le plus petit entier n tel qu’il existe ε et une base e1, . . . , ed de D
comme ci-dessus, avec rn(∆) ≤ ε. Si r ≤ s ≤ rn(∆), on pose alors

∆[r,s] = ⊕di=1E
[r,s]ei,

et il résulte de la rem. 1.14 que ∆[r,s] ne dépend d’aucun des choix que l’on a faits.
On a alors

∆ = lim−→
s>0

lim←−
0<r<s

∆[r,s].

1.4.2. Théorie de Sen. — Si n ≥ 1, soit

[π−n] · T = un ⊕ `−1(π−n`(T )) ∈ Fn[[T ]].

(La notation est justifiée par le fait que [πn]·(un⊕`−1(π−n`(T ))) = [πn]·`−1(π−n`(T ))

puisque [πn] · un = 0, et `([πn] · `−1(π−n`(T ))) = πn`(`−1(π−n`(T ))) = `(T ), ce qui
fait que [πn] · `−1(π−n`(T )) = T .) Comme Ω ∈ L, on a Ln[[t]] = Ln[[T ]], et on définit
un plongement

ιn : E ]0,rn] → Ln[[t]] = Ln[[T ]] = L⊗ Fn[[T ]],

en envoyant
∑
k∈Z akT

k sur
∑
k∈Z an ⊗ ([π−n] · T )k. Le plongement ιn commute à

l’action de Γ, et donc aussi à celle de ∇ (qui agit par t ddt ). On a alors, en notant
θ : Ln[[t]] → Ln la réduction modulo t et en posant Tr = 1

qTrLn+1/Ln , le diagramme
commutatif d’anneaux suivant,

E ]0,rn] ιn //

ϕ

��

Ln[[t]]
θ //

� _

��

Ln� _

��
E ]0,rn+1]

ψ

OO

ιn+1 // Ln+1[[t]]

Tr

OO

θ // Ln+1

Tr

OO
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muni d’une action de Γ et de∇ (qui est nul sur Ln et Ln+1). Notons que θ◦ιn+k(f) = 0

si et seulement si f est divisible par [πn+k] · T = ϕn+k(T ) dans E ]0,rn]. On en déduit
le résultat suivant, conséquence de la factorisation t = ΩT

∏
k∈N ϕk(π−1T−1ϕ(T )).

Lemme 1.15. — f est divisible par t dans E ]0,rn] si et seulement si θ ◦ ιn+k(f) = 0

pour tout k ≥ 0.

On pose

∆+
dif,n = Ln[[t]]⊗ιn ∆]0,rn] et ∆Sen,n = ∆+

dif,n/t∆
+
dif,n .

Alors, si n est assez grand, ∆+
dif,n est un Ln[[t]]-module libre de rang d et ∆Sen,n est

un Ln-module libre de rang d. Le diagramme ci-dessus donne naissance au diagramme

∆]0,rn] ιn //

ϕ

��

∆+
dif,n

θ //
� _

��

∆Sen,n� _

��
∆]0,rn+1]

ψ

OO

ιn+1 // ∆+
dif,n+1

Tr

OO

θ // ∆Sen,n+1

Tr

OO

qui est muni d’actions de Γ et ∇, et ∇ est Ln-linéaire sur ∆Sen,n car on a supposé
que ∇ est F -linéaire sur ∆. Maintenant, Ln est un produit de corps, et ces corps sont
permutés par l’action de Γ, ce qui fait que les valeurs propres de ∇ ne dépendent pas
du choix d’une projection de Ln sur un de ces corps ; ce sont les poids de Hodge-Tate
de ∆ et l’opérateur ∇ sur ∆Sen,n est l’opérateur ΘSen de Sen. Le lemme 1.15 ci-dessus
implique le résultat suivant.

Lemme 1.16. — Soit n ≥ n(∆). Si P ∈ L[X] est tel qu’il existe c ∈ End ∆, tel que
P (∇)− c = 0 sur ∆Sen,n, alors (P (∇)− c) ·∆]0,rn] ⊂ t∆]0,rn].

Démonstration. — On a (P (∇)− c) = 0 sur ∆Sen,n+k, pour tout k, et donc (P (∇)−
c) ·∆+

dif,n+k ⊂ t∆
+
dif,n+k, pour tout k ∈ N. Le lemme 1.15 permet donc de conclure.

2. Analyse fonctionnelle sur OF

2.1. Transformée d’Amice-Katz. — Si µ ∈ D(OF ), on définit sa transformée
d’Amice-Katz Aµ par la formule :

Aµ(T ) =

∫
OF

η(x, T )µ(x).

2.1.1. Multiplication par une fonction. — Si µ est une distribution sur OF et si f
est une fonction localement analytique sur OF , on définit la distribution fµ par la
formule

∫
OF

φ (fµ) =
∫

OF
(fφ)µ.

• Multiplication par η(x, z) si vp(z) > 0. On a

Aη(x,z)µ(T ) =

∫
OF

η(x, T )η(x, z)µ(x) =

∫
OF

η(x, T ⊕ z) = Aµ(T ⊕ z).
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• Restriction à un ouvert compact. C’est la multiplication par la fonction caractéris-
tique de l’ouvert compact. Si n ∈ N et b ∈ OF , la fonction caractéristique de b+πnOF
est x 7→ q−n

∑
[πn]·ω=0 η(x, ω)η(−b, ω). Cela se traduit, au niveau des transformées

d’Amice-Katz, par la formule

AResb+πnOF
(µ)(T ) = q−n

∑
[πn]·ω=0

η(−b, ω)Aµ(T ⊕ ω)

= η(b, T )ϕn ◦ ψn(η(−b, T )Aµ) = Resb+πnOFAµ.

2.1.2. Convolution des distributions. — Si λ et µ sont deux distributions, on définit
leur convolée λ ∗ µ par∫

OF

φ λ ∗ µ =

∫
OF

(∫
OF

φ(x+ y) λ(x)
)
µ(y).

En prenant pour φ la fonction x 7→ η(x, z), avec vp(z) > 0, on montre que l’on a
Aλ∗µ(z) = Aλ(z)Aµ(z) pour tout z avec vp(z) > 0, et donc que Aλ∗µ = AλAµ.

2.2. Quelques faisceaux P+-équivariants sur OF . — Si f ∈ R, on définit une
fonction φf : OF → Cp par

φf (x) = rés0
(
η(−x, T )f dt

)
= Ω rés0

(
η(−x, T )f `′(T )dT

)
= rés0

(
η(−x, T )f dη(1,T )

η(1,T )

)
.

On munit LA(OF ) et D(OF ) d’actions de P+ en posant :

((
πka b

0 1

)
·φ
)
(x) =

{
φ(x−b

πka
), si x ∈ b+ πkOF ,

0 si x /∈ b+ πkOF ,

∫
OF

φ
(
πka b

0 1

)
·µ =

∫
OF

φ(πkax+b)µ.

Cela fait de LA et D des faisceaux P+-équivariants sur OF (en définissant ResU
comme la multiplication par la fonction 1U qui est localement analytique si U est un
ouvert compact de OF ).

Si δ ∈ T̂ (L), on peut voir δ comme un caractère de P+ en posant δ
(
a b
0 1

)
= δ(a).

Si M est un P+-module, on note M ⊗ δ le P+ module M avec action de P+ tordue
par δ. (Le P+-module R ⊗ δ est en général noté R(δ).)

Proposition 2.1. — (i) Les applications µ 7→ Aµ et f 7→ φf sont P+-équivariantes
de D(OF ) dans R et de R dans LA(OF )⊗ χ−1 respectivement.

(ii) Si µ ∈ D(OF ) et si f ∈ R, alors
∫

OF
φf µ = rés0

(
σ−1(Aµ)f dt

)
.

Démonstration. — La P+-équivariance est une conséquence des calculs suivants qui
utilisent à plein la prop. 1.5 :∫

OF

η(x, T )
(
πka b

0 1

)
· µ =

∫
OF

η(πkax+ b, T ) µ = η(b, T )

∫
OF

ϕk ◦ σa
(
η(x, T )

)
µ,
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φ(
πka b

0 1

)
z
(x) = rés0

((
1 −x
0 1

)(
πka b

0 1

)
z dt
)

= rés0
(
σa(η( b−xa , T )ϕk(z)) dt

)
= χ−1(aπk)rés0

(
ψk(η( b−xa , T )ϕk(z)) dt

)
=

{
χ−1(aπk)rés0

(
η( b−x

πka
, T )z) dt

)
= χ−1(aπk)φz(

x−b
πka

) si x ∈ b+ πkOF ,

0 si x ∈ b+ πkOF .

Enfin,∫
OF

φf µ =

∫
OF

rés0
(
η(−x, T )f dt)µ = rés0

((
f

∫
OF

η(−x, T )µ
)
dt
)

= rés0
(
σ−1(Aµ)f dt

)
.

Proposition 2.2. — (i) Si f ∈ R, on a :
• φψ(f)(x) = χ(π)(ψ(φf ))(x), avec (ψ(φ))(x) = φ(πx),
• φResUf = ResUφf .

(ii) Si µ ∈ D(OF ), on a :
• ψ(Aµ) = Aψ(µ), où

∫
OF

φψ(µ) =
∫
πOF

φ
(
x
π

)
µ,

• ResUAµ = AResUµ.

Démonstration. — En ce qui concerne le (i), on a :
• φψ(f)(x) = rés0

(
η(−x, T )ψ(f) dt

)
= rés0

(
ψ(η(−πx, T )f) dt

)
= χ(π)rés0

(
η(−πx, T )f dt

)
= χ(π)φf (πx).

• φResπnOF
f (x) = φϕnψn(f) =

{
φψn(f)(x/π

n) si x ∈ πnOF ,
0 si x /∈ πnOF ,

= (ResπnOF φ)(x).

Ceci démontre le résultat si U = πnOF . Le cas U = i+ πnOF s’en déduit, grâce à la
prop. 2.1, en conjuguant par

(
1 i
0 1

)
, et le cas général par linéarité.

Passons au (ii). La formule ResUAµ = AResUµ a été prouvée au no 2.1.1 dans le cas
où U = i+ πnOF . Le cas général s’en déduit par linéarité. Enfin, on a

(
π 0
0 1

)
·ψ(µ) =

ResπOF µ par construction, et donc ϕ(Aψ(µ)) = ResπOFAµ = ϕ ◦ψ(Aµ) ; on en déduit
la formule ψ(Aµ) = Aψ(µ), ce qui permet de conclure.

2.3. Analyse fonctionnelle sur OF et anneau de Robba. — Le résultat suivant
est une traduction des résultats de [26]. La preuve que nous en donnons est assez
différente de celle que l’on peut y trouver.

Théorème 2.3. — (i) µ 7→ Aµ(T ) induit un isomorphisme D(OF ) ∼= R+.
(ii) f 7→ φf induit un isomorphisme R/R+ ∼= LA(OF )⊗ χ−1.
(iii) Les applications µ 7→ Aµ(T ) et f 7→ φf induisent la suite exacte

0→ D → R → LA⊗ χ−1 → 0

de P+-faisceaux sur OF .

Démonstration. — Le (iii) est une conséquence des (i) et (ii) et des prop. 2.1 et 2.2.
Si n ∈ N, on définit le sous-espace LAn(OF )† de LAn(OF ) comme l’ensemble des

φ dont la série de Taylor converge dans une boule contenant strictement i + πnOF ,
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pour tout i ∈ OF (encore une fois, il suffit que ce soit le cas pour i appartenant à
un système S de représentants modulo πn). Alors LAn(OF )† est, naturellement, une
limite inductive compacte de banachs, et LA(OF ) est aussi la limite inductive des
LAn(OF )†.

L’application de restriction à Zp induit un isomorphisme ιZp : LA0(OF )† ∼=
LA0(Zp)

† (cela se voit en passant par les séries de Taylor en 0), ce qui permet d’étu-
dier LA0(Zp)

† au lieu de LA0(OF )†. On note µ 7→ AZp,µ et f 7→ φZp,f respectivement
les applications µ 7→ Aµ et f 7→ φf dans le cas usuel.

Un élément de LA0(Zp)
† est de la forme φ =

∑
k∈N akx

k, avec vp(ak) ≥ C+ δk où
δ > 0. On peut donc aussi l’écrire sous la forme

∑
k∈N bk k!

(
x
k

)
, avec vp(bk) ≥ C + δk

(car la matrice exprimant les k!
(
x
k

)
en fonction des xk est triangulaire, à coefficients

entiers, avec des 1 sur la diagonale). Comme vp(k!)
k → 1

p−1 quand k → +∞, il existe
r > 1

p−1 tel que fφ = (1 + T )
∑
k∈N

k! bk
Tk+1 converge si vp(T ) ≥ r. Or φZp,fφ(x) =

φ(−x) comme le montre un calcul immédiat. On en déduit que f 7→ φZp,f induit
un isomorphisme R/R+ ∼= LA0(Zp)

†, où l’on a posé R = E ]1/(p−1),1/(p−1)} et R+ =

R ∩ L[[T ]].
Or l’accouplement (f, g) 7→ rés0(σ−1(f)g dt) identifie R à son dual topologique, et

R+ est son propre orthogonal ; il s’ensuit que R+ est le dual topologique de R/R+.
Comme l’accouplement ci-dessus s’identifie avec l’intégration sur OF d’après le (ii) de
la prop. 2.1, on en déduit que µ 7→ AZp,µ induit un isomorphisme

(
LA0(Zp)

†)∗ ∼= R+.
On a donc une suite exacte

0→
(
LA0(Zp)

†)∗ → E ]1/(p−1),1/(p−1)} → LA0(Zp)
† → 0.

Maintenant, le changement de variable X = η(1, T ) − 1 induit (cf. lemme 1.3) un
isomorphisme ι : E ]1/(p−1),1/(p−1)} = R(1) et, si f ∈ E ]1/(p−1),1/(p−1)}, on a

φι(f)(x) = rés0
(
η(−x, T )f(η(1, T )− 1) dη(1,T )

η(1,T )

)
.

Par ailleurs, si x ∈ Zp, alors η(−x, T ) = η(1, T )−x, et donc

φι(f)(x) = rés0
(
(1 +X)−xf(X) dX

1+X

)
= φZp,f (x).

De même, par dualité, l’application naturelle

ι∗Zp : (LA0(Zp)
†)∗ → (LA0(OF )†)∗

est un isomorphisme. Au niveau des transformées d’Amice, cette application devient

Aι∗Zp (µ)(T ) =

∫
OF

η(x, T ) ι∗Zp(µ) =

∫
Zp

η(x, T )µ =

∫
Zp

η(1, T )x µ = AZp,µ(η(1, T )−1).
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Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

0 //
(
LA0(Zp)

†)∗
ι∗Zp
��

µ 7→AZp,µ // E ]1/(p−1),1/(p−1)}
f 7→φZp,f //

ι

��

LA0(Zp)
† // 0

0 //
(
LA0(OF )†

)∗ µ7→Aµ // R(1)
f 7→φf // LA0(OF )† //

ιZp

OO

0

et les flèches verticales sont des isomorphismes. On en déduit que la ligne du bas est
exacte.

Les décompositions

R(n+1) =
⊕

i∈OF modπn

(
πn i
0 1

)
·R(1) et LAn(OF )† =

⊕
i∈OF modπn

(
πn i
0 1

)
· LA0(OF )†

induisent alors, pour tout n, la suite exacte

0→
(
LAn(OF )†

)∗ → R(n+1) → LAn(OF )† → 0.

On en déduit les (i) et (ii) en passant à la limite quand n→ +∞.

Soient
[
x
n

]
les polynômes définis par (13)

η(x, T ) =
∑
n∈N

[
x
n

]
Tn.

Corollaire 2.4. — (i) (an)n∈N 7→
∑
n∈N an

[
x
n

]
induit un isomorphisme de l’espace

des suites (an)n∈N à décroissance exponentielle (i.e. vérifiant vp(an) − rn → +∞,
pour r > 0 assez petit) sur LA(OF ).

(ii) Les polynômes sont denses dans LA(OF ).
(iii) Plus généralement, si U est un ouvert de OF , les polynômes sont denses dans

LA(U).

Démonstration. — Si f = 1
`′(T )

∑
k∈Z akT

k ∈ R, alors φf (x) = Ω
∑
n∈N a−1−n

[
x−1
n

]
,

et comme `′(T ) est une unité de OL[[T ]] et le changement de variable x 7→ x−1 induit
une isométrie de LAn(OF ), pour tout n, le (i) est une simple traduction du (ii) du
th. 2.3.

Le (ii) est une conséquence immédiate du (i), et le (iii) résulte du (ii) et de la
continuité de la multiplication par 1U .

Remarque 2.5. — Soit E = OE [ 1
p ], où OE est le complété de OL[[T ]][ 1

T ] pour la
topologie p-adique. Si F = Qp, on peut décrire l’anneau E comme une extension de
l’espace des fonctions continues sur Zp par son dual topologique, à savoir l’espace des
mesures.

Si F 6= Qp, l’anneau E est encore une extension d’un espace de fonctions sur OF
par son dual topologique, mais il est plus difficile de décrire exactement cet espace de

13. Dans le cas usuel
[x
n

]
est le polynôme binomial

(x
n

)
puisque η(x, T ) = (1+T )x =

∑
n∈N

(x
n

)
Tn.
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fonctions. L’application f 7→ φf l’identifie à un sous-espace des fonctions continues sur
OF , mais on n’a pas de description simple de l’image. On peut quand-même remarquer
que OE est stable par P+ ; il en est donc de même de l’image, et comme elle contient les
1OF x

k, k ≤ h − 1, on en déduit que cette image contient les χ(π)−n1i+πnOF

(
x−i
πn

)k,
pour tous i ∈ OF , n ∈ N et k ≤ h − 1, et donc aussi l’espace (14) C h−1(OF ), où
h = [F : Qp], puisque l’on peut extraire de ces fonctions une base orthonormale de
cet espace [18].

Il s’ensuit que l’image de E + dans D(OF ) est incluse dans l’espace Dh−1(OF ) des
distributions d’ordre h− 1 (c’est le dual de C h−1(OF )), et donc aussi dans Dr(OF ),
pour r ≥ h − 1. On note Rr la somme de R− et de Dr(OF ) dans R. De manière
intrinsèque, c’est l’ensemble des z ∈ R tels que l’ensemble des π[rn]ψn(η(i, T )z),
pour n ∈ N et i ∈ OF , est un ensemble borné. Il résulte de la description [25] de
l’espace des fonctions de classe C r pour r ≥ h − 1, que Rr est aussi l’ensemble des
f =

∑
k∈Z akT

k ∈ R tels qu’il existe C(f) ∈ R tel que vp(ak) − rvp(π) log k
log p ≥ C(f)

pour tout k ≥ 1.

2.4. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique

2.4.1. Dérivation et multiplication par x
Proposition 2.6. — (i) Si f ∈ R, alors φ∂f (x) = xφf (x),

(ii) Si µ ∈ D(OF ), alors ∂Aµ = Axµ.

Démonstration. — En ce qui concerne le (i), on a :

φ∂f (x) = rés0
((
∂(η(−x, T )f) + xη(−x, T )f

)
dt
)

= xφf (x).

Le (ii) résulte du calcul suivant :

Axµ(T ) =

∫
OF

x η(x, T )µ(x) =

∫
OF

∂(η(x, T ))µ(x) = ∂Aµ(T ).

Lemme 2.7. — ∂ est bijectif sur R � O∗
F .

Démonstration. — On a une suite exacte 0 → D(O∗
F ) → R � O∗

F → LA(O∗
F ) → 0,

et le résultat est une conséquence du fait que ∂ est bijectif sur D(O∗
F ) et LA(O∗

F )

puisque c’est la multiplication par x.

Lemme 2.8. — La suite d’opérateurs ∂k, pour k ∈ Z, est bornée sur R � O∗
F .

Démonstration. — On note E′a,b la somme directe de l’image de LAa(OF )∗ par µ 7→ Aµ
et de l’image inverse dans R− de LAb(OF ) par f 7→ φf . Alors E′a,b est naturellement
un banach et R = lim−→b

lim←−aE
′
a,b.

14. Si r ∈ R+, une fonction φ est de classe C r si elle admet un développement de Taylor à l’ordre
[r] vérifiant φ(x + y) =

∑[r]
i=0 φ

[i](x)yi + ε(x, y), et vp(ε(x, y)) ≥ rvp(y) + C(vp(y)), où C(n) tend
vers +∞ quand n → +∞. (Dans les notations de [18], cela correspond à la notion de fonction de
classe C r,id.)



24 PIERRE COLMEZ

On pose Ea,b =
∑
i∈O∗

F modπ

(
π i
0 1

)
·E′a,b. Alors Ea,b est un banach, somme directe

de LAb(O∗
F ) et LAa(O∗

F )∗, et R�O∗
F = lim−→b

lim←−aEa,b. Il s’agit de prouver que la suite
des ∂k est bornée sur chacun des Ea,b, ce qui est clair car ∂k induit la multiplication
par xk sur LAb(O∗

F ) et sur LAa(O∗
F )∗ (prop. 2.6), et est donc une isométrie des espaces

considérés.

2.4.2. Multiplication par un caractère. — Si α ∈ LA(OF ) on peut définir [17] un
opérateur continu mα : R → R. Cet opérateur commute à ResU , et donc laisse stable
R � U , si U est un ouvert compact de OF ; il laisse aussi stable R+ et induit la
multiplication par α sur D(OF ) et LA(OF ) :

mα(Aµ) = Aαµ, si µ ∈ D(OF ), et φmα(f) = αφf , si f ∈ R.

Nous ne nous intéresserons qu’au cas où α = 1O∗
F
δ, où δ : F ∗ → L∗ est un caractère

localement F -analytique. On fixe n tel que δ soit analytique sur 1 + πnOF , de telle
sorte que δ(i + πna) = δ(i)

∑
j∈N

(
κ(δ)
j

)(
πna
i

)j pour tous i ∈ O∗
F et a ∈ OF , et on

suppose de plus que n > 1
p−1 + vp(Ω)− inf(0, vp(κ(δ))).

Proposition 2.9. — (i) Si z ∈ R � O∗
F , la série∑

i∈O∗
F modπn

δ(i)η(i, T )
∑
j∈N

πnj
(
κ(δ)
j

)
i−jϕn

(
∂j(ψn(η(−i, T )z))

)
converge dans R � O∗

F vers un élément mδ(z) qui ne dépend ni du choix de n ni de
celui du système de représentants de O∗

F modulo πn.
(ii) L’application mδ : R �O∗

F → R �O∗
F , ainsi définie, est continue, laisse stable

R+ � O∗
F et induit la multiplication par δ sur D(O∗

F ) et LA(O∗
F ).

Démonstration. — Pour la convergence de la série et l’indépendance de sa somme
par rapport aux choix, voir [17, § 3.2] (cela utilise le fait que l’opérateur ΩT∂ =

T`′(T )−1 d
dT est 1-lipshitzien sur E [ra,rb] car d

dT n’introduit pas de dénominateurs).
La continuité de mδ résulte du th. de Banach-Steinhaus (ou des estimées permettant
de démontrer la convergence de la série), et le fait que mδ induit la multiplication par
δ sur D(O∗

F ) et LA(O∗
F ) peut se vérifier par un calcul brutal ou par prolongement

analytique à partir du cas δ = xk, avec k ∈ N. Dans ce cas, les relations πnjϕn ◦∂j =

∂j ◦ ϕn et ik−jη(i, T ) = ∂k−jη(i, T ) permettent de mettre la série sous la forme

∂k
( ∑
i∈O∗

F modπn

η(i, T )ϕn
(
ψn(η(−i, T )z)

))
= ∂kz;

on est donc ramené au fait que ∂ induit la multiplication par x (cf. prop. 2.6).

Lemme 2.10. — On a :
• σa ◦mδ = δ(a)−1mδ ◦ σa, si a ∈ O∗

F ,
• ∇ ◦mδ = mδ ◦ (∇− κ(δ)).
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Démonstration. — La seconde formule se déduit de la première en prenant la dérivée
en a = 1, et la première peut se démontrer par prolongement analytique à partir du
cas δ = xk, où la formule à démontrer devient σa ◦ ∂k = a−k∂k ◦ σa (on peut aussi
utiliser la formule définissant mδ et la relation σa(η(i, T )) = η(ai, T )).

2.4.3. La dérivée d’une distribution. — Si µ ∈ D(OF ), on définit sa dérivée dµ par :∫
Zp

φ(x) dµ =

∫
Zp

φ′(x)µ,

Proposition 2.11. — (i) Si f ∈ R, alors φtf (x) = −φ′f (x).
(ii) Si µ ∈ D(OF ), alors tAµ = Adµ.

Démonstration. — En ce qui concerne le (i), on a :

φtf (x) = rés0
(
η(−x, T )tfdt

)
= −rés0

(
∂
∂xη(−x, T )fdt

)
= − ∂

∂x rés0
(
η(−x, T )fdt

)
= −φ′f (x).

Le (ii) résulte du calcul suivant :

Adµ(T ) =

∫
OF

∂
∂xe

xt µ = t

∫
OF

ext µ = t ·Aµ(T ).

Remarque 2.12. — Il n’est, en général, pas possible de définir la primitive d’une
distribution, car au niveau des transformées d’Amice-Katz, cette opération corres-
pondrait à la division par t qui a une infinité de zéro sur vp(T ) > 0. Par dualité,
cela prouve que φ 7→ φ′, qui est une surjection de LA(OF ), n’admet pas de section
continue : on ne peut pas définir de primitive de φ qui dépendent continûment de φ
(cf. [22] pour une autre preuve de ce résultat).

Proposition 2.13. — f ∈ tR+ si et seulement si la distribution µf dont f est
la transformée d’Amice-Katz vérifie

∫
OF

φµf = 0 pour toute fonction φ localement
constante.

Démonstration. — Il résulte du (ii) de la prop. 2.11 que f ∈ tR+ si et seulement si
on peut écrire µf sous la forme dλ. Si µf = dλ, alors

∫
OF

φµf =
∫

OF
φ′ λ = 0 si φ est

localement constante, ce qui prouve une des implications.
Dans l’autre sens, remarquons que, si n est fixé, et si S est un système de repré-

sentants modulo πn, on peut définir une primitive P sur LAn(OF )†, en primitivant
la série de Taylor en chacun des éléments de S. Cette primitive dépend du choix de
S mais uniquement à l’addition près d’une fonction localement constante. Comme
µf tue les fonctions localement constante,

∫
OF

Pφµf est une forme linéaire continue
sur LAn(OF )† qui ne dépend d’aucun choix et ce pour tout n. On a donc défini une
distribution λ sur OF telle que dλ = µf .

Ceci permet de conclure.
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2.5. L’action de w sur R � O∗
F

2.5.1. L’opérateur w∗ sur R+ � O∗
F . — On définit w∗ sur D(O∗

F ) par∫
O∗
F

φw∗µ =

∫
O∗
F

φ
( 1

x

)
µ(x).

En utilisant l’inverse de la transformée d’Amice-Katz, cela définit un opérateur w∗
sur R+ � O∗

F .

Lemme 2.14. — (i) w∗ = ∂w∗∂,
(ii) σa ◦ w∗ = w∗ ◦ σa−1 ,
(iii) ∇ ◦ w∗ = −w∗ ◦ ∇.
(iv) w∗ ◦ Resi+πnOF = Resi−1+πnOF ◦ w∗, pour tous i ∈ O∗

F et n ≥ 1.

Démonstration. — Le (iii) se déduit du (ii) par passage à la limite. Pour démontrer
les (i) et (ii), il vaut mieux travailler dans D(O∗

F ), et le (i) est une conséquence du
fait que ∂ correspond à la multiplication par x, et donc∫

O∗
F

φ∂w∗∂µ =

∫
O∗
F

xφ(x)w∗∂µ =

∫
O∗
F

x−1φ(x−1) ∂µ =

∫
O∗
F

φ(x−1)µ =

∫
O∗
F

φw∗µ,

tandis que le (ii) vient de ce que σa revient à faire le changement de variable x 7→ ax,
et donc∫

O∗
F

φσa◦w∗◦σaµ =

∫
O∗
F

φ(ax)w∗σaµ =

∫
O∗
F

φ(ax−1)σaµ =

∫
O∗
F

φ(x−1)µ =

∫
O∗
F

φw∗µ.

Le (iv) vient juste de ce que 1i+πnOF ( 1
x ) = 1i−1+πnOF (x).

Remarque 2.15. — L’application φ 7→ φ ◦ w, avec φ ◦ w(x) = φ( 1
x ) laisse stable

C r(O∗
F ). Par dualité, on en déduit que w∗ laisse stable Dr(O∗

F ).

2.5.2. L’élément H. — On a ϕ(T )
T q ∈ 1 + πT−qOL[[T ]], ce qui fait que la série défi-

nissant log ϕ(T )
T q converge dans E (0,r2] et donc définit un élément de R. On note H

l’élément
H = −Ω 1

q (1− ϕψ)(log ϕ(T )
T q )

de R ; formellement, on a H = Ω(1− ϕψ)(log T ).

Lemme 2.16. — φH = 1O∗
F
x−1.

Démonstration. — Comme H est dans l’image de ResO∗
F

= 1 − ϕψ, la fonction φH

est à support dans O∗
F . Par ailleurs, ∂H = −Ω

q (1− ϕψ)∂ log ϕ(T )
T q . Or

∂ log
f

g
= f−1∂f − g−1∂g, et ϕ(T )−1∂ϕ(T ) = πϕ(T−1∂T )

est tué par 1− ϕψ. On a donc ∂H = Ω (1− ϕψ) · (T−1∂T ). Comme ∂T = 1
Ω modulo

TOL[[T ]], il s’ensuit que φ∂H est la restriction à O∗
F de x 7→ rés0(η(−x, T )T−1dT ) = 1.

Le résultat s’en déduit grâce à la formule φ∂H(x) = xφH(x).
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Lemme 2.17. — (i) ∇H ∈ R+ � O∗
F

(ii) ∇H ∈ tR � O∗
F et ∇H − w∗(∇H) ∈ tR+ � O∗

F .
(iii) Si λ ∈ D(O∗

F ) est la distribution vérifiant Aλ = ∇H, alors
∫

O∗
F
λ = q−1

q .

Démonstration. — On a ∇H = t∂H = Ω(1 − ϕψ) · (tT−1 dT
dt ) (cf. preuve du

lemme 2.16). On en tire le (i) et le premier énoncé du (ii) car T−1 dT
dt = 1

ΩT`′(T ) ∈ R.
Maintenant, si µ ∈ D(O∗

F ), l’appartenance de Aµ à tR+ équivaut à la nullité
de
∫

O∗
F
α pour tout caractère localement constant α de O∗

F (prop. 2.13, ces ca-
ractères forment une base de l’espace des fonctions localement constantes sur
O∗
F ). Soit λ (resp. λ0) la distribution dont la transformée d’Amice-Katz est ∇H

(resp. (1 − ϕψ) · T−1t). Comme ∇H − (1 − ϕψ) · T−1t ∈ tR+, les distributions λ
et λ0 prennent la même valeur en tout caractère localement constant. Par ailleurs,
T−1t s’annule en tout point de πn-division non nul, et vaut 1 en 0. On en déduit que∫
a+πnOF

λ =
∫
a+πnOF

λ0 = 1
qn pour tous a ∈ O∗

F et n ≥ 1, ce qui démontre le (iii). Il
s’ensuit aussi que

∫
O∗
F
αλ =

∫
O∗
F
αλ0 = 0 si α est un caractère localement constant

non trivial de O∗
F , et donc que

∫
O∗
F
α (λ − w∗λ) = 0 pour tout caractère localement

constant α.
Le second énoncé du (ii) s’en déduit, ce qui permet de conclure.

Lemme 2.18. — L’équation ∇Y = −w∗(∇H) a une unique solution Y dans R�O∗
F

et φY (x) = −1O∗
F
x−1.

Démonstration. — Comme ∇ = t∂, et comme w∗(∇H) ∈ tR � O∗
F d’après le

lemme 2.17, l’existence et l’unicité de Y résultent de la bijectivité de ∂ sur R � O∗
F .

Enfin, il résulte du (ii) du lemme 2.17 que ∂H+∂Y ∈ R+ et donc que xφH+xφY = 0.
Le lemme 2.16 permet donc de conclure.

2.5.3. Prolongement de w∗ à R � O∗
F . —

Proposition 2.19. — Il existe un unique prolongement continu de w∗ à R � O∗
F

vérifiant ∇ ◦ w∗ = −w∗ ◦ ∇. De plus, w∗ vérifie aussi :
(i) w∗ = ∂w∗∂,
(ii) σa ◦ w∗ = w∗ ◦ σa−1 , pour tout a ∈ O∗

F ,
(iii) w∗ ◦ Resi+πnOF = Resi−1+πnOF ◦ w∗, pour tous i ∈ O∗

F et n ≥ 1.

Démonstration. — L’unicité d’un prolongement éventuel est une conséquence du ré-
sultat plus général suivant :

Lemme 2.20. — Si f : R � O∗
F → R � O∗

F est linéaire, continue, identiquement
nulle sur R+ � O∗

F , et s’il existe κ ∈ L tel que ∇ ◦ f = f ◦ (κ−∇), alors f = 0.

Démonstration. — Si δ est un caractère analytique de O∗
F vérifiant κ(δ) = −κ, et si

∇ ◦ f = f ◦ (κ−∇), alors

∇ ◦ (f ◦mδ) = f ◦ (κ−∇) = f ◦mδ ◦ (κ− (∇− κ(δ))) = (f ◦mδ) ◦ ∇,
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ce qui permet de se ramener au cas κ = 0.
Maintenant, la condition ∇ ◦ f = −f ◦ ∇ implique que ∇k ◦ f = (−1)kf ◦ ∇k,

pour tout k ≥ 1. Comme ∇ = t∂ est injective sur R � O∗
F , et comme f est supposée

identiquement nulle sur R+�O∗
F , cela implique que f(z) = 0 s’il existe k ≥ 1, tel que

φ∇kz = 0. Or φ∇z = φt∂z = −φ′∂z = −(xφz(x))′, et la condition φ∇kz = 0 équivaut
à ce que xφz(x) soit localement polynomiale de degré ≤ k − 1 en log x. Comme les
fonctions localement polynomiales en log x sont denses dans LA(O∗

F ) (cela résulte du
(ii) du cor. 2.4, après un changement de variable y = log x), on en déduit que f est
identiquement nulle, ce que l’on cherchait à prouver.

Passons à la démonstration de l’existence. Nous allons en fait prouver l’existence
d’un prolongement vérifiant (i) et (iii). Si on veut que w∗ vérifie ∇ ◦ w∗ = −w∗ ◦ ∇,
on doit avoir

w∗H = Y,

et si on veut que (i) soit vérifiée, on doit aussi avoir

w∗(∂kH) = ∂−kY,

pour tout k ∈ Z, et même

w∗(∂k(Resi+πnOFH)) = ∂−k(Resi−1+πnOF Y ),

pour tous i ∈ O∗
F , k ∈ Z et n ≥ 1, si on veut que (iii) soit vérifié.

Si n ≥ 1, fixons un système Sn de représentants de O∗
F modulo πn. On

peut alors écrire tout élément de LAn(O∗
F ), de manière unique, sous la forme∑

i∈Sn 1i+πnOF

∑
k∈N ai,k

(
x−i
πn

)k, où ai,k → 0 quand k → ∞. Maintenant,

1i+πnOF

(
x−i
πn

)k est l’image par f 7→ φf de
(
∂−i
πn

)k
Resi+πnOF ∂H, qui peut aussi

s’écrire sous la forme(
∂−i
πn

)k(
η(i, T )ϕn ◦ ψn

(
η(−i, T )∂H

))
= η(i, T )ϕn ◦ ∂k ◦ ψn

(
η(−i, T )∂H

)
.

Il s’ensuit (cf. lemme 2.8 et sa démonstration pour la définition des Ea,n) que la famille
des

(
∂−i
πn

)k
Resi+πnOF ∂H est bornée dans Ea,n, pour tout a ≥ n. Pour les mêmes rai-

sons, la famille des
(
∂−1−i
πn

)k
Resi−1+πnOF ∂

−1Y = (i∂)−k
(
i−1−∂
πn

)k
Resi−1+πnOF ∂

−1Y

est bornée dans Ea,n, pour tout a ≥ n, ce qui permet de définir w(n)
∗ sur Ea,n par

w∗

(
f+
∑
i∈Sn

∑
k∈N

ai,k
(
∂−i
πn

)k
Resi+πnOF ∂H

)
= w∗f+

∑
i∈Sn

∑
k∈N

ai,k
(
∂−1−i
πn

)k
Resi−1+πnOF ∂

−1Y,

si f ∈ LAa(O∗
F )∗ et si ai,k → 0 quand k →∞. Comme

∂kResi+πnOF ∂H = ∂k
( ∑
jmodπ

Resi+jπn+πn+1OF ∂H
)
,

on voit que w(n)
∗ et w(n+1)

∗ prennent la même valeur sur les ∂kResi+πnOF ∂H, et donc
sur tout Ea,n par continuité et linéarité. On peut donc recoller les w(n)

∗ pour définir
un opérateur continu w∗ sur R � O∗

F .
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Il reste à vérifier que w∗ vérifie les propriétés demandées, et pour cela il suffit de
le vérifier sur les ∂kH puisque les images de ces fonctions engendrent un sous-espace
dense de (R �O∗

F )/(R+ �O∗
F ). Or le (i) est à la base de la construction, et l’identité

∇ ◦ w∗ = −w∗ ◦ ∇ aussi pour H ; les autres formules à démontrer s’en déduisent en
utilisant les formules de commutation de σa, ∂, ∇ et Resi+πnOF .

Remarque 2.21. — (i) On déduit de la rem. 2.15 que w∗ laisse stable le sous-
ensemble Rr � O∗

F des éléments d’ordre r de R � O∗
F .

(ii) L’action sur LA(O∗
F ) induite par celle de w∗ est donnée par la formule

w∗φ(x) = −x−2φ
(

1
x

)
.

En effet, pour φ(x) = x−1, cela résulte des lemmes 2.16 et 2.18. On en déduit le
résultat pour φ(x) = xk, si k ∈ Z, en utilisant la formule ∂ ◦ w∗ ◦ ∂ = w∗, et le cas
général s’en déduit par continuité de w∗ et densité de l’espace des polynômes dans
LA(O∗

F ).

Lemme 2.22. — Si δ : O∗
F → L∗, est un caractère localement analytique, alors

mδ ◦ w∗ = w∗ ◦mδ−1 .

Démonstration. — L’identité est facile à vérifier sur R+ � O∗
F car mδ est la multi-

plication par δ. Le cas général s’en déduit en composant avec ∇ et en utilisant le
lemme 2.20 (et les formules de commutation avec ∇ : lemme 2.10 et définition de w∗,
prop. 2.19).

3. (ϕ,Γ)-modules et G-modules

3.1. Construction de G-modules

3.1.1. G-faisceaux sur P1 et P+-faisceaux sur OF . — SiM est une représentation de
G qui vit sur P1, le module M+ = M � OF des sections sur OF du faisceau associé,
considéré comme un P+-module topologique, vit sur OF . De plus, si M admet un
caractère central ω, alors M est complètement déterminée par la donnée du faisceau
P+-équivariant M+ et l’involution ι de M+ �O∗

F induite par l’action de w (c’est une
conséquence du fait que G est engendré par P+, w et le centre et P1 est obtenu en
recollant OF et w · OF le long de O∗

F ).
Plus précisément, z 7→ (ResOF z,ResOFw·z) permet de décrireM comme l’ensemble

des (z1, z2) ∈ M+ ×M+ vérifiant ResO∗
F
z2 = ι(ResO∗

F
z1). L’action de G sur M est

alors décrite par les formules du squelette d’action (avec z = (z1, z2)) :
•
(

0 1
1 0

)
· z = (z2, z1).

• Si a ∈ F ∗, alors
(
a 0
0 a

)
· z = (ω(a)z1, ω(a)z2).

• Si a ∈ O∗
F , alors

(
a 0
0 1

)
· z = (

(
a 0
0 1

)
z1, ω(a)

(
a−1 0

0 1

)
z2).

• Si z′ =
(
π 0
0 1

)
· z, alors ResπOF z

′ =
(
π 0
0 1

)
· z1 et ResOFwz

′ = ω(π)ψ(z2).
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• Si b ∈ πOF , et si z′ =
(

1 b
0 1

)
· z, alors (15)

ResOF z
′ =

(
1 b
0 1

)
· z1 et ResπOFwz

′ = ub(ResπOF (z2)),

où ub = ω(1 + b)
(

1 −1
0 1

)
◦ ι ◦

(
(1+b)−2 b(1+b)−1

0 1

)
◦ ι ◦

(
1 1/(1+b)
0 1

)
sur M+ � πOF .

Les formules pour l’action de
(
a 0
0 1

)
et
(
π 0
0 1

)
viennent de l’identité matricielle(

x 0
0 1

)
w =

(
x 0
0 x

)
w
(
x−1 0

0 1

)
, si x ∈ F ∗, et celles pour l’action de

(
1 b
0 1

)
de l’identité

w
(

1 b
0 1

)
w =

(
1+b 0

0 1+b

) (
1 −1
0 1

)
w
(

(1+b)−2 b(1+b)−1

0 1

)
w
(

1 1/(1+b)
0 1

)
.

Remarque 3.1. — On peut essayer d’utiliser les formules ci-dessus pour construire
une représentation deG vivant surP1 à partir d’un P+-faisceau sur OF , d’un caractère
ω : F ∗ → L∗, et d’une involution ι des sections sur O∗

F . Le problème est qu’on
n’obtient pas forcément une action de G, mais plutôt une action du groupe G̃ engendré
librement par :

– un groupe Z̃ ∼= F ∗ (on note z(a) l’élément de Z̃ correspondant à a ∈ F ∗),
– un groupe Ã0 ∼= O∗

F (on note α(a) l’élément de Ã0 correspondant à a ∈ O∗
F ),

– un élément w̃ d’ordre 2,
– un élément α(π),
– et des β(b), pour b ∈ πOF ,

dont G est un quotient (16). Pour que l’action de G̃ se factorise à travers G, il y a un
certain nombre de conditions à vérifier : la plus évidente est que ι soit ω-compatible,
i.e. que α(a) ◦ ι = ω(a)ι ◦ α(a−1), si a ∈ O∗

F , car
(
a 0
0 1

)
w =

(
a 0
0 a

)
w
(
a−1 0

0 1

)
, mais c’est

loin d’être suffisant.

3.1.2. Compatibilité et dualité. — Si ∆ ∈ ΦΓan(R), si ω ∈ T̂ (L), et si ι est une
involution de ∆ � O∗

F , on dit que (∆, ω, ι) est compatible si l’action de G̃ définie ci-
dessus se factorise à travers G. On note alors ∆�ω,ιP1 l’espace des sections globales
du G-faisceau ainsi défini.

Proposition 3.2. — Si (∆, ω, ι) est compatible, il en est de même de (∆̌, ω−1, ι∗),
où ι∗ : ∆̌ � O∗

F → ∆̌ � O∗
F est l’involution de ∆̌ � O∗

F adjointe de ι pour { , }. De
plus l’accouplement { , }P1 , défini par la formule

{ž, z}P1 = {ResOF ž,ResOF z}+ {ResπOFw · ž,ResπOFw · z},

fait de ∆�ω,ιP1 et ∆̌�ω−1,ι∗P
1 les duaux de l’un de l’autre en tant que L[G]-modules

topologiques.

Démonstration. — La formule ci-dessus fournit une dualité parfaite entre les espaces
vectoriels topologiques considérés car l’accouplement { , } : ∆̌×∆→ L est un accou-
plement parfait d’espaces vectoriels topologiques. Il n’y a donc que la G-équivariance

15. La formule pour ub de [9] comporte plusieurs fautes de frappe comme me l’a fait remarquer
G. Dospinescu.
16. Via z(a) 7→

(
a 0
0 a

)
, α(a) 7→

(
a 0
0 1

)
, α(π) 7→

(
p 0
0 1

)
, w̃ 7→ w, et β(b) 7→

(
1 b
0 1

)
.
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à vérifier. Or on a aussi

{ResOF ž,ResOF z} = {ResπOF ž,ResπOF z}+ {ResO∗
F
ž,ResO∗

F
z},

d’après le dernier point de la prop. 1.12. Et comme, par construction,

{ResO∗
F
ž,ResO∗

F
z} = {ι∗ · ResO∗

F
ž, ι · ResO∗

F
z} = {ResO∗

F
w · ž,ResO∗

F
w · z},

on peut aussi écrire {ž, z}P1 , en utilisant à nouveau le dernier point de la prop. 1.12,
sous la forme

{ž, z}P1 = {ResπOF ž,ResπOF z}+ {ResOFw · ž,ResOFw · z}.

On en déduit que {w · ž, w · z}P1 = {ž, z}P1 . Les formules pour les autres générateurs
de G utilisés dans le squelette d’action sont alors des conséquences formelles de ce qui
précède et de la P+-équivariance de { , } (premier point du (ii) de la prop. 1.12).

3.2. (ϕ,Γ)-modules et U(gl2)-modules

Ce qui suit est inspiré de la formule de Dospinescu [14].

3.2.1. Construction de U(gl2)-modules. — On note

a+ =
(

1 0
0 0

)
, a− =

(
0 0
0 1

)
, u+ =

(
0 1
0 0

)
, u− =

(
0 0
1 0

)
la base naturelle de gl2 et U(gl2) son algèbre enveloppante. Alors a+ + a− commute
à tout, tandis que

a+u+ − u+a+ = u+, a+u− − u−a+ = −u−, u+u− − u−u+ = a+ − a−,

et a+ et a− commutent. Le centre de U(gl2) est l’algèbre des polynômes en a+ + a−

et en le casimir

C = u+u− + u−u+ + 1
2 (a+ − a−)2 = 2u+u− + 1

2 (a+ − a−)(a+ − a− − 2).

Rappelons qu’un (ϕ,Γ)-module analytique ∆ sur R ou R+ est muni naturellement
d’une action de l’algèbre de Lie p du sous-groupe mirabolique de G, l’action de la base
naturelle (a+, u+) de p étant donnée par

u+ · z = tz et a+ · z = ∇z.

Si κ ∈ L, on dit que ∆ est κ-compatible s’il existe c ∈ End ∆ tel que(
(2∇− κ− 1)2 − c

)
·∆ ⊂ t∆.

Lemme 3.3. — Si ∆ peut se prolonger en un G-faisceau de type analytique sur P1,
de caractère central ω, alors ∆ est κ(ω)-compatible.

Démonstration. — L’hypothèse implique que ∆ est muni d’une action de U(gl2) pro-
longeant celle de U(p), telle que a+ +a− agisse par κ(ω). Par ailleurs, 2C+1 commute
aux actions de

(
π 0
0 1

)
,
(

O∗
F 0
0 1

)
et
(

1 OF
0 1

)
. Il en résulte que 2C+1 commute aux actions

de ϕ, Γ et à η(b, T ), pour tout b, et donc aussi à R+ puisque la sous-algèbre engendrée
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par les η(b, T ) est dense dans R+, et aussi à R puisque R+[ 1
T ] est dense dans R.

Autrement dit, 2C + 1 ∈ End ∆.
Par ailleurs, 2C + 1 = 4u+u− + (2a+ − κ(ω)− 1)2 = 4tu− + (2∇− κ(ω)− 1)2, ce

qui permet de conclure, avec c = 2C + 1.

Si ∆ est de rang ≥ 3, il n’existe pas forcément de κ tel que ∆ soit κ-compatible
(c’est même rarement le cas). Mais, si ∆ est de rang ≤ 2, c’est toujours le cas. Pour
énoncer le résultat, commençons par remarquer que, si ∆ est indécomposable, de
rang 2, alors on est dans un des deux cas suivants :
• End(∆) = L

• Il existe un caractère localement analytique δ de F ∗, i ∈ N et ` ∈ Homan(F ∗, L)

tels que ∆ soit le (ϕ,Γ)-module de base e1, e2 avec

ϕ(e1) = δ(π)e1, ϕ(e2) = piδ(π)(e2 + `(π)e1),

σa(e1) = δ(a)e1, σa(e2) = aiδ(a)(e2 + `(a)e1).

(On note ∆(δ, i, `) ce (ϕ,Γ)-module.) Dans ce cas, End ∆ = L+ LtiN , où N(e1) = 0

et N(e2) = e1.

Proposition 3.4. — (i) Si ∆ = R(δ) ou R+(δ), alors ∆ est κ-compatible pour
tout κ, et alors c = (2κ(δ)− κ− 1)2.

(ii) Si ∆ est de rang 2 et si End(∆) = L, il y a deux cas :
• L’opérateur ΘSen de Sen n’est pas scalaire, auquel cas, si α, β sont les poids de

Hodge-Tate de ∆, alors ∆ est κ-compatible si et seulement si κ = α+ β − 1, et alors
c = (α− β)2.

• ΘSen = α, auquel cas ∆ est κ-compatible pour tout κ, et c = (2α− κ− 1)2.
(iii) Si ∆ = ∆(δ, i, `), alors :
• Si i 6= 0, alors ∆ est κ-compatible si et seulement si κ = 2κ(δ) + i− 1, et tout

c de la forme i2 + c0t
iN convient.

• Si i = 0, ∆ est κ-compatible pour tout κ, et

c = (2κ(δ)− κ− 1)2 + 2(2κ(δ)− κ− 1)`′(1)N.

Démonstration. — Cela se démontre sans problème en utilisant le lemme 1.16.

Remarque 3.5. — Si ∆ est indécomposable, de rang 2, il ressort de la discussion
ci-dessus que c est uniquement déterminé par κ sauf dans le cas pathologique où
∆ = [R(δ)−R(xiδ)], et i ≥ 1.

Proposition 3.6. — Si ∆ est κ-compatible, et si c est tel que
(
(2∇−κ−1)2−c

)
·∆ ⊂

t∆, on peut munir ∆ d’une unique action de U(gl2), prolongeant celle de p, grâce aux
formules

(a+ + a−) · z = κz et C · z = 1
2 (c− 1).
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De plus (17), g ◦ h = Adg(h) ◦ g, pour tous g ∈ P+ et h ∈ U(gl2).

Démonstration. — Comme C = 2u+u− + 1
2 (a+ − a−)(a+ − a− − 2), les formules de

la proposition impliquent

a− = κ− a+ et u− = −1
4t

(
(2∇− κ− 1)2 − c

)
.

On en déduit l’unicité.
Pour prouver l’existence, il s’agit de vérifier que les formules ci-dessus définissent

bien une action de gl2. La relation a+u+ − u+a+ a déjà lieu dans U(p). Maintenant,
par construction, la relation C = 2u+u− + 1

2 (a+ − a−)(a+ − a− − 2) est respectée, et
C commute à a+, a− et u+ (car κ, c ∈ End ∆), et a+, a− commutent. En multipliant
cette relation à droite et à gauche par a+, on en déduit que a+u+u− − u+u−a+ = 0,
et donc u+(1 + a+)u− = u+u−a+. Comme u+ est injectif (c’est la multiplication par
t), il s’ensuit que u−a+ − a+u− = u−. Enfin, en multipliant la relation ci-dessus à
droite et à gauche par u+, et en utilisant la relation

(a+ − a−)(a+ − a− − 2)u+ = (a+ − a−)u+(a+ − a−) = u+(a+ − a− + 2)(a+ − a−),

on obtient

2u+(u+u− − u−u+) = 1
2 (u+(a+ − a−)(a+ − a− − 2)− (a+ − a−)(a+ − a− − 2)u+)

= 2u+(a+ − a−)

et donc u+u− − u−u+ = a+ − a−. Cela prouve que les relations décrivant gl2 sont
respectées par l’action que nous avons définie, et donc que nous avons effectivement
défini une action de U(gl2).

Maintenant, si g ∈ P+, on peut faire agir h ∈ U(gl2) par g−1 ◦ Adg(h) ◦ g. Cette
nouvelle action coïncide avec celle de U(p) puisque l’action de p est l’action infini-
tésimale de P+, et vérifie les formules ci-dessus sur a+ + a− et C puisque ceux-ci
commutent avec l’action de P+ et que c en fait autant. Par unicité, on en déduit la
formule demandée.

3.2.2. Unicité d’un prolongement à P1

Proposition 3.7. — Soient ∆ indécomposable, de rang 2 et ω : F ∗ → L∗ un carac-
tère localement analytique. Si ∆ n’est pas pathologique, il existe au plus un prolonge-
ment de ∆ en un G-faisceau de type analytique sur P1, de caractère central ω.

Démonstration. — Un tel prolongement est complètement déterminé par la restriction
ι de l’action de w sur ∆ � O∗

F , et même sur ∆ � (1 + πnOF ) car on peut conjuguer
par l’action de

(
O∗
F 0
0 1

)
. Or(−1 1

0 1

)(
πn 0
0 1

)(
1 0
πn 1

)(
π−n 0

0 1

)(
1 −1
0 1

)
= w.

17. Adg est l’action adjointe de G sur son algèbre de Lie [i.e. Adg(h) = ghg−1, le calcul se faisant
dans M2(L)].
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Il s’ensuit que ι, sur ∆�(1+πnOF ), est déterminé par l’action de
(

1 0
πn 1

)
sur ∆�OF =

∆.
Maintenant, ∆ est un espace LF muni d’une action continue de D(U), où U =(
1 0

πOF 1

)
. On peut l’écrire comme une limite inductive de fréchets, stable par D(U)

et denses dans ∆. Soit F un de ces fréchets, et soit v une valuation continue sur F .
Quitte à raffiner v on peut la supposer invariante par U , ce qui fait que le complété F̂
de F pour v est muni d’une action de D(U). Comme c’est un banach, l’action de U
qui en résulte est analytique, et il existe n tel que

(
1 0
πn 1

)
agisse comme l’exponentielle

de πnu− sur F̂ , ce qui prouve qu’elle est uniquement déterminée sur F̂ , et donc sur
F , et donc aussi sur ∆ par continuité, par l’action de U(gl2).

Comme celle-ci est uniquement déterminée par κ(ω) d’après la rem. 3.5 et la
prop. 3.6, cela permet de conclure.

Remarque 3.8. — (i) La même démonstration prouve que, si ∆ est de rang 1 (et
donc de la forme R(δ)), il existe au plus un prolongement de ∆ en un G-faisceau
sur P1 de caractère central ω. Dans le chapitre suivant nous construisons un tel
prolongement à partir de séries principales.

(ii) Si ∆ = [R(δ1)−R(δ2)], il ressort de la prop. 3.4 et des formules de la prop. 3.6
(et de sa preuve) que, même dans le cas pathologique, le sous-module R(δ1) de ∆

est stable par l’action de U(gl2). On en déduit, par les mêmes arguments que dans
la preuve de la prop. 3.7, que si ∆ se prolonge en un G-faisceau sur P1 de caractère
central ω, il en est de même de R(δ1) et R(δ2) et que l’on a une suite exacte de
G-modules

0→ R(δ1) �ω P1 → ∆ �ω P1 → R(δ2) �ω P1 → 0.

3.2.3. Involutions gl2-compatibles sur ∆ � O∗
F . — Soit ∆ un (ϕ,Γ)-module sur R

ou R+, muni d’une action de U(gl2) prolongeant celle de U(p). Soit ω : F ∗ → L∗

un caractère localement analytique. On suppose que ∆ est κ(ω)-compatible et que
a+ + a− = κ(ω).

Soit ι une involution de ∆�O∗
F . On dit que ι est gl2-compatible si ι◦h = Adw(h)◦ι,

pour tout h ∈ gl2. A partir de ω et ι, on définit, comme ci-dessus, une action de G̃
sur

∆ �ω,ι P
1 = {(z1, z2) ∈ ∆, ResO∗

F
z2 = ι(ResO∗

F
z1)}.

Lemme 3.9. — Si ι est gl2-compatible, il existe sur ∆�ω,ιP1 une unique action de
U(gl2), prolongeant celle sur ∆, et telle que l’on ait g ◦ h = Adg(h) ◦ g, pour tout
g ∈ G̃ : cette action est donnée par la formule (18)

h · (z1, z2) = (h · z1,Adw(h) · z2), si h ∈ gl2 et (z1, z2) ∈ ∆ �ω,ι P
1.

18. Si g ∈ G̃, on définit l’action adjointe de g sur gl2 comme celle de son image dans G.
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Démonstration. — La formule est équivalente à demander que w ◦h = Adw(h) ◦w, et
elle définit bien un élément de ∆ �ω,ι P1 car on a supposé que ι est gl2-compatible ;
on en déduit l’unicité et la formule potentielle pour l’action de U(gl2).

Que cette formule vérifie bien la compatibilité voulue avec l’action de G̃ est une
conséquence formelle du fait que c’est vrai sur OF pour l’action de P+ (prop. 3.6) et
pour celle de ι sur O∗

F par hypothèse : par exemple, vérifier que β(b)◦u+ = u+ ◦β(b),
si b ∈ πOF , est évident sur OF et, sur w · πOF , cela équivaut à vérifier que

g1 · ι · g2 · ι · g3 · u−z = u− · g1 · ι · g2 · ι · g3 · z,

pour tout z ∈ ∆ � πOF , avec g1 =
(

1+b 0
0 1+b

)(
1 −1
0 1

)
, g2 =

(
(1+b)−2 b(1+b)−1

0 1

)
et

g3 =
(

1 (1+b)−1

0 1

)
. Or on a g3 · u−z = Adg3(u−) · g3 · z puisque z ∈ ∆ � OF , puis

ι ·Adg3(u−) · g3 · z = Adw ◦Adg3(u−) · ι · g3z = Adwg3(u−) · ι · g3z

car g3 · z ∈ ∆ � (1 + πOF ) ⊂ ∆ � O∗
F , et ainsi de suite... On obtient finalement

g1 · ι · g2 · ι · g3 · u−z = Adg1wg2wg3(u−) · g1 · ι · g2 · ι · g3 · z,

ce qui donne le résultat cherché puisque g1wg2wg3 = w
(

1 b
0 1

)
w commute avec u−.

4. Série principale et (ϕ,Γ)-modules analytiques

4.1. La série principale analytique de GL2(F )

4.1.1. La représentation B(δ1, δ2). — Soient δ1, δ2 ∈ T̂F−an(L). Notons δ et ω les
caractères

δ = δ1δ
−1
2 χ−1 et ω = δ1δ2χ

−1 (et donc δ2 = ωχδ−1
1 ).

On dit que (δ1, δ2) est générique si δ /∈ {xk, k ∈ N} et spécial dans le cas contraire.
Soit Ban(δ1, δ2), l’espace des φ : F → L localement analytiques, telles que

δ(x)φ(1/x) se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage de 0. On munit
Ban(δ1, δ2) d’une action à gauche de G définie par((

a b
c d

)
· φ
)
(x) = δ2(ad− bc)δ(a− cx)φ

(
dx−b
a−cx

)
.

Le dual de Ban(δ1, δ2) s’identifie à un espace de distributions sur P1, et l’action de
G devient : ∫

P1

φ
(
a b
c d

)
· µ = δ−1

1 χ(ad− bc)
∫
P1

δ(cx+ d)φ
(
ax+b
cx+d

)
µ(x).

Remarque 4.1. — La représentation Ban(δ1, δ2) s’interprète, plus conceptuelle-
ment, comme l’induite analytique IndGB̄ δ1χ

−1⊗δ2 du caractère
(
a 0
c d

)
7→ δ1χ

−1(a)δ2(d)

de B̄. Rappelons que, si W est une représentation localement analytique de B̄, alors
IndGB̄W est l’espace des fonctions φ̃ : G → W , localement analytiques, telles que
φ̃(xh) = h−1 · φ̃(x), pour tous x ∈ G et h ∈ B̄ ; cet espace est muni d’une action de
G donnée par (g · φ̃)(x) = φ̃(g−1x).
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Si φ̃ ∈ IndGB̄W , on peut lui associer φ : F → W en posant φ(x) = φ̃
((

1 x
0 1

))
.

Comme (
a b
c d

)−1( 1 x
0 1

)
=
(

1 (dx−b)/(a−cx)
0 1

)( a−cx 0
c (ad−bc)/(a−cx)

)−1
,

on voit que φ̃ 7→ φ permet d’identifier IndGB̄W à l’espace des φ : F → W , localement
analytiques, telles que x 7→

(−x 0
1 1/x

)
· φ
(

1
x

)
se prolonge en une fonction localement

analytique en 0, muni de l’action de G définie par((
a b
c d

)
· φ
)
(x) =

( a−cx 0
c (ad−bc)/(a−cx)

)
· φ
(
dx−b
a−cx

)
.

Lemme 4.2. — (i) Le caractère central de Ban(δ1, δ2) est ω.
(ii) Ban(δ1, δ2) admet un caractère infinitésimal prenant la valeur κ(δ1) +κ(δ2)−1

sur a+ + a− et 1
2 ((κ(δ1)− κ(δ2))2 − 1) sur le casimir.

Démonstration. — Le (i) est clair sur la formule. Pour prouver le (ii), notons simple-
ment κ1, κ2 les poids de δ1 et δ2. Des calculs immédiats fournissent les formules :

u+ · φ = −φ′, a+φ = (κ1 − 1)φ− xφ′, u− · φ = −(κ1 − κ2 − 1)xφ+ x2φ′.

Par ailleurs, le (i) implique que

a+ + a− = κ1 + κ2 − 1 et (a+ − a−) · φ = (κ1 − κ2 − 1)φ− 2xφ′.

On en déduit que
1
2 (a+ − a−)2 · φ = 1

2 (κ1 − κ2 − 1)2φ− 2(κ1 − κ2 − 2)xφ′ + 2x2φ′′

u+u− · φ = (κ1 − κ2 − 1)φ+ (κ1 − κ2 − 3)xφ′ − x2φ′′

u−u+ · φ = (κ1 − κ2 − 1)xφ′ − x2φ′′

et donc C · φ = 1
2

(
(κ1 − κ2)2 − 1)φ, ce qu’il fallait vérifier.

4.1.2. Composantes de Jordan-Hölder. — La représentation Ban(δ1, δ2) n’est, de ma-
nière visible, pas toujours irréductible (par exemple, si δ = xk, les polynômes de
degré ≤ k forment une sous-représentation W (δ1, δ2) de dimension k + 1). Ses com-
posantes de Jordan-Hölder ont été déterminées par Schneider et Teitelbaum [27].
L’énoncé du résultat (prop. 4.4 ci-dessous) va demander un peu de préparation.
• Si χ1, χ2 ∈ T̂ (L) sont localement constants, on note Indlisse(χ1 ⊗ χ2) l’espace

des φ : G → L, localement constantes, telles que φ
((

a 0
c d

)
g) = χ1(a)χ2(d)φ(g), pour

tous g ∈ G et
(
a b
0 d

)
∈ B̄. On munit Indlisse(χ1 ⊗ χ2) d’une action de G grâce à la

formule (h · φ)(g) = φ(h−1g).
• On note St la steinberg : c’est le quotient de Indlisse(1 ⊗ 1) par les fonctions

constantes.
Les résultats suivants sont parfaitement classiques [19, th. 3.3].

Proposition 4.3. — (i) Indlisse(χ1 ⊗ χ2) est une représentation irréductible de G
sauf si χ1 = χ2 ou si χ2 = |x|2χ1 : dans le premier cas, Indlisse(χ1 ⊗ χ2) est une
extension de St⊗ χ1 par χ1, dans le second, c’est une extension de χ1 par St⊗ χ1.
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(ii) Si δ1 6= |x|±1δ2, alors Indlisse(|x|−1δ1 ⊗ δ2) ∼= Indlisse(|x|−1δ2 ⊗ δ1) (et les deux
représentations sont irréductibles).

• Si κ(δ) = k ∈ N, on note Balg(δ1, δ2) l’ensemble des fonctions φ : F → L,
localement polynomiales de degré ≤ k, telles que δ(x)φ(1/x) soit polynomiale, de
degré ≤ k, dans un voisinage de 0. Alors, muni de l’action de G ci-dessus, Balg(δ1, δ2)

est une sous-représentation de Ban(δ1, δ2), et on a

Balg(δ1, δ2) ∼=
(
Indlissex−kδ ⊗ 1

)
⊗ Symk ⊗ δ2.

• Si δ = xk, avec k ∈ N, on pose

W (δ1, δ2) = Wk⊗δ2 et Stalg(δ1, δ2) = Stk⊗δ2, avec Wk = Symk et Stk = St⊗Symk.

AlorsW (δ1, δ2) est une représentation de dimension finie dont la duale estW (δ1, δ2)⊗
ω−1 (cela suit de ce que la duale de Symk est Symk ⊗ x−k).

Proposition 4.4. — (i) Si κ(δ) /∈ N, alors Ban(δ1, δ2) est irréductible.
(ii) Si κ(δ) = k ∈ N, alors ( d

dx )k+1 induit un morphisme équivariant surjectif de
Ban(δ1, δ2) sur Ban(x−1−kδ1, x

1+kδ2) dont le noyau est Balg(δ1, δ2), et donc

Ban(δ1, δ2) = [Balg(δ1, δ2)−Ban(x−1−kδ1, x
1+kδ2)].

(iii) La représentation Balg(δ1, δ2) est irréductible sauf si δ = xk ou δ = |x|−2xk,
avec k ∈ N, et on a

B(xk+1|x|δ2, δ2) =
[
Wk − Stk −B(|x|, xk+1)

]
⊗ δ2,

B(xk+1δ2, |x|δ2) =
[
Stk −Wk −B(1, |x|xk+1)

]
⊗ δ2.

4.2. Extensions de composantes de Jordan-Hölder de séries principales

4.2.1. Résultats génériques. — Kohlhaase [22] a calculé beaucoup des groupes d’ex-
tensions entre séries principales. Nous allons avoir besoin de compléter ses résultats.
Commençons par rappeler ce qu’il a démontré.

Soient (δ1, δ2) et (δ′1, δ
′
2) deux couples de caractères analytiques de F ∗, et soient

δ = δ1δ
−1
2 χ−1 et Ext = Ext1

G(B(δ1, δ2), B(δ′1, δ
′
2)).

Proposition 4.5. — (i) Si κ(δ) /∈ N et si δ1 6= δ2, alors Ext = 0 sauf si :
• (δ′1, δ

′
2) = (δ1, δ2) où dim Ext = 2,

• (δ′1, δ
′
2) = (δ2, δ1) où dim Ext = 1.

(ii) Si δ1 = δ2 (et donc κ(δ) = −1 /∈ N), alors Ext = 0 sauf si (δ′1, δ
′
2) = (δ1, δ2).

(iii) Si κ(δ) ∈ N, alors Ext = 0 sauf si (δ′1, δ
′
2) est égal à (δ1, δ2), (δ2, δ1) ou

(x−1−κ(δ)δ1, x
1+κ(δ)δ2).

(iv) Si κ(δ) ∈ N et si δ1 6= δ2x
κ(δ)+1, alors Ext est :

• de dimension 2 si (δ′1, δ
′
2) = (δ1, δ2)

• de dimension 1 si (δ′1, δ
′
2) = (δ2, δ1).
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Démonstration. — C’est une traduction de [22, th. 8.15], en tenant compte du fait que
nos extensions sont supposées avoir un caractère central (cela fait passer la dimension
de 4 à 2 dans le cas où les deux couples sont égaux).

4.2.2. Extensions de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2). — Si δ = xk, avec k ∈ N, on note
Stan(δ1, δ2) le quotient de B(δ1, δ2) par W (δ1, δ2).

Si ` ∈ Homan(F ∗, L), on note `+ la fonction valant 0 sur OF et coïncidant avec `
en dehors de OF (notons que les `+ forment un L-espace vectoriel de dimension 2 de
base v+

p et log+, où log est le logarithme normalisé par log p = 0). Soit

Y (δ1, δ2) = {φ+ Pv+
p +Q log+, φ ∈ Stan(δ1, δ2), P,Q ∈W (δ1, δ2)}.

On munit Y (δ1, δ2) d’une action de G, étendant celle sur Stan(δ1, δ2), en posant

(P`+) ?
(
a b
c d

)
= χδ−1

1 (ad− bc) (cx+ d)kP
(ax+ b

cx+ d

)(
`+
(ax+ b

cx+ d

)
+ `(cx+ d)

)
.

(Le membre de droite est dans Y (δ1, δ2) car `+
(
ax+b
cx+d

)
+`(cx+d)−`+(x) est localement

analytique sur P1.) Si ` ∈ Homan(F ∗, L), on note E` le sous espace Stan(δ1, δ2) ⊕
W (δ1, δ2)`+ de Y (δ1, δ2). On a donc

Y (δ1, δ2) =
[
Stan(δ1, δ2)−

(
Homan(F ∗, L)⊗W (δ1, δ2)

)]
E` = [Stan(δ1, δ2)−W (δ1, δ2)]

Proposition 4.6. — L’application ` 7→ E` induit un isomorphisme

Ext1(W (δ1, δ2),Stan(δ1, δ2)) ∼= Homan(F ∗, L).

Démonstration. — Il suffit de recopier la preuve [10, th. 2.7] dans le cas F = Qp.

4.2.3. Extensions de Bk par Stk. — On rappelle que Stk = St⊗Wk, où Wk = Symk.
On note Bk la représentation B(xk+1|x|, 1)/Wk. En tant que B-modules, St ⊗ Wk

s’identifie à l’espace LP[0,k]
c (Qp) des fonctions localement polynomiales à support

compact dans Qp et Bk aux fonctions localement analytiques sur P1, nulles en∞ (une
telle fonction admet un développement en série de la forme

∑
n≥1 anx

−n au voisinage
de ∞) : en effet, B(xk+1|x|, 1) s’identifie aux fonctions φ localement analytiques sur
Qp, avec un pôle d’ordre ≤ k, mais comme on travaille modulo l’espace Wk des
polynômes de degré ≤ k, on peut remplacer φ par l’unique élément de B(xk+1|x|, 1)

qui lui est équivalent et qui s’annule en ∞.

Lemme 4.7. — L’application naturelle

Ext1
G(Stk, B(|x|, xk+1))→ Ext1

B(Stk, B(|x|, xk+1))

est injective.

Démonstration. — Posons Π1 = B(|x|, xk+1) et Π2 = Stk. Soit 0→ Π1 → Π→ Π2 →
0 une suite exacte d’éléments de RepanG qui est scindée quand on la restreint à B.
Il existe donc ι : Π2 → Π, B-équivariant, et on peut écrire tout élément v de Π, de
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manière unique, sous la forme v = (v1, v2) = v1 + ι(v2), avec v1 ∈ Π1 et v2 ∈ Π2. Soit
λ : Π2 → Π1, définie par

(
0 1
1 0

)
· ι(v) = λ(v) + ι(

(
0 1
1 0

)
· v). On a alors

w · (v1, v2) = (w · v1 + λ(v2), w · v2) et b · (v1, v2) = (b · v1, b · v2), si b ∈ B.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.8. — (i) Si v ∈ Π2, on a(
0 1
1 0

)
· λ(v) + λ(

(
0 1
1 0

)
· v) = 0 et λ(

(
a 0
0 d

)
· v) =

(
d 0
0 a

)
· λ(v).

(ii) Soient y ∈ Qp et b =
( y 1

0 −y−1

)
, u =

(
1 y
0 1

)
et u′ =

(
1 y−1

0 1

)
. Alors, pour tout

v ∈ Π2,
λ(b · v) = (u′)−1 · w · (u · λ(v)− λ(wuw · v)).

Démonstration. — Le (i) est une traduction des identité w2 = 1 et w
(
a 0
0 d

)
=
(
d 0
0 a

)
w,

qui impliquent

(0, z) = w2 · (0, z) = w · (λ(z), w · z) = (w · λ(z) + λ(w · z), z)

(
(
a 0
0 d

)
· λ(z),

(
a 0
0 d

)
w · z) =

(
a 0
0 d

)
· (λ(z), w · z) =

(
a 0
0 d

)
w · (0, z)

= w
(
d 0
0 a

)
· (0, z) = w · (0,

(
d 0
0 a

)
· z) = (λ(

(
d 0
0 a

)
· z), w

(
d 0
0 a

)
· z)

(ii) Un petit calcul montre que u = w · u′ · w · b · w. On obtient donc, en utilisant
les formules pour les actions de w et B données plus haut,

(0, u · z) = wu′wbw · (0, z) = wu′wb · (λ(z), w · z) = wu′w · (b · λ(z), bw · z)
= wu′ · (wb · λ(z) + λ(bw · z), wbw · z)
= w · (u′wb · λ(z) + u′ · λ(bw · z), u′wbw · z)
= (wu′wb · λ(z) + wu′ · λ(bw · z) + λ(u′wbw · z), wu′wbw · z)
= (uw · λ(z) + wu′ · λ(bw · z) + λ(wu · z), u · z).

Pour en déduire le résultat, il suffit alors de prendre z = w · v et d’utiliser la formule
w · λ(z) = −λ(w · z) du (i).

Revenons à la preuve du lemme 4.7. Appliquons la formule du (ii) du lemme 4.8
à v = 1Zpx

k et à y ∈ pZp. Alors
(

1 0
y 1

)
· v = v, et la formule devient λ(b · v) =

(u′)−1 · (wuw − 1) · φ, où l’on a posé φ = w · λ(v) ∈ Π1. Maintenant,

(u′)−1 =
(

1 −y−1

0 1

)
et (u′)−1wuw =

(
1 −y−1

0 1

)(
1 0
y 1

)
=
(

0 −y−1

y 1

)
et
((

a b
c d

)
· φ
)
(x) = (ad−bc)k+1

(a−cx)k+2 φ
(
dx−b
a−cx

)
dans Π1 (les éléments de Π1 sont localement

analytiques sur P1 avec un zéro d’ordre ≥ k + 2 en ∞ puisque le caractère δs est
x−k−2 dans ce cas) :
• Le membre de droite est donc x 7→ (−xy)−k−2φ

(
x+y−1

−xy
)
− φ(x + y−1) et, si x

est fixé, est analytique par rapport à y dans un voisinage de 0, avec un zéro en 0
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d’ordre ≥ k+ 2 (le zéro d’ordre k+ 2 de φ en ∞ fournit un zéro d’ordre 2(k+ 2) en 0

pour y 7→ φ
(
x+y−1

−xy
)
, ce qui contrebalance le pôle d’ordre k + 2 de y 7→ (−xy)−k−2).

• le membre de gauche est λ
(
x 7→ 1−y−y2Zp(−xy−1 − 1)k) et est localement poly-

nomial en y−1.
Il en résulte que les deux membres sont identiquement nuls dans un voisinage de

0, ce qui prouve qu’il existe ` ∈ N tel que Kerλ contienne
( y 1

0 −y−1

)
· v, si vp(y) ≥ `.

Comme Kerλ est stable par
(Q∗

p 0

0 Q∗
p

)
d’après le (i) du lemme 4.8, il contient aussi(

ay−1 0
0 −y

)( y 1

0 −y−1

)
· v =

(
a ay−1

0 1

)
· v quels que soient a ∈ Q∗

p et b ∈ Q∗
p vérifiant

vp(b) ≥ `), et donc aussi
(
a b
0 1

)
·v, si vp(a) ≥ vp(b)+ `). Il n’est pas difficile de montrer

que ces fonctions engendrent Π2 (en effet,
(
pn b
0 1

)
· v = 1b+pnZp

(
x−b
pn

)k), ce qui prouve
que λ est identiquement nul et donc que Π = Π1 ⊕ Π2 en tant que représentation de
G. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.9. — (i) Ext1
G(Stk,Stk) = 0.

(ii) Ext1
G(Stk, B(|x|, xk+1)) = 0.

(iii) Ext1
G(Stk, Bk) = 0.

Démonstration. — Si Π est une extension de Stk par Stk, alors Π est localement
algébrique, et donc isomorphe à Π0⊗Symk, où Π0 est localement constante et est un
extension de St par St. On peut donc déduire le cas k général du (i) du cas k = 0 qui
est classique.

Passons au (ii). Soit Π une extension de Stk par B(|x|, xk+1). Notons uk l’opérateur
(u+)k+1.
• uk est identiquement nul sur Stk,
• le conoyau de uk sur B(|x|, xk+1) est de dimension finie ≤ k+ 1 (en effet u+ agit

comme d
dx et toute fonction ayant un zéro d’ordre≥ 2k+3 en∞ peut se primitiver k+1

fois, et donc B(|x|, xk+1)/uk est engendré par les 1P1−Zpx
−i, pour k+2 ≤ i ≤ 2k+2),

• Stk est la somme directe de ses espaces propres pour l’action de a+ dont les
valeurs propres sont 0, 1, . . . , k

[
c’est l’espace des fonctions localement polynomiales

de degré ≤ k avec action de
(
a 0
0 1

)
donnée par la formule

((
a 0
0 1

)
· φ
)
(x) = akφ

(
x
a

) ]
,

alors que les valeurs propres de a+ sur B(|x|, xk+1)/uk sont k+1, k+1+2, . . . , 2k+1.
Il résulte des 3 points ci-dessus que l’application de connexion de Stuk=0

k = Stk
dans B(|x|, xk+1)/uk est identiquement nulle, et donc que la suite

0→ B(|x|, xk+1)uk=0 → Πuk=0 → Stk → 0

est exacte.
Maintenant, B(|x|, xk+1)uk=0 est la somme directe de ses espaces propres pour

l’action de a+ dont les valeurs propres sont −1,−2, . . . ,−k − 1
[
c’est l’espace des

fonctions localement polynomiales de degré ≤ k avec action de
(
a 0
0 1

)
donnée par la

formule
((

a 0
0 1

)
· φ
)
(x) = a−1φ

(
x
a

) ]
, et donc Stk s’identifie au sous-espace de Πuk=0,

somme directe des espaces propres de a+ pour les valeurs propres ≥ 0, et cet espace
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est stable par B (c’est dû à la relation a+u+ = u+(a+ + 1) qui montre que l’action de(
1 Qp

0 1

)
ne peut qu’augmenter les valeurs propres de a+). Il s’ensuit que Stk s’identifie

à un sous-B-module de Π et donc que la restriction de Π à B est scindée. On conclut
la preuve du (ii) en utilisant le lemme 4.7.

Le (iii) étant une conséquence des (i) et (ii), puisque Bk est une extension de
B(|x|, xk+1) par Stk, cela permet de conclure.

4.3. Le G-module R(δ1) �ω P1

4.3.1. Série principale et G-faisceaux sur P1. — Si δ1, δ2 ∈ T̂F−an(L), on définit
ιδ1,δ2 sur R(δ1) � O∗

F par la formule

ιδ1,δ2(z ⊗ δ1) =
(
δ1(−1)w∗ ◦mδ−1(z)

)
⊗ δ1.

Il résulte du lemme 2.22 que ιδ1,δ2 est une involution qui laisse stable R+(δ1) � O∗
F .

Si M = R(δ1), R+(δ1), R−(δ1) = R(δ1)/R+(δ1), on note simplement M �ω P1 le
module M �ω,ιδ1,δ2 P1. Nous allons prouver que l’action de G̃ sur R(δ1) �ω P1 se
factorise à travers G et dévisser le G-module ainsi défini.

Comme ιδ1,δ2 laisse stable R+(δ1) � O∗
F , elle induit des involutions de D(O∗

F ) et
LA(O∗

F ).

Lemme 4.10. — (i) L’action induite sur LA(O∗
F ) coïncide avec celle de w sur

B(δ1, δ2).
(ii) L’action induite sur D(O∗

F ) coïncide avec celle de w sur B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω.

Démonstration. — L’action de w sur B(δ1, δ2) envoie φ sur

x 7→ δ2(−1)δ(−x)φ
(

1
x

)
= −δ1(−1)δ(x)φ

(
1
x

)
.

L’action induite par ιδ1,δ2 envoie φ sur

x 7→ δ1(−1)w∗(δ−1
1 δ2χ

−1φ)(x) = −δ1(−1)x−2δ−1
1 δ2χ

−1
(

1
x

)
φ
(

1
x

)
,

et on retrouve l’expression ci-dessus en utilisant le fait que χ(x) = x si x ∈ O∗
F .

Enfin,∫
O∗
F

φ ιδ1,δ2(µ) = δ1(−1)

∫
O∗
F

φ
(

1
x

)
mδ−1

1 δ2χ−1(µ) = δ1(−1)

∫
O∗
F

δ−1
1 δ2χ

−1(x)φ
(

1
x

)
µ,

et la comparaison avec l’action de w sur B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω est immédiate.

Corollaire 4.11. — (i) R+(δ1) �ω P1 ∼= B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω.
(ii) (R(δ1)/R+(δ1)) �ω P1 ∼= B(δ1, δ2).

Démonstration. — Compte-tenu du lemme 4.10, il suffit de vérifier que les actions
de P+ sur D(OF ) et LA(OF ) induites par celle sur R(δ1) coïncident avec celles sur
B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω et B(δ1, δ2) respectivement. Cela découle sans problème du (iii) du
th. 2.3.
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Proposition 4.12. — L’action de G̃ sur R(δ1)�ωP1 se factorise à travers G et on
a une suite exacte de G-modules

0→ B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω → R(δ1) �ω P1 → B(δ1, δ2)→ 0,

ou, de manière q́uivalente, une décomposition

R(δ1) �ω P1 = [B(ωχδ−1
1 , δ1)∗ ⊗ ω −B(δ1, ωχδ

−1
1 )].

Démonstration. — Commençons par vérifier que l’action de ι = ιδ1,δ2 est gl2-
compatible. C’est vrai sur R+(δ1) � O∗

F
∼= B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω puisque l’action de gl2

est l’action infinitésimale de celle de G. Maintenant, la formule ι ◦ a+ = a− ◦ ι est
immédiate en revenant aux définitions ; il suffit donc de vérifier que f = ι◦u+−u− ◦ ι
est identiquement nul sur R(δ1) � O∗

F sachant qu’il l’est sur R+(δ1) � O∗
F . Or un

petit calcul montre que f ◦ ∇ = (κ(ω) − 1 − ∇) ◦ f , et le lemme 2.20 permet d’en
déduire que f = 0.

Il s’ensuit que g◦h = Adg(h)◦g, pour tous g ∈ G̃ et h ∈ gl2. En particulier, si g est
dans le noyau de G̃→ G, alors g commute à l’action de gl2, et il en est de même de g−1.
Or g−1 est identiquement nul sur B(δ2, δ1)∗⊗ω puisque G̃ y agit à travers G, et donc
g−1 induit un morphisme gl2-équivariant de B(δ1, δ2) dans B(δ2, δ1)∗⊗ω. Maintenant,
l’ensemble des éléments de B(δ1, δ2) tués par une puissance de u+ (resp. de u−) est
dense dans l’espace des fonctions de B(δ1, δ2) à support compact dans F (resp. dans
P1 − {0}) car il contient l’espace des fonctions localement polynomiales à support
compact dans F (resp. son image par w). Par contre, l’ensemble des éléments de
B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω tués par une puissance de u+ (resp. de u−) est contenu dans l’espace
des distributions de support {∞} (resp. {0}) qui est fermé dans B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω. Il
s’ensuit que g−1 envoie les fonctions à support compact dans F sur des distributions
à support {∞}, et comme g − 1 commute avec les ResU (cf. (ii) de la rem. 3.1), cela
prouve que g − 1 est identiquement nul sur LAc(F ). Pour les mêmes raisons, il l’est
aussi sur w · LAc(F ), et donc g − 1 est identiquement nul.

Ceci permet de conclure.

Remarque 4.13. — Comme GL2(OF ) est engendré par w et
(

O∗
F OF
0 1

)
, il résulte du

(i) de la rem. 2.21 que, si r ≥ [F : Qp]−1, le sous-module Rr(δ1)�ωP1 de R(δ1)�ωP1

est stable par GL2(OF ).

Proposition 4.14. — Le dual de R(δ1) �ω P1 est R(χδ−1
1 ) �ω−1 P1.

Démonstration. — Compte-tenu de la prop. 3.2, il suffit de vérifier que l’adjoint de
w sur R(δ1) �ω O∗

F est w agissant sur R(χδ−1
1 ) �ω−1 O∗

F . Or ces deux applications
satisfont la relation de commutation σa ◦ f = ω(a)−1f ◦ σa−1 , et les suites exactes

0→ B(δ2, δ1)∗ ⊗ ω → R(δ1) �ω P1 → B(δ1, δ2)→ 0

0→ B(δ1, δ2)∗ → R(χδ−1
1 ) �ω P1 → B(δ2, δ1)⊗ ω−1 → 0
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montrent qu’elles coïncident sur R+(χδ−1
1 ) �ω−1 O∗

F = B(δ1, δ2)∗. On conclut en
utilisant l’unicité d’un prolongement à R(χδ−1

1 )�ω−1 O∗
F vérifiant la relation de com-

mutation ci-dessus : en prenant la dérivée en a = 1 de la relation de commutation
avec σa, on obtient que la différence vérifie ∇ ◦ f = f ◦ (κ(ω) − ∇), ce qui permet
d’utiliser le lemme 2.20 pour en déduire que f = 0.

4.3.2. L’opérateur ∂ : R(δ1, δ2) → R(xδ1, δ2). — On note R(δ1, δ2) le module R

muni de l’action de P̄+ induite par celle de R(δ1) �ω P1, où ω = δ1δ2χ
−1. Le sous-

module R+ de R est stable par P̄+ et on note R+(δ1, δ2) le P̄+-module ainsi obtenu
et R−(δ1, δ2) le P̄+-module R(δ1, δ2)/R+(δ1, δ2).

Le dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique permet d’identifier R+(δ1, δ2) et
R−(δ1, δ2) respectivement à D(OF ) et LA(OF ) munis des actions données par les
formules ∫

OF

φ
((

a 0
b 1

)
·δ1,δ2 µ

)
=

∫
OF

δ1(a)δ2δ
−1
1 χ−1(1 + bx)φ

(
ax

1+bx

)
µ((

a 0
b 1

)
·δ1,δ2 φ

)
(x) = δ2(a)δ1δ

−1
2 χ−1(a− bx)φ

(
x

a−bx
)

Proposition 4.15. — ∂ : R → R induit un morphisme P̄+-équivariant de R(δ1, δ2)

dans R(xδ1, δ2).

Démonstration. — ∂ envoie R+ dans R+ et l’opérateur sur D(OF ) qu’elle définit est
la multiplication par x. Vérifions que cette application est bien P̄+-équivariante.∫

OF

φ∂
((

a 0
b 1

)
·δ1,δ2 µ

)
=

∫
OF

xφ(x)
((

a 0
b 1

)
·δ1,δ2 µ

)
=

∫
OF

δ1(a)δ2δ
−1
1 χ−1(1 + bx) ax

1+bxφ
(
ax

1+bx

)
µ

En regroupant les a de δ1(a) et ax
1+bx ainsi que les 1 + bx de δ2δ−1

1 χ−1(1 + bx) et ax
1+bx ,

on reconnait la formule pour
∫

OF
φ
((

a 0
b 1

)
·xδ1,δ2 ∂µ

)
.

Ce qui précède montre que la restriction de ∂ à R+(δ1, δ2) est P̄+-équivariante.
Nous allons en déduire le résultat pour R(δ1, δ2). La A+-équivariance résulte des
formules ∂ ◦σa = a σa ◦∂ et ∂ ◦ϕ = pϕ◦∂. Il suffit donc de vérifier que ∂ commute (19)

à u(b). Pour cela, commençons par vérifier que ∂ commute à u−. L’action de u− sur
R(δ1) est celle de −1

t (∇ − κ(δ1))(∇ − κ(δ2)), ce qui se traduit par u− = −1
t ∇(∇ −

κ(δ2δ
−1
1 )) sur R(δ1, δ2). De même, u− = −1

t ∇(∇ − κ(δ2δ
−1
1 x−1)) sur R(xδ1, δ2).

Comme ∂ = 1
t∇ sur R, on est ramené à vérifier que

1

t
∇ · 1

t
∇(∇− κ(δ2δ

−1
1 )) =

1

t
∇(∇− κ(δ2δ

−1
1 x−1)) · 1

t
∇,

ce qui résulte de ce que (∇ − κ) · 1
t = 1

t · (∇ − κ − 1), car ∇ = t ddt , et de ce que
κ(δ2δ

−1
1 x−1) = κ(δ2δ

−1
1 )− 1.

19. Cf. § 0.5 pour la définition de u(b) et α(a).
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Maintenant il existe k ∈ N tel que
(

1 0
b 1

)
= exp(bu−) sur E [r1,r1] pour tout b ∈

πkOF . Comme ∂ commute à u−, il s’ensuit que, pour tout b ∈ πkOF ,
(

1 0
b 1

)
commute

à ∂ sur E [r1,r1], et donc aussi sur E ]0,r1] par restriction et donc sur R par continuité
et densité de E ]0,r1] dans R. Si b ∈ πOF , on a

∂ ◦ u(b)α(πk) = ∂ ◦ α(πk)u(πkb) = α(πk)u(πkb) ◦ ∂

= u(b)α(πk) ◦ ∂ = u(b) ◦ ∂ ◦ α(πk).

Il s’ensuit que u(b) et ∂ commutent sur l’image de α(πk), c’est-à-dire sur R � πkOF .
Enfin, si U = OF − πkOF , l’opérateur u(b)∂u(b)−1 − ∂ commute avec u− et ResU ,
et est identiquement nul sur R+ � U et donc induit un morphisme u− équivariant
de LA(U) dans R � U . Or un tel morphisme est identiquement nul car le noyau de
(u−)k sur R est à support {0}, alors que la réunion des noyaux des (u−)k est dense
dans LA(U), car son image par w est l’espace des fonctions localement polynomiales
sur wU qui est dense dans LA(wU).

5. Cohomologie analytique

Soit H un semi-groupe F -analytique : les exemples que nous avons en vue sont
H = GL2(F ) et ses sous-semi-groupes A+, P+, P̄+, G+ =

( OF OF
πOF O∗

F

)
∩G, etc.

Si M est un H-module de type analytique [i.e., un espace de type LF (limite
inductive de fréchets : M = lim−→s

lim←−rM
[r,s], où les M [r,s] sont des banachs) muni

d’une action de H se prolongeant, par continuité, en une action de D(H0) si H0 est
un sous-groupe ouvert compact de H], on note C•an(H,M) le complexe

0 // C0
an(H,M)

d1 // C1
an(H,M)

d2 // · · · ,

où Cnan(H,M) est l’espace des fonctions localement analytiques (localement à valeurs
dans un lim←−rM

[r,s] et dont la composée avec la projection sur M [r,s] est analytique,
pour tout r) de Hn dans M (avec C0

an(H,M) = M), et dn+1 est la différentielle

dn+1c(g0, . . . , gn) = g0·c(g1, . . . , gn)+

n−1∑
i=0

(−1)i+1c(g0, . . . , gigi+1, . . . , gn)+(−1)n+1c(g0, . . . , gn−1).

On note Hi
an(H,M) le i-ème groupe de cohomologie de ce complexe.

5.1. Quelques résultats d’annulation

5.1.1. Cohomologie de U
Si n ∈ N, soit Un =

(
1 πnOF
0 1

)
.

Lemme 5.1. — Si ∆ ∈ ΦΓan(R), on a Hi
an(Un,∆) = 0 pour tout n ∈ N, si i = 0, 1

Démonstration. — Le résultat est trivial pour i = 0 (car la multiplication par t est
injective sur ∆). Il suffit donc de prouver le résultat pour i = 1, et nous allons en fait
prouver que H1(Un,∆) = 0.
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Soit e1, . . . , eh une base de πnOF sur Zp. Un 1-cocycle continu sur
(

1 πnOF
0 1

)
est

complètement déterminé par ses valeurs c1, . . . , ch en les
(

1 ei
0 1

)
, la relation de cocycle

étant équivalente aux relations (η(ei, T )− 1)cj = (η(ej , T )− 1)ci, pour tous i, j. Mais
alors cj

η(ej ,T )−1 est un élément de Fr(R)·∆ ne dépendant pas de j ; on le note c. Comme
les seuls zéros communs des η(ej , T )− 1 sont les points de πn-torsion qui forment un
ensemble fini, et comme (η(ej , T )− 1)c ∈ ∆ pour tout j, on en déduit que c ∈ ∆, et
donc que notre cocycle est trivial puisque cj = (η(ej , T )− 1)c =

((
1 ei
0 1

)
− 1
)
· c pour

tout j.

5.1.2. Le ∇-module sur ∆ � O∗
F . — Soit r < rn(∆) n’appartenant pas à l’ensemble

des rn ; il existe donc a ≥ n(∆) tel que l’on ait ra+1 < r < ra. Soit s = v[r,r](πa`), où
` est, le logarithme du Lubin-Tate ; on a aussi s = v[r,r]([πa] · T ) car ` = [πa]·T

πa · u, où
u est une unité sur vp(T ) ≥ ra et u(0) = 1. On en déduit la décomposition suivante

E [r,r] =
⊕

bmodπa

η(b, T )E [s,s]([πa] · T ) =
⊕

bmodπa

η(b, T )E [s,s](πa`).

Soit (fj)j∈J une base de ∆[r,r] sur E [r,r].

Proposition 5.2. — Si n est assez grand, ∇ est inversible sur η(i, T )ϕn(∆[r,r]) pour
tout i ∈ O∗

F , l’action de L[∇,∇−1] se prolonge, par continuité, en une action de
E [s,s](π

n+a∇
Ω ) et les η(i+πab, T )ϕn(fj), pour j ∈ J et b modulo πa, forment une base

de η(i, T )ϕn(∆[r,s]) sur E [s,s](π
n+a∇

Ω ).

Démonstration. — Les identités
πn∇

Ω

(
η(i, T )ϕn(z)

)
= η(i, T )

(
iπn`ϕn(z) + πn∇

Ω (ϕn(z))
)

= η(i, T )ϕn
(
i`z + πn

Ω ∇(z)
)

nous ramènent à étudier Hn,i sur ∆[r,r], où Hn,i(z) = i`z+ πn

Ω ∇(z), et à prouver que
∆[r,r] admet une structure de E [s,s](πaHn,i)-module et que les η(b, T )fj en forment
une base.

On peut écrire 1
Ω∇ dans la base des η(b, T )fj (sur E [s,s](πa`)), et donc écrire Hn,i

comme un opérateur sur (E [s,s](πa`))I , où I = J × (OF /πa), de la forme Hn,i(z) =

i`z+πn∇̃(z) (et ∇̃ est continu car ∇̃(λz) = ∇λ·z+λ∇̃z, si λ ∈ E [s,s] et z ∈ (E [s,s])I ).
On est ramené à prouver le résultat suivant, où l’on note (ej)j∈I la base canonique
de (E [s,s](πa`))I .

Lemme 5.3. — Soit ∇̃ un opérateur continu sur (E [s,s](πa`))I . Alors, si n est assez
grand, l’opérateur Hn,i défini par Hn,i(z) = i`z+πn∇̃(z) admet un inverse continu sur
(E [s,s])I , qui fait de (E [s,s](πa`))I un E [s,s](πaHn,i)-module libre, dont les ej forment
une base.

Démonstration. — La continuité de ∇̃ implique qu’il existe n0 ∈ N tel que hn,i = πn

i` ∇̃
soit contractante sur (E [s,s](πa`))I pour tout n ≥ n0 : il existe un entier C > 0 tel
que l’on ait v(hn,i(z)) ≥ C + v(z), pour tous z ∈ (E [s,s](πa`))I et n ≥ n0, où v est la
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valuation définie par v((zj)j∈I) = infj∈I v
[s,s](zj). Alors Hn,i admet comme inverse

z 7→ H−1
n,i (z) = z

i` − hn,i(
z
i` ) + h2

n,i(
z
i` )− · · · En particulier,

v((πaHn,i)
−1(z)− z

iπa`
) ≥ v(z)− v[s,s](πa`) + C,

et une récurrence immédiate permet de montrer que

v((πaHn,i)
k(z)−(iπa`)kz) ≥ v(z)+kv[s,s](πa`)+C, pour tous k ∈ Z et z ∈ (E [s,s](πa`))I .

Ceci implique que si
∑
k∈Z ak(πa`)k converge dans E [r,s](πa`), alors

∑
k∈Z ak(πaHn,i)

k(z)

converge dans (E [r,s](πa`))I pour tout z ∈ (E [r,s](πa`))I , et donc que (E [r,s](πa`))I

est un E [r,s](πaHn,i)-module. Par ailleurs, les mêmes estimées montrent que l’appli-
cation (Fj(π

a`))j∈I 7→
∑
j∈I Fj(π

aHn,i) · ej est une isométrie (et donc une injection)
de (E [r,s](πa`))I dans lui-même qui induit l’identité sur la boule unité modulo pC ;
elle est donc aussi surjective, ce qui permet de conclure.

Corollaire 5.4. — Si r n’est pas de la forme ra, alors ∇ est inversible sur
∆[q−nr,q−nr] � O∗

F pour tout n assez grand.

5.1.3. Cohomologie de A0 sur ∆ � O∗
F . — Si m ≥ 1, soit Am =

(
1+πmOF 0

0 1

)
, et soit

A0 =
(

O∗
F 0
0 1

)
.

Théorème 5.5. — Si ∆ ∈ ΦΓan(R), alors Hi
an(Am,∆ �O∗

F ) = 0 pour tout m ∈ N,
si i = 0, 1.

Démonstration. — Pour i = 0, cela résulte de ce que ∇ est injectif sur ∆ � O∗
F car

inversible sur ∆[q−nr,q−nr]�O∗
F , pour tout n assez grand, si r n’est pas de la forme ra.

Pour i = 1, il suffit de prouver le résultat pour m ≥ 1 (car H1(Am,M) =

H0(Am/Am+1, H1(Am+1,M)) si M est un L-espace vectoriel) ; nous allons en fait
prouver que tout cocycle continu a 7→ ca, sur 1 + πmOF , est trivial (on identifie Am

à 1 + πmOF de la manière évidente). Pour cela, fixons :
• e1, . . . , eh une base de OF sur Zp.
• r < rn(∆) pas de la forme ra, tel que c(i) = c1+πmei ∈ ∆]0,r] � O∗

F , pour
1 ≤ i ≤ h.

Le cor. 5.4 fournit, pour tout n assez grand, des éléments α(n, i) de ∆[q−nr,q−nr] �
O∗
F , pour 1 ≤ i ≤ h, vérifiant ∇α(n, i) = c(i). Mais alors

β(n, i) = ∇
σ1+πmei

−1 · α(n, i) = 1
log(1+πmei)

(
1− σ1+πmei

−1

2 +
(σ1+πmei

−1)2

3 − · · ·
)

est un élément de ∆[q−nr,q−nr] � O∗
F vérifiant (σ1+πmei − 1)β(n, i) = c(i).

Par ailleurs, la relation de cocycle et la commutativité de Am fournit la relation
(σ1+πmei − 1)c(j) = (σ1+πmej − 1)c(i), d’où l’on tire

(σ1+πmei − 1)(σ1+πmej − 1)(β(n, i)− β(n, j)) = 0,

et donc ∇2(β(n, i)− β(n, j)) = 0 et β(n, i) = β(n, j). Autrement dit, il existe β(n) ∈
∆[q−nr,q−nr] � O∗

F tel que l’on ait (σa − 1)β(n) = ca, pour tout a ∈ 1 + πmOF . Pour
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conclure, il suffit donc de prouver que β(n) ∈ ∆ � O∗
F et, pour ce faire, on peut

supposer que L est sphériquement complet (si L′ est un corps complet contenant L,
on a (∆⊗̂LL′) ∩∆[q−nr,q−nr] = ∆]0,q−nr]).

Écrivons β(n) sous la forme
∑
b∈Sn η(b, T )ϕn(β(n)b), où les β(n)b sont des éléments

de ∆[r,r]. Si e ∈ OF , on a alors

(σ1+πne−1)β(n) =
∑
b∈Sn

η(b, T )ϕn
(
(η(be, T )−1)β(n)b+η(be, T )((σ1+πne−1)β(n)b)

)
.

Comme (σ1+πne − 1)β(n) ∈ ∆]0,r] on en déduit que

(η(be, T )− 1)β(n)b + η(be, T )((σ1+πne − 1)β(n)b) ∈ ψn(∆]0,r]) ⊂ ∆]0,r],

pour tout b ∈ OF . On peut utiliser ce qui précède pour e = b−1e1, . . . , b
−1eh, et

injecter l’existence de λ1, . . . , λh ∈ R+ tels que T =
∑h
i=1 λi · (η(ei, T ) − 1) (cette

existence résulte de ce que le seul zéro commun des η(ei, T ) − 1 est T = 0, et de ce
que l’on a supposé L sphériquement complet, ce qui fait de R+ un anneau de Bézout
d’après un résultat de Lazard [23]). On en déduit que

β(n)b + Fb,n(β(n)b) ∈ ∆]0,r], avec Fb,n =
1

T

h∑
i=1

λiη(ei, T )(σ1+πnb−1ei − 1).

Maintenant, si n est assez grand, Fb,n est contractante sur ∆[q−1r,r] (si log(1 +

πnb−1ei) = πnδ, on a σ1+πnb−1ei − 1 = πnδ∇ + 1
2 (πnδ∇)2 + · · · ). On en déduit

l’appartenance de β(n)b à ∆[q−1r,r] et donc celle de β(n) à ∆[q−n−1r,q−nr]. Comme
∆[q−n−1r,q−nr] ⊂ ∆[q−n−1r,q−n−1r], on en déduit que β(n) = β(n + 1), et donc que
β(n) ∈ ∩k∈N∆[q−n−k−1r,q−n−kr] = ∆]0,q−nr].

Ceci permet de conclure.

5.2. Extensions de (ϕ,Γ)-modules et cohomologie de A+.— Les extensions
analytiques de R(δ2) par R(δ1) sont classifiées par H1

an(A+,R(δ1δ
−1
2 )). (Si E est

une extension de R par R(δ), on choisit un relèvement e de 1 ∈ R dans E, et alors
g 7→ (g − 1) · e est un 1-cocycle analytique sur A+ dont la classe ne dépend pas du
choix de e.)

Le calcul de Hi
an(A+,R(δ)) se fait en utilisant la suite exacte 0 → D(OF ) ⊗ δ →

R(δ)→ LA(OF )⊗ χ−1δ → 0 de A+-modules. On note :
• Φ+ le semi-groupe

(
πN 0
0 1

)
et ϕ =

(
π 0
0 1

)
son générateur,

• A0 le groupe
(

O∗
F 0
0 1

)
et, σa, si a ∈ O∗

F , l’élément
(
a 0
0 1

)
de A0.

On a A+ = Φ+×A0, ce qui permet de dévisser la cohomologie de A+. Par ailleurs,
on peut souvent simplifier les calculs en passant à l’algèbre de Lie : si M est muni
d’une action localement analytique de A+ (et donc en particulier d’un opérateur
∇ = lima→1

σa−1
a−1 commutant à A+), on noteHi

Lie(A+,M) les groupes de cohomologie
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du complexe

0 // M
x 7→(∇x,(ϕ−1)x) // M ⊕M

(a,b)7→(ϕ−1)a−∇b // M // 0 .

On dispose d’une application naturelle Hi
an(A+,M) → H0(A0, Hi

Lie(A+,M)), en-
voyant le cocycle g 7→ c(g) sur (c′(1), c(ϕ)).

Lemme 5.6. — Si M ∈ {D(OF )⊗ δ, R(δ), LA(OF )⊗χ−1δ} l’application naturelle
Hi

an(A+,M)→ H0(A0, Hi
Lie(A+,M)) est un isomorphisme.

Démonstration. — Recopier la preuve de [17, th. 4.2].

On peut dévisser les groupes Hi
Lie(A+,M) sous la forme

H0
Lie(A+,M) = M∇=0,ϕ=1 = H0

Lie(A0, H0(Φ+,M))

H1
Lie(A+,M) =

[(
Mϕ=1/∇

)
−
(
M/(ϕ− 1))∇=0

)]
=
[
H1

Lie(A0, H0(Φ+,M))−H0
Lie(A0, H1(Φ+,M))

]
H2

Lie(A+,M) = M/(∇, ϕ− 1) = H1
Lie(A0, H1(Φ+,M))

(On pourrait renverser les rôles de ϕ − 1 et ∇ pour la description du H1, mais le
conoyau de ϕ− 1 a, en général, de meilleures propriétés topologiques que celui de ∇.)

Remarquons que ∇ agit trivialement sur Hi
Lie(A0,M), Hi

Lie(A+,M), et donc que
A0 agit de manière localement constante sur ces groupes. Il s’ensuit que prendre les
invariants par A0 est exact, et donc que l’on a :

H0
an(A+,M) = H0

an(A0, H0(Φ+,M))

H1
an(A+,M) =

[
H1

an(A0, H0(Φ+,M))−H0
an(A0, H1(Φ+,M))

]
H2

an(A+,M) = H1
an(A0, H1(Φ+,M))

5.3. Cohomologie de Φ+. — Soit δ ∈ T̂ (L).

5.3.1. Les groupes Hi(Φ+,LA(OF )⊗ δ) et Hi(Φ+,D(OF )⊗ δ−1). — La proposition
suivante détermine la structure deHi(Φ+,M), comme A0 module, siM = LA(OF )⊗δ
ou M = D(OF )⊗ δ. On a bien évidemment Hi(X,M) = 0, si i 6= 0, 1.

Proposition 5.7. — (i) H0(Φ+,LA(OF )⊗ δ) = 0.
(ii) Si δ(π) /∈ {πi, i ∈ N}, alors
• H0(Φ+,D(OF )⊗ δ−1) = H1(Φ+,D(OF )⊗ δ−1) = 0,
• H1(Φ+,LA(OF )⊗ δ) ∼= LA(O∗

F )⊗ δ
(iii) Si δ(π) = πi, avec i ∈ N, alors (20)

• H0(Φ+,D(OF )⊗ δ−1) ∼= H1(Φ+,D(OF )⊗ δ−1) ∼= L(xiδ−1),

20. Si η est un caractère de O∗
F , on note L(η) le L-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel

σa ∈ A0 agit par multiplication par η(a).
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• H1(Φ+,LA(OF )⊗ δ) vit dans une suite exacte

0→ L(x−iδ) −→ LA(O∗
F )⊗ δ −→ H1(Φ+,LA(OF )⊗ δ) −→ L(x−iδ) −→ 0

Démonstration. — H0(Φ+,M ⊗ δ) est le noyau de δ(π)ϕ − 1 agissant sur M , et
H1(Φ+,M⊗δ) est son conoyau. La proposition est donc la combinaison des lemmes 5.9
et 5.10 ci-dessous.

Remarque 5.8. — Dans le cas δ(π) = πi, avec i ∈ N, le sous-espace L(x−iδ) de
LA(O∗

F )⊗ δ est la droite engendrée par 1O∗
F
xi, l’application de H1(Φ+,LA(OF )⊗ δ)

dans L(x−iδ) est celle qui envoie le cocyle g 7→ φg sur φ(i)
g (0).

5.3.2. Action de ϕ sur LA(OF )

Lemme 5.9. — Soit α ∈ L∗. Alors 1− αϕ : LA(OF )→ LA(OF ) est injectif
De plus :
• si α /∈ {πi, i ∈ N}, alors LA(O∗

F ) est un supplémentaire de (1 − αϕ)LA(OF )

dans LA(OF ).
• Si α = πi, avec i ∈ N, alors LA(O∗

F ) ∩ (1 − αϕ)LA(OF ) est la droite L · 1O∗
F
xi

et LA(O∗
F ) + (1− αϕ)LA(OF ) est l’orthogonal de diDir0.

Démonstration. — Si φ est dans le noyau de 1− αϕ, on a φ = αnϕn(φ), pour tout n.
Par suite φ est à support dans πnOF pour tout n, et donc est identiquement nulle
par continuité en 0. D’où l’injectivité de 1− αϕ.

Si (1−αϕ)φ est à support dans O∗
F , on a ψ((1−αϕ)φ) = 0, et donc (ψ−α) ·φ = 0

et φ(x) = α−1φ(πx), pour tout x. Alors φ(x) = α−nφ(πnx), pour tout x, ce qui
montre que φ est analytique sur OF tout entier, et que si φ(x) =

∑
i≥0 aix

i sur
OF , alors

∑+∞
i=0 ai(1 − α−1πi)xi est identiquement nul sur OF . Ceci implique que

ai(1 − α−1πi) = 0, pour tout i ; on en déduit que l’intersection de (1 − αϕ)LA(OF )

et de LA(O∗
F ) est nulle si α /∈ {πi, i ∈ N} et est la droite L · 1O∗

F
xi, si α = πi avec

i ∈ N.
Par ailleurs, si φ ∈ An(πnOF ) (et vérifie φ(i)(0) = 0 dans le cas α = πi), on peut

écrire φ sous la forme
∑+∞
j=0 aj1πnOF x

j (avec ai = 0 si α = πi) et alors la fonction
φ− (1− αϕ)

(∑+∞
j=0

aj
1−απ−j 1πn−1OF x

j
)
est identiquement nulle sur πnOF . Il s’ensuit

que l’on peut écrire tout élément φ de LA(OF ) (vérifiant φ(i)(0) = 0 dans le cas
α = πi), sous la forme φ1 + (1− αϕ)φ2, avec φ1 nulle dans un voisinage de 0 et donc
de la forme

∑N
n=0 φ1,n, avec φ1,n à support dans πnO∗

F . On peut alors écrire φ1,n

sous la forme ϕnψn(φ1,n) = (1 − (1 − αϕ))nψn(α−nφ1,n), et un développement de
(1 − (1 − αϕ))n exprime φ1,n comme la somme d’un élément de (1 − αϕ)LA(OF ) et
de ψn(α−nφ1,n) qui est à support dans O∗

F .
On en déduit le résultat.

5.3.3. Action de ϕ sur D(OF )

Lemme 5.10. — Soit α ∈ L∗.
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(i) Si α /∈ {π−i, i ∈ N}, alors 1− αϕ : D(OF )→ D(OF ) est un isomorphisme.
(ii) Si α = π−i, avec i ∈ N, le noyau de 1− αϕ : D(OF ) → D(OF ) est L · diDir0

et 1− αϕ induit un isomorphisme de {µ ∈ D(OF ),
∫

OF
xiµ = 0} sur lui-même.

Démonstration. — On utilise l’isomorphisme D(OF ) ∼= R+ fourni par la transformée
d’Amice-Katz. Soit k > −vπ(α) un entier. Si f ∈ R+ a un zéro d’ordre ≥ k en 0, la
série

∑
n∈N αnϕn(f) converge dans R+ vers un élément g ayant un zéro d’ordre ≥ k

en 0 et vérifiant (1−αϕ) · g = f . Il s’ensuit que 1−αϕ induit une bijection de T kR+.
On conclut en remarquant que R+/T kR+ = ⊕k−1

j=0Lt
j et (1− αϕ) · tj = (1− απj)tj

(pour retraduire ce qu’on obtient en termes de distribution, il suffit alors de remarquer
que la transformée d’Amice-Katz de diDir0 est ti).

5.4. Cohomologie de A0

Soit η : O∗
F → L∗ un caractère localement F -analytique. On voit η comme un

caractère de A0 de la manière habituelle.

Lemme 5.11. — (i) Si η 6= 1, alors Hi
an(A0, L(η)) = 0, si i = 0, 1.

(ii) H0
an(A0, L) = L et H1

an(A0, L) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par σa 7→ log a.

Démonstration. — Le résultat concernant H0 est immédiat. Maintenant, ∇ agit par
multiplication par κ(η) sur L(η), et donc H1

Lie(A0, L(η)) est nul (et donc a fortiori
H1

an(A0, L(η))) sauf si η est localement constant où il est égal à L(η). On en déduit
le résultat concernant la dimension en passant au H0 ; la description explicite du H1

dans le cas η = 1 est alors immédiate une fois que l’on connaît la dimension.

Proposition 5.12. — (i) ∇ + κ(η) est surjectif sur LA(O∗
F ) et son noyau est l’en-

semble des φ η, avec φ localement constante.
(ii) H0

an(A0,LA(O∗
F ) ⊗ η) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré par

1O∗
F
η, et H1

an(A0,LA(O∗
F )⊗ η) = 0.

Démonstration. — ∇φ(x) = lima→1
φ(x/a)−φ(x)

a−1 = −xφ′(x). Il s’ensuit que

(∇+ κ(η))(φ η) = −x(φ′η + κ(η)x−1φ η) + κ(η)φ η = ∇(φ) η.

Quitte à conjuguer par la multiplication par η, on peut donc supposer que κ(η) = 0,
auquel cas le (i) est équivalent à la surjectivité de φ 7→ φ′ et à ce qu’une fonction
localement F -analytique de dérivée nulle est localement constante.

Comme ∇(φ⊗η) = ((∇+κ(η))φ)⊗η, le (ii) est une conséquence immédiate du (i)
en prenant les points fixes sous A0.
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5.5. Cohomologie de A+

5.5.1. A valeurs dans LA(OF )⊗ δ et D(OF )⊗ δ−1

Proposition 5.13. — (i) Si δ /∈ {xi, i ∈ N}, alors
• Hj

an(A+,D(OF )⊗ δ−1) = 0, pour j = 0, 1, 2.
• dimLH

j
an(A+,LA(OF )⊗ δ) = 0, 1, 0, si j = 0, 1, 2.

(ii) Si δ = xi, avec i ∈ N, alors
• dimLH

j
an(A+,D(OF )⊗ δ−1) = 1, 2, 1 si j = 0, 1, 2.

• dimLH
j
an(A+,LA(OF )⊗ δ) = 0, 2, 1, si j = 0, 1, 2.

Démonstration. — On a (utiliser les remarques suivant le lemme 5.6) :
• dimLH

0
an(A+,M) = dimLH

0
an(A0, H0(Φ+,M)),

• dimLH
1
an(A+,M) = dimLH

0
an(A0, H1(Φ+,M)) + dimLH

1
an(A0, H0(Φ+,M))

• dimLH
2
an(A+,M) = dimLH

1
an(A0, H1(Φ+,M)).

La proposition est donc une conséquence immédiate des prop. 5.7 et 5.12
sauf si δ(π) = πi, avec i ∈ N, où il faut travailler un peu plus pour calculer
Hj

an(A0, H1(Φ+,LA(OF )⊗ δ)). Supposons donc que δ(π) = πi, avec i ∈ N et notons
simplement LA le module LA(OF )⊗ δ.
• Soit X =

(
LA(O∗

F )/L · (1O∗
F
xi)
)
⊗ δ. La prop. 5.7 fournit une suite exacte 0 →

X → H1(Φ+,LA) → L(x−iδ) → 0. Comme H1
an(A0,LA(O∗

F ) ⊗ δ) = 0 (prop. 5.12),
la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 → L(x−iδ) →
LA(O∗

F ) ⊗ δ → X → 0 et le lemme 5.11 montrent que H0
an(A0, X) a même dimen-

sion que H0
an(A0,LA(O∗

F ) ⊗ δ), c’est-à-dire 1, et que H1
an(A0, X) = 0. On déduit

alors de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 → X →
H1(Φ+,LA)→ L(x−iδ)→ 0, et de la nullité de H1

an(A0, X), que :

dimH0
an(A0, H1(Φ+,LA)) = 1 + dimH0

an(A0, L(x−iδ)) =

{
1 si δ 6= xi,

2 si δ = xi,

dimH1
an(A0, H1(Φ+,LA)) = dimH1

an(A0, L(x−iδ)) =

{
0 si δ 6= xi,

1 si δ = xi.

Proposition 5.14. — (i) Si δ /∈ {xi, i ∈ N}, alors H1
an(A+,LA(OF ) ⊗ δ) est de

dimension 1, engendré par la classe du cocycle g 7→ (g − 1) · ((1OF δ)⊗ δ).
(ii) Si δ = xi, avec i ∈ N, alors l’application envoyant ` sur la classe du cocycle

g 7→ (g − 1) · ((1OF x
i`) ⊗ δ) induit un isomorphisme de l’espace Hom(F ∗, L), de

dimension 2, sur H1
an(A+,LA(OF )⊗ δ).

Démonstration. — Il est clair sur la construction que l’on a bien défini des cocycles.
Comme les espaces au départ et à l’arrivée ont la même dimension, il suffit donc,
pour conclure, de vérifier que les cocycles ainsi construits ne sont pas des cobords.
Autrement dit, que l’on ne peut pas avoir (g − 1) · ((φ − f) ⊗ δ) = 0, pour tout
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g ∈ A+, avec φ ∈ LA et f = 1OF δ ou f = 1OF x
i`, ce qui est clair car la condition

(ϕ− 1) · ((φ− f)⊗ δ) = 0 implique que φ et f coïncident sur OF − {0}.

5.5.2. A valeurs dans R(δ)

Lemme 5.15. — (i) H0
an(A+,R(δ)) = 0 si δ /∈ {x−i, i ∈ N} et H0

an(A+,R(δ)) =

L · ti ⊗ δ, si δ = x−i, avec i ∈ N.
(ii) L’application naturelle H1

an(A+,D(OF )⊗ δ)→ H1
an(A+,R(δ)) est injective.

Démonstration. — On déduit de la nullité (cf. prop. 5.13) de H0
an(A+,LA(OF )⊗δχ−1)

le (ii) et le fait que H0
an(A+,R(δ)) est isomorphe à H0

an(A+,D(OF )⊗ δ), et donc est
nul (resp. de dimension 1) si δ /∈ {x−i, i ∈ N} (resp. si δ = x−i, avec i ∈ N). Pour
conclure, il suffit de constater que ti ⊗ x−i est bien invariant par A+.

Théorème 5.16. — Les Hi
an(A+,R(δ)) sont des L-espaces vectoriels de dimension

finie. Plus précisément :
• Si δ /∈ {x−i, i ∈ N} ∪ {xiχ, i ∈ N}, alors dimHj

an(A+,R(δ)) = 0, 1, 0, si
j = 0, 1, 2.
• Si δ = x−i, avec i ∈ N, alors dimHj

an(A+,R(δ)) = 1, 2, 0, si j = 0, 1, 2.
• Si δ = xiχ, avec i ∈ N, alors dimHj

an(A+,R(δ)) = 0, 2, 1, si j = 0, 1, 2.

Démonstration. — La dimension de Hi
an(A+,R(δ)) se calcule en utilisant la suite

exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 → D(OF ) ⊗ δ → R(δ) →
LA(OF ) ⊗ χ−1δ → 0 et la prop. 5.13 pour la dimension de la cohomologie des deux
termes extérieurs.
• Si δ /∈ {x−i, i ∈ N}, on a Hj

an(A+,D(OF ) ⊗ δ) = 0, pour tout j, ce qui nous
fournit un isomorphisme

Hi
an(A+,R(δ)) ∼= Hi

an(A+,LA(OF )⊗ χ−1δ),

et permet de déduire la dimension de Hi
an(A+,R(δ)) de la prop. 5.13.

• Si δ = x−i, avec i ∈ N, la nullité de H0
an(A+,LA(OF ) ⊗ χ−1δ) fournit un

isomorphisme H0
an(A+,D(OF )⊗ δ) ∼= H0

an(A+,R(δ)), ce qui fournit la dimension du
H0.

Pour prouver la nullité du H2, il suffit, puisque H2
an(A+,LA(OF ) ⊗ χ−1δ) = 0

(prop. 5.13 (i)), de prouver que l’application H2
Lie(A+,D ⊗ δ) → H2

Lie(A+,R(δ)) est
identiquement nulle. Or H2

Lie(A+,M) = M/(ϕ−1,∇) et il résulte du lemme 5.10 que
(ϕ−1)(D⊗δ) est le sous-espace de codimension 1 des µ vérifiant

∫
OF

xiµ = 0. Soit H
l’élément construit au no 2.5.2. Comme ti ⊗ x−i est stable par A0, on a ∇(tiH ⊗ δ) =

(ti∇H) ⊗ x−i. Or, d’après le lemme 2.17, il existe λ ∈ D(OF ) dont la transformée
d’Amice-Katz est ∇H, et

∫
OF

µ = q−1
q . La transformée inverse λi de ti∇H est diλ,

et donc
∫

OF
xiλi = i! q−1

q 6= 0. On en déduit que (ϕ−1,∇) ·R(δ) contient D(OF )⊗ δ,
ce qui permet de conclure.

Enfin, pour calculer le H1, on utilise la nullité de H2
an(A+,R(δ)) établie ci-dessus.

On en déduit que l’application H1
an(A+,LA(OF )⊗χ−1δ)→ H2

an(A+,D(OF )⊗ δ) est
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un isomorphisme pour des raisons de dimension ; il en est donc de même de l’applica-
tion H1

an(A+,D(OF ) ⊗ δ) → H1
an(A+,R(δ)) puisque H0

an(A+,LA(OF ) ⊗ χ−1δ) = 0.
Il s’ensuit que H1

an(A+,R(δ)) est de dimension 2.

Remarque 5.17. — Il résulte de la démonstration que :
• L’application naturelle de H1

an(A+,R(δ)) dans H1
an(A+,LA(OF )⊗ χ−1δ) est un

isomorphisme si δ /∈ {x−i, i ∈ N}.
• Si δ = x−i, avec i ∈ N, cette application est identiquement nulle, et l’injection de

L ti⊗x−i dans R(x−i) induit un isomorphisme H1
an(A+, Lti⊗x−i) ∼= H1

an(A+,R(δ)) ;
plus généralement, si N ≥ i, l’injection de ⊕n≤NL tn ⊗ x−i dans R(x−i) induit un
isomorphisme H1

an(A+,⊕n≤NL tn ⊗ x−i) ∼= H1
an(A+,R(δ)).

5.6. Cohomologie de P̄+

Soient δ1, δ2, η ∈ T̂an(L), et soit

ω = ηδ1δ2χ
−1.

Comme P̄+ stabilise OF , le sous-module R(δ1)�ω OF de R(δ1)�ω P1 est stable par
P̄+. On note R(δ1, δ2, η) le P̄+-module

R(δ1, δ2, η) =
(
R(δ1) �ω OF

)
⊗ δ−1

2 .

Notons R+(δ1, δ2, η) le sous-module de R(δ1, δ2, η) correspondant à R+, et
R−(δ1, δ2, η) le quotient de R(δ1, δ2, η) par R+(δ1, δ2, η). On a donc des iso-
morphismes de P̄+-modules

R+(δ1, δ2, η) ∼= (B(χδ−1
1 , χδ−1

1 η−1) � OF )∗ ⊗ δ−1
2

R−(δ1, δ2, η) ∼= (B(δ1, δ2η) � OF )⊗ δ−1
2 .

Par ailleurs, en tant que A+-modules, R(δ1, δ2, η), R+(δ1, δ2, η) et R−(δ1, δ2, η) sont
respectivement isomorphes à R+(δ1δ

−1
2 ), R(δ1δ

−1
2 ) et LA(OF ) ⊗ δ1δ−1

2 χ−1. Comme
on connaît H1

an(A+,R(δ1δ
−1
2 )) (th. 5.16), le résultat suivant permet de calculer

H1
an(P̄+,R(δ1, δ2, η)).

Proposition 5.18. — L’application de restriction de P̄+ à A+ induit un isomor-
phisme H1

an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) ∼= H1
an(A+,R(δ1δ

−1
2 )) dans les cas suivants :

• η est localement constant,
• δ1δ−1

2 = | | et η est quelconque,
• δ1δ−1

2 = 1 et η est quelconque.
Dans les autres cas, H1

an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) = 0, sauf, peut-être, si δ1δ−1
2 = x−i avec

i ≥ 1 et κ(η) = 1.

Démonstration. — L’injectivité fait l’objet du lemme 5.22 ; la démonstration de la
surjectivité est différente suivant que δ1δ−1

2 /∈ {x−i, i ∈ N} ou que δ1δ−1
2 = x−i, avec

i ∈ N.
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• Si δ1δ−1
2 /∈ {x−i, i ∈ N}, on part du diagramme commutatif

H1
an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) //

��

H1
an(A+,R(δ1δ

−1
2 ))

��
H1

an(P̄+,R−(δ1, δ2, η)) // H1
an(A+,LA⊗ δ1δ−1

2 χ−1)

Les flèches verticales sont des isomorphismes d’après la rem. 5.17 (pour celle de droite)
et le lemme 5.27 (pour celle de gauche), et celle du bas en est un d’après le lemme 5.24,
ce qui prouve que celle du haut en est un aussi, ce que l’on cherche à démontrer.
• Si δ1δ−1

2 = x−i, avec i ∈ N, les deux flèches verticales du diagramme précédent
sont nulles, et au lieu de la projection de R(δ1, δ2, η) sur R−(δ1, δ2, η), on utilise le
sous-module LN (δ1, δ2, η) de R(δ1, δ2, η) engendré par les tj , pour j ≤ N (en ayant
pris N ≥ i). On a alors un diagramme commutatif

H1
an(P̄+, LN (δ1, δ2, η)) //

��

H1
an(A+, LN (δ1, δ2, η))

��
H1

an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) // H1
an(A+,R(δ1δ

−1
2 ))

La flèche du bas est injective d’après le lemme 5.22, comme on l’a mentionné plus
haut. La flèche de droite est un isomorphisme d’après la rem. 5.17 et celle du haut en
est un d’après le lemme 5.21 ; il s’ensuit que celle du bas est surjective, et donc est un
isomorphisme ce que l’on cherchait à prouver.

Remarque 5.19. — La preuve montre que la flèche de gauche est aussi un isomor-
phisme. Autrement dit, on a prouvé que, si δ1δ−1

2 = x−i, avec i ≥ 1, et si κ(η) 6= 1,
l’application naturelle H1

an(P̄+, LN (δ1, δ2, η))→ H1
an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) est un isomor-

phisme si N est assez grand.

5.6.1. Le P̄ -module LN (δ1, δ2, η) et sa cohomologie. — Si n ∈ N, notons Dir
[n]
0 la

dérivée divisée n-ième de la masse de Dirac en 0 (vue comme élément du dual de
B(χ, δ−1

1 , χδ−1
2 η−1) qui n’est autre que R+(δ1)�ωP1 ; dans cette identification, Dir

[n]
0

correspond à tn

n! ⊗ δ1). Si N ∈ N, on note LN (δ1, δ2, η) le L-espace vectoriel engendré
par les Dir

[n]
0 , pour n ≤ N .

Lemme 5.20. — (i) Si δ : F ∗ → L∗ est un caractère, et si κ ∈ L, les formules(
a 0
0 1

)
· en = anδ(a)en et

(
1 0
b 1

)
· en =

n∑
i=0

(
κ−i
n−i
)
bn−iei, si a ∈ F ∗ et b ∈ F ,

définissent, pour tout N ∈ N, une structure de L[P̄+]-module LN (δ, κ) sur ⊕Nn=0L·en.
(ii) Si N ∈ N, alors LN (δ1, δ2, η) est stable par P̄+, et isomorphe à LN (δ, κ), avec

δ = δ1δ
−1
2 et κ = κ(ηδ2δ

−1
1 χ−1).
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Démonstration. — On peut déduire le (i) du (ii) puisque le couple (δ1δ
−1
2 , κ(ηδ2δ

−1
1 χ−1))

est arbitraire. Comme la formule
(
a 0
0 1

)
· Dir

[n]
0 = anδ(a)Dir

[n]
0 est immédiate sur

l’identification de Dir
[n]
0 avec ( t

n

n! ⊗ δ1)⊗ δ−1
2 , il suffit de prouver que

(
1 0
b 1

)
·Dir

[n]
0 =∑n

i=0

(
κ−i
n−i
)
bn−iDir

[i]
0 . Or∫

P1

φ
(

1 0
b 1

)
·Dir

[n]
0 =

∫
P1

ηδ2δ
−1
1 χ−1(1 + bx)φ

(
x

1+bx

)
Dir

[n]
0 ,

et comme ηδ2δ−1
1 χ−1(1 + bx) = (1 + bx)κ au voisinage de 0, la formule à démontrer

est une conséquence de l’identité

1
n!

[
(1 + bx)κφ

(
x

1+bx

)](n)
=

n∑
i=0

(
κ−i
n−i
)
bn−i(1 + bx)κ−n−i 1

i!φ
(i)
(

x
1+bx

)
.

(Cette identité se démontre par récurrence sur n en utilisant les formules

((1 + bx)κ−n−i)′ = (κ− n− i)b(1 + bx)κ−n−i−1 et
[
φ
(

x
1+bx

)]′
= (1 + bx)−2φ′

(
x

1+bx

)
;

le passage de n à n+ 1 se fait grâce à l’identité

(κ− n− i)
(
κ−i
n−i
)

+ i
(
κ−i+1
n−i+1

)
= (n+ 1)

(
κ−i
n−i+1

)
qui se démontre en mettant (κ−i)···(κ−n+1)

(n−i+1)! en facteur : on est alors ramené à vérifier
que (n + 1 − i)(κ − n − i) + i(κ − i + 1) = (n + 1)(κ − n), ce qui ne pose pas de
problème.)

Lemme 5.21. — (i) Si δ /∈ {x−i, i ∈ N}, alors Hj
an(P̄+, LN (δ, κ)) = 0 pour tous

j,N ∈ N et κ ∈ L.
(ii) Si δ = 1, alors H1

an(P̄+, LN (δ, κ)) → H1
an(A+, LN (δ, κ)) ∼= Homan(F ∗, L) est

un isomorphisme pour tout κ.
(iii) Si δ = x−i avec i ≥ 1, et si N > i, alors H1

an(P̄+, LN (δ, κ)) = 0 si κ 6=
i, i− 1, et l’application H1

an(P̄+, LN (δ, κ))→ H1
an(A+, LN (δ, κ)) ∼= Homan(F ∗, L) est

un isomorphisme si κ = i− 1 et est identiquement nulle si κ = i.

Démonstration. — On utilise la suite exacte 1 → Ū → P̄+ → A+ → 1 pour dévisser
la cohomologie de P̄+. On vérifie facilement, en utilisant l’action infinitésimale de
Ū , que H0

an(Ū , LN (δ, κ)) est l’espace engendré par e0 si κ /∈ {0, 1, . . . , N − 1} et est
l’espace engendré par e0 et eκ+1 dans le cas contraire ; il est donc isomorphe à L(δ)

ou L(δ)⊕ L(δxκ+1) en tant que A+-module.
De même, H1

an(Ū , LN (δ, κ)) est l’espace engendré par eN si κ /∈ {0, 1, . . . , N − 1}
et est l’espace engendré par eN et eκ dans le cas contraire ; il est donc isomorphe à
L(δxN ) ou L(δxN )⊕ L(δxκ) en tant que A+-module.

Comme Hi
an(A+, L(η)) = 0, pour tout i, si η 6= 1, on en déduit le (i). Le reste

se démontre via la suite spectrale de Hochshild-Serre (ou, plus simplement, la suite
d’inflation-restriction).
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5.6.2. Injectivité de la restriction de P̄+ à A+

Lemme 5.22. — Si M est un des modules R?(δ1, δ2, η), avec ? ∈ { ,+,−}, la res-
triction H1

an(P̄+,M) → H1
an(A+,M) est injective sauf si δ1δ2 = x−i avec i ≥ 1,

κ(η) = 1 et M = R(δ1, δ2, η) ou R+(δ1, δ2, η).

Démonstration. — NotonsM1,M2 etM3 respectivement les P̄+-modules R+(δ1, δ2, η),
R(δ1, δ2, η) et R−(δ1, δ2, η). On a une suite exacte 0 → M1 → M2 → M3 → 0. Par
ailleurs, en tant que A+-modules, M1, M2 et M3 sont respectivement isomorphes
à R+(δ1δ

−1
2 ), R(δ1δ

−1
2 ) et LA(OF ) ⊗ δ1δ

−1
2 χ−1. Le cas de M2 se déduit donc,

par une chasse au diagramme, des cas de M1 et M3 en utilisant l’injectivité de
H1

an(A+,R+(δ1δ
−1
2 ))→ H1

an(A+,R(δ1δ
−1
2 )) (cf. lemme 5.15 (ii)).

Soit g 7→ cg un 1-cocycle sur P̄+ dont l’image dans H1
an(A+,M) est nulle. Quitte à

retrancher à g 7→ cg un 1-cobord, on peut supposer que cg = 0 pour tout g ∈ A+. La
relation α(πk)u(πk+1) = u(π)α(πk) se traduit par l’identité α(πk) · cu(πk+1) = cu(π),
et comme α(πk) envoie M dans M �πkOF , on en déduit que cu(π) est à support {0}.
• Dans le cas de M3, cela prouve que cu(π) = 0 et donc que cg = 0 pour tout g, ce

que l’on cherchait à démontrer (sans condition).
• Dans le cas de M1, cela prouve que cu(π) est de la forme

∑
i∈N αit

i ⊗ δ1δ
−1
2 ,

où la série
∑
i∈N αiX

i est de rayon de convergence infini. On a alors cu(πk+1) =∑
i∈N αi(π

−iδ−1
1 δ2(π))kti ⊗ δ1δ−1

2 . Or cu(πk+1) tend vers 0 quand k tend vers +∞, et
donc αi = 0 si i > vp(δ2(π))−vp(δ1(π)). Il s’ensuit que le cocycle g 7→ cg est à valeurs
dans ⊕i≤NL ti ⊗ δ1δ−1

2
∼= LN (δ1, δ2, η), si N est assez grand, ce qui permet d’utiliser

le lemme 5.21 pour conclure.

Corollaire 5.23. — (i) Si δ1δ−1
2 /∈ {x−i, i ∈ N}, alors H1

an(P̄+,R+(δ1, δ2, η)) = 0

et l’application naturelle H1
an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) → H1

an(P̄+,R−(δ1, δ2, η)) est injec-
tive.

(ii) Si δ1δ
−1
2 = x−i, avec i ∈ N, et si κ(η) = 0, l’application naturelle

H1
an(P̄+,R(δ1, δ2, η))→ H1

an(P̄+,R−(δ1, δ2, η)) est identiquement nulle.

Démonstration. — Le (i) résulte de ce que H1
an(A+,M1) = 0 sous l’hypothèse du

corollaire (prop. 5.13 (i)).
Le (ii) résulte de l’énoncé analogue pour A+ (rem. 5.17) et du lemme 5.22.

5.6.3. Cohomologie des séries principales
Lemme 5.24. — H1

an(P̄+,R−(δ1, δ2, η)) = 0 sauf si η est localement constant ou si
δ1δ
−1
2 = | | où la restriction de P̄+ à A+ induit un isomorphisme

H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, η)) ∼= H1

an(A+,LA(OF )⊗ δ1δ−1
2 χ−1).

Démonstration. — NotonsM le P̄+-module R−(δ1, δ2, η)) ∼= (B(δ1, ηδ2)�ωOF )⊗δ−1
2 ;

en tant que A+-module M est isomorphe à LA(OF )⊗ δ, avec

δ = δ1δ
−1
2 χ−1.
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Quitte à modifier notre cocycle par un cobord (et à multiplier tout par une constante),
on peut supposer que l’image dans H1

an(A+,LA(OF )⊗δ) est de la forme g 7→ (g−1)·h,
avec h = 1OF δ si δ n’est pas analytique en 0 (i.e. pas de la forme xi avec i ∈ N)
h = 1OF x

i`, avec ` ∈ Hom(F ∗, L), si δ = xi avec i ∈ N.
On rajoute à LA(OF ) les combinaisons linéaires des translatés de h par P̄+ (i.e.

des fonctions de la forme ηδ(a − bx)h
(

x
a−bx

)
pour

(
a 0
b 1

)
∈ P̄+), et on étend l’action

de P̄+ à l’espace M ′ ainsi obtenu. Le cocycle g 7→ c′g = cg − (g − 1) · h, à valeurs
dans M ′, est alors nul sur A+. La relation α(πk)u(πk+1) = u(π)α(πk) se traduit par
l’identité α(πk) ·c′u(πk+1) = c′u(π), et comme α(πk) envoie OF dans πkOF , on en déduit
que c′u(π) est à support {0} et donc est nul. Autrement dit, on a cu(π) = (u(π)−1) ·h.

Comme P̄+ est topologiquement engendré par u(π) et A+, il s’ensuit que cg =

(g − 1) · h pour tout g ∈ P̄+. Si g =
(
a 0
b 1

)
, cette relation devient

(5.25) cg(x) = η
(

a
a−bx

)
δ(a− bx)h

(
x

a−bx
)
− h(x).

Cette fonction est localement analytique sauf, peut-être, au voisinage de 0 où elle
coïncide avec :

• x 7→
(
η
(

a
a−bx

)
− 1
)
δ(x) si δ n’est pas de la forme xi, avec i ∈ N,

• x 7→
(
η
(

a
a−bx

)
− 1
)
xi`(x)− η

(
a

a−bx
)
xi`(a− bx) si δ = xi et i ∈ N.

Il s’ensuit que cg est analytique autour de 0 pour tout g ∈ P̄+ si et seulement si
on est dans un des deux cas suivants :
• η est localement constant, car alors η = 1 dans un voisinage de 0 et donc cg est

identiquement nul dans un voisinage de 0 (si δ n’est pas de la forme xi, avec i ∈ N ;
dans le cas contraire, c’est vrai du terme x 7→

(
η
(

a
a−bx

)
− 1
)
xi`(x) tandis que l’autre

est localement anaytique).
• δ(x) = 1

x et η est quelconque car le zéro de x 7→ η
(

a
a−bx

)
− 1 compense le pôle

de 1
x .
On en déduit le résultat.

Remarque 5.26. — R−(δ1, δ2, η) est un sous-P̄+-module de B(δ1, δ2η)⊗ δ−1
2 , et on

peut donc s’intéresser à l’image de l’application naturelle de H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, η))

dans H1
an(P̄+, B(δ1, δ2η) ⊗ δ−1

2 ). Il résulte de la démonstration ci-dessus que les élé-
ments de H1

an(P̄+,R−(δ1, δ2, η)) sont représentés par des cocycles de la forme g 7→ cg,
où cg est donné par la formule (5.25).
• Si η = 1 et si δ n’est pas de la forme xi, avec i ∈ N, alors h = 1OF δ, et on a aussi

cg(x) = −δ(a − bx)h+
(

x
a−bx

)
+ h+(x) = ((1 − g) · h+)(x), si h+ = h − δ = 1F−OF δ.

Or h+ ∈ B(δ1, δ2), et donc l’application naturelle

H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, η))→ H1

an(P̄+, B(δ1, δ2η)⊗ δ−1
2 )

est identiquement nulle.
• Si η = 1 et si δ = xi, avec i ∈ N, alors h = 1OF x

i`, avec ` ∈ Homan(F ∗, L). Si
`+ = 1P1−OF δ, alors x

i`+ ∈ E`, où E` est l’extension de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2)



58 PIERRE COLMEZ

de la prop. 4.6, et cg = (1 − g) · (xi`+) dans E` ⊗ δ−1
2 . Il s’ensuit que l’application

naturelle

H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, η))→ H1

an(P̄+, E` ⊗ δ−1
2 )

est identiquement nulle.
• Si δ = x−1 et η = x−i, avec i entier ≥ 1, les polynômes de degré ≤ i − 1

forment un sous-P̄+-moduleW (δ1, δ2x
−i)⊗δ−1

2 de B(δ1, δ2x
−i)⊗δ−1

2 (le quotient est
Stan(δ1, δ2x

−i) ⊗ δ−1
2 ). Maintenant, notre cocycle devient g 7→ (g − 1) · 1OF x

−1. Or
on peut encore mettre ce cocycle sous la forme (g− 1) · (x−1−1F−OF x

−1), et comme
1F−OF x

−1 ∈ B(δ1, δ2x
−i) et

((
a 0
b 1

)
− 1
)
· x−1 = 1

x

((
1 − b

ax)i − 1
)
est un polynôme

de degré ≤ i− 1, on en déduit que l’application naturelle

H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, η))→ H1

an(P̄+,Stan(δ1, δ2x
−i)⊗ δ−1

2 )

est identiquement nulle.

5.6.4. Descente de R(δ1, δ2, η) à une série principale
Lemme 5.27. — L’application naturelle H1

an(P̄+,R(δ1, δ2, η))→ H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, η))

est un isomorphisme, si δ1δ−1
2 /∈ {x−i, i ∈ N}.

Démonstration. — On a déjà prouvé (cor. 5.23) que cette application est injective.
Pour prouver la surjectivité, partons d’un cocycle g 7→ cg à valeurs dans R−(δ1, δ2, η).
Comme δ1δ−1

2 /∈ {x−i, i ∈ N}, on peut, quitte à tout multiplier par une constante,
supposer que cg = (g− 1) · h, où h la fonction ci-dessus, est localement analytique en
dehors de 0, et sa restriction à πnO∗

F est à valeurs dans αnOL, où α = δ1δ
−1
2 (π).

Commençons par supposer que vp(αχ(π)) > 0. Soit z0 un relèvement de 1O∗
F
h

dans R et, si n ∈ N, soit zn = (αχ(π))nϕn(z0) de telle sorte que φzn = 1πnO∗
F
h.
[
Si

h(x) = xi`(x), avec i ∈ N et ` ∈ Homan(F ∗, L), il faut modifier ce qui précède, en
introduisant z′0 tel que φz′0 = 1O∗

F
xi, et poser zn = (αχ(π))nϕn(z0 − n`(π)z′0).

]
Il est

alors formellement clair que g 7→ c′g =
∑
n∈N(g−1) ·zn est un 1-cocyle analytique qui

relève g 7→ cg puisque
∑
n∈N φzn = h. Le problème, pour justifier cette assertion, est

que la série des zn ne converge pas dans l’espace qu’il faudrait (si elle le faisait notre
cocycle serait un cobord), et donc qu’il faut faire quelques contorsions.

Si n ∈ N, on pose gn =
(
π−n 0

0 1

)
g
(
πn 0
0 1

)
, et on a gn =

(
a 0
πnb 1

)
si g =

(
a 0
b 1

)
, ce qui

fait que les gn vivent dans un compact si g varie dans un compact.
Soit r = vπ(α), et soit X le sous-OL-module de L[[T ]] + T−1L[[T−1]] engendré par

l’image de la boule unité de Dr(OF ) (cf. rem. 2.5) par la transformée d’Amice-Katz et
T−1OL{T−1} (séries en T−1 à coefficients dans OL tendant vers 0 à l’infini). On pose
z′0 = 0 si h n’est pas de la forme xi`(x) de manière à avoir des formules uniformes.
On peut prendre z0 et z′0 dans π−NX, si N est assez grand, et alors gn · z0 et gn · z′0
appartiennent à π−NX, pour tout n (quitte à augmenter N un peu) : cela résulte de
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la rem. 4.13. Alors la série∑
n∈N

(g − 1) · zn =
∑
n∈N

(αχ(π))nϕn
(
(gn − 1) · (z0 − n`(π)z′0)

)
converge dans π−NX, et la somme appartient à Rr puisque

∑
n∈N(g − 1) · φzn =

(g − 1) · h = cg est localement analytique sur OF .
Il résulte de ce qui précède que g 7→ c′g est un 1-cocycle sur P̄+, à valeurs dans

R(δ1, δ2, η) (et même dans Rr(δ1, δ2, η) avec des notations évidentes), qui relève g 7→
cg. Pour conclure, il suffit alors de vérifier que g 7→ c′g est localement analytique .
Pour cela, il suffit de le vérifier, grâce à la propriété de cocycle, dans un voisinage de
g = 1. Or ((

a 0
b 1

)
− 1
)
· z0 = `(a)z′0 + y(a, b) et

((
a 0
b 1

)
− 1
)
· z′0 = y′(a, b),

où y et y′ sont des fonctions localement analytiques sur O∗
F × OF à valeurs dans

Dr(OF ). Notons z′ la somme (dans X) de la série
∑
n∈N(αχ(π))nϕn(z′0) ; alors z′ ∈

Rr : c’est clair si z′0 = 0 et si z′0 6= 0, on a φz′ = 1OF x
i sur OF − {0}, et donc sur

OF tout entier par continuité ; en particulier, φz′ est localement analytique. On peut
alors écrire c′g sous la forme

c′g = `(a)z′ +
∑
n∈N

(αχ(π))nϕn
(
y(a, πnb)− n`(π)y′(a, πnb)

)
et la série définit une fonction localement analytique sur O∗

F × OF à valeurs dans
Dr(OF ), ce qui permet de conclure dans le cas vp(αχ(π)) > 0.

Dans le cas général, on choisit un entier k > −vπ(αχ(π)) et on utilise l’opérateur
P̄+-équivariant ∂k : R(δ1, δ2, η)→ R(xkδ1, δ2, η). Soit g 7→ cg un 1-cocycle à valeurs
dans R−(δ1, δ2, η). Comme ∂k est P̄+-équivariant, g 7→ ∂kcg est un 1-cocycle à valeurs
dans R−(xkδ1, δ2, η), et comme k > −vπ(αχ(π)), on peut utiliser le cas vp(αχ(π)) > 0

pour relever ce cocycle en un cocycle g 7→ c′g à valeurs dans R(xkδ1, δ2, η). Par
construction, si c̃g est un relèvement de cg dans R(xkδ1, δ2, η), alors c′g − ∂k c̃g ∈
R+(xkδ1, δ2, η) ; il existe donc yg ∈ c̃g+R+(δ1, δ2, η), solution de l’équation ∂kyg = c′g
car ∂ est surjective sur R+. Comme yg n’est bien déterminé qu’à addition près d’un
polynôme de degré < k en t, cela implique que (g, g′) 7→ g · yg′ − ygg′ + yg est un 2-
cocycle à valeurs dans Lk−1(δ1, δ2, η). Or l’hypothèse δ1δ−1

2 /∈ {x−i, i ∈ N} implique
que H2(P̄+, Lk−1(δ1, δ2, η)) = 0 (cf. lemme 5.21) et donc que l’on peut modifier yg, en
lui ajoutant un polynôme de degré < k en t, de manière que g 7→ yg soit un 1-cocycle.
Par construction, ce cocycle est un relèvement de g 7→ cg, ce qui permet de conclure.

Remarque 5.28. — Il ressort de la preuve que l’on peut en fait trouver un relève-
ment d’ordre fini, i.e. à valeurs dans Rr(δ1, δ2, η), pour un r convenable.
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6. La correspondance ∆ 7→ Π(∆)

Soient δ1, δ2 deux caractères localement analytiques de F ∗. L’objet de ce chapitre
est la construction, à partir d’une extension non triviale ∆ de R(δ2) par R(δ1),
d’une représentation Π(∆) de G, localement analytique, indécomposable, admettant
un caractère central et dont la semi-simplifiée est la somme des semi-simplifiées de
B(δ1, δ2) et B(δ2, δ1) (le caractère central de Π(∆) est donc ω).

On note Ext1
an(R(δ2),R(δ1)) le groupe des extensions de R(δ2) par R(δ1) dans la

catégorie des (ϕ,Γ)-modules analytiques. Si δ = δ−1
2 δ1, on a

Ext1
an(R(δ2),R(δ1)) ∼= Ext1

an(R,R(δ)) ∼= H1
an(A+,R(δ)).

6.1. Extensions de R+(δ2)�ω P1 par R(δ1)�ω P1. — Soient δ1, δ2, η des carac-
tères de F ∗, et ω = ηδ1δ2χ

−1. On dispose des G-modules R(δi)�ωP1 et de dévissages

0→ B(δ3−iη, δi)
∗ ⊗ ω → R(δi) �ω P1 → B(δi, δ3−iη)→ 0.

La construction de Π(∆) repose sur le résultat suivant.

Théorème 6.1. — Ext1
G,an

(
R+(δ2) �ω P1,R(δ1) �ω P1

)
est naturellement iso-

morphe à Ext1
an(R(δ2),R(δ1)) dans les cas suivants :

• η est localement constant,
• δ1δ−1

2 = | | et η est quelconque,
• δ1δ−1

2 = 1 et η est quelconque.
Dans les autres cas, ce groupe est nul, sauf, peut-être, si δ1δ−1

2 = x−i avec i ≥ 1 et
κ(η) = 1.

Démonstration. — On note :
• R(δ1, δ2, η) �P1 le P̄ -module (21)

(
R(δ1) �ω P1

)
⊗ δ−1

2 .
• R(δ1, δ2, η) le sous-P̄+-module (R(δ1) �ω OF )⊗ δ−1

2 de R(δ1, δ2, η) �P1.
Le théorème s’obtient en combinant la prop. 5.18 et le résultat suivant.

Proposition 6.2. — On dispose d’un isomorphisme naturel

Ext1
G,an

(
R+(δ2) �ω P1,R(δ1) �ω P1

) ∼= H1
an

(
P̄+,R(δ1, δ2, η)

)
.

Démonstration. — Cela résulte de la combinaison des lemmes 6.3 (réciprocité de
Frobenius qui permet de descendre de G à P̄ ), 6.4 (lemme de Shapiro pour descendre
de P̄ à P̄+) et 6.5 (descente de R(δ1, δ2, η) �P1 à R(δ1, δ2, η)).

Lemme 6.3. — Ext1
G,an

(
R+(δ2) �ω P1,R(δ1) �ω P1

) ∼= H1
an

(
P̄ ,R(δ1, δ2, η) �P1

)
.

Démonstration. — R+(δ2)�ω P1 est le dual de IndGB
(
χδ−1

1 η−1⊗ δ−1
2

) ∼= IndGB̄
(
δ−1
2 ⊗

χδ−1
1 η−1

)
, et donc

Ext1
G,an

(
R+(δ2) �ω P1,Π) ∼= Ext1

B̄,an(δ2 ⊗ χ−1δ1η,Π),

21. Si δ est un caractère de F∗, on voit aussi δ comme un caractère de P̄ en posant δ
(
a 0
b 1

)
= δ(a).
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si Π est une représentation de G de type analytique (lemme de Shapiro, cf. [22,
th. 5.7]). Maintenant, on ne s’intéresse qu’aux représentations avec un caractère cen-
tral, et comme δ2 ⊗ χ−1δ1η et R(δ1) �ω P1 ont même caractère central, à savoir ω,
on ne change pas le groupe d’extensions en passant de B̄ à P̄ . Le résultat s’en déduit.

Lemme 6.4. — Si M est un P̄ -module, la restriction de P̄ à P̄+ induit un isomor-
phisme H1

an(P̄ ,M) ∼= H1
an(P̄+,M).

Démonstration. — L’injectivité est une conséquence de ce que P̄+ engendre P̄ . Plus
précisément, si g ∈ P̄ , il existe n ∈ N tel que gαn ∈ P̄+, où l’on a posé α = α(π),
et la relation de cocycle fournit la formule cg = cgαn − g · cαn . Réciproquement, si
h 7→ ch est un 1-cocycle sur P̄+, la formule précédente ne dépend pas du choix de n
tel que gαn ∈ P̄+ car cgαn+1 = gαn · cα, si gαn ∈ P̄+, et cαn+1 = αncα + cαn . Elle
définit un 1-cocycle sur P̄+ car :
• chαn+m = αn · cα−nhαn+m + cαn et donc cα−nhαn+m = α−n(chαn+m − cαn), si

α−nhαn+m ∈ P̄+,
• Si gαn ∈ P̄+ et α−nhαn+m ∈ P̄+, alors

cgh = c(gαn)(α−nhαn+m) − gh · cαn+m

= gαn · (cα−nhαn+m) + cgαn − gh · cαn+m

= g · (chαn+m − cαn) + cg + g · cαn − gh · cαn+m

= g · (ch + h · cαn+m) + cg − gh · cαn+m = g · ch + cg

(Le passage de la deuxième ligne à la troisième utilise le point précédent.)
On en déduit la surjectivité, ce qui permet de conclure.

Lemme 6.5. — L’inclusion R(δ1, δ2, η) ⊂ R(δ1, δ2, η)�P1 induit un isomorphisme

H1
an(P̄+,R(δ1, δ2, η)) ∼= H1

an(P̄+,R(δ1, δ2, η) �P1).

Démonstration. — Notons M et M1, M2 respectivement le module R(δ1, δ2, η) �P1

et ses sous-modules R(δ1, δ2, η) et (R(δ1, δ2, η) � (P1 − OF )). Les sous-modules M1

et M2 sont stables par P̄+ et on a M = M1⊕M2, ce qui permet de ramener l’énoncé
à démontrer à la nullité de H1

an(P̄+,M2).
Commençons par prouver que H1

an

((
1 0

πOF 1

)
,M2

)
= 0. En conjuguant par w

(
π 0
0 1

)
,

on est ramené à prouver que H1
an

((
1 πOF
0 1

)
,R
)

= 0, ce qui est un cas particulier du
lemme 5.1.

Soit maintenant, g 7→ cg un 1-cocyle sur P̄+, à valeurs dansM2. Quitte à retrancher
un cobord, on peut, d’après ce qui précède, s’arranger pour que cg = 0 pour tout
g ∈

(
1 0

πOF 1

)
). Maintenant, l’identité (22) α(a)u(aπ) = u(π)α(a) fournit la relation

α(a)cu(aπ) + cα(a) = u(π)cα(a) + cu(π), et donc cα(a) = u(π)cα(a). Comme u(π)− 1 est
injectif sur M2, cela implique que cα(a) = 0 pour tout a ∈ OF −{0} et, comme cg = 0

22. Avec α(π) =
(
π 0
0 1

)
, α(a) =

(
a 0
0 1

)
et u(x) =

(
1 0
x 1

)
.
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pour tout g ∈
(

1 0
πOF 1

)
la relation de cocycle montre que cg = 0 pour tout g ∈ P̄+.

On en déduit le résultat.

6.2. Construction d’involutions gl2-compatibles. — Soit ∆ ∈ ΦΓan(R) vivant
dans une suite exacte 0→ ∆1 → ∆

pr→ R(δ)→ 0. On suppose que ∆ est muni d’une
action de U(gl2) prolongeant celle de U(p), telle que a+ +a− agisse par multiplication
par κ. On note ∆+ l’image inverse de R+(δ) dans ∆.

Proposition 6.6. — Si ι : ∆+ � O∗
F → ∆+ � O∗

F est une involution vérifiant les
conditions suivantes :
• ι laisse stable ∆1 � O∗

F ,
• ι envoie η(i, T )ϕn(∆

]0,r]
+ ) dans η( 1

i , T )ϕn(∆
]0,r]
+ ) et η(i, T )ϕn(∆

]0,r]
1 ) dans

η( 1
i , T )ϕn(∆

]0,r]
1 ), et s’étend par continuité en une application de η(i, T )ϕn(∆

[r,r]
1 )

dans η( 1
i , T )ϕn(∆

[r,r]
1 ), si n est assez grand et r ≤ r(∆).

• ι est gl2-compatible.
Alors ι admet un unique prolongement gl2-compatible à ∆�OF , et ce prolongement

laisse stable ∆]0,s] � O∗
F si s est assez petit.

Démonstration. — Soient α = κ(δ) et β = κ+1−δ. La gl2-compatibilité de ι implique,
en particulier, que

ι ◦ (∇+ 1− α) = (β −∇) ◦ ι.

Choisissons un relèvement e de 1⊗δ dans ∆ ; quitte à remplacer e par δ(π)NψN (e),
pour N assez grand, on peut supposer que e ∈ ∆]0,r(∆)], ce que nous ferons. On pose

en,i = η(i, T )ϕn(e), si n ∈ N et i ∈ O∗F .

Soit z ∈ ∆ � O∗
F , et soit r ≥ r(∆) tel que z ∈ ∆]0,r]. Quitte à diminuer r, on peut

supposer que r n’est pas de la forme rm, pour m ∈ N.
Choisissons aussi un système Sn de représentants de O∗F modulo πn. Si n ∈ N, on

peut écrire z sous la forme
∑
i∈Sn η(i, T )ϕn(zn,i), avec zn,i ∈ ψn(∆]0,r]) ⊂ ∆]0,r] ⊂

∆[r,r].
Fixons n0 ∈ N tel que les conclusions de la prop. 5.2 s’appliquent pour n ≥ n0 (on

pose s = v[r,r](πa`), où a est tel que ra+1 < r < ra comme dans cette proposition). Il
résulte alors de cette proposition que l’on peut écrire pr(z) sous la forme

pr(z) =
∑
i∈Sn

Fi
(πn+a(∇+1−α)

Ω

)
· pr(en,i),

où en,i = η(i, T )ϕn(e) et Fi ∈ E [s,s]. Mais alors z −
∑
i∈Sn Fi

(πn+a(∇+1−α)
Ω

)
· en,i

appartient à ⊕i∈Snη(i, T )ϕn(∆
[r,r]
1 ), et on doit (et peut) avoir

ι(z) = ι
(
z −

∑
i∈Sn

Fi
(πn+a(∇+1−α)

Ω

)
· en,i

)
+
∑
i∈Sn

Fi
(πn+a(β−∇)

Ω

)
· ι(en,i),
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où le terme dans le second membre définit un élément de ⊕i∈Snη(i, T )ϕn(∆[r,r]). Il
reste à vérifier que ce qu’on obtient est indépendant du choix de n, est à valeurs dans
∆ � O∗

F , et que l’application ι ainsi définie est bien gl2-compatible.
• Notons ιn(z) la valeur de ι(z) correspondant au choix de n. S’il existe k ∈ N tel

que (∇ + 1 − α)k(z) ∈ ∆+, alors (∇ + 1 − α)kFi
(πn+a(∇+1−α)

Ω

)
est une série entière

en ∇+ 1−α. On en déduit que (β −∇)kι
(
z−

∑
i∈Sn Fi

(πn+a(∇+1−α)
Ω

))
, qui est égal

à ι
(
(∇+ 1−α)kz−

∑
i∈Sn(∇+ 1−α)kFi

(πn+a(∇+1−α)
Ω

))
grâce à la gl2 compatibilité

dans ∆1, est aussi égal à ι
(
(∇ + 1 − α)kz

)
−
∑
i∈Sn(β −∇)kFi

(πn+a(β−∇)
Ω

)
· ι(en,i),

grâce à la gl2-compatibilité dans ∆+. On a donc (β−∇)kιn(z) = ι(
(
∇+ 1−α)k(z)

)
,

ce qui permet de prouver que ιn(z) ne dépend pas de n dans le cas considéré.
Le cas général s’en déduit par continuité en remarquant que les images dans

LA(O∗
F ) ∼= R(δ)�O∗

F /R(δ)�O∗
F
∼= ∆�O∗

F /∆+ �O∗
F , sont exactement les fonctions

localement polynomiales (poynomiales sur i+πnOF pour tout i ∈ O∗
F ) car ∇+ 1−α

induit l’opérateur φ 7→ φ′ sur LA(O∗
F ), et que ces fonctions sont denses dans tous les

espaces qui interviennent.
• On déduit de l’indépendance par rapport au choix de n, l’appartenance de ι(z)

à ⊕i∈Snη(i, T )ϕn
(
∆[1/e,1/e]

)
, et donc à ∆[q−nr,q−nr], pour tout n ≥ n0, et en prenant

l’intersection, celle de ι(z) à ∆ � O∗
F (et même à ∆]0,q−n0r] � O∗

F ).
• Enfin, pour prouver que ι est gl2 compatible, il s’agit de vérifier que ι◦a+ = a−◦ι

et ι◦u+ = u− ◦ ι. Compte-tenu de ce que a+ +a− = α+β−1 et a+ = ∇, la première
formule est équivalente à l’identité ι ◦ (∇+ 1−α) = (β−∇) ◦ ι qui a été utilisée dans
la construction de ι. Pour prouver la seconde, il suffit de vérifier que f = ι◦u+−u− ◦ι
est identiquement nulle sur ∆ � O∗

F sachant qu’il l’est sur ∆+ � O∗
F , et qu’on peut

donc considérer f comme un endomorphisme de ∆�O∗
F /∆+�O∗

F
∼= LA(O∗

F )⊗χ−1δ.
Or un petit calcul utilisant les formules u−a−− a−u− = −u−, a+u+−u+a+ = u+ et
ι◦a+ = a−◦ι montre que l’on a f ◦(∇+1−α) = (β−∇)◦f . Comme β−∇ est injectif
sur ∆ � O∗

F , on en déduit que f est nul sur tout élément de LA(O∗
F )⊗ χ−1δ tué par

une puissance de ∇ + 1 − α, et donc sur toute fonction localement polynomiale. On
conclut par densité de l’espace des fonctions localement polynomiales dans LA(O∗

F ).

6.3. Le G-module ∆ �ω P1. — Rappelons que

G+ =
( OF OF
πOF O∗

F

)
∩G, B̄+ =

(OF−{0} 0
πOF O∗

F

)
, P̄+ =

(
OF−{0} 0
πOF 1

)
P+ =

(
OF−{0} OF

0 1

)
.

Alors G+, agissant sur P1, envoie OF dans lui-même, et tout élément de G envoyant
OF dans lui-même peut s’écrire, de manière unique, sous la forme πnh, avec n ∈ Z et
h ∈ G+.

Rappelons aussi qu’un P+-module localement analytique peut être vu comme un
(ϕ,Γ)-module analytique sur R+ ; il en est donc de même d’un G+-module, par
restriction à P+.
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Le résultat suivant précise l’isomorphisme Ext1
G,an(R+(δ2)�ω P1,R(δ1)�ω P1) ∼=

Ext1
an(R(δ2),R(δ1)) du th. 6.1 (quand le premier groupe n’est pas nul).

Proposition 6.7. — Soit E une extension non triviale de R+(δ2) �ω P1 par
R(δ1) �ω P1.

(i) E contient un unique sous-G+-module ∆+ extension de R+(δ2) �ω OF par
R(δ1) �ω OF .

(ii) Il existe un (unique) (ϕ,Γ)-module ∆ sur R, extension de R(δ2) par R(δ1),
tel que ∆+ soit l’image inverse de R+(δ2) dans ∆.

(iii) ∆+ � O∗
F est stable par w et, si ι est l’involution de ∆+ � O∗

F induite par w,
alors E = ∆+ �ω,ι P1.

(iv) ι s’étend de manière unique en une involution gl2-compatible de ∆ � O∗
F , et

∆ �ω,ι P1 est un G-module, extension de R(δ2) �ω P1 par R(δ1) �ω P1.

Démonstration. — Le G+-module R+(δ2)�ωOF est le dual de IndG
+

B̄+ δ
−1
2 ⊗χδ

−1
1 η−1.

Il résulte du lemme de Shapiro et du lemme 6.5, que

Ext1
G+(R+(δ2) �ω OF ,R(δ1) �ω (P1 − OF )) = 0.

On en déduit l’existence de ∆+ et son unicité est une conséquence de l’injectivité de(
1 0
π 1

)
− 1 sur R(δ1) �ω (P1 − OF ) (ce qui apparaît aussi dans la démonstration du

lemme 6.5) : si X ⊂ E est une G+-extension de R+(δ2) �ω OF par R(δ1) �ω OF , et
si e est un relèvement de 1⊗ δ2 ∈ R+(δ2), alors

((
1 0
π 1

)
− 1
)
· e ∈ R(δ1) �ω OF . Mais

on peut aussi écrire e sous la forme e′ + z, avec e′ ∈ ∆+ et z ∈ R(δ1) �ω (P1 −OF ),
et on en déduit que

((
1 0
π 1

)
− 1
)
· z ∈ R(δ1)�ω OF , et donc que z = 0. Ceci démontre

le (i).
Le (ii) est immédiat : les extensions de R+(δ2) par R(δ1) et de R(δ2) par R(δ1)

sont classifiées par les mêmes données, à savoir le cocycle g 7→ (δ2(g)−1g − 1)e sur
A+, où e est un relèvement de 1⊗ δ2.

Pour démontrer le (iii), il s’agit de vérifier que la suite 0→ ∆+�O∗
F → ∆+⊕∆+ →

E → 0 est exacte (la première flèche est x 7→ (x,−x), la seconde est (y, z) 7→ y+w ·z).
Or l’identité w

(
π i
0 1

)
=
(
π i−1

0 1

)(
−i−1 0
π i

)
, et l’appartenance de

(
−i−1 0
π i

)
àG+ si i ∈ O∗

F ,
impliquent que w(∆ � (i + πOF )) est inclus dans ∆ � (i−1 + πOF ), et donc lui est
égal puisque w est une involution. On en déduit la stabilité par w de ∆�O∗

F , et pour
terminer de démontrer le (iii), il suffit de vérifier que (y, z) 7→ y + w · z induit une
surjection de ∆+⊕∆+ sur E+, ce qui résulte du fait que cette application induit des
surjections de R(δ1)⊕R(δ1) sur R(δ1)�ωP1 et de R+(δ2)⊕R+(δ2) sur R+(δ2)�ωP1.

L’existence et l’unicité d’une extension de ι est un cas particulier de la prop. 6.6.
Le reste du (iv) se démontre exactement comme la prop. 4.12 : la gl2-compatibilité
de ι fournit, si g est dans le noyau de G̃ → G, un morphisme g − 1 de B(δ2, δ1)

dans ∆+ �ω,ι P1, qui est gl2-équivariant. On montre qu’un tel morphisme est nul
en remarquant que la réunion des noyaux des (u+)k est dense dans B(δ2, δ1), alors
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qu’elle est concentrée en∞ dans ∆+�ω,ιP1 puisque u+ est injectif sur ∆+�F (c’est
la multiplication par t) ; cf. la preuve de la prop. 4.12 pour les détails.

Théorème 6.8. — Soient ∆ un (ϕ,Γ)-module de rang 2 sur R, non irréductible
mais indécomposable, et ω : F ∗ → L∗ un caractère localement analytique. Si ∆ est
κ(ω)-admisible, alors ∆ admet un unique prolongement en un G-faisceau sur P1, de
caractère central ω.

Démonstration. — Cela résulte de la conjonction des prop. 3.4 et 6.10 qui discutent
de la condition de κ(ω)-compatibilité, de la prop. 3.8 qui fournit une décomposition

∆ �ω P1 = [R(δ1) �ω P1 −R(δ2) �ω P1],

et des th. 6.1 et prop. 6.7 qui analysent les modules de ce type.

Corollaire 6.9. — Si ∆ est une extension de R(δ2) par R(δ1), et si le G-faisceau
∆ �ω P1 existe, son dual est ∆̌ �ω−1 P1.

Démonstration. — C’est une conséquence de la prop. 3.2.

Proposition 6.10. — Si ∆ = [R(δ1) − R(δ2)] est indécomposable, l’opérateur de
Sen est scalaire si et seulement si on est dans un des deux cas suivants :
• δ1 = | |δ2,
• δ1 = δ2 et ∆ ∼= ∆(δ1, 0, vp).

Démonstration. — En tordant par δ−1
2 , on se ramène au cas ∆ = [R(δ) − R] et

ΘSen = 0, ce qui implique, en particulier, que κ(δ) = 0 et donc que δ = 1 dans
un voisinage de 1. Soit e un relèvement dans ∆ de 1 ∈ R. La condition ΘSen = 0

équivaut à ∇e ∈ t∆, et comme ∇e ∈ R(δ), on a ∇(e) = tz ⊗ δ, avec z ∈ R. Par
ailleurs (1− ϕ)e = y ⊗ δ avec y ∈ R, et on a

∇y = (1− δ(π)ϕ)tz, soit ∂y = (1− qδ(π)ϕ)z.

Il y a deux cas :
• qδ(π) 6= 1. La relation implique 0 = rés0(∂y dt) = (1 − qδ(π))rés0(z dt), et donc

rés0(z dt) = 0, ce qui implique qu’il existe z′ ∈ R tel que z = ∂z′. Quitte à remplacer
e par e− z′ ⊗ δ, on peut supposer que ∇e = 0. Il s’ensuit que W = {x ∈ ∆, ∇x = 0}
est un L-espace vectoriel de dimension 2, stable par ϕ et Γ, et que ∆ = R⊗W . Il n’est
pas difficile d’en conclure, en utilisant le fait que ∆ est indécomposable et ΘSen = 0,
que ∆ ∼= ∆(1, 0, vp).
• qδ(π) = 1. Il existe alors z′ ∈ R et λ ∈ L tels que z = ∂z′ + λ `

′(T )
T . Quitte

à remplacer e par e − z′ ⊗ δ et à changer la base de R(δ), on peut supposer que
z = `′(T )

T . On en déduit que y = 1
q log(T q/ϕ(T )) (à une constante près que l’on peut

faire disparaître en ajoutant une constante à e), et que (σa − 1)e = log(σa(T )/T )⊗ δ
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(à addition près de λ ⊗ δ que l’on peut faire disparaître en ajoutant λ′t ⊗ δ à e) si
δ(a) = 1, grâce à la relation

(1− ϕ)((σa − 1)e) = (σa − 1)((1− ϕ)e) = (σa − 1) ·
(1

q
log(T q/ϕ(T ))⊗ δ

)
= (1− ϕ) ·

(
log(σa(T )/T )⊗ δ

)
.

Autrement dit, la restriction du cocycle a 7→ (σa − 1)e au noyau de δ sur O∗
F est le

cocycle a 7→ (σa−1) · ((log T )⊗δ), où on fait agir σa sur log T par la formule évidente
σa(log T ) = log T +log(σa(T )/T ). On a donc (σa−1)e = (σa−1) ·

(
((log T )⊗ δ)+u

)
,

pour tout a ∈ O∗
F , où u ∈ (R ⊕ L log T ) ⊗ δ est fixe par le noyau de δ. Comme

(σa − 1)e ∈ R, cela équivaut à ce que δ − 1 soit identiquement nul sur O∗
F , et donc

δ = | |.
Ceci permet de conclure.

6.4. La représentation Π(∆)

Théorème 6.11. — Si η = 1 (et donc ω = χ−1 det ∆), il existe une unique repré-
sentation localement analytique Π(∆) de G, telle que l’on ait une suite exacte

0→ Π(∆)∗ ⊗ ω → ∆ �ω P1 → Π(∆)→ 0.

De plus :
• Si δ n’est pas de la forme xi, avec i ∈ N, alors Π(∆) = [B(δ1, δ2)−B(δ2, δ1)].
• Si δ = xi, avec i ∈ N, alors Π(∆) = [E` − B(δ2, δ1)], où ` ∈ Homan(F ∗, L) est

déterminé par l’extension ∆ de R(δ2) par R(δ1), et E` est l’extension de W (δ1, δ2)

par Stan(δ1, δ2) qui lui correspond (prop. 4.6).

Démonstration. — On peut utiliser la suite exacte de la rem. 3.8 et ce que l’on sait des
composantes de Jordan-Hölder des séries principales analytiques pour filtrer ∆�ωP1.
• Si δ n’est pas de la forme xi, avec i ∈ N, on a

∆ �ω P1 =
[
B∗

2 ⊗ ω −B1 −B∗
1 ⊗ ω −B2

]
,

où B1 = B(δ1, δ2) et B2 = B(δ2, δ1).
• Si δ = xi, avec i ∈ N, on a B1 = [W − Stan], avec

W = W (δ1, δ2) ∼= W ∗ ⊗ ω et Stan = Stan(δ1, δ2) = B(δ1, δ2)/W (δ1, δ2),

et donc

∆ �ω P1 =
[
B∗

2 ⊗ ω −W − Stan −B∗
1 ⊗ ω −B2

]
=
[
B∗

2 ⊗ ω −W − Stan − (Stan)∗ ⊗ ω −W −B2

]
Pour démontrer le résultat, on est donc amené à prouver que l’extension au centre

est scindée de manière à séparer les fréchets des limites inductives de banachs. Il y a
quatre cas.
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� Si δ n’est pas de la forme xi ou x−iχ−1, avec i ∈ N, cela résulte du premier point
de la rem. 5.26. Il s’ensuit que ∆ �ω P1 est une extension de Π1 par Π∗

2 ⊗ ω, où Π1

et Π2 sont des extensions de B2 par B1. La non trivialité de l’extension Π2 résulte
de celle de l’extension de B∗

1 ⊗ ω par R(δ1) �ω P1. Enfin, Π1 = Π2 car ∆ �ω P1 est
autodual (à torsion près par ω).
� Si δ = xi, avec i ∈ N, on utilise le second point de la rem. 5.26. Soit ` ∈

Homan(F ∗, L) correspondant à l’extension ∆ de R(δ2) par R(δ1). Notons X` l’exten-
sion de B∗

1 ⊗ω par E`, définie par X` = (E`⊕X)/Stan, où X est l’extension de B∗
1 ⊗ω

par Stan vivant dans ∆ �ω P1. Il résulte du second point de la rem. 5.26 que X` est
scindée ; c’est donc une extension de W ⊕W par Stan ⊕ ((Stan)∗ ⊗ ω). Maintenant,
X est l’image inverse dans X` de W , plongé diagonalement dans W ⊕W ; c’est donc
une extension de E` par (Stan)∗⊗ω. Il s’ensuit que ∆�ω P1 est une extension de Π1

par Π∗
2 ⊗ ω, où Π1 est une extension non triviale de B(δ2, δ1) par E`, et on montre

que Π1 = Π2 en utilisant l’autodualité (à torsion près) de ∆ �ω P1.
� Si δ = x−iχ−1 (et donc δ1δ−1

2 = x−i), avec i ≥ 1, cela résulte de ce que l’applica-
tion naturelle de H1

an(P̄+,R(δ1, δ2, 1)) dans H1
an(P̄+,R−(δ1, δ2, 1)) est identiquement

nulle (cor. 5.23 (ii)).
� Si δ1δ−1

2 = 1, on obtient des induites de représentations de dimension 2, cf. no 6.5

Remarque 6.12. — (i) Si δ1δ−1
2 n’est pas de la forme x−i ou xiχ, avec i ∈ N, le

th. 6.11 fournit une extension non triviale de B(δ2, δ1) par B(δ1, δ2) ; cette extension
est celle dont la prop. 4.5 assure l’existence et l’unicité.

(ii) Si η 6= 1 est localement constant, le G-module ∆�ωP1 n’admet pas de décom-
position sous la forme [Π∗

1 −Π2], avec Π1,Π2 ∈ ReplaG.

6.5. Le cas End ∆ 6= L

6.5.1. Le cas δ1 = δ2. — Si δ1δ−1
2 = 1, et si η est quelconque, les représentations de

G qui apparaissent sont toutes des induites de représentations de B̄ (et pas seulement
des extensions de telles représentations).

Soit ` ∈ Homan(F ∗, L). On peut associer à ` le B̄-module W` = Le1 ⊕ Le2, avec
action de B̄ donnée par les formules(

a 0
b d

)
· e1 = e1 et

(
a 0
b d

)
· e2 = e2 + `(a d−1)e1.

On note alors W`(δ, η) le B̄-module W` ⊗ (χ−1δ ⊗ δη). Alors

E`(δ, δη) = IndGB̄W`(δ, η)

est une extension de B(δ, δη) par elle-même admettant un caractère central.
Par ailleurs, on peut fabriquer un (ϕ,Γ)-module

∆(δ, `) = R ⊗LW`(δ, η),

en considérant W`(δ, η) comme un A+-module par restriction de l’action de B̄ (il ne
dépend pas de η ; c’est le (ϕ,Γ)-module ∆(δ, 0, `) de la prop. 3.4). On a alors une suite
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exacte
0→ E`(δη, δ)

∗ ⊗ ω → ∆(δ, `) �ω P1 → E`(δ, δη)→ 0,

dans laquelle E`(δη, δ)∗ ⊗ ω est le sous-module ∆(δ, `)+ �ω P1, où ∆(δ, `)+ est le
sous-module R+ ⊗W`(δ, η) de ∆(δ, `) (on remarquera que R+ ⊗W`(δ, η) est stable
par l’action de A+ et donc est un (ϕ,Γ)-module sur R+).

Il résulte du second point du (iii) de la prop. 3.4 que le casimir n’agit par un scalaire
que si κ(η) = 0 ou si `′(1) = 0.

6.5.2. Le cas δ2 = xiδ1, avec i ≥ 1. — Si ` ∈ Homan(F ∗, L), le (ϕ,Γ)-module
∆(δ, i, `) s’identifie au sous-module de ∆(δ, `), image inverse de tiR(δ) dans la suite
exacte 0→ R(δ)→ ∆(δ, `)→ R(δ)→ 0.

Si ω = xiδ2χ−1, le sous-module ∆(δ, i, `) �ω P1 de ∆(δ, `) �ω P1 est alors stable
par G, ce qui fournit une construction du prolongement de ∆(δ, i, `) en un G-faisceau
sur P1, de caractère central ω. Ce faisceau n’admet pas de caractère infinitésimal si
`′(1) 6= 0.

La représentation Π(∆(δ, i, `)) est un quotient de E`(xiδ, δ). Plus précisément,

E`(x
iδ, δ) = [B(xiδ, δ)−B(xiδ, δ)] = [B(xiδ, δ)alg −B(δ, xiδ)−B(xiδ, δ)]

et Π(∆(δ, i, `)) est le quotient de E`(xiδ, δ) par le B(xiδ, δ)alg ci-dessus. C’est une
extension de B(xiδ, δ) par B(δ, xiδ) comme il se doit.

6.6. Le cas δ1δ−1
2 = | |

6.6.1. L’extension de R par R(| |). — Si δ1δ−1
2 = | |, alors Ext1

an(R(δ2),R(δ1)) est
de dimension 1 ; on note ∆ l’extension non triviale correspondante. D’après le th. 6.1
et la prop. 6.7, on peut définir, pour tout η, le G-module ∆�ωP1, avec ω = δ1δ2χ

−1η,
extension de R(δ2) �ω P1 par R(δ1) �ω P1. Si η = x−i, avec i ∈ Z, ce module se
dévisse de manière intéressante.

Le cas i = 0 est couvert par le th. 6.11 ; nous supposerons donc i 6= 0 dans ce
qui suit et, pour alléger les notations, nous supposerons δ2 = xi et δ1 = | |xi (le cas
général s’en déduit en tordant tout par x−iδ2 ◦ det), et donc ω = xi−1. On note ∆i

l’extension R(xi) par R(| |xi). On a donc ∆i = ∆0 ⊗ xi.
On rappelle que Wk = Symk et Stk = St⊗Wk, si k ∈ N.

Proposition 6.13. — Il existe Πi,Π
′
i ∈ Repan(G) telles que

∆i �xi−1 P1 = [(Π′i)
∗ ⊗ xi−1 −Πi].

De plus, Π′−i = Πi ⊗ x−i et Π−i = Π′i ⊗ x−i et, si i > 0,
• Πi = [B(| |, xi)−Wi−1 −B(1, xi| |)],
• Π′i =

[
(Sti−1 ⊕ Sti−1)−B(| |, xi)−Wi−1 −B(1, xi| |)

]
.

Démonstration. — On a ∆̌i = ∆−i ⊗ x, et donc

(∆i �xi−1 P1)∗ = (∆−i �x−i−1 P1)⊗ x
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On en déduit que
Π′−i = Πi ⊗ x−i et Π−i = Π′i ⊗ x−i.

Maintenant, soient B1 = B(1, xi| |) et B2 = B(| |, xi). Alors

R(δ1) �ω P1 = [B∗
1 ⊗ ω −B(xi| |, 1)] et R(δ2) �ω P1 = [B∗

2 ⊗ ω −B(xi, | |)],

et donc
∆ �ω P1 = [B∗

1 ⊗ ω−B(xi| |, 1)−B∗
2 ⊗ ω−B(xi, | |)].

Par ailleurs, (cf. prop. 4.4),

B(xi| |, 1) = [Wi−1−Sti−1−B2] et B(xi, | |) = [Sti−1−Wi−1−B1].

Il résulte du troisième point de la rem. 5.26 que l’extension intermédiaire de B∗
2⊗ω par

B(xi| |, 1)/Wi−1 est scindée, et donc [B(xi| |, 1)−B∗
2⊗ω] = [Wi−1−B∗

2⊗ω−Sti−1−B2]

et

∆ �ω P1 = [B∗
1 ⊗ ω −Wi−1 −B∗

2 ⊗ ω − Sti−1 −B2 − Sti−1 −Wi−1 −B1]

On conclut en utilisant la nullité de Ext1
G(Sti−1, B2) et de Ext1

G(Sti−1,Sti−1)

(prop. 4.9).

6.6.2. Application aux (ϕ,Γ)-modules semi-stables non cristallins. — Soit M le
(ϕ,N)-module défini par

M = Le1 ⊕ Le2, ϕ(e1) = q−1e1, ϕ(e2) = e2, Ne2 = e1, Ne1 = 0.

Alors (23) ∆ = (Rlog ⊗LM)N=0, et ∆+
dif,n = Ln[[t]]⊗M , si n ≥ 1.

Si k ≥ 1, et si L est une droite de M , on définit le (ϕ,Γ)-module ∆k,L par

∆k,L = {z ∈ ∆, ιn(z) ∈ Ln[[t]]⊗L + tkLn[[t]]⊗M, pour tout n assez grand}.

Alors
tk∆ ⊂ ∆k,L ⊂ ∆ et ∆/∆k,L

∼= ∆k,L /t
k∆ ∼= R/tkR.

De plus

∆k,L =

{
[R(| |xk)−R] et est isocline si L 6= Le1,

[R(| |)−R(xk)] et n’est pas isocline si L = Le1.

Remarque 6.14. — Si k ≥ 1, les ∆k,L , pour L 6= Le1, décrivent (à torsion près
par un caractère non ramifié) l’ensemble des (ϕ,Γ)-modules analytiques, de rang 2

sur R, semi-stables et non cristallins, à poids de Hodge-Tate 0 et k. (Le cas L = Le1

produit un vilain petit canard.)

23. On note Rlog l’anneau R[log T ] On étend ϕ, σa et ιn à Rlog par :

ϕ(log T ) = q log T + log
ϕ(T )
Tq

, σa(log T ) = log T + log
σa(T )
T

et ιn(log T ) = log([π−n] · T ).

(Comme ϕ(T )
Tq
−1 est divisible par π, la série définissant log

ϕ(T )
Tq

converge dans E † ; celle définissant

log
σa(T )
T

converge dans R+.) On note N la R-dérivation de Rlog envoyant log T sur −q
q−1

; on a
Nϕ = qϕN et Nσa = σaN , si a ∈ O∗

F .
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Soient

ω = (x|x|)−1 det ∆ = x−1, LLp(M) = St et Π(M,k) = Π′k,

si k ∈ Z (où Π′k est la représentation de la prop. 6.4). Le résultat suivant fait écho au
th. 0.6 de [11].

Théorème 6.15. — (i) Si k ∈ Z, on a une suite exacte

0→ Π(M,k)∗ ⊗ xkω → ∆ �xkω P1 → Π(M,−k)⊗ xk → 0.

(ii) Si k ≥ 1,
• Π(M,k)alg = M ⊗

(
LLp(M)⊗ Symk−1

)
.

• Les injections tk∆ ⊂ ∆k,L ⊂ ∆ se prolongent en des injections G-équivariantes

tk∆ �xkω P1 ⊂ ∆k,L �xkω P1 ⊂ ∆ �xkω P1

et induisent les suites exactes :

0→ Π(M,k)alg → Π(M,k)→ Π(M,−k)⊗ xk → 0,

0→ L ⊗
(
LLp(M)⊗ Symk−1

)
→ Π(M,k)→ Π(∆k,L )→ 0,

0→ Π(∆k,L )alg → Π(∆k,L )→ Π(M,−k)⊗ xk → 0,

et l’isomorphisme :

Π(∆k,L )alg ∼= (M/L )⊗
(
LLp(M)⊗ Symk−1

)
.

Démonstration. — Le (i) est une traduction de la prop. 6.13. Le premier point du
(ii) est une conséquence de la description de Π(M,k) de la prop. 6.13. Le fait que
∆k,L �xkω P1 et tk∆ �xkω P1 soient stables résulte de la prop. 2.4 de [11]. Par
unicité (prop. 3.7), ∆k,L �xkω P1 est le faisceau ∆k,L � P1 du th. 6.11. Le reste du
théorème peut se prouver en combinant la prop. 6.13 et le second point du th. 6.11.
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