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Résumé. — Nous étendons la correspondance de Langlands locale p-adique pour
GL2(Qp) en une correspondance A — II(A) entre les (¢,I")-modules de rang 2 sur
lanneau de Robba et certaines représentations localement analytiques de GL2(Qyp).
Si A est isocline, on se raméne a la correspondance déja établie ; dans le cas contraire,
on construit un GL2(Qp)-module formé d’induites paraboliques localement analy-
tiques et de leurs duales. Cette construction s’étend a GL2(F), si F' est une extension
finie de Qp, ce qui suggére qu’il en est de méme de la correspondance A — II(A).

Abstract. — We extend the p-adic local Langlands correspondence for GL2(Qp)
to a correspondence A +— II(A) between (¢, I')-modules of rank 2 over the Robba
ring and certain locally analytic representations of GL2(Qp). If A is isocline, one
uses the existing correspondence; in the remaining cases one builds a GL2(Qjp)-
module from parabolically induced locally analytic representations and their duals.
This construction extends to GLo(F'), if F' is a finite extension of Qp, which suggests
that the same should be true for the correspondence A — II(A).

Table des matiéres

Introduction. ... ..o e 3
0.1. La correspondance p-adique pour GL2(Qp). ... vovvvviiiiiiiiiiiiiiat. 3
0.2. Une extension de la correspondance................coovviiiiiiiiiinnn.. 4
0.3. Le cas non iSOCHNe. ... ..ot 5
0.4. Représentations de GL2(F) et (¢,T')-modules............................ 6
0.5. Notations. .. ..o 8

1. (¢, I')-modules analytiques..................coooiiiiii. 8
1.1. Extensions de type Lubin-Tate 8

1.1.1. Groupes de Lubin-Tate..........ouuuiniiiii it 9
1.1.2. Groupes de Lubin-Tate et extensions abéliennes..................... 9
1.1.3. La période Q et le caractére 7m...........c.oooiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 9
1.2. L’anneau de RObba Z. ... 10

1.2.1. Séries de Laurent et fonctions analytiques
1.2.2. Actions de ¢, T et Pt ..
1.2.3. LP0PErateur 1. .. .o.ou
1.2.4. L’élément ¢, les dérivations V et 0




PIERRE COLMEZ

1.2.5. Résidus et dualité....... ... 12
1.3. (¢, T)-modules et Pt -faisceaux SUr @ .........couiiiiiiiiiiiieeaaaannnn. 13
1.3.1. Représentations et faisceaux équivariants....................oovuon.. 13
1.3.2. Faisceaux de type analytique.................... ... 14
1.3.3. (p,T)-modules. ... 15
1.3.4. (p,T')-modules analytiques............ooovviiiiiiiiiiiiiiniain... 15
1.3.5. Dualité. . ..o 16
1.4. Poids de Hodge-Tate...........ooiiiiiiiiii 17
1.4.1. Sous-modules naturels d’un (¢, I')-module........................... 17
1.4.2. Théorie de Semn. . ...t et 17

2. Analyse fonctionnelle sur Op..... ... 18
2.1. Transformée d’Amice-Katz.... ... ..o 18
2.1.1. Multiplication par une fonction............... ..o 18
2.1.2. Convolution des distributions.....................ooiiiiiiL 19
2.2. Quelques faisceaux PT-équivariants sur Op........coooveeeeeeiiiiinnnn. 19
2.3. Analyse fonctionnelle sur Or et anneau de Robba........................ 20
2.4. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique.............................. 23
2.4.1. Dérivation et multiplication par ©............ ... i 23
2.4.2. Multiplication par un caractére................oiuiiiiiiniinieannann. 24
2.4.3. La dérivée d’une distribution.................. . ..o 25
2.5. L’action de w sur ZW OF . ...ooooiiiiiiii 26
2.5.1. L’opérateur wx sur Z+ X O 26
2.5.2. LV€lement H .. ... 26
2.5.3. Prolongement de wx & ZX OF.....ooooviiiiiiii 27

3. (¢, T)-modules et G-modules. ..........o.oiiiiiiiiiii i 29
3.1. Construction de G-modules...........c.oiiiiiiiiiiiiiiiiii i 29
3.1.1. G-faisceaux sur Pl et P -faisceaux SUr Op.......oouveeeeeninnni... 29
3.1.2. Compatibilité et dualité.......... ..ot 30
3.2. (¢,T')-modules et U(gly)-modules.............ooooiiiiiiiiiiiiiiiiii.. 31
3.2.1. Construction de U(gly)-modules...............oooiiiiiiiii i 31
3.2.2. Unicité d’un prolongement & P1............... ..o 33
3.2.3. Involutions gly-compatibles sur AK OF ... 34

4. Série principale et (p,')-modules analytiques............c.coooiiiiiiiiiininn.. 35
4.1. La série principale analytique de GLa(F)......c.oviiiiiiiiiiniiinene.. 35
4.1.1. La représentation B(01,02) ... cuuuuaiiiiaiiiii i 35
4.1.2. Composantes de Jordan-Hélder......................oooiiiaL 36
4.2. Extensions de composantes de Jordan-Holder de séries principales....... 37
4.2.1. Résultats génériques. ...........ooiiuiuiiiiiiiii i 37
4.2.2. Extensions de W(d1,d2) par St (01,02)....vvvniiiiiiiiiiiiin.. 38
4.2.3. Extensions de B Par Sti .. .uouuninininiiai i 38
4.3. Le G-module Z(61) K., Pl 41
4.3.1. Série principale et G-faisceaux sur P1. ... ... ... ...l 41
4.3.2. L’opérateur 9 : Z(01,02) = RB(X51,02) - cevneinniiniii i 43

5. Cohomologie analytique. ..........o.iuie it e 44
5.1. Quelques résultats d’annulation............ ... 44
5.1.1. Cohomologie de U............coiiiiiiiiiiiiiiii i 44
5.1.2. Le V-module sur AR OF . ... 45
5.1.3. Cohomologie de A° sur A K O 46
5.2. Extensions de (¢, ')-modules et cohomologie de AT...................... 47
5.3. Cohomologie de @1 ... ... . 48
5.3.1. Les groupes H*(®T,LA(Or) ® §) et HY(®1, 2(0r) @57 1)......... 48

5.3.2. Action de ¢ sur LA(OF)
5.3.3. Action de @ SUr D(OF) .. .oooiiiiiii i




REPRESENTATIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES DE GL2(Q,) 3

5.4. Cohomologie de A0 ... . . . 50
5.5. Cohomologie de AT ... .. i 50
5.5.1. A valeurs dans LA(Or) ®@ 6 et 2(Op) @6 oo, 50
5.5.2. A valeurs dans Z(0)......cooooiiiiiiii 51
5.6. Cohomologie de Pt ... ... . . . . i 53
5.6.1. Le P-module Ly (01,d2,7) et sa cohomologie........................ 54
5.6.2. Injectivité de la restriction de PT a AT ... ... ..., 55
5.6.3. Cohomologie des séries principales....................oooiiiiL 56
5.6.4. Descente de #(d1,02,n) & une série principale....................... 58

6. La correspondance A — TI(A).....oooiiiiiiii e 59
6.1. Extensions de Z1(d2) Ko, P par Z(51) R Pl 60
6.2. Construction d’involutions gly-compatibles............................. ... 61
6.3. Le G-module AR, Pl . 63
6.4. La représentation TI(A).........ooiiiiiiiiiii 66
6.5. Lecas ENd A 7 L. .o 67
6.5.1. L CaS 01 = 00 ettt e 67
6.5.2. Le cas 02 = 181, QVEC 1 > L. .ot 68
B.6. e €S 3105 1 = | | ennt et 68
6.6.1. L’extension de Z par Z2(] |) .- cvvueeeniiiiii i 68
6.6.2. Application aux (¢, I')-modules semi-stables non cristallins......... 69
RELEIeNCES. . ..o 70

Introduction

Cet article a pour objet diverses extensions de la correspondance de Langlands
locale p-adique pour GL2(Q,) (aux (¢,I')-modules, pas nécessairement étales, de
rang 2 sur l'anneau de Robba, et partiellement & GLo(F'), ot F est une extension
finie de Q,).

0.1. La correspondance p-adique pour GL3(Q,). — Avant d’expliquer com-
ment étendre la correspondance pour GL2(Q,,), commengons par rappeler briévement
comment celle-ci est construite [9, 12, 13].

Soit L une extension finie de Q,,. La correspondance de Langlands locale p-adique
pour GL3(Q,) associe a toute L-représentation V' du groupe de Galois absolu ¥q, de
Q,, de dimension 2, une représentation unitaire II(V') de G = GL2(Q,) c’est-a-dire
un L-banach muni d’une action continue de G laissant stable la boule unité. Plus
précisément, II(V') appartient a la catégorie Rep; (G) des représentations unitaires
admissibles de G.

Cette correspondance utilise I’équivalence de catégories de Fontaine et ses raffine-
ments : on note & 'anneau de Robba des fonctions f analytiques sur une couronne
0 < v,(T) < 7(f), & 'anneau de ses éléments bornés et & le complété de & pour v,.
La catégorie Rep; ¥q, des L-représentations de ¥q, est alors équivalente & la catégo-
rie ®T°*(A) des (p, T')-modules étales sur A, si A € {&, &, #}. Si D € (&), on
note DT et Dy;y respectivement les objet de ®T'Y(&£1) et @I'°*(%) qui lui correspondent
(ona D =& ®gt DI et Diig = Z @ gt D'). Au vu de ce qui précéde, la construction
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de la correspondance V' +— II(V) est donc équivalente & celle d’une correspondance
D — II(D) ou Dyig — II(D).

Un (¢, I')-module A sur &, & ou Z peut aussi étre vu comme 1’espace des sections
globales sur Z, d’un faisceau U — A X U, équivariant sous l’action du semi-groupe
Pt = (ZPB{O} Zv). Si D € ®I'*(&) et si w est un caractére continu de QJ,
définir un prolongement de D en un G-faisceau® sur P! = P'(Q,), de caractére
central @ w. Un choix judicieux de w fournit ce que Pon cherche; en effet, si(3)
w=x"tdet D, ot x(z) = ||, alors :

e DX, P! est une extension de II(D) par II(D)* ® w, ou ™ TI(D) € Rep, (G).

o le sous-faisceau U +— DT U est stable par G, 'action se prolonge par continuité
et fournit un G-faisceau de type analytique U — Dy X, U sur P!, De plus :

— Dyig K, P! est une extension de II(D)*™ par (II(D)*™)* ® w, ou II(D)*®
est lespace des vecteurs localement analytiques de TI(D), et donc appartient a la
catégorie Rep®(G) des L-représentations localement analytiques admissibles de G

(topologiquement, c¢’est une limite inductive compacte de banachs).

— Le casimir ® agit par multiplication par %((a - B)% - 1), ou «a, 3 sont les

poids de Hodge-Tate de Dy (cf. [14] ()

on sait

0.2. Une extension de la correspondance. — L’application D,z + II(D)*"
attache donc, a tout (¢,I')-module étale de rang 2 sur # un objet de Rep™(G).
Le théoréme ci-dessous étend cette correspondance a tout (¢, I')-module de rang 2
sur Z, pas nécessairement étale. Notons que 'on peut retrouver la correspondance
D — TI(D), et donc la correspondance de Langlands locale p-adique, a partir de
D,ig — II(D)* : en effet, II(D) n’est autre [12] que le complété universel de II(D)?".
On peut donc voir le théoréme ci-dessous comme une extension de la correspondance
de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,).

1. Un G-faisceau sur P! est un faisceau G-équivariant U — M K U sur P! muni de action

naturelle (‘Z Z) cx = Ziig ;

tout ouvert compact U de P! et tout sous-groupe ouvert compact K de G stabilisant U (il suffit

on dit que M est de type analytique si M KU est un Z(K)-module pour

que ce soit le cas pour U = P! et pour un K car tous ces groupes sont commensurables), ot Z(K)
désigne 'algébre des distributions sur K.

2. Cela signifie que (‘5 2) agit par multiplication par w(a) si a € Qj.

3. SiAc{&, &, #}, un (p,T)-module de rang 1 est de la forme A(§), pour un caractére § de
Q; uniquement déterminé (A(J) est obtenu en multipliant les actions de ¢ et oq sur A par §(p) et
§(a) respectivement). On note det D le caractére associé au (¢, I')-module A? det D qui est de rang 1
puisque D est supposé de rang 2.

4. La représentation II(D) est uniquement déterminée par ce dévissage, sauf si D est la forme
&(3) @ &(x9), ot § : Qf — OF est un caractére unitaire de Q ; dans ce cas, il y a deux possibilités
pour II(D) mais les deux représentations possibles ont la méme semi-simplifiée.

5. Générateur du centre de ’algébre enveloppante de ’algébre de Lie de SLo

6. Dospinescu suppose que D est indécomposable, mais le cas général se déduit de son résultat

par continuité.
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Soit A € ®T'(Z), de rang 2, indécomposable. Notons w le caractére xy ! det A.

Théoréme 0.1. — Il existe un unique prolongement de A en un G-faisceau de type
analytique sur P, tel que le centre de G agisse par w.

De plus, il eriste II(A) € Rep™ (G), unique, telle que AX,, P soit une extension
de II(A) par TI(A)* @ w.

Remarque 0.2. — (i) L’unicité est relativement formelle (prop. 3.7) si End A = L :
les méthodes de Dospinescu [14] permettent de montrer que, si a, 5 sont les poids de
Hodge-Tate de A fournis par la théorie de Sen, alors le casimir agit par multiplication
par %((a - B)?% — 1). Ceci impose l'action de I'algébre enveloppante de 1’algébre de
Lie de G, et donc aussi celle d’'un voisinage ouvert assez petit de I’élément neutre. Si
EndA # L (i.e. si A est une extension de %Z(z%0) par Z(J), avec i € N) ou, plus
généralement, si A n’est pas irréductible, cette unicité résulte de comparaisons de
groupes d’extensions qui sont aussi a la base de la preuve de I'existence.

(ii) Si A est étale, la discussion précédant le théoréme montre que 1’on peut poser
AR, P! = Dy X, P! et II(A) =II(D)™, si D € ®T°Y(&) est tel que Dyjg = A.

(iii) La théorie des pentes de Kedlaya [20] implique qu'un (¢, T')-module de rang 2
sur Z vérifie une des deux propriétés (non exclusives (7)) suivantes :

e il existe 7 tel que A ® 7 soit étale (cas isocline),
e il existe 41,02 : Qp — L™ tels que A soit une extension de %(d2) par Z(1).

Dans le premier cas, il suffit de poser A K, U = ((A ® ) K,z U) ® n~*, pour
fabriquer un faisceau sur P! avec les propriétés désirées. Dans le second, on s’inspire
de ce que donne la correspondance de Langlands locale p-adique dans le cas triangulin
[10, 24, 15| et on fabrique AKX, P! en construisant des extensions de séries principales
analytiques et de leurs duales (cf. § suivant).

(iv) La construction dans le second cas marche, plus généralement, pour une ex-
tension finie F' de Q, ; il semble donc raisonnable de penser (conj. 0.5 ci-aprés) que le
théoréme peut s’étendre en une correspondance A +— TI(A) entre (¢, I')-modules ana-
lytiques de rang 2 sur 'anneau de Robba attaché & F' et représentations localement
analytiques de GLo(F).

0.3. Le cas non isocline. — Soient 41,02 : Q; — L* des caractéres continus, et
soient 0 et w les caractéres

§ =066 x"! et w=¥8dx "

On dit que (81, d2) est spécial si 6 = 2*, avec k € N, et générique dans le cas contraire.
On note B(d1,d2) la représentation localement analytique de G, induite du caractére
(29) = dix '(a)d2(d) du borel inférieur. Si (01,d2) est spécial, la représentation
B(d1,02) admet une sous-représentation W (dq,d2) de dimension k + 1 (cf. n°4.1.2),
et on note St(d1,02) le quotient.

7. L’intersection consiste en les A de la forme Dz ® 1, ot D € ®T°%(&) est triangulin.
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Soit A une extension de %(d) par %(61). Pour construire A X, P!, on procede
de la maniére suivante :

e Le dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique (chap. 2) permet de voir
B(d2,61)* ® w comme un faisceau Z7 (1) K, P!, G-équivariant sur P! prolongeant
le faisceau P*-équivariant 21 (1) sur Z,,.

e Le faisceau #7(6;) X, P! admet (prop. 4.12) un unique prolongement G-
équivariant en un faisceau U — Z(d1) X, U prolongeant le faisceau PT-équivariant
Z(61) sur Zy. De plus, Z(61) X, P! est une extension de B(d1,d2) par B(ds,81)* Qw.

e On construit A X, P! comme une extension de %(d2) X, P! par 2(6;) X, P!,
en montrant (th. 6.1) que les extensions de Z*(d;) X, P! par #Z(6;) X, P! sont en
bijection naturelle avec celles de Z(d2) par Z(d1), et qu'une telle extension se pro-
longe de maniére unique (comme ci-dessus) en un faisceau A X, P! prolongeant le
faisceau PT-équivariant A sur Z, (prop. 6.7). La clé de la construction est la com-
paraison (prop. 5.18) de la cohomologie des semi-groupes (ZPB{O} (1)) et (Z’;} _ziO} (1)) a
valeurs dans Z(0) ; cette comparaison utilise un dévissage de Z(9) en distributions
et fonctions localement analytiques qui permet aussi de retrouver (th. 5.16) les ré-
sultats de Fourquaux et Xie [17] par la méthode utilisée dans [10] et introduite par
Chenevier [4].

e On montre que Pextension intermédiaire de B(d1, d2)* ® w par B(d1, d2) est scin-
dée, ce qui permet de séparer les fréchets des limites inductives compactes de banachs,
et donc de prouver l'existence de II(A). Une analyse un peu plus fine fournit en outre
le résultat suivant.

Proposition 0.3. — II(A)* = B(61,92)% @ B(d2,01)% et II(A) admet une filtration
dont les quotients successifs sont :

B(61,92), B(d2,01) dans le cas générique,
St*(1,62), W(d1,02), B(da,01) dans le cas spécial.
0.4. Représentations de GLy(F) et (p,I')-modules. — Soient :
e I une extension finie de Q,, et m une uniformisante de F,
e .7 un groupe de Lubin-Tate associé & 7 et log sz son logarithme,

e L un sous-corps fermé de C, contenant les points de torsion de .#, et Z C
L[[T, T~!]] 'anneau de Robba.

On munit #Z de 'action de PT = (ﬁFa{O} ﬁF) définie par .# (cf. n°1.2.2). Un
(¢, T')-module analytique (cf. n°1.3.4) A sur Z peut étre vu, comme précédemment,
comme un P7T-faisceau équivariant sur Op. La question qui se pose est de savoir
sous quelles conditions on peut prolonger A en un faisceau G = GL3(F)-équivariant
sur P! = PY(F) et, quand c’est le cas, de comprendre dans quel cas les sections
globales de ce faisceau fournissent des représentations localement analytiques de G.
La conjecture 0.5 ci-dessous apporte un début de réponse.
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Notons qu'un (g, I')-module analytique est muni d’une action de I’algébre envelop-
pante U(p) de 'algébre de Lie p de P, i.e. celle de son sous-groupe de Lie ( 6());“ ﬁIF ) ;on
note V l'opérateur correspondant a (§§) € p. La « réduction modulo log z (T') € Z »
de V est l'opérateur Oge,, de Sen dont les « valeurs propres » sont les poids de Hodge-

Tate de A, cf. n°1.4.2 pour des énoncés précis.

Soit A un (p,T')-module analytique, de rang 2 sur %, indécomposable. Si k € L,
on dit que A est k-compatible s’il existe ¢ € End A tel que ((QV —Kk—1)2 —c) -A C tA.

Remarque 0.4. — En utilisant les méthodes de Dospinescu [14], on montre que :

(i) Si End A = L et si les poids de Hodge-Tate «, 8 de A sont distincts (ou, plus
généralement, si I'opérateur de Sen n’est pas scalaire), alors A est x-compatible si et
seulement si k = a + 3 — 1, auquel cas, ¢ = (a — 3)%.

(ii) Si A peut se prolonger en un faisceau G-équivariant sur P!, de caractére cen-
tral w, alors A est x(w)-compatible, ou k(w) = w'(1) est le poids de w.

(iii) Si A est k-compatible, et si ¢ € End A est tel que ((2V—rk—1)2—¢)-A C tA,
on peut munir A d’une unique action de U(gl,) étendant celle de U(p), telle que
(§9) € gl, agisse par multiplication par , et le casimir par 3(c — 1).

Au vu des résultats de cet article et de [11], on est amené a penser que le résultat
suivant devrait étre vrai.

Conjecture 0.5. — Soit A un (¢,T')-module analytique, de rang 2 sur %, indécom-
posable, et soit w: F* — L* un caractére localement analytique.
(i) Si A est k(w)-compatible, alors A admet un unique prolongement en un faisceau
G-équivariant sur P, tel que le centre de G agisse par w.
(ii) Il existe 111,115 € Rep™ (Q) telles que A K, P! soit une extension de Iy par
II7 ® w si et seulement si on est dans l'un des trois cas (non exclusifs) suivants :
(a) w=x"tdet A et II; = Il,.
(b) L’opérateur de Sen est scalaire et w = zFx ldet A, avec k € Z, et II; =
Iy /T3 si k <0 ef Ty = I0, /TI3® si k > 0.
(¢) A est une extension de Z(5) par Z(5) et w est quelconque.

Remarque 0.6. — (i) Dans le cas F' = Q,, on peut prouver que si l'on est dans un
des trois cas du (ii), alors A se prolonge et A K, P! admet la décomposition voulue
(cf. [9] ou [12] pour le (a), [11] pour le (b) et le n° 6.5 de cet article pour les extensions
de Z(0) par Z(0)).

(ii) Si F # Qp, les seuls résultats dont on dispose sont ceux de cet article, et ils ne
concernent que le cas A triangulable. Les méthodes utilisées pour F' = Q,, reposent
sur les formules de |7, chap. V], inspirées de l'analyse fonctionnelle sur Z,, mais ces
formules ne convergent plus si F' # Q,.
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(iii) Le (a) du (ii) prédit 'existence d’une correspondance A — II(A). Si F' = Q,,
cette correspondance est ’extension de la correspondance de Langlands locale p-
adique étudiée dans les § précédents. Si F' # Q,, la situation est moins claire, par
exemple parce que le caractére central de la représentation II(A) n’est pas unitaire si
A est étale (les (p, I')-modules analytiques étales sur & correspondent aux représenta-
tions de ¥p dont l'opérateur de Sen est F-linéaire [21, 3|). On peut raisonnablement
penser que cette correspondance permet de décrire les fonctions analytiques sur les
revétements du demi-plan de Drinfeld (sur F') comme c’est le cas [16] sur Q,,.

0.5. Notations. — Comme nous ’avons signalé dans le (iv) de la rem. 0.2, les
constructions que nous allons faire marchent pour une extension finie de Q,, et pas
seulement pour Q,. On fixe donc une extension finie F' de Q,, et on note G le

groupe GLy(F). On fait agir G sur P! = P(F) par la formule habituelle, & savoir

(ay) o=zt

Soient Of anneau des entiers de F' et 7 une uniformisante ; nous aurons besoin
des éléments, sous-groupes et sous-semi-groupes suivants de G.

e B= (I*E)* 145* ) [resp. B= (l;* ;)* )] le borel des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures),

e P (resp. P) le sous-groupe mirabolique (" ') [resp. (% 9)] de B (resp. B),

° Pf (resp. P*) le sous-semi-groupe (ﬁFB{O} ﬁlF) [resp. (ﬁfr;fvo} (1))] de P
(resp. P); il stabilise Or C P1,

e AT le sous-semi-groupe (ﬁFg{O} %) de Pt et PT.

e w la matrice ((1) (1))

e u(b) et a(a) respectivement les matrices (}9) et (¢9). On a

a(a)u(ab) = u(b)a(a).

Si M est un objet d’une catégorie abélienne, la notation
M=[My — My —--— M,]

signifie que M admet une filtration croissante par des sous-objets dont les quotients
successifs sont My, M, ..., M,. En particulier, M = [M; — M>] signifie que M est
une extension (qui peut étre scindée) de My par M;.

1. (p,T')-modules analytiques

1.1. Extensions de type Lubin-Tate. — On note e l'indice de ramification ab-
solu de F, f son indice d’inertie et ¢ = p’ le cardinal de son corps résiduel kp.
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1.1.1. Groupes de Lubin-Tate. — Soit Z un groupe de Lubin-Tate associée a w, et
soit £ =T +--- € F[[T]] son logarithme : si X ®Y € OF[[X,Y]] est la série formelle
décrivant I’addition dans .#, on a

=
o(T) 9y
Si a € Op, on note [a] - T la série £=(al(T)); elle appartient & Op[[T]] et, par
construction, [a] - (X ®Y) = ([a] - X) ® ([a] - Y), ce qui fournit un morphisme a — [a]
de Or dans End(.%). Par ailleurs, on a [r] - T = 7T + T? mod (712, T91).

XY =071 UX)+L(Y)) et XaY)|10)-

Remarque 1.1. — (i) Deux groupes de Lubin-Tate .7 et ¢ associés a 7 sont iso-
morphes : il existe t =T + --- € Op[[T]] tel que l'on ait «(X ®zY) = o(X) g (V).

(ii) Le cas usuel correspond a F = Q,, 1 =p et F = (A}m, groupe formel associé
a Gy, ; on a alors

XY =X+Y+XY, =1+T, ((T)=1log(1+T) et [a] - T=(1+T)*—1,

1
e(T)
sia € Z,.

(iii) # est complétement déterminé par la donnée de £ ou par celle de [7] - T car
UT)= lim = "["] T,

n—4oo

et il y a deux choix sympathiques pour .# :
o [n]-T=aT+1T9,
e UT) =3 enm T

1.1.2. Groupes de Lubin-Tate et extensions abéliennes. — On choisit un générateur
u = (Un)nen du module de Tate T,(#) de .#. On a donc u, € mc, pour tout n,
up = 0, up # 0 et [7] - upy1 = uy, pour tout n. On note F), le corps F(u,) et on
note F, la réunion des Fj, et ﬁoo son adhérence dans C,,. Alors Fi, est une extension
abélienne de F', totalement ramifiée, de groupe de Galois I' = 0% :si a € OF, il
existe 0, € I' = Gal(F/F'), unique, tel que, pour tout n, on ait o,(u,) = [a] - up.
L’extension maximale abélienne F? de F est alors la composée de Fi et de Q-
Siz € F*, on pose |z| = [Np/q, (2)]p; en particulier, [r| = ¢~*. On note

X : F* — C7 le caractére x — z[z|; donc x(a) = a si a € OF et x(m) = T
q

Y : : N —
On remarquera que x n’est unitaire que si F' = Q,.

1 1
p—1  e(g-1)’
uniquement déterminé & multiplication prés par un élément de 07}, tel que (®)

n(z,T) =exp (Qzl(T)) € 14+ TOc,[[T]).

1.1.3. La période Q) et le caractére n. — 1l existe ) € ﬁoo, de valuation

8. Dans le cas usuel, on peut prendre Q =1 et alors n(z,T) = (1 + T)".
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Alors 2 + n(x,T) est un morphisme de groupes de Or dans 1+ T'O¢c,[[T]] et
T — n(x,T) est un morphisme de .# dans G :

nx+y,T)=n(xTinly,T) et nlx, XOY)=mn(z, X)n(z,Y).

En particulier, si w est un point de 7"-torsion (et donc de p"-torsion), alors =
n(z,w) est un caractére d’ordre fini de O, et tout caractére d’ordre fini de OF est de
cette forme (9.

La fonction caractéristique de a + 7" O peut alors s’exprimer sous la forme

lotrmep(z) = ! Z n(x —a,w) = ! Z n(—a,w)n(z,w).

q [7"]-w=0 q [7"]-w=0

Remarque 1.2. — ) est une période du groupe dual de .7 ; elle est déterminée,
.. . . N .
a multiplication prés par un élément de F*, par le fait que o,(Q2) = %”(G)Q, si

a€ 0F.

1.2. L’anneau de Robba %

1.2.1. Séries de Laurent et fonctions analytiques. — Soit L un corps complet pour
la valuation p-adique (normalisée par v,(p) = 1), contenant 19 F et Q. Sin € N, on
pose L, = L®p F,.

Si 0 < r < s, on note & Panneau des fonctions analytiques sur la couronne
Cprs) = {2z € Cp, 7 < vp(2) < s} que 'on voit comme un sous-ensemble des séries
de Laurent ), , apT* a coeficients dans L. Alors &%) est un anneau principal, de
Banach pour la valuation v[™*! définie par, si f = > okez ap T,

oSy = inf  u,(f(2)) = min (

r<vy(z)<s klgg(vp(ak) + Tk)

, inf (v, (a sk)).
g (v () + k)

Si 0 < r < s, on note & Panneau des fonctions analytiques sur la couronne
Cirs) = {2z € Cp, © < vp(2) < s}; c’est aussi la limite projective (i.e. I'intersection) des
&5l pour t €]r, 5], et donc un anneau de Bézout (si L est sphériquement complet),

de Fréchet pour la famille des valuations vlt*!

, pour t €]r, s].

Enfin, si r > 0, on note &1} la limite inductive (i.e. la réunion) des &1™*, pour
s > r; c’est Panneau des fonctions f qui sont analytiques sur une couronne de la
forme Cj, 5(5)) ot s(f) > r dépend de f.

On note simplement 2 anneau de Robba &1°9}. On note 2 P'intersection de Z et
L[[T]] (c’est Panneau des fonctions L-analytiques sur le disque unité {z, v,(z) > 0}),

et Z~ l'intersection de Z et T L[[T~1]] de telle sorte que Z = Z+ © %~.

9. Dans le cas usuel, les points de torsion sont les { — 1, out ¢ est une racine de 'unité d’ordre une
puissance de p, et n(z,( — 1) = ¢*.

10. Dans le cas usuel, 2 = 1, et on peut prendre pour L une extension finie de Qp. Si F' # Qp,
alors €2 est transcendant sur Q, et tout corps L contenant §2 est de valuation non discréte.



REPRESENTATIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES DE GL2(Q,) 11

Sin > 1, on pose rp, = vp(u,) = W7 et on note Z(™ lanneau &'}, Le

résultat suivant nous sera utile pour décrire les fonctions localement analytiques sur
Or (th. 2.3 et cor. 2.4).

Lemme 1.3. — (i) Siry <r <s, alors T — n(1,T) — 1 induit un isomorphisme de
la couronne CY,. o sur la couronne Cly, (Q)4rv,(Q)+s]-

(i) f — f(n(1,T) — 1) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de
&1/ (=1),1/(0=-1} gy p(1) .

Démonstration. — Comme n(1,T) = exp(QU(T)) et £(T) =, cn 779" le (i) est
une conséquence de ce que :

1

e exp —1 est un isomorphisme du disque v,(z) > p%l préservant vy,
) =1

e z — Qz est un isomorphisme du disque v,(z) > 1 sur le disque v,(2z) >
augmentant v,(z) de v,(12),
e { est un isomorphisme du disque v,(z) > r; préservant v,,.
1

Le (ii) est une conséquence directe de ce que =5 =1 +v,() et du (i).

1.2.2. Actions de ¢, T' et PT. — On munit Z d’actions continues de L-algébres de
¢ et I', commutant entre elles, en posant ¢(T') = [7]-T et 0,(T) =[a]- T, si a € OF.
On a

(0w, T)) = n(me, T) et oa(n(z,T)) = n(az,T) si a € OF,

UT) = TLen " (57).
Soit PT le semi-groupe (ﬁFa{o} ﬁlF ) On munit Z d’une action de PT en posant
(”gaff)-z:n(b,T) WP oou(z), sikeN,a€Opetbe Op.
1.2.8. L’opérateur ¢. — L’anneau # est une extension de degré g de ¢(Z#) et on
définit un inverse & gauche 1 de ¢ en posant 1) = ¢ ¢!
commute & I', et on a :

* (fe(g)) = gv(f), pour tous f, g,

o ¥(f) = ¢ (X inumo f(TOW)), si f € X7,

e Y(n(i,T)) =0sii¢ n0p et v(n(i,T)) =n(z,T)siiecn0F.
On en déduit que :

o Trg/p(@)- Cet inverse

(x/7%,T)z sizerhop,

siz ¢ mhop.

W (n(z, T)¢"(2)) = v* (n(x, T))z = {(T)]

Si S est un systéme de représentants de O /7 contenant 0, les 7(i,T'), pour ¢ € S,
forment une base de Z sur ¢(#), et on a

(D 0. Tp(z:) =0 et 2= (i, T)e(w(n(—i,T)z)).

€S ieS
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Proposition 1.4. — (i) Sir < s <ry alors ¢ et 1) induisent des morphismes conti-
nus

@ &l 5 glarasl . glarnas] _y plrs]
(i) Sin € N, alors Z"+Y = Bic o, mod xn1(i, T) " (ZV).

Démonstration. — Pour le (i), voir [17], Lemmas 2.6 et 2.7. Le (ii) s’en déduit en
utilisant la formule z =37, 5 | oq e 108, T) 0" (V" (n(—i,T)2)).

1.2.4. L’élément t, les dérivations V et &. — On note t I'élément (1)
t = QUT)

de #Z;ona:
o n(@,T) = et
o o(t) =7t et Y(t) = 7 t,
e 0,(t) =at, sia € 0.

_ dn(T) _
o dt = WL = Q/(T)dT.

On note 9 V'opérateur différentiel (12)

_a _ 1 d __ d
0=q = 7(T) aT — n(1,T) dn(1L,1)

Q=

On a:
e (n(z,T)) =xn(z,T),
edop=mmpodetdoyp=n"1yo0,
e Jdoo,=a0,00,sia¢c0F.

On note V la dérivation t0; on a :
e V(f) =lim,_; Z2=Lf, pour tout f € %,

a—1

_ logaa : * bl . bl 2
oV = Toga > S1 0 € 0% n’est pas une racine de ['unité,

e 0, = exp(loga V) sur &M=l si vy(a — 1) > —olmsl(¢(T)).
1.2.5. Résidus et dualité. — Si f € Z, et si f(T)0(T) = ycq arT®, on pose

réso(f dt) = réso(f dﬁ(i%)) = Qréso(f0(T)dT) = Qa_;.

Proposition 1.5. — Si f € Z ou &, on a :
o 1650 (0q(f) dt) = x " (a)réso(f dt), pour tout a € OF,
o réso(p(f) dt) = x~H(m)réso (f dt) et réso((f) dt) = x(m)réso (f dt).
[ I‘éSO (3f dt) = I‘éSO (df) = 0.

Démonstration. — Pour les deux premiers points, cf. [17, prop.2.13]; le dernier est
immeédiat.

11. Dans le cas usuel, t = log(1+ T
d

12. Dans le cas usuel, 0 = (1 +T) a7
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1.3. (¢,T')-modules et PT-faisceaux sur O

1.8.1. Représentations et faisceaur équivariants. — Soit H un semi-groupe topolo-
gique, et soit X un H-espace (i.e. un ensemble compact, totalement discontinu, sur
lequel H agit continfiment) ; les exemples que nous avons en vue sont :

e H=P" et X = OF avec action (8%) -2z =az +0b,

o H=GLy(F) et X = P! = P!(F) avec action (2 4) -a = 22£2.

Définition 1.6. — Un faisceau H -équivariant ou, simplement, un H-faisceau M sur
X est la donnée :

e pour tout ouvert compact U de X d’un L-espace vectoriel topologique M X U
(avec MK =0),

e d’applications continues de restriction Resg : MRV — MXU, siU C V vérifiant
les conditions de recollement habituelles, a savoir si U = Uj_U;, et si s; € M R U;,
pour 1 < i < n, vérifient Resgint S = Resgijj s, alors il exviste s € M XU, unique,
tel que Resgis = s; pour tout i,

e d’isomorphismes continus gy : M XU = M X gU, pour tous g € H et U ouvert
compact, vérifiant gny o hy = (gh)y, pour tous g,h € H et tout ouvert compact U, de
telle sorte que, pour tout U, g — gy soit un morphisme continu du stabilisateur Hy
de U dans Endeont (M R U).

Remarque 1.7. — (i) Si M est un H-faisceau, le module M X X de ses sections
globales est muni d’une action continue de H, et donc est un L[H]-module topologique.

(ii) Tous nos ouverts étant compacts et donc fermés, la condition de recollement
permet de prolonger tout élément de M X U par 0 sur M X (X — U). Il s’ensuit que
I’on peut voir les M X U comme des sous L-espaces vectoriels de M X X, et qu’'un
H-faisceau M sur X est équivalent & la donnée :

e d’un module M K X muni d’une action de H,

e de sous-modules fermés M XU, pour U ouvert compact, vérifiant les conditions :

MER()=0
(MRU)N(MRV)=MRUNV) et (MRU)+(MRV)=MRUUV),
g (MRU) = MK gU.

L’application Resy : M X X — M X U est alors la projection parallélement &
M X (X —U), et Resy; la restriction de Resy a MRV, si V O U.

On dit qu’un L[H]-module topologique vit sur X §’il peut s’écrire comme ’espace
des sections globales d’un H-faisceau sur X.

Exemple 1.8. — (i) Si M vit sur X, il en est de méme de son dual topologique.
(i) Un L[P*]-module topologique M vit sur OF si et seulement si M =
DicOp mod n (g ¢ ) -M (la nécessité de la condition vient de ce que Or = [[;c o, moar i+
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w0, et sa suffisance vient de ce que toute relation entre ouverts compacts s’obtient
a partir de celle-ci et de laction de PT).

(iii) Si K est un sous-groupe fermé de H, et si W est une représentation de K, une
induite Indf* W vit sur K/H (& condition d’avoir mis des conditions « raisonnables »
dans la définition de 'induite).

1.3.2. Faisceauz de type analytique. — On note LA(OF) V'espace des fonctions loca-
lement analytiques sur O a valeurs dans L. Par compacité de O, cet espace est la
limite inductive des LA,,(€Fr), ot LA,,(OF) est 'espace des fonctions ¢ admettant un
développement en série de Taylor ¢(x) = >, . @ik (fr—;i)k7 sur i + " O, pour tout
i € OF (il suffit de le vérifier pour i appartenant & un systéme S de représentants
modulo 7"), et alors

vLA, (9) = ggg (klglf\l vp(aik))

définit une valuation sur LA, (OF) pour laquelle il est complet, et donc LA(OF) est
une limite inductive de banachs (limite inductive compacte car la boule unité de
LA, (OF) est relativement c-compacte dans LA,,11(0F)).

On note Z(0r) le L-dual topologique de LA(OF) ; c’est U'espace des distributions
analytiques sur Op.

Plus généralement, on dit qu'un semi-groupe H est F-analytique s’il posséde un
voisinage K de I’élément neutre qui est un groupe homéomorphe & &%, la multiplica-
tion et le passage a 'inverse sur H étant donnés par des fonctions analytiques sur ﬁ%.
C’est par exemple le cas de 1+ 7My(OF), de GLy(F) (en prenant K = 1+7Msy(OF))
ou de P* (en prenant K = (1707 9r)),

Dans un tel cas, on dit que ¢ : H — L est localement analytique si k — ¢(gk)
de K dans L induit, pour tout ¢ € H (il suffit de le vérifier pour un systéme de
représentants de H/K), une fonction localement analytique sur ﬁ}?.

Si K est un groupe compact, F-analytique, on note 2(K) l'algébre des distribu-
tions analytiques sur K : en tant qu’espace topologique, c’est le dual des fonctions
localement analytiques sur K. Elle contient les combinaisons linéaires de masses de
Dirac comme sous-algébre dense, ainsi que ’algébre enveloppante de I'algébre de Lie
de K (considéré comme groupe F-analytique).

Si H est un semi-groupe F-analytique, et si X est un H-espace, on dit qu'un H-
faisceau est de type analytique si, pour tout ouvert compact U de X, 'espace M X U
est un espace de type LF (limite inductive de fréchets) et est un Z(K)-module pour
tout sous-groupe ouvert compact K de H stabilisant U (il suffit que ce soit vrai pour
un K car deux tels sous-groupes sont commensurables).

Remarque 1.9. — Un semi-groupe F-analytique H peut aussi étre considéré comme
un semi-groupe Qp-analytique. Un H-faisceau de type analytique est donc un cas
particulier de H-faisceau de type Qp-analytique. Maintenant, la F-analyticité de H
munit son algébre de Lie d’une structure de F-espace vectoriel, et on vérifie facilement
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qu'un H-faisceau de type Qp-analytique est de type analytique si et seulement si
I’action de I'algébre de Lie est F-linéaire.

1.3.3. (¢,T')-modules. — Un (p,T")-module sur % est un #Z-module libre, de rang
fini, muni d’actions semi-linéaires et continues de ¢ et I', qui commutent.

Par exemple, si § : F* — L* est un caractére continu, on définit le (¢, I')-module
Z(6) en multipliant les actions de ¢ et o, sur #Z par 6(m) et 6(a) respectivement.
Alors Z(6) est un (p,T')-module de rang 1 et la théorie locale du corps de classe,
combinée & I’équivalence de catégories de Fontaine (dans le cas Lubin-Tate [21]) et a
la théorie des pentes de Kedlaya, permet de montrer que tout (p, I')-module de rang 1
est de cette forme. On note z ® § ’élément de Z(5) correspondant & z € Z.

Soit Pt le semi-groupe (ﬁFg{O} ﬁiF ) Si A est un (@, I')-module sur %, on munit
A d’une action de P* en posant

(“Sal{)-z:n(b,T) Woo,(z), sikeN,a€Oretbe Op.

Si U est un ouvert compact de &, on peut décomposer U comme une réunion
disjointe finie [[,.; i + 7" OF, et on définit Resy sur & et # par la formule

Resy = g Resitrnop,
iel
ou l'on a posé

Resitrrop, = (§1) o9 oy o (4 7") et donc Resjpnnopz = n(i, T)™ (W™ (n(—i,T)z)).

Ceci ne dépend pas du choix de la décomposition car

z= Z (i, T)p((n(—i,T)z)) = Z Res;iynop 2.

imod imod 7

On note A XU l'image de Resyy. On obtient de la sorte un PT-faisceau sur Op.

Remarque 1.10. — Le (ii) de l'ex. 1.8 montre qu'un (¢, I")-module sur # vit sur
O si on le voit comme L[P*]-module topologique. Il en est de méme du sous-module

% (6) de Z(9).

1.3.4. (p,T')-modules analytigues. — On dit qu'un (p,I')-module sur #Z est ana-
lytique, s’il est de type analytique en tant que P*-faisceau. On note ®I',,(Z) la
catégorie des (p,I')-modules analytiques.

On vérifie facilement, en reprenant les techniques de [1], qu'un (¢, ')-module sur
Z est de type Qp-analytique comme PT-faisceau sur Op. De plus, comme Paction de
I’algebre de Lie de ((1) ﬁlF ) est trivialement F-linéaire, tout (¢p,I')-module sur Z est
analytique en tant que ((1) ﬁF )—module. Pour qu'il le soit en tant que Pt-module, il

suffit donc que 'action de LieT" soit F-linéaire (ceci est donc automatique si F' = Q,,

mais pas si ' # Q). Cest le cas si et seulement si la famille d’opérateurs Ze— 11 a une
limite quand @ — 1. On note alors V la limite, et on a V = % pour tout a € 07}

qui n’est pas une racine de I'unité; de plus, V est une connexion sur D :si f € Z
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et z € D, alors V(fz) =Vf-z+ f-Vz ou V = t0 est la dérivation introduite au
n°1.2.4.

Par exemple, Z(0) est analytique si et seulement si ¢ est localement analytique et,
si on note k(d) = ¢§'(1) le poids de ¢, alors

V(z®6) = ((V+k()) 2) ®4.

Si A € ®T',,(Z), 'action de I'algébre de Lie p de PT est donnée par les formules

atz=Vzetut-z=tz ouat=({])etut=(33).
Lemme 1.11. — Si k € L, il existe un caractére localement analytique § de 07, a
valeurs dans une extension finie de L, tel que k(0) = k.

Démonstration. — Soit N assez grand pour que log 0% C p~N 0. Si v,(z) > 0, alors
T n(pN logz,z) est un caractére localement analytique de &%, dont le poids est
pVQl(2). On conclut en utilisant la théorie des polygones de Newton qui permet de
montrer que 1’équation ¢(z) = a a une solution dans une extension finie de F'(a).

1.3.5. Dualité. — On définit le (¢, I')-module Zdt = % dﬁ’z(ﬁg)) en posant ¢(dt) =
x(m)dt et o,(dt) = x(a)dt (on a donc Z dt = Z(x)).

Si A € ®T',, (%), on pose A = Homg (A, Zdt), on note ( , ) 'accouplement naturel
entre A et A, et on fait de A un élément de BTy, (%), en imposant que, pour tous

se€Aetze A onait (g-2,g-2)=g-(%2),sl 9=, 0,
On définit un accouplement { , }: A x A — L par

{2, 2} = rés0((0-1(2), 2));
ot 1é50(Y _pegardl) =a_1.

Proposition 1.12. — (i) {, } identifie A et A auz duauz topologiques de A et A.
(i) {, } la dualité entre A et A est une dualité de Pt -faisceauz sur Op :
o {g-2,g-2)={2 2}, pour tous g€ Pt, € A et z € A,
* {1/}(2)72} = {27@(2)} et {é7¢(z)} = {90(2)72}7
e {Resyz,z} = {Respyz,Resyz} = {£,Resyz} pour tout ouvert compact U de O,
o 5i Op = [\, Ui, alors {%,z} = > {Resy, 2, Resy, 2}

Démonstration. — Il suffit de recopier la démonstration dans le cas de Z, en utilisant
la prop. 1.5 au lieu de [7, prop.1.2.2]. Pour l'identification avec le dual et les deux
premiers points, cf. [7, prop. II1.2.3] et [9, § I.1]. La propriété d’adjonction de Resy
pour U quelconque suit du cas particulier U = i+ 7" 0p, oul'on a Resy = (§ §)op"o
Pmo (é *11' ), pour lequel on peut appliquer le premier point puis deux fois le second puis
de nouveau le premier; la formule {Resy z, 2’} = {Resy 2z, Resy 2’} suit de la propriété
d’adjonction et de ce que Resy est un projecteur [Resy (Resy(z)) = Resy(2) ].
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1.4. Poids de Hodge-Tate
1.4.1. Sous-modules naturels d’un (p,T")-module. — Soit A un (¢,T')-module analy-

tique, de rang d sur Z#, et soit ey, ..., eq une base de A sur Z.
Lemme 1.13. — Il existe € > 0, dépendant du choix de eq,...,eq, tel que, si 0 <
r<s<e:

o o(l &M8le;) gl £lr/as/de;,
. w(@gzlg’[r/q,s/fﬂei) — @;i:léa[r’s]ei
o &l &Msle; est stable par T et V.

Démonstration. — 1l suffit de recopier la démonstration de [2, th.1.3.3].

Remarque 1.14. — 1l résulte du lemme précédent que, pour tout 0 < s < ¢ :

° @leé’]o’s]ei est le plus grand sous-&'%*l-module M de A, de type fini, tel que
o(M) c &10s/4pp

o (B, 810 de;) = @il £107e;

o & &105le; est stable par T et V.

On note n(A) le plus petit entier n tel qu’il existe € et une base ey, ...,eq de D
comme ci-dessus, avec r,(a) < €. Si 7 < s < 1y (a), On pose alors

A[r,s] — Qagd:lg,v[r,s]ei7

et il résulte de la rem. 1.14 que Al™*! ne dépend d’aucun des choix que l’'on a faits.
On a alors
R ; [r,s]
A= hg gn Al
s>00<r<s
1.4.2. Théorie de Sen. — Sin > 1, soit

[T = u, ® £ (m"UT)) € F,[[T]].

(La notation est justifiée par le fait que [7"]- (u, ®¢~1(7="4(T))) = [7"]- £~ (x~™4(T))
puisque [7"] - u, = 0, et £([x"] - £~ (x7(T))) = 7L~ (x~™4(T))) = €(T), ce qui
fait que [7"] - =Y (m~"4(T)) = T.) Comme Q € L, on a L,[[t]] = L,[[T]], et on définit
un plongement

ln * g1l Ly[[t]] = Ly[[T]] = L ® F,[[T7],

en envoyant Y, .z axT* sur >, ., a, @ ([r7"] - T)*. Le plongement ¢, commute a
Paction de T', et donc aussi & celle de V (qui agit par t%). On a alors, en notant
6 : L,[[t]] = L, la réduction modulo ¢ et en posant Tr = %TI"LRH/Ln7 le diagramme
commutatif d’anneaux suivant,

gl " o L) —— L,

b el -l

g]O,T‘n+1] g Ln—‘rl[[t]] - Ln+1
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muni d’une action de I" et de V (qui est nul sur L,, et L,,+1). Notons que fov,, 1 (f) =0
si et seulement si f est divisible par [7"1F] - T = " +%(T) dans &1°7+]. On en déduit
le résultat suivant, conséquence de la factorisation t = QT [T, cny * (77T 1(T)).

Lemme 1.15. — f est divisible par t dans &% si et seulement si 0 o 1, (f) =0
pour tout k > 0.

On pose
A(Jirif,n = Ln[[t]] ®Ln A]Oﬂw"] et ASen,n = A(jlrif,n/i‘LAjirif,n :

Alors, si n est assez grand, A(‘fif,n est un L, [[t]]-module libre de rang d et Agen r, st
un L,-module libre de rang d. Le diagramme ci-dessus donne naissance au diagramme

0,7 tn + 4
A] ol Adif,n - ASen,n

-, -l

L
0,70 ntl +
Al +1l > Adif,n+1 > ASenm-H

qui est muni d’actions de I' et V, et V est L,-linéaire sur Agcp, , car on a supposé
que V est F-linéaire sur A. Maintenant, L,, est un produit de corps, et ces corps sont
permutés par 'action de I, ce qui fait que les valeurs propres de V ne dépendent pas
du choix d’une projection de L,, sur un de ces corps; ce sont les poids de Hodge-Tate
de A et 'opérateur V sur Agen p, est l'opérateur Oge, de Sen. Le lemme 1.15 ci-dessus
implique le résultat suivant.

Lemme 1.16. — Soit n > n(A). Si P € L[X] est tel qu’il existe c € End A, tel que
P(V) — ¢ =0 sur Agen.n, alors (P(V) —c) - Al0r=l ¢ ¢Al0rn]]

Démonstration. — On a (P(V) — ¢) = 0 sur Agen, ntk, pour tout k, et donc (P(V) —
c)- Ajif nik C tAj'if nik» pour tout k£ € N. Le lemme 1.15 permet donc de conclure.

2. Analyse fonctionnelle sur O

2.1. Transformée d’Amice-Katz. — Si p € 2(O0F), on définit sa transformée
d’Amice-Katz A, par la formule :

AL(T) = /ﬁ n(e, Tu(z).

2.1.1. Multiplication par une fonction. — Si p est une distribution sur Op et si f
est une fonction localement analytique sur O, on définit la distribution fu par la
formule [, & (fu) = [, (f9) .

o Multiplication par n(z, z) st vy(z) > 0. On a

Ayon(T) = /ﬁ 0, Tyn(e, 2) plx) = /ﬁ 0w, T @ 2) = Ay (T & 2).

F
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o Restriction a un ouvert compact. C’est la multiplication par la fonction caractéris-
tique de 'ouvert compact. Sin € N et b € O, la fonction caractéristique de b+n" 0
est © — ¢ " Z[ﬁn]-wzo n(x,w)n(—=b,w). Cela se traduit, au niveau des transformées
d’Amice-Katz, par la formule

AResb+7,n op (1) (T) = qin Z U(—b, w)AM(T S3] (.d)

[77]-w=0
= n(b? T) (pn © ¢n (77(—57 T)AM) = Resb+7r"ﬁpA;A-
2.1.2. Convolution des distributions. — Si A et u sont deux distributions, on définit

leur convolée X * p par
¢A*u=/ ( ¢z +y) A(:v))u(yl
OF Or OF

En prenant pour ¢ la fonction = — n(z, z), avec v,(z) > 0, on montre que l'on a
Axipu(z) = Ax(2)AL(2) pour tout z avec v,(z) > 0, et donc que Ay, = ArA,.

2.2. Quelques faisceaux PT-équivariants sur 0. — Si f € %, on définit une
fonction ¢f : Op — C, par

¢g(x) =réso(n(—z,T)f dt) = Qréso(n(—z, T) f £'(T)dT) = réso(n(—w, T)fdnr'(a{%) ).

On munit LA(OF) et 2(0F) d’actions de PT en posant :

k ¢(zzb)v Siweb‘i’ﬂ—kﬁF? k k
Tab). = ma ™a b)) —= b) .
(707 1)-0)(@) {0 siz ¢ b+7hop, /0’F¢< o* 1) # ﬁng(ﬂ aztb) u

Cela fait de LA et 2 des faisceaux PT-équivariants sur O (en définissant Resy
comme la multiplication par la fonction 1y qui est localement analytique si U est un
ouvert compact de OF).

Side ?(L), on peut voir § comme un caractére de PT en posant 4( &%) = 6(a).
Si M est un Pt-module, on note M ® § le Pt module M avec action de PT tordue
par 0. (Le PT-module Z ® § est en général noté Z(4).)

Proposition 2.1. — (i) Les applications p — A, et f — ¢y sont PT-équivariantes
de 9(OF) dans Z et de Z dans LA(Op) @ X' respectivement.
(ii) Sip € 2(OF) et si f € R, alors [, ¢ p = 1éso (o-1(Ap)fdt).

Démonstration. — La PT-équivariance est une conséquence des calculs suivants qui
utilisent & plein la prop. 1.5 :

/ﬁF 0, T) (~5a ) ~u=/ﬁFn(7rkax+b,T) u=n(b,T)/ﬁ o 0 0a(n(z, T)) 1,

F
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réso((§ 7°) (”ga b)zdt) = réso(oa(n(2=, 7)o" (2)) dt)
X Ham)reso (v (n(25E, T)p" (2)) dt)

B X’l(aﬂk)réso(n(%,T)z) dt) = X*I(mrk)gbz(%) siz€b+nr0p,
0 sizeb+nr0p.

S|
—g
~—
w
—
8
~
|

Enfin,

bf = / réso (n(—z,T) f dt) p = réso ((f n(—z, T)p) dt) = résg(o_1(A,)f dt).
OF Or Or

Proposition 2.2. — (i) Si f € #, on a :
* Py (@) = x(m)(P(05))(2), avee (Y(0))(x) = ¢(mx),
® PRres; f = Resuoy.
(ii) Sip € 2(0F), on a :
L4 w(Au) = Aw(u)’ ol fﬁF ¢¢(/‘) = fﬂﬁp (25(%) H,

® Resy A, = AResypu-

Démonstration. — En ce qui concerne le (i), on a :

® dy(s) (@) = réso (n(—x, T)p(f) dt) = réso (Y (n(—nz, T)f) dt)

= x(m)réso (n(—mz,T)f dt) = x(m)¢y(mx).
Gy (py(x/7™) sixzen"OF,
0 siz ¢ n"Op,
Ceci démontre le résultat si U = 7" 0p. Le cas U = i + 7" OF s’en déduit, grace a la
prop. 2.1, en conjuguant par ((1J {), et le cas général par linéarité.

Passons au (ii). La formule Resy A, = ARresy . & été prouvée au n°2.1.1 dans le cas
ou U =i+ n"0p. Le cas général s’en déduit par linéarité. Enfin, on a (g ‘f) “p(p) =
Resrg, it par construction, et donc p(Ay(,)) = Reszep. A, = o9 (A,); on en déduit
la formule 1(A,) = Ay(,), ce qui permet de conclure.

b ¢ReswngFf(x) = ¢<p“'g/}"(f) = = (Resﬂ'"ﬁFd))(‘rL‘)‘

2.3. Analyse fonctionnelle sur 0 et anneau de Robba. — Le résultat suivant
est une traduction des résultats de [26]. La preuve que nous en donnons est assez
différente de celle que 'on peut y trouver.

Théoréme 2.3. — (i) p+— A,(T) induit un isomorphisme P(Op) = Z+.
(ii) f > &5 induit un isomorphisme Z/%#+ = LA(Or) @ x~ .
(iii) Les applications p— A, (T) et f — ¢y induisent la suite exacte
059 >R —>LA Yy ' =0

de P*-faisceauz sur Op.

Démonstration. — Le (iii) est une conséquence des (i) et (ii) et des prop. 2.1 et 2.2.
Si n € N, on définit le sous-espace LA,,(0F)" de LA, (0F) comme Iensemble des
¢ dont la série de Taylor converge dans une boule contenant strictement ¢ + 7" 0,
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pour tout i € Op (encore une fois, il suffit que ce soit le cas pour i appartenant a
un systéme S de représentants modulo 7). Alors LA,,(OF)" est, naturellement, une
limite inductive compacte de banachs, et LA(OF) est aussi la limite inductive des
LAn(ﬁF)T

L’application de restriction a Z, induit un isomorphisme iz, : LAo(Op)t =
LAo(Zp)Jr (cela se voit en passant par les séries de Taylor en 0), ce qui permet d’étu-
dier LA((Z,)" au lieu de LAg(€F)T. On note  — Az, , et f — ¢z, s respectivement
les applications u +— A, et f — ¢; dans le cas usuel.

Un élément de LAg(Z,)" est de la forme ¢ = Y-, - ara®, avec vy(ax) > C + 6k on
6 > 0. On peut donc aussi I'écrire sous la forme Y, . bi k!(3), avec vy (by) > C + 6k

(car la matrice exprimant les k'(i) en fonction des z* est triangulaire, & coefficients

entiers, avec des 1 sur la diagonale). Comme # — ﬁ quand k — +oo, il existe

r > ﬁ tel que fp = (1+1T) ZkeN% converge si v,(T) > 7. Or ¢z, 1, (v) =
¢(—x) comme le montre un calcul immédiat. On en déduit que f +— ¢z, ¢ induit
un isomorphisme R/Rt = LAy(Z,), ott Pon a posé¢ R = &I/ (p=1).1/(=1)} ot R+ =
RN L[[T]].

Or laccouplement (f, g) — réso(o—1(f)gdt) identifie R & son dual topologique, et
R* est son propre orthogonal; il s’ensuit que R™ est le dual topologique de R/R™.
Comme l'accouplement ci-dessus s’identifie avec I'intégration sur & d’aprés le (ii) de
la prop. 2.1, on en déduit que p +— Az, induit un isomorphisme (LAO(ZP)T)* ~ Rt.
On a donc une suite exacte

0 (LAo(Zyp)1)" — EV/E-DUG-DY L 1A (Z,)T — 0,

Maintenant, le changement de variable X = n(1,7) — 1 induit (cf. lemme 1.3) un
isomorphisme ¢ : &Y/ P=1D:1/ (=D} = (1) ot si f € I/ P11/ (=1} on a

bup) (@) = véso (n(—2, T) f(n(1,T) — 1) WED).
Par ailleurs, si z € Z,, alors n(—z,T) =n(1,T)~", et donc
bup) (@) = réso (14 X) 7 f(X)125) = 6z, (2).
De méme, par dualité, I’application naturelle
17, + (LA0(Zy)")* = (LAo(0r)")*

est un isomorphisme. Au niveau des transformées d’Amice, cette application devient

Az @ = [ 0@ Di,00= [ o@D [ 0077 8= Az, 007D,

p p
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Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

w—=Azy, frdz,,5

0 — > (LAO(ZP)T)* £/ (p=1),1/(p—1)} LAy(Z,)t ——=0

- L

* Ay
0 (LAg(0r)) v 2 i LAy(6p)f —0

et les fleches verticales sont des isomorphismes. On en déduit que la ligne du bas est
exacte.
Les décompositions

R = @ (’Td" i) - BY et LA, (Op)! = @ (Won i) -LAo(Op)'

i€ 0 mod " i€O0r mod "

induisent alors, pour tout n, la suite exacte
— (LA, (0F)1)" = 2" — LA, (0F)T — 0.
On en déduit les (i) et (ii) en passant a la limite quand n — +o0.

Soient [*] les polynomes définis par (%)

n(xﬂT) = Z [Z]Tn'

nenN

Corollaire 2.4. — (i) (an)neN = D pen On [fl] mduit un isomorphisme de I’espace
des suites (an)nen & décroissance exponentielle (i.e. vérifiant v,(a,) — rn — 400,
pour r > 0 assez petit) sur LA(OF).

(ii) Les polynomes sont denses dans LA(OF).

(iii) Plus généralement, si U est un ouvert de O, les polynomes sont denses dans
LA(U).

Démonstration. — Si f = WlT) Srez akTF € %, alors ¢p(z) = QY na—1-n[" "],
et comme ¢'(T) est une unité de & [[T]] et le changement de variable x — 2 —1 induit
une isométrie de LA, (OF), pour tout n, le (i) est une simple traduction du (ii) du
th. 2.3.

Le (ii) est une conséquence immeédiate du (i), et le (iii) résulte du (ii) et de la

continuité de la multiplication par 1.

Remarque 2.5. — Soit & = ﬁg[%], ol Ug est le complété de Op[[T]][+] pour la
topologie p-adique. Si F' = Q,, on peut décrire ’anneau & comme une extension de
I’espace des fonctions continues sur Z, par son dual topologique, a savoir 1’espace des
mesures.
Si F # Qp, I'anneau & est encore une extension d’un espace de fonctions sur O'p
par son dual topologique, mais il est plus difficile de décrire exactement cet espace de
13. Dans le cas usuel [ ] est le polynéme binomial (2) puisque n(z,T) = (1+T)* = anN (’C)T"

x
n n
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fonctions. L’application f +— ¢, 'identifie a un sous-espace des fonctions continues sur
O'r, mais on n’a pas de description simple de I'image. On peut quand-méme remarquer
que Og est stable par P ; il en est donc de méme de 'image, et comme elle contient les
1g,2%, k < h—1, on en déduit que cette image contient les x(7) "1 rn gy (fr—;i)k7
pour tous i € Op, n € N et k < h — 1, et donc aussi espace 1Y) €"~1(0), ou
h = [F : Qp], puisque l'on peut extraire de ces fonctions une base orthonormale de
cet espace [18].

Il s’ensuit que l'image de &t dans Z(OF) est incluse dans 'espace Z),_1(OF) des
distributions d’ordre h — 1 (c’est le dual de €"~1(OF)), et donc aussi dans Z,.(0F),
pour r > h — 1. On note %, la somme de Z~ et de 2,(0F) dans %. De maniére
intrinséque, c’est ensemble des z € Z tels que I'ensemble des 7("™"(n(i, T)z),
pour n € N et i € Op, est un ensemble borné. Il résulte de la description [25] de
I’espace des fonctions de classe € pour 7 > h — 1, que &%, est aussi I’ensemble des
=Y ez arTF € % tels qu'il existe C(f) € R tel que v,(ag) — rvy(m) Bgi > C(f)
pour tout k > 1.

2.4. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique

2.4.1. Dérivation et multiplication par x

Proposition 2.6. — (i) Si f € Z, alors pof(x) = xps(x),
(i) Sip € 2(0F), alors 0A, = Ayy.

Démonstration. — En ce qui concerne le (i), on a :

oy () =1éso((0(n(—=, T)f) + an(—2,T)f) dt) = x(x).

Le (ii) résulte du calcul suivant :

A (T) = /ﬁ oo, D) p(e) = [0t 7)) nla) = 04,(1).

Lemme 2.7 — 0 est bijectif sur ZX 0.

Démonstration. — On a une suite exacte 0 — Z(05) - ZX OF — LA(0F) — 0,
et le résultat est une conséquence du fait que 0 est bijectif sur 2(0%) et LA(Or)
puisque c’est la multiplication par x.

Lemme 2.8. — La suite d’opérateurs 0%, pour k € Z, est bornée sur % X O%.

Démonstration. — On note Ej, , la somme directe de I'image de LA, (0F)* par p— A,

et de I'image inverse dans #~ de LA,(OF) par f +— ¢;. Alors E/, , est naturellement
— | 3 /

un banach et % = lim, lim [ ,.

14. Sir € R4, une fonction ¢ est de classe ¢ si elle admet un développement de Taylor a ’ordre
[r] vérifiant ¢(z +y) = 10 ol (2)y" + e(x,y), et vp(e(z,y)) > rvp(y) + C(vp(y)), ot C(n) tend
vers +o0o quand n — +oo. (Dans les notations de [18], cela correspond & la notion de fonction de
classe 1))
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On pose E,p, = Zieﬁ; mod x (g {) . E;,b. Alors E, 5 est un banach, somme directe
de LAy (OF) et LAG(OF)", et ZR O}, = lim, lim  E, 5. 1 s’agit de prouver que la suite
des 0% est bornée sur chacun des E, ;, ce qui est clair car 9 induit la multiplication
par z¥ sur LA, (0}) et sur LA, (€0%)* (prop. 2.6), et est donc une isométrie des espaces
considérés.

2.4.2. Multiplication par un caractére. — Si « € LA(OF) on peut définir [17] un
opérateur continu my, : Z — Z. Cet opérateur commute & Resy, et donc laisse stable
Z R U, si U est un ouvert compact de O ; il laisse aussi stable ZT et induit la
multiplication par « sur Z(0r) et LA(OF) :

Ma(Ay) = Aoy, sipn € D(OF), et ¢ (5) = ady, si f € Z.

Nous ne nous intéresserons qu’au cas ot = 1= 4, out 6 : F’* — L* est un caractére
localement F-analytique. On fixe n tel que J soit analytique sur 1 4+ "0, de telle

sorte que 6(i + 7"a) = (i) >_ N ("(j‘s)) (#)j pour tous i € OF et a € Op, et on

suppose de plus que n > p%l + v,(2) — inf(0, v, (k(9))).
Proposition 2.9. — (i) Si z € ZX 0F., la série

S 6@ T) Y w (M) (07 (w (n(—i, T)2)))

i€0F mod ™ JEN

converge dans # R OF vers un élément ms(z) qui ne dépend ni du choiz de n ni de
celui du systéme de représentants de Oy modulo m".

(ii) L’application ms : ZR OF — AWK OF., ainsi définie, est continue, laisse stable
Z*T K 0% et induit la multiplication par § sur P(0F) et LA(O%).

Démonstration. — Pour la convergence de la série et 'indépendance de sa somme
par rapport aux choix, voir [17, § 3.2] (cela utilise le fait que lopérateur QT0 =
T (T)" 4 est 1-lipshitzien sur &7} car -4 n’introduit pas de dénominateurs).
La continuité de my résulte du th. de Banach-Steinhaus (ou des estimées permettant
de démontrer la convergence de la série), et le fait que m; induit la multiplication par
0 sur 2(0%) et LA(O%) peut se vérifier par un calcul brutal ou par prolongement
analytique & partir du cas § = 2¥, avec k € N. Dans ce cas, les relations 77" 0 97 =

& o™ et i*In(i, T) = 0*In(i,T) permettent de mettre la série sous la forme
S T (0 (=i T)2) ) = 0
1€0% mod T
on est donc ramené au fait que 0 induit la multiplication par x (cf. prop. 2.6).
Lemme 2.10. — On a :

e o,0oms=0(a)"tmsoc,, sia€ OF,
e Voms =mso(V—k(0)).
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Démonstration. — La seconde formule se déduit de la premiére en prenant la dérivée
en a = 1, et la premiére peut se démontrer par prolongement analytique a partir du

k

cas § = z¥, ot la formule & démontrer devient o, 0 9* = a=*9* o0 5, (on peut aussi

utiliser la formule définissant ms et la relation o, (n(i,T)) = n(ai,T)).

2.4.8. La dérivée d’une distribution. — Si p € P(0F), on définit sa dérivée du par :

/ o) du= / Ecn

Proposition 2.11. — (i) Si f € Z, alors ¢uy(v) = —¢; ().
(i) Sip € 2(0Op), alors tA, = Aq,.

Démonstration. — En ce qui concerne le (i), on a :

orp(x) =résg (n(—m,T)tfdt) = —réso(a%n(—w,T)fdt) = —%réso (n(—x,T)fdt) = —(b’f(x).

Le (ii) résulte du calcul suivant :
Aq,(T) :/ (%emu:t/ etp=t-A,(T).
ﬁF ﬁF

Remarque 2.12. — 1l n’est, en général, pas possible de définir la primitive d’une
distribution, car au niveau des transformées d’Amice-Katz, cette opération corres-
pondrait & la division par ¢ qui a une infinité de zéro sur v,(T) > 0. Par dualité,
cela prouve que ¢ — ¢, qui est une surjection de LA(OFr), n’admet pas de section
continue : on ne peut pas définir de primitive de ¢ qui dépendent contindment de ¢
(cf. [22] pour une autre preuve de ce résultat).

Proposition 2.13. — f € tZ" si et seulement si la distribution py dont f est
la transformée d’Amice-Katz vérifie fﬁp our = 0 pour toute fonction ¢ localement
constante.

Démonstration. — 11 résulte du (ii) de la prop. 2.11 que f € tZ7 si et seulement si
on peut écrire py sous la forme dA. Si py = dA, alors fﬁ’F oup = fﬁp @' A=0si ¢ est
localement constante, ce qui prouve une des implications.

Dans ’autre sens, remarquons que, si n est fixé, et si S est un systéme de repré-
sentants modulo 7", on peut définir une primitive P sur LA, (OF)', en primitivant
la série de Taylor en chacun des éléments de S. Cette primitive dépend du choix de
S mais uniquement & l'addition prés d’une fonction localement constante. Comme
s tue les fonctions localement constante, |, Op P¢ iy est une forme linéaire continue
sur LA,,(Or)" qui ne dépend d’aucun choix et ce pour tout n. On a donc défini une
distribution A sur OF telle que dA = puy.

Ceci permet de conclure.
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2.5. L’action de w sur Z X 07
2.5.1. L’opérateur wy sur ZT X O%. — On définit w, sur 2(07F) par

/ﬁ;¢w*u:/ﬁ;¢(;)u(x)~

En utilisant I'inverse de la transformée d’Amice-Katz, cela définit un opérateur w,
sur ZT X OF.

Lemme 2.14. — (i) wy = 0wy,
(ii) 04 0 Wy = Wy 0 Og-1,
(iil) Vow, = —w, o V.
(iv) wx o Resjynnon = ReSj—1 1 1ng, © Wx, pour tous i € OF et n > 1.

Démonstration. — Le (iii) se déduit du (ii) par passage a la limite. Pour démontrer
les (i) et (ii), il vaut mieux travailler dans Z(0%), et le (i) est une conséquence du
fait que 9 correspond & la multiplication par x, et donc

¢>8w*8u=/ w(m)w*au:/ alp(ah) op =
o o 6

*
F

Qs(mil),u' = O Wl
O O

tandis que le (ii) vient de ce que o, revient a faire le changement de variable z — az,

et donc

pogowsooap = [ ¢lar)weoap= [ ¢plaz ™ Voup= [ @ p= [ dw.p.
ox o, o, o o

Le (iv) vient juste de ce que 1iyrngn (L) = 1im1 g, ().

Remarque 2.15. — L’application ¢ — ¢ o w, avec ¢ o w(x) = qﬁ(%) laisse stable

€T (0%). Par dualité, on en déduit que w, laisse stable Z,.(0F).

2.5.2. L'élément H. — On a 22 € 14+ aT—96L[[T]], ce qui fait que la série défi-

Taq
“0;? converge dans €721 et donc définit un élément de Z. On note H

nissant log
I’élément

H = =04 (1 - p9)(log %)
de Z; formellement, on a H = Q(1 — pp)(log T).

Lemme 2.16. — ¢g = lgra™ .

Démonstration. — Comme H est dans I'image de Resgx = 1 — ¢, la fonction ¢y
est & support dans 0%. Par ailleurs, 0H = f%(l — )0 log WT@. Or
dlog T = 105 9709, et G(T)0p(T) = mp(r0T)

g
est tué par 1 — ¢1p. On a donc 0H = Q (1 — p¢) - (T710T). Comme 0T = % modulo
TOL[[T]], il s’ensuit que pop est la restriction & &% de x + réso(n(—=z, T)T~1dT) = 1.
Le résultat s’en déduit grace a la formule ¢yp(x) = zdm(x).
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Lemme 2.17. — (i) VH e Zt K 05,

(i) VH e tZ X 0% et VH — w.(VH) € tZT K 0.

(iii) Si A € P(OF) est la distribution vérifiant Ay = VH, alors fﬁ; A= %.
Démonstration. — On a VH = toH = Q(1 — @) - (#T14L) (cf. preuve du
lemme 2.16). On en tire le (i) et le premier énoncé du (ii) car 714L = m EX.
Maintenant, si 4 € 2(0%), Pappartenance de A, a t#* équivaut a la nullité
de [, oy @ pour tout caractére localement constant o de 0% (prop. 2.13, ces ca-
ractéres forment une base de l'espace des fonctions localement constantes sur
OF). Soit A (resp. A\g) la distribution dont la transformée d’Amice-Katz est VH
(resp. (1 — ) - T~). Comme VH — (1 — o)) - T~ € t#™*, les distributions \
et Ao prennent la méme valeur en tout caractére localement constant. Par ailleurs,
T~'t s’annule en tout point de 7"-division non nul, et vaut 1 en 0. On en déduit que
fa-’rﬂ'"ﬁF A= fa_”nﬁF Ao = q% pour tous a € 0% et n > 1, ce qui démontre le (iii). Il
s’ensuit aussi que |, on AN = J, oz @ Ao = 0 si o est un caractére localement constant
non trivial de &, et donc que [ on @ (A — w4 A) = 0 pour tout caractére localement
constant o.

Le second énoncé du (ii) s’en déduit, ce qui permet de conclure.

Lemme 2.18. — L’équation VY = —w.(VH) a une unique solutionY dans ZR O,

et oy (x) = —1gra'.

Démonstration. — Comme V = t0, et comme wy(VH) € t# K 0% d’aprés le
lemme 2.17, I'existence et 'unicité de Y résultent de la bijectivité de 0 sur Z X 0.
Enfin, il résulte du (ii) du lemme 2.17 que H +90Y € Z7 et donc que x¢p +x¢y = 0.
Le lemme 2.16 permet donc de conclure.

2.5.3. Prolongement de wy. ¢ ZX 0. —

Proposition 2.19. — 1l existe un unique prolongement continu de w, a Z X O
vérifiant V o wy, = —wy o V. De plus, wy vérifie aussi :
(i) ws = Ow,0,

(ii) 04 0 Wy = Wy © 041, pour tout a € OF,
(iil) wx o Resitrner = Resj—11n g, 0 Wy, pour tous i € OF et n > 1.

Démonstration. — L’unicité d’un prolongement éventuel est une conséquence du ré-
sultat plus général suivant :

Lemme 2.20. — Si f : ZX Oy — Z X O} est linéaire, continue, identiquement
nulle sur Z+ R 0%, et s’il existe k € L tel que Vo f = fo(k—V), alors f =0.

Démonstration. — Si § est un caractére analytique de O vérifiant x(J) = —k, et si
Vof=fo(k—V),alors

Vo (foms)=folx—V)=fomso(k—(V - r(8)) = (foms) oV,
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ce qui permet de se ramener au cas K = 0.

Maintenant, la condition V o f = —f o V implique que V¥ o f = (=1)*f o V¥,
pour tout k > 1. Comme V = t0 est injective sur Z X 0%, et comme f est supposée
identiquement nulle sur Z* K 0%, cela implique que f(z) = 0 s’il existe k > 1, tel que
Oy, = 0. Or ¢y, = ¢, = —¢, = —(xd.(z))’, et la condition ¢yr, = 0 équivaut
a ce que z¢,(x) soit localement polynomiale de degré < k — 1 en logz. Comme les
fonctions localement polynomiales en log sont denses dans LA(0F) (cela résulte du
(ii) du cor. 2.4, aprés un changement de variable y = log ), on en déduit que f est
identiquement nulle, ce que 'on cherchait a prouver.

Passons a la démonstration de l’existence. Nous allons en fait prouver 'existence
d’un prolongement vérifiant (i) et (iii). Si on veut que wy vérifie Vo w, = —wy oV,
on doit avoir

weH =Y,
et si on veut que (i) soit vérifiée, on doit aussi avoir
w (0" H) = 07+,
pour tout k € Z, et méme
Wi (O (Resinngp H)) = 0 (Res;-147mp,Y),

pour tous i € Op, k € Z et n > 1, si on veut que (iii) soit vérifié.

Si n > 1, fixons un systéme S, de représentants de O} modulo 7. On
peut alors écrire tout élément de LA, (0%), de maniére unique, sous la forme
ZiESn litrnop ZkeNai)k(%)k, ou a;; — 0 quand k& — oo. Maintenant,
Litrnog (%)k est I'image par f — ¢; de (iﬁ)kReSHﬂnﬁFﬁH, qui peut aussi
s’écrire sous la forme

(28)" (3, 7)™ 0 4™ (n(—i, T)OH) ) = (i, T)g™ 0 8 o ™ (n(—i, T)OH).

Il s’ensuit (cf. lemme 2.8 et sa démonstration pour la définition des E, ,,) que la famille

des (%) Res;trne.0H est bornée dans E, ,,, pour tout a > n. Pour les mémes rai-
. —1_4i\k . i~ k
sons, la famille des (87:”_1) Res;—1 e, 07'Y = (z@)‘k(l ;;8) Res;—1 gng, 07 'Y

est bornée dans E, ,, pour tout a > n, ce qui permet de définir w,(kn) sur F, , par

Wi (f—l- Z Z ai’k(%)kResiJﬂrnﬁFaH) = ws f+ Z Z ai’k(%)kR‘eSi—l_A'_ﬂ-nﬁFa_lY,

i€Sy kEN i€S, keN

si f € LA, (OF)* et sia;p — 0 quand k — co. Comme

k k
(9 ReSi+7Tn Or 8H - 6 ( Z Resi+j7rn+ﬂ—n+l Or 817)7
jmodm

on voit que w,(k") et w,(,f"“) prennent la méme valeur sur les 9*Res; . 0H, et donc
sur tout E,, par continuité et linéarité. On peut donc recoller les win) pour définir

un opérateur continu w, sur Z X 0.
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Il reste & vérifier que w, vérifie les propriétés demandées, et pour cela il suffit de
le vérifier sur les 0¥ H puisque les images de ces fonctions engendrent un sous-espace
dense de (ZX O%) /(% K O%). Or le (i) est a la base de la construction, et I'identité
V owy, = —w, oV aussi pour H ; les autres formules & démontrer s’en déduisent en
utilisant les formules de commutation de o,, 0, V et Resiyrng.

Remarque 2.21. — (i) On déduit de la rem. 2.15 que w, laisse stable le sous-
ensemble %, X 0% des éléments d’ordre r de Z X 0.
(ii) L’action sur LA(07%) induite par celle de w. est donnée par la formule

wied(z) = —2?¢(1).

En effet, pour ¢(z) = 71, cela résulte des lemmes 2.16 et 2.18. On en déduit le
résultat pour ¢(x) = ¥, si k € Z, en utilisant la formule 0 o w, 0 9 = wy, et le cas

général s’en déduit par continuité de w, et densité de ’espace des polyndémes dans
LA(O}).

Lemme 2.22. — Si § : O} — L*, est un caractére localement analytique, alors
ms o Wx = Wy OMg—1.

Démonstration. — L’identité est facile a vérifier sur 2 K OF car ms est la multi-
plication par . Le cas général s’en déduit en composant avec V et en utilisant le
lemme 2.20 (et les formules de commutation avec V : lemme 2.10 et définition de wy,
prop. 2.19).

3. (¢,I')-modules et G-modules

3.1. Construction de G-modules

3.1.1. G-faisceauzr sur P et P*-faisceaur sur Op. — Si M est une représentation de
G qui vit sur P, le module M+ = M X OF des sections sur O du faisceau associé,
considéré comme un PT-module topologique, vit sur r. De plus, si M admet un
caractére central w, alors M est complétement déterminée par la donnée du faisceau
Pt-équivariant M et I'involution ¢ de M+ X &% induite par I'action de w (c’est une
conséquence du fait que G est engendré par P+, w et le centre et P! est obtenu en
recollant Op et w - Op le long de 07%).

Plus précisément, z — (Resg, z, Resg,w-z) permet de décrire M comme ’ensemble
des (z1,22) € MT x M* vérifiant Resgs 2o = t(Resgs21). L'action de G sur M est
alors décrite par les formules du squelette d’action (avec z = (21, 22)) :

o (98)-2=(22,21)

eSiaec F* alors (§9) 2= (w(a)z,w(a)z).

eSiae O, alors (§9) 2= ((§9)z1,w(a) (2, 9)2).

e Siz' = (F9)- 2 alors Res,rﬁFz T9) -z et Resgrwz = w(m)(z2).
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eSibenOp, etsiz = (}1})- 2, alors (15)

Resg,2' = ()
ot up = w(l+b)

) - 21 et Reszo,wz = up(Resroy, (22)),

(67") oo (WD ) 00 (§ 1/GH) sur MY R adp.
Les formules pour l'action de (8 (1)) et (g (1)) viennent de l'identité matricielle
(2Nw=(Fw(=,"9),siz e F*, et celles pour I'action de (}?) de lidentité

0 1
10 _(14b O 1-1 1+b) 72 b(1+b)~ ! 11/(1+b
w(01)w—( 0 1+b)(0 1)w((+0) (+1) )w(o /(1 ))'
Remarque 3.1. — On peut essayer d’utiliser les formules ci-dessus pour construire

une représentation de G vivant sur P! a partir d'un PT-faisceau sur 0, d’un caractére
w : F* — L* et d'une involution ¢ des sections sur O%. Le probléme est qu’on
n’obtient pas forcément une action de G, mais plutot une action du groupe G engendré
librement par :

— un groupe Z 2 F* (on note z(a) 'élément de Z correspondant a a € F*),

— un groupe A° 2 @% (on note a(a) éléement de A° correspondant & a € O,

— un élément w d’ordre 2,

— un élément a(r),

— et des 3(b), pour b € 70,

(16)  Pour que P’action de G se factorise & travers G, il y a un

dont G est un quotient
certain nombre de conditions & vérifier : la plus évidente est que ¢ soit w-compatible,
Le. que a(a) ot =w(a)ioa(a™),sia € Op, car (§9)w=(39)w(a," 9), mais c’est
loin d’étre suffisant.

3.1.2. Compatibilité et dualité. — Si A € O, (X), si w € </7\(L), et si ¢ est une
involution de A X &%, on dit que (A,w,t) est compatible si action de G définie ci-

dessus se factorise a travers G. On note alors AKX, , P! 'espace des sections globales
du G-faisceau ainsi défini.

Proposition 3.2. — Si (A,w, 1) est compatible, il en est de méme de (A,w™",1*),
ot 1* : AR 0% — AR 0% est Uinvolution de AR 0% adjointe de v pour { , }. De
plus Uaccouplement { |, }p1, défini par la formule

{%,z}p1 = {Resg, %2, Respgr2} + {Respp,w - 2, Respow - 2},

fait de AR, , Pt et A&wq,,‘* P! les duaux de 'un de Uautre en tant que L|G]-modules
topologiques.

Démonstration. — La formule ci-dessus fournit une dualité parfaite entre les espaces
vectoriels topologiques considérés car 'accouplement { , } : A x A — L est un accou-
plement parfait d’espaces vectoriels topologiques. Il n’y a donc que la G-équivariance

15. La formule pour u, de [9] comporte plusieurs fautes de frappe comme me l’a fait remarquer
G. Dospinescu.
16. Via z(a) = (89), afa) — (& 9), oz(ﬂ')i—>(g(l)),u?i—)w,etﬁ(b)ﬁ((l)g).
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a vérifier. Or on a aussi
{Resg, 2, Resg,. 2} = {Resro, 2, Resrop 2} + {Resgs 2, Resgr 2},
d’aprés le dernier point de la prop. 1.12. Et comme, par construction,
{Resﬁ};é, Resﬁ;z} ={*- Resgr 2,1 - Resﬁ;z} = {Resﬁ;w - Z,Resgrw - z},

on peut aussi écrire {2, z}p1, en utilisant & nouveau le dernier point de la prop. 1.12,
sous la forme

{%,z}p1 = {Resrp,%,Resror2} + {Resgrw - 2, Resgw - 2}

On en déduit que {w- 2, w-z}p1 = {Z, z}p:. Les formules pour les autres générateurs
de G utilisés dans le squelette d’action sont alors des conséquences formelles de ce qui
précede et de la Pt-équivariance de { , } (premier point du (ii) de la prop. 1.12).

3.2. (p,T')-modules et U(gl,)-modules
Ce qui suit est inspiré de la formule de Dospinescu [14].
3.2.1. Construction de U(gly)-modules. — On note
et =(56), o= =(8%), v =(85), w =(99)
la base naturelle de gl, et U(gl,) son algébre enveloppante. Alors a™ + a~ commute
a tout, tandis que

+

at=ut, a +

atut —ut + + +_ g

U —uU a —u vty —uTut =at —a ,
et a™ et a= commutent. Le centre de U(gl,) est l'algébre des polynémes en at +a~

et en le casimir
C=vtu +u v +i(a" —a")*=2uu" +L(a" —a)(a" —a —2).

Rappelons qu’un (g, I')-module analytique A sur Z ou Z™ est muni naturellement
d’une action de I'algébre de Lie p du sous-groupe mirabolique de G, I'action de la base
naturelle (a™,u™) de p étant donnée par

+

ut-z=tz et at-z2=Vz.

Si k € L, on dit que A est k-compatible s’il existe ¢ € End A tel que
(2V—k—1)*>—¢) - A CtA.

Lemme 3.3. — Si A peut se prolonger en un G-faisceau de type analytique sur P*,
de caractére central w, alors A est k(w)-compatible.

Démonstration. — L’hypotheése implique que A est muni d’une action de U(gl,) pro-
longeant celle de U(p), telle que a™ +a~ agisse par k(w). Par ailleurs, 2C' +1 commute
aux actions de (g (1)), ( ﬁb;“ ?) et ((1) ﬁlF ) Il en résulte que 2C'+ 1 commute aux actions
de p, T et an(b, T), pour tout b, et donc aussi & Z* puisque la sous-algebre engendrée
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par les (b, T) est dense dans #Z", et aussi & Z puisque #Z"[71] est dense dans Z.
Autrement dit, 2C' + 1 € End A.

Par ailleurs, 2C + 1 = 4utu™ + (2at — k(w) — 1)? = dtu™ + (2V — k(w) — 1)?, ce
qui permet de conclure, avec ¢ = 2C + 1.

Si A est de rang > 3, il n’existe pas forcément de x tel que A soit kK-compatible
(c’est méme rarement le cas). Mais, si A est de rang < 2, c’est toujours le cas. Pour
énoncer le résultat, commencons par remarquer que, si A est indécomposable, de
rang 2, alors on est dans un des deux cas suivants :

e End(A)=1L

o Il existe un caractére localement analytique 6 de F*, i € N et £ € Hom,,, (F™*, L)
tels que A soit le (¢, T')-module de base e, e5 avec

pler) = d(mer, p(e2) = p'o(m)(ez + L(m)er),
oaler) = 8(a)er, oq(ez) = a'd(a)(es + L(a)er).

(On note A(6,4,¢) ce (¢,T')-module.) Dans ce cas, End A = L + Lt'N, ot N(e1) =0
et N(eq) = ey.

Proposition 3.4. — (1) Si A = Z(5) ou Z7(5), alors A est r-compatible pour
tout k, et alors ¢ = (2rk(8) — Kk — 1)2.
(ii) Si A est de rang 2 et si End(A) = L, il y a deux cas :

o L’opérateur Ogen de Sen n’est pas scalaire, auquel cas, si o, B sont les poids de
Hodge-Tate de A, alors A est k-compatible si et seulement si Kk = a+ — 1, et alors
c=(a—p)>2.

® Ogon = «, auquel cas A est k-compatible pour tout K, et ¢ = (2a — Kk — 1)2.

(iii) Si A = A(6,14,4), alors :

e Sii#0, alors A est k-compatible si et seulement si k = 2k(5) +i— 1, et tout
¢ de la forme i2 + cot' N convient.

e Sii=0, A est k-compatible pour tout k, et

c=(2k(6) —r — 1)% + 2(2k(8) — k — 1)Z'(1)N.
Démonstration. — Cela se démontre sans probléme en utilisant le lemme 1.16.

Remarque 3.5. — Si A est indécomposable, de rang 2, il ressort de la discussion
ci-dessus que ¢ est uniquement déterminé par x sauf dans le cas pathologique ou

A = [Z(5) — R(x%0)], et i > 1.

Proposition 3.6. — Si A est k-compatible, et si c est tel que ((2V—/€—1)2—c) ‘A C
tA, on peut munir A d’une unique action de U(gly), prolongeant celle de p, grace auz
formules

(at+a”) - z=krz et C-2=73(c—1).
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De plus) goh = Ady(h) o g, pour tous g € P* et h € U(gly).

Démonstration. — Comme C' = 2utu™ + 2(a™ —a7)(a™ —a™ — 2), les formules de
la proposition impliquent

a =r—at et um =7 (2V-r-1)>%-¢).

On en déduit I'unicité.

Pour prouver l'existence, il s’agit de vérifier que les formules ci-dessus définissent
bien une action de gl,. La relation a®u™ — uta™ a déja lieu dans U(p). Maintenant,
par construction, la relation C' = 2u™u™ 4 $(a™ —a7)(a™ —a™ — 2) est respectée, et
C commute & at,a” et ut (car K, c € EndA), et a™,a

commutent. En multipliant
cette relation & droite et & gauche par a™, on en déduit que aTuTu™ —utu"a™ =0,
et donc ut (1 +at)u™ =uTu~a™. Comme u™ est injectif (c’est la multiplication par
t), il s'ensuit que u~a™ — atu” = u~. Enfin, en multipliant la relation ci-dessus a
droite et & gauche par ut, et en utilisant la relation

(@™ —a)(a" —a —2ut =(a" —a )uT(a" —a")=ut(a" —a” +2)(aT —a"),

on obtient

2ut (e —u ut) = J(ut (et —a")(a" —a” —2) = (a" —a")(at —a” —2)uT)
=2ut(at —a")

et donc utu~™ —u~ut = at — a~. Cela prouve que les relations décrivant gl, sont
respectées par ’action que nous avons définie, et donc que nous avons effectivement
défini une action de U(gly).

Maintenant, si ¢ € PT, on peut faire agir h € U(gly) par g~' o Ad,(h) o g. Cette
nouvelle action coincide avec celle de U(p) puisque Paction de p est 'action infini-
tésimale de PT, et vérifie les formules ci-dessus sur a™ + a~ et C puisque ceux-ci
commutent avec ’action de Pt et que c en fait autant. Par unicité, on en déduit la
formule demandée.

3.2.2. Unicité d’un prolongement a P!

Proposition 3.7. — Soient A indécomposable, de rang 2 et w: F* — L* un carac-
tére localement analytique. Si A n’est pas pathologique, il existe au plus un prolonge-
ment de A en un G-faisceau de type analytique sur P, de caractére central w.

Démonstration. — Un tel prolongement est complétement déterminé par la restriction
¢ de laction de w sur A K 0%, et méme sur A K (1 + 7"0F) car on peut conjuguer
par l’action de (5(’); ?). Or

(D DD DG =

17. Ady est I’action adjointe de G sur son algébre de Lie [i.e. Adg(h) = ghg™!, le calcul se faisant
dans My (L)].
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I s’ensuit que ¢, sur AK(1+7"OF), est déterminé par 'action de ( % 9) sur ARG =
A.

Maintenant, A est un espace LF muni d’une action continue de 2(U), ou U =
(r&. 9). On peut lécrire comme une limite inductive de fréchets, stable par 2(U)
et denses dans A. Soit F' un de ces fréchets, et soit v une valuation continue sur F.
Quitte a raffiner v on peut la supposer invariante par U, ce qui fait que le complété F
de F pour v est muni d’une action de Z(U). Comme c’est un banach, ’action de U
qui en résulte est analytique, et il existe n tel que (ﬂ_ln ?
de 7"u~ sur F , ce qui prouve qu’elle est uniquement déterminée sur F, et donc sur
F, et donc aussi sur A par continuité, par 'action de U(gl,).

Comme celle-ci est uniquement déterminée par k(w) d’aprés la rem. 3.5 et la
prop. 3.6, cela permet de conclure.

) agisse comme ’exponentielle

Remarque 3.8. — (i) La méme démonstration prouve que, si A est de rang 1 (et
donc de la forme Z(0)), il existe au plus un prolongement de A en un G-faisceau
sur P! de caractére central w. Dans le chapitre suivant nous construisons un tel
prolongement & partir de séries principales.

(i) Si A = [#(01) — Z(62)], il ressort de la prop. 3.4 et des formules de la prop. 3.6
(et de sa preuve) que, méme dans le cas pathologique, le sous-module Z(4;) de A
est stable par l'action de U(gly). On en déduit, par les mémes arguments que dans
la preuve de la prop. 3.7, que si A se prolonge en un G-faisceau sur P! de caractére
central w, il en est de méme de Z(01) et Z(d2) et que on a une suite exacte de
G-modules

0— %(6,) X, P! - AR, P! — %(5) X, P! — 0.

3.2.3. Involutions gly-compatibles sur AKX OF. — Soit A un (p,I')-module sur Z
ou Z*, muni d’une action de U(gl,) prolongeant celle de U(p). Soit w : F* — L*
un caractére localement analytique. On suppose que A est x(w)-compatible et que
at +a” = k(w).

Soit ¢ une involution de AR &%. On dit que ¢ est gl,-compatible si Loh = Ady,(h)ou,
pour tout h € gly. A partir de w et ¢, on définit, comme ci-dessus, une action de G

sur

AK,, P! = {(21,2) € A, Resgr 22 = L(ReSﬁ;,Zl)}.
Lemme 3.9. — Si . est gly-compatible, il existe sur AKX, , P! une unique action de
U(gly), prolongeant celle sur A, et telle que l'on ait g o h = Adg(h) o g, pour tout

g€ G : cette action est donnée par la formule (18)

h-(z1,22) = (h-2z1,Ady(h) - 22), sih € gly et (z1,22) € AR, Pl

18. Sig e é, on définit I’action adjointe de g sur gl, comme celle de son image dans G.
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Démonstration. — La formule est équivalente & demander que woh = Ad,,(h)ow, et
elle définit bien un élément de A X, , P! car on a supposé que ¢ est gl,-compatible ;
on en déduit l'unicité et la formule potentielle pour Paction de U(gly).

Que cette formule vérifie bien la compatibilité voulue avec 'action de G est une
conséquence formelle du fait que c’est vrai sur & pour I'action de PT (prop. 3.6) et
pour celle de ¢ sur 0% par hypothése : par exemple, vérifier que 3(b) ou™ = ut o 3(b),
sib € w0p, est évident sur O et, sur w - 10p, cela équivaut a vérifier que

gLt g2l gz U Z=U -g1-L-Ga-l Gg3-%
pour tout z € A X r0p, avec g = (13‘17 13_b)((1)*11), go = ((HS)’2 b(lJrlb)fl) et
g3 = (é (Hi’)_l ). Oronags-u"z=Adg(u")-gs- 2 puisque z € AKX Op, puis
t-Adg(u7) - g3-2=Ady o Adg(u™) - g3z = Adug,(u™) -t - g32
car g3 -z € AK (1 +70F) C AKX OF, et ainsi de suite... On obtient finalement
gl'1/'92'L'QB'uiz:Adglwggwgy,(ui)'gl'L'92'4'93'Zy

ce qui donne le résultat cherché puisque g1wgswgs = w( § ll’)w commute avec u~ .

4. Série principale et (¢,T')-modules analytiques

4.1. La série principale analytique de GLy(F)
4.1.1. La représentation B(d1,02). — Soient 01,9 € :%\w_an(L). Notons ¢ et w les
caractéres

0= 5152_19(1 et w=010x"" (et donc d5 = wxél_l).

On dit que (31, 82) est générique si 0 ¢ {z*, k € N} et spécial dans le cas contraire.

Soit B*"(dy,d2), lespace des ¢ : F — L localement analytiques, telles que
0(x)¢(1/x) se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage de 0. On munit
B2 (81, 02) d’une action & gauche de G définie par

((‘Z g) gi))(:z:) = da(ad — be)d(a — cx)qﬁ(zai;ﬁ)

Le dual de B** (1, d2) s’identifie & un espace de distributions sur P!, et Paction de
G devient :

/Plgb(‘clg) =07 x(ad — be) 5(cx+d)¢(zgfis) w(z).

P!
Remarque 4.1. — La représentation B®"(d1,02) s’interpréte, plus conceptuelle-
ment, comme !induite analytique Ind% 6, x ' ®d, du caractére (29) — d1x"*(a)d2(d)
de B. Rappelons que, si W est une représentation localement analytique de B, alors
Indg W est 'espace des fonctions gz~5 : G — W, localement analytiques, telles que
d(xh) = h=' - ¢(z), pour tous = € G et h € B; cet espace est muni d’une action de

G donnée par (g- ¢)(z) = ¢(g~ ).
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Si ¢ e Ind% W, on peut lui associer ¢ : F' — W en posant ¢(z) = é((é{))
Comme

-1 T— a—cz a—czr -1
(z (l;l) ((1)%) = (é (d b){( )>( c (ad—bc)o/(a—cw)) ’

on voit que ¢ — ¢ permet d’identifier Indg W & l'espace des ¢ : F — W localement
analytiques, telles que = — (_1’” 1%) . ¢(%) se prolonge en une fonction localement
analytique en 0, muni de I'action de G définie par

(((cl Z) : ¢) ((E) = (a_ccac (adfbc)o/(afca:)) ’ QS(ZaiZ;))

Lemme 4.2. — (i) Le caractére central de B*(01,02) est w.
(ii) B*2(d1,02) admet un caractére infinitésimal prenant la valeur k(1) + x(d2) — 1
sur at +a” et 2((k(61) — K(82))% — 1) sur le casimir.

Démonstration. — Le (i) est clair sur la formule. Pour prouver le (ii), notons simple-
ment k1, ko les poids de d; et Jo. Des calculs immédiats fournissent les formules :

utp=—¢, ato=(r—1p—a¢, u -¢=—(k —ry—Drd+a°¢.
Par ailleurs, le (i) implique que
at+a =K1 +re—1et (am—a") - ¢= (k1 — ko —1)p—2z¢.

On en déduit que

3" —a™)? ¢ =5k — k2 = 1)%6 — 2(k1 — k2 — )¢ + 2279
wtu™ <o = (k1 —Hg—l)q’)-&-(,ﬁ _52—3)$¢/—m2¢”
wut g = (k1 — ko — g’ — 27"

et donc C - ¢ = 3 ((k1 — k2)? — 1)@, ce qu'il fallait vérifier.

4.1.2. Composantes de Jordan-Hdélder. — La représentation B*"(d1,d2) n’est, de ma-
niére visible, pas toujours irréductible (par exemple, si § = z", les polynémes de
degré < k forment une sous-représentation W (dy,d2) de dimension k + 1). Ses com-
posantes de Jordan-Holder ont été déterminées par Schneider et Teitelbaum [27].
L’énoncé du résultat (prop. 4.4 ci-dessous) va demander un peu de préparation.

e Si x1,x2 € é\(L) sont localement constants, on note Ind"™*°(y; ® y2) 'espace
des ¢ : G — L, localement constantes, telles que ¢((29)g) = x1(a)x2(d)¢(g), pour
tous g € G et (g g) € B. On munit Indhsse(Xl ® x2) d’une action de G grace a la
formule (- §)(g) = o(h~"g).

e On note St la steinberg : c’est le quotient de Ind"™°(1 ® 1) par les fonctions
constantes.

Les résultats suivants sont parfaitement classiques [19, th. 3.3].

Proposition 4.3. — (i) Indlisse(Xl ® x2) est une représentation irréductible de G
sauf si x1 = X2 ou si x2 = |z[2x1 : dans le premier cas, Ind™*°(x; ® x2) est une
extension de St ® x1 par x1, dans le second, c’est une extension de x1 par St ® xi.
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(ii) Si &y # |2|F102, alors Ind"™*°(|z| =16, ® &) = Ind"™*° (|| 10, ® 61) (et les deux
représentations sont irréductibles).

e Si k(6) = k € N, on note B8(5;,53) 'ensemble des fonctions ¢ : F — L,
localement polynomiales de degré < k, telles que 0(z)¢(1/x) soit polynomiale, de
degré < k, dans un voisinage de 0. Alors, muni de 'action de G ci-dessus, B*8(§y, )
est une sous-représentation de B*(41,d2), et on a

B™8(6,8,) = (Ind™*z %6 ® 1) ® Sym" ® d.
e Si § = 2*, avec k € N, on pose
W(81,02) = Wi @0y et St™8(5;,05) = Stx®da, avec Wy = Sym” et St = St@Sym”.

Alors W (41, d2) est une représentation de dimension finie dont la duale est W (41, d2) ®
w1 (cela suit de ce que la duale de Sym"* est Sym”* @ z=%).

Proposition 4.4. — (i) Si k(5) ¢ N, alors B*(d1,02) est irréductible.
(i) Si k(6) = k € N, alors ()51 induit un morphisme équivariant surjectif de
B8y, 6) sur B (z=17k§,, 217%6,) dont le noyau est BM8(51,05), et donc

Ban(51’52) = [Balg((;h 52) — Ban($717k61,$1+k52)].

(iii) La représentation BM8(y,85) est irréductible sauf si 6 = z¥ ou § = |z| =22,
avec k € N, et on a

B(xk+1|33|52752) = [Wk — Sty — B(|x|,xk+1)} ® 0o,
Bk 185, |2]8,) = (St — Wi — B(1, |z]|2" )] ® 6.

4.2. Extensions de composantes de Jordan-Hdélder de séries principales

4.2.1. Résultats génériques. — Kohlhaase [22] a calculé beaucoup des groupes d’ex-
tensions entre séries principales. Nous allons avoir besoin de compléter ses résultats.
Commencgons par rappeler ce qu’il a démontré.

Soient (d1,d2) et (87, 05) deux couples de caractéres analytiques de F*, et soient
§ = 06105 x " et Ext = Exty(B(01,02), B(8),05)).

Proposition 4.5. — (1) Si k(§) ¢ N et si 61 # 02, alors Ext = 0 sauf si :
e (01,05) = (1,02) ot dimExt = 2,
e (01,84) = (62,01) ot dimExt = 1.
(ii) Si 61 = 82 (et done k(0) = —1 ¢ N), alors Ext = 0 sauf si (87, 8%) = (61,92).
(iii) Si k(6) € N, alors Ext = 0 sauf si (01,05) est égal & (91,02), (d2,01) ou
(1‘717'{(5)51,5614»'{(6)52).
(iv) Si k(0) € N et si 6y # G227+ alors Ext est :
e de dimension 2 si (67,8%) = (61,02)
e de dimension 1 si (87,05) = (d2,01).
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Démonstration. — C’est une traduction de [22, th. 8.15], en tenant compte du fait que
nos extensions sont supposées avoir un caractére central (cela fait passer la dimension
de 4 a 2 dans le cas ou les deux couples sont égaux).
4.2.2. Extensions de W (61,02) par St*(81,682). — Si § = ¥, avec k € N, on note
St*(d1, 02) le quotient de B(d1,d2) par W (o1, d2).

Si £ € Hom,,(F*, L), on note ¢* la fonction valant 0 sur & et coincidant avec £
en dehors de O (notons que les £ forment un L-espace vectoriel de dimension 2 de
base v; et log™, ot log est le logarithme normalisé par logp = 0). Soit

Y(51,52) = {¢+ ID'U;)L +Q10g+, (;3 c Stan((sl,ég), P,Q S W((51,52)}

On munit Y (01, d2) d’une action de G, étendant celle sur St*"(d1, d2), en posant

a:z:+b)( Jr(asc+b
cx+d cx+d
(Le membre de droite est dans Y (d1, d2) car £7 (%) +l(cx+d)—L" (x) est localement
analytique sur P!.) Si ¢ € Hom,,(F*,L), on note E; le sous espace St*"(d1,d2) @
W (61, 02)¢T de Y (61,682). On a donc

Y (01,02) = [St*(61,02) — (Homa, (F*, L) @ W (81, 62))]

E; = [St*"(61,02) — W (1, 62)]

(PeH)x (¢ 4) = x67 ' (ad — be) (cx + d)* P( )+ l(cx +d)).

Proposition 4.6. — L’application ¢ — Ey induit un isomorphisme
Ext! (W (81, 82), St™ (61, 62)) = Homp (F*, L).
Démonstration. — Il suffit de recopier la preuve [10, th.2.7] dans le cas F' = Q,,.

4.2.3. Extensions de By, par St;,. — On rappelle que St = St® W, ot Wj, = Sym*.
On note By, la représentation B(x*+1|x|,1)/W},. En tant que B-modules, St @ W}
s’identifie & ’espace LP[CO’k](Qp) des fonctions localement polynomiales & support
compact dans Q,, et By, aux fonctions localement analytiques sur P!, nulles en co (une
telle fonction admet un développement en série de la forme ) ., a,2™" au voisinage
de c0) : en effet, B(z**!|z|,1) s’identifie aux fonctions ¢ localement analytiques sur
Q,p, avec un pole d’ordre < £, mais comme on travaille modulo I'espace Wj, des
polynomes de degré < k, on peut remplacer ¢ par I'unique élément de B(z**!|x|,1)
qui lui est équivalent et qui s’annule en oo.

Lemme 4.7 — L’application naturelle
Exté(Stk,B(|x|,xk+l)) — Ext%_}(Stk,B(|x|,xk+1))
est injective.

Démonstration. — Posons I1; = B(|z|, z¥t1) et Tl = Sty. Soit 0 — II; — II — II, —
0 une suite exacte d’éléments de Rep® G qui est scindée quand on la restreint a B.
Il existe donc ¢ : IIy — II, B-équivariant, et on peut écrire tout élément v de II, de
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maniére unique, sous la forme v = (v1,v2) = v1 + ¢(v2), avec v1 € II; et vy € Il5. Soit
A1l — IIy, définie par (93) - ¢(v) = A(v) +¢((93) - v). On a alors
w- (v1,v2) = (W- vy + A(v2),w-v2) et b-(v1,v2) = (b-v1,b-v2), sibe B.
Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 4.8. — (i) Sivells, ona
(98) M) +A(95) ) =0 et M(§3) v)=(52) ).
(i) Soient y € Qp et b = (0 yl ), u=(gY) etu = ((1)3/11) Alors, pour tout
v € Iy,
Ab-v) = @)™ w- (u-Av) = Mwuw - v)).
Démonstration. — Le (i) est une traduction des identité w? = 1 et w(g 3) = (g 2)11}7
qui impliquent
o, ) 2 (0,2) =w- (/\(2) ) (w A(Z) + Aw - 2), 2)
((52) - A ’(82)w 2)=(§a) - ( = (§4)w-(0,2)
=w(g?)- (O,z) =w: (0, (32) )= (A(82) - 2)w(Ed) -2)

(ii) Un petit calcul montre que u = w - u' - w - b - w. On obtient donc, en utilisant
les formules pour les actions de w et B données plus haut,

(0,u-2) = wu'wbw - (0,2) = wu'wb - (A\(2),w - z) = wu'w- (b- A(2),bw - 2)
= wu' - (wh- \(2) + A(bw - 2), wbw - 2)
=w- (Wwb-Az)+u - MNow - 2),v'wbw - z)
= (wu'wb - A\(2) +wu’ - Mbw - 2) + Mu'wbw - ), wu'wbw - 2)
= (uw - A\2) +wu - Abw - 2) + Mwu - 2),u - 2).
Pour en déduire le résultat, il suffit alors de prendre z = w - v et d’utiliser la formule
w-Az) = =Mw-z) du (i).

Revenons a la preuve du lemme 4.7. Appliquons la formule du (ii) du lemme 4.8
av =1z et a y € pZ,. Alors (,9) v = v, et la formule devient A(b-v) =

(u)~t - (wuw — 1) - ¢, ot 'on a posé ¢ = w - A(v) € I1;. Maintenant,
— - _ - -1
(@)™ = (37") et (@) twuw = (57) () = (5 7)

et ((28) ¢)(z) = (ad—bo)*+ ¢(4=b) dans II; (les éléments de II; sont localement

(a—cx)k+2

analytiques sur P! avec un zéro d’ordre > k + 2 en oo puisque le caractére J, est

27%=2 dans ce cas) :

e Le membre de droite est donc z + (—xy) F~ 2(1)(“;2;) —dx+y ) et six

est fixé, est analytique par rapport & y dans un voisinage de 0, avec un zéro en 0
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d’ordre > k +2 (le zéro d’ordre k + 2 de ¢ en oo fournit un zéro d’ordre 2(k+2) en 0
1
pour y (b(wfzy ), ce qui contrebalance le pole d’ordre k + 2 de y — (—zy)~F~2).
e le membre de gauche est A(z — 1_,_ 27 (—xzy~" — 1)¥) et est localement poly-

nomial en y~ 1.

Il en résulte que les deux membres sont identiquement nuls dans un voisinage de
0, ce qui prouve qu’il existe £ € N tel que Ker A contienne (g _;,1 ) -, s vp(y) > L.
Q, 0
0 Qy

(ay(;l Py)(g 7;_1) Sv = (g ayl_l) - v quels que soient a € Qy et b € Qp vérifiant
vp(b) > £), et donc aussi (§ %) v, si vy(a) > v,(b)+£). Il n’est pas difficile de montrer
que ces fonctions engendrent Il (en effet, (p(;l ’17) 0= 1pypnz, (%‘nb)k), ce qui prouve
que A est identiquement nul et donc que II = IT; @ II; en tant que représentation de

Comme Ker X est stable par ( ) d’aprés le (i) du lemme 4.8, il contient aussi

G. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.9. — (i) Extg(Stg, Sty) = 0.
(ii) Extg(Sty, B(|z], 2*t1)) = 0.
(i) Extg(Stg, By) = 0.

Démonstration. — Si Il est une extension de Sty par Sty, alors II est localement
algébrique, et donc isomorphe a Il ® Symk , ou I est localement constante et est un
extension de St par St. On peut donc déduire le cas k général du (i) du cas k = 0 qui
est classique.

Passons au (ii). Soit IT une extension de St par B(|z|, z¥*1). Notons u;, 'opérateur
(ut)kE+L,

e uy, est identiquement nul sur Sty,

e le conoyau de uy, sur B(|z|, z%*1) est de dimension finie < k41 (en effet u* agit
comme % et toute fonction ayant un zéro d’ordre > 2k+3 en oo peut se primitiver k41
fois, et donc B(|z|, z**1) /uy est engendré par les 1pi_z x ™%, pour k+2 < i < 2k+2),

e St; est la somme directe de ses espaces propres pour ’action de a™ dont les
valeurs propres sont 0,1,...,k [ c’est I'espace des fonctions localement polynomiales
de degré < k avec action de (8 (1)) donnée par la formule ((‘5 ‘f) . ¢) (x) = a’%(%) ],
alors que les valeurs propres de a*t sur B(|z|, z¥1) /uy, sont k+1,k+1+2,...,2k+1.

Il résulte des 3 points ci-dessus que l'application de connexion de St}i’“zo = Sty
dans B(|z|,2**1) /uy est identiquement nulle, et donc que la suite

0 — B(|z|,z*1)w=0 - m+=0 5 St;, -0

est exacte.
Maintenant, B(|z|,z¥T1)“=0 est la somme directe de ses espaces propres pour
laction de a® dont les valeurs propres sont —1,—2,...,—k — 1 [ c’est I'espace des
a0

fonctions localement polynomiales de degré < k avec action de (0 1) donnée par la
formule ((8 (1)) : (b) (z) = a*1¢(§) ], et donc Sty s’identifie au sous-espace de IT**=9,
somme directe des espaces propres de a™ pour les valeurs propres > 0, et cet espace
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est stable par B (c’est di a la relation a™u™ = u™(a¥ + 1) qui montre que laction de
((1) C’ip) ne peut qu'augmenter les valeurs propres de a™). Il s’ensuit que Sty s’identifie
4 un sous-B-module de IT et donc que la restriction de II & B est scindée. On conclut
la preuve du (ii) en utilisant le lemme 4.7.

Le (iii) étant une conséquence des (i) et (ii), puisque By est une extension de
B(|x|,z%*1) par Stg, cela permet de conclure.

4.3. Le G-module %(6;) X, P!

4.8.1. Série principale et G-faisceaur sur P1. — Si 61,65 € @_an(L), on définit
Ls,,5, Sur Z(01) X 0% par la formule

151,00 (2 ® 01) = (01(—1) wy 0 my-1(2)) ® 0.

Il résulte du lemme 2.22 que s, 5, est une involution qui laisse stable 21 (6,) K 0.
Si M = R(61), #(61), #~(61) = #(61)/%7* (1), on note simplement M X, P! le
module M &wwl‘é? P'. Nous allons prouver que I’action de G sur Z#(01) K, P! se
factorise a travers G et dévisser le G-module ainsi défini.

Comme g, 5, laisse stable Z71(8;) ) OF, elle induit des involutions de Z2(0%) et
LA(O%).

Lemme 4.10. — (i) L’action induite sur LA(O%) coincide avec celle de w sur
B(61,92).
(if) L’action induite sur P(0r) coincide avec celle de w sur B(d2,01)* @ w.

Démonstration. — L’action de w sur B(d1,02) envoie ¢ sur

= 0(=1)o(=2)¢(3) = =01 (=1)d(x)¢(3).

L’action induite par ¢5, 5, envoie ¢ sur

@ 61 (— 1w (67 o2x 1) (x) = —d1(— 1)z 20 ooy (1) 8(L),

x x

et on retrouve l’expression ci-dessus en utilisant le fait que x(z) =z si z € 0.
Enfin,

b5, 52 (1) = 61(—1) /

o

O3 s ger ) =01(-1) [ 878 @0 ()

* * *
ﬁF F ﬁF

et la comparaison avec action de w sur B(d2,d1)* ® w est immédiate.

Corollaire 4.11. — (i) #%(61) X, P! = B(62,61)* @ w.
(i) (%2(61)/%*(61)) K, P! = B(8y,85).

Démonstration. — Compte-tenu du lemme 4.10, il suffit de vérifier que les actions
de Pt sur 2(0F) et LA(OF) induites par celle sur Z(d1) coincident avec celles sur
B(d2,01)* ® w et B(d1,02) respectivement. Cela découle sans probléme du (iii) du
th. 2.3.
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Proposition 4.12. — L’action de G sur Z(61) K, Pt se factorise a travers G et on
a une suite exacte de G-modules

0— B(52,51)* KRw — %((51) XW P1 — B(51,52) — O,
ou, de maniére Guivalente, une décomposition
Z(51) B, P! = [B(wxdy*,61)* @ w — B(d1,wxd; ).

Démonstration. — Commencons par vérifier que l'action de ¢ = 5,5, est gly-
compatible. C’est vrai sur Z7(81) K 0% = B(d2,61)* ® w puisque l'action de gl,
est I’action infinitésimale de celle de G. Maintenant, la formule o a™ = a~ o ¢ est
immédiate en revenant aux définitions; il suffit donc de vérifier que f = tou™ —u~or
est identiquement nul sur Z(d;) X 0% sachant qu’il lest sur Z7(6;) K 0%. Or un
petit calcul montre que foV = (k(w) — 1 —V) o f, et le lemme 2.20 permet d’en
déduire que f = 0.

Il ’ensuit que goh = Ady(h)og, pour tous g € G et h € gl,. En particulier, si g est
dans le noyau de G— G, alors g commute a l’action de gl,, et il en est de méme de g—1.
Or g—1 est identiquement nul sur B(d2, 1)* @w puisque G y agit & travers G, et donc
g—1 induit un morphisme gl,-équivariant de B(d1, 62) dans B(ds,01)*@w. Maintenant,
I'ensemble des éléments de B(d1,d2) tués par une puissance de u™ (resp. de u™) est
dense dans l'espace des fonctions de B(d1,02) a support compact dans F' (resp. dans
P! — {0}) car il contient I’espace des fonctions localement polynomiales & support
compact dans F (resp. son image par w). Par contre, ’ensemble des éléments de
B(62,61)* ® w tués par une puissance de u™ (resp. de u™) est contenu dans l’espace
des distributions de support {oo} (resp. {0}) qui est fermé dans B(dz,01)* @ w. 11
s’ensuit que g — 1 envoie les fonctions & support compact dans F' sur des distributions
a support {oco}, et comme g — 1 commute avec les Resy (cf. (ii) de la rem. 3.1), cela
prouve que g — 1 est identiquement nul sur LA (F'). Pour les mémes raisons, il 1’est
aussi sur w - LA, (F), et donc g — 1 est identiquement nul.

Ceci permet de conclure.

Remarque 4.13. — Comme GLy(OF) est engendré par w et (ﬁO; ﬁ;F ), il résulte du
(i) de la rem. 2.21 que, sir > [F : Q,]—1, le sous-module %,.(61)X,P* de 2(5;)X, P!
est stable par GLo(OF).

Proposition 4.14. — Le dual de #(6,) R, P est Z(x0; ") K, 1 PL.

Démonstration. — Compte-tenu de la prop. 3.2, il suffit de vérifier que ’adjoint de
w sur Z(61) B, 0% est w agissant sur Z(xd; ') K, -1 O%. Or ces deux applications
satisfont la relation de commutation o, o f = w(a)~!foo,-1, et les suites exactes

0— B((SQ,(Sl)* Rw — %(61) X, P! - B(51,62) — 0
0 — B(61,02)* = Z(x6; ) B, P! = B(02,01) @w™ ' =0



REPRESENTATIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES DE GL2(Q,) 43

montrent qu’elles coincident sur %% (xd; ') M,-1 0% = B(d1,02)*. On conclut en
utilisant 1'unicité d’un prolongement & Z(xd; ') X, -1 0% vérifiant la relation de com-
mutation ci-dessus : en prenant la dérivée en a = 1 de la relation de commutation
avec o,, on obtient que la différence vérifie Vo f = f o (k(w) — V), ce qui permet
d’utiliser le lemme 2.20 pour en déduire que f = 0.

4.8.2. Lopérateur 0 : #(61,02) — Z(xd1,02). — On note Z(61,92) le module Z
muni de I’action de Pt induite par celle de Z(6;) X, P!, ot w = §1d2x . Le sous-
module Z* de % est stable par Pt et on note Z% (01, 62) le Pt-module ainsi obtenu
et %7(51, 52) le Pt-module «%(51, 52)/%+(51, 62)

Le dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique permet d’identifier Z7(d1,d2) et
H~(61,02) respectivement & Z(0r) et LA(Op) munis des actions données par les
formules

/ﬁ (b (((l]; (1)) *91,02 ,LL) = o 61(&)626;1)(_1(1 + bx)qb(lialc)m) H

(((l]; ?) 01,02 ¢) (SC) - 52(0‘)5152_1)(71(0’ - bx)gﬁ(a_xbﬂ)

Proposition 4.15. — 0 : Z — % induit un morphisme Pt -équivariant de (51, 02)
dans X (x01,92).

Démonstration. — O envoie Z1 dans Z7 et opérateur sur Z(0F) qu’elle définit est
la multiplication par z. Vérifions que cette application est bien PT-équivariante.

[ 00((i) snn) = [ 260 (59) s 0)
Or Or

= ; 51(a)d207 X1+ bx)%‘ﬁ(l%w) H

En regroupant les a de d1(a) et 157 ainsi que les 1 +bx de 5207 XM (1+bx) et Tris)
on reconnait la formule pour fﬁF & ((¢9) wo1,0, O).

Ce qui préceéde montre que la restriction de 9 a Z1(d1,d2) est PT-équivariante.
Nous allons en déduire le résultat pour Z(d1,ds). La AT-équivariance résulte des
formules oo, = ac,00 et Doy = ppod. Il suffit donc de vérifier que & commute (19)
a u(b). Pour cela, commencons par vérifier que 9 commute & u~. L’action de u~ sur
Z(51) est celle de =1(V — £(61))(V — k(d2)), ce qui se traduit par u~ = Z2V(V —
(0207 1)) sur Z(d1,02). De méme, u~ = V(v - k(0207 ™)) sur Z(x6y,62).

Comme 9 = %V sur Z, on est ramené a vérifier que

1_ 1 1 1
TV VY = R(0601) = SV(V = (828, ) 5V,

ce qui résulte de ce que (V —k)-1 =1.(V—-k—1), car V = t%, et de ce que

t t
k(0207 1) = k(G207 1) — 1.

19. Cf. § 0.5 pour la définition de u(b) et a(a).
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Maintenant il existe £k € N tel que (i ?) = exp(bu~) sur &l pour tout b €
7% 0p. Comme 0 commute & v, il s’ensuit que, pour tout b € 7¢O, (11) (1)) commute
a 9 sur &l et done aussi sur &% par restriction et donc sur Z par continuité

et densité de &9 dans #Z. Si b e n0p, on a
dou(b)a(r®) = 0o a(r®)u(r*b) = a(x®)u(x"b) 0 0
= u(b)a(n") 0 0 = u(b) 0 3 o a(r").

Il s’ensuit que u(b) et @ commutent sur 'image de a(7*), c’est-a-dire sur Z X 7% 0.
Enfin, si U = Op — 7*0F, Popérateur u(b)Ou(b)~t — & commute avec u~ et Resy,
et est identiquement nul sur £+ X U et donc induit un morphisme u~ équivariant
de LA(U) dans Z X U. Or un tel morphisme est identiquement nul car le noyau de
(u™)* sur Z est a support {0}, alors que la réunion des noyaux des (u~)* est dense
dans LA(U), car son image par w est I'espace des fonctions localement polynomiales
sur wU qui est dense dans LA (wU).

5. Cohomologie analytique

Soit H un semi-groupe F-analytique : les exemples que nous avons en vue sont
H = GLy(F) et ses sous-semi-groupes A+, Pt Pt G+ = (ng Zg) NG, etc.

Si M est un H-module de type analytique [i.e., un espace de type LF (limite
inductive de fréchets : M = @S @T Ml ot les MI™*! sont des banachs) muni
d’une action de H se prolongeant, par continuité, en une action de Z(H°) si H® est
un sous-groupe ouvert compact de H|, on note C3, (H, M) le complexe

da

an )

ou CI (H, M) est I’espace des fonctions localement analytiques (localement & valeurs
dans un %iinr M5! et dont la composée avec la projection sur Ml est analytique,

pour tout ) de H™ dans M (avec CO (H, M) = M), et d,, 41 est la différentielle
n—1

dn+1¢(90, -5 Gn) = go-c(gi, - > gn)+ »_ (=1)Fe(gos -+, gigit 1, -5 gn)+H(=1)" 1 e(go, -, gn—1).
i=0

On note H! (H, M) le i-éme groupe de cohomologie de ce complexe.

5.1. Quelques résultats d’annulation
5.1.1. Cohomologie de U
Sin e N, soit U = (™" 7).
Lemme 5.1. — Si A € ®T,(Z), on a H., (U™, A) =0 pour tout n € N, sii=0,1
Démonstration. — Le résultat est trivial pour i = 0 (car la multiplication par ¢ est

injective sur A). Il suffit donc de prouver le résultat pour ¢ = 1, et nous allons en fait
prouver que HY(U", A) = 0.
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Soit eg,...,e, une base de 7" 0F sur Z,. Un 1l-cocycle continu sur ((1) ”nlﬁF) est
complétement déterminé par ses valeurs cq,...,cp en les ((1) T ), la relation de cocycle

étant équivalente aux relations (n(e;, T) —1)c; = (n(e;,T) — 1)¢;, pour tous 4, j. Mais
..

alors 5 =1

les seuls zéros communs des 7(e;,T) — 1 sont les points de 7"-torsion qui forment un

ensemble fini, et comme (n(e;,T) — 1)c € A pour tout j, on en déduit que ¢ € A, et

donc que notre cocycle est trivial puisque ¢; = (n(e;,T) — 1)c = ((é ef') — 1) - ¢ pour

tout j.

est un élément de Fr(Z)-A ne dépendant pas de j ; on le note ¢. Comme

5.1.2. Le V-module sur AR 0. — Soit r < r,a) n'appartenant pas a l'ensemble
des 7, ; il existe donc a > n(A) tel que 'on ait 7441 < r < r4. Soit s = vI""l(7%), ou
¢ est, le logarithme du Lubin-Tate; on a aussi s = v[""1([7%] - T) car £ = [Wﬂ# -, oll

w est une unité sur v,(T) > 7, et u(0) = 1. On en déduit la décomposition suivante

M= B b, DEFN [T = P 0k, 1)EE (7).

bmod 7@ bmod 7@

Soit (f;);jes une base de A"l sur g1l

Proposition 5.2. — Sin est assez grand, V est inversible sur (i, T)™ (A1) pour
tout i € O, laction de L[V,V ™' se prolonge, par continuité, en une action de

é”[s’s](“n;av) et les n(i+mb, T)"(f;), pour j € J et b modulo 7, forment une base

de n(i,T)ap"(A[T’S]) sur éa[“](’rw%).

Démonstration. — Les identités
Tl (n(i, T)e™(2)) = n(i, T) (in™0p" (2) + == (9™ (2))) = n(i, T)e" (ilz + %5 V(2))

nous raménent a étudier H,, ; sur A" on H,, ;(2) = ilz + 7%V(z), et & prouver que
A"l admet une structure de &15°1(7* H,, ;)-module et que les 1(b, T) f; en forment
une base.

On peut écrire 5V dans la base des n(b, T f; (sur &lo8l(ne)), et donc écrire H,, ;
comme un opérateur sur (&55(7%))!, ou I = J x (Op/7%), de la forme H, ;(z) =
ilz+71"V(2) (et V est continu car V(Az) = VA-24+AVz, si A € &35 et 2 € (&)1,
On est ramené a prouver le résultat suivant, ou l'on note (e;);er la base canonique
de (&1 (m20)) 1.

Lemme 5.3. — Soit NV un opérateur continu sur (&% (x%0))1. Alors, sin est assez
grand, lopérateur H, ; défini par Hy, ;(z) = iﬁz—&—ﬂ'”@(z) admet un inverse continu sur
(&N qui fait de (815%(790))! un &) (7 H,, ;)-module libre, dont les e; forment
une base.

Démonstration. — La continuité de V implique qu’il existe ng € N tel que Rpi = %@
soit contractante sur (&1%%(7%¢))! pour tout n > ny : il existe un entier C > 0 tel
que U'on ait v(hy, ;(2)) > C +v(z), pour tous z € (&15%(7%))! et n > ng, oit v est la
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valuation définie par v((z;)jer) = infjer vl®®(2;). Alors H,; admet comme inverse
zZ Hrj(z) =2 —hni(%) +h2 (%) — - En particulier,

z
imel
et une récurrence immeédiate permet de montrer que

v((mHy, 1) ¥ (2)—(in%0)F 2) > v(2)+kvl**)(7%)+C, pour tous k € Z et z € (&5 (x20)) .

v((ﬂaHn,i)fl(z) — ) > v(z) — pl#s] (w0) + C,

Ceci implique que si Y-, ., ax(7*¢)* converge dans &rsl(neg), alors > pez k(T Hy )k (2)
converge dans (&17/(720))! pour tout z € (&"=l(r?0))!, et donc que (&1"*)(r¢))!
est un &) (m*Hp, ;)-module. Par ailleurs, les mémes estimées montrent que ’appli-
cation (Fj(70))jer = > ey Fj(m*Hy i) - € est une isométrie (et donc une injection)

de (&*1(z%0))! dans lui-méme qui induit lidentité sur la boule unité modulo p© ;
elle est donc aussi surjective, ce qui permet de conclure.

Corollaire 5.4. — Si r n'est pas de la forme r,, alors V est inversible sur
Ala™"ma™ "N ) 6% pour tout n assez grand.

5.1.8. Cohomologie de A° sur AR OF. — Sim > 1, soit A™ = (14777 0) et soit

= (F0)

Théoréme 5.5. — Si A € ®L,,(Z), alors H. (A™, AR %) = 0 pour tout m € N,
st1=0,1.
Démonstration. — Pour ¢ = 0, cela résulte de ce que V est injectif sur A X 0% car
inversible sur Al4™ "¢ ""IK &% pour tout n assez grand, si 7 n’est pas de la forme r,.
Pour i = 1, il suffit de prouver le résultat pour m > 1 (car H*(A™ , M) =
HO(A™/A™HL HY(A,,11,M)) si M est un L-espace vectoriel); nous allons en fait
prouver que tout cocycle continu a — ¢, sur 1 + 7™ O, est trivial (on identifie A™
a1+ 7™0F de la maniére évidente). Pour cela, fixons :
®¢y,...,e, une base de Op sur Z,,.
o 7 < rya) pas de la forme 74, tel que c(i) = ciyqme, € A% ) o%, pour
1< < h.
Le cor. 5.4 fournit, pour tout n assez grand, des éléments a(n, i) de Al "ra "R
O, pour 1 < i < h, vérifiant Va(n, i) = c(i). Mais alors

N v N 1 O1prme; —1 (Ul+,rmﬁi—1)2
B(n,i) = Grame, —1 ~a(n, i) = log(T+7™e;) (1 - 2 + 3 - )

est un élément de A4 "™ "I R @% vérifiant (014 gme, — 1)B(n,4) = c(i).
Par ailleurs, la relation de cocycle et la commutativité de A™ fournit la relation
(O14ame, — 1)c(j) = (F14ame; — 1)c(i), d’ott 'on tire
(0-1-1-71'"’61- - 1)(Ul+wm'ej - 1)(5(77/,7/) - B(n’])) = 07
et donc V2(B(n,i) — B(n,j)) = 0 et B(n,i) = B(n,j). Autrement dit, il existe 3(n) €
Al " "I R G% tel que T'on ait (0, — 1)8(n) = cq, pour tout a € 1 + 7™ OF. Pour
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conclure, il suffit donc de prouver que S(n) € AKX 0% et, pour ce faire, on peut
supposer que L est sphériquement complet (si L’ est un corps complet contenant L,
on a (AR L) NAld"ra™"T = Al0a™"r]),

Ecrivons 3(n) sous la forme > ves, M0, T)p"(B(n)y), ot les B(n), sont des éléments
de A"l Si e € OF, on a alors

(Ul+7r”e - 1)B(n) = Z 77(57 T>90n ((n(b& T) - 1)B(n)b +77(be7 T)((Uler”e - 1)5(”)5))

beS,
Comme (014 ne — 1)B(n) € Al on en déduit que

(n(be, T) = 1)B(n)y + 1(be, T)((014mme — 1)B(n)s) € Y™ (A1) € A0,

pour tout b € Or. On peut utiliser ce qui précéde pour e = b~ ley,...,b ey, et

injecter l'existence de Ap,..., A\, € Z7 tels que T = Zgl:l Xi - (n(e;, T) — 1) (cette
existence résulte de ce que le seul zéro commun des n(e;,T) — 1 est T = 0, et de ce
que l’on a supposé L sphériquement complet, ce qui fait de Z* un anneau de Bézout
d’aprés un résultat de Lazard [23]). On en déduit que

h
1
B(n)y + Fyn(B(n)y) € AT avec Fy,, = - > (e, T)(o1pmmpre, — 1)

i=1

Maintenant, si n est assez grand, Fj, est contractante sur NG (si log(1 +
b7 te;) = w5, on a Oyjpanp-1e, — 1 = 7OV + F(7"6V)? 4 - On en déduit
Pappartenance de B(n), a Al2" 771 et donc celle de B(n) a Ale " "'ma "l Comme
Ala"rat )l o Al a0 on en déduit que B(n) = B(n + 1), et donc que
B(n) € MpenAle " ra

Ceci permet de conclure.

n—lr,
n

—n—kr] n

= Al0a "],

5.2. Extensions de (¢,I')-modules et cohomologie de AT.— Les extensions
analytiques de %(82) par Z(6,) sont classifices par HL (AT, 2(6,65')). (Si E est
une extension de % par Z(9), on choisit un relévement e de 1 € # dans E, et alors
g+ (g —1)-e est un l-cocycle analytique sur AT dont la classe ne dépend pas du
choix de e.)

Le calcul de H! (AT, Z%(6)) se fait en utilisant la suite exacte 0 — Z(0r) @ § —
Z(6) — LA(Op) ® x~16 — 0 de AT-modules. On note :

e T le semi-groupe (Wgr 0) et o = (79) son générateur,

o A0 le groupe (6(;; (1)) et, 0q, si a € O, I'élément (8 (1’) de A°.

Ona AT = &+ x A%, ce qui permet de dévisser la cohomologie de A*. Par ailleurs,
on peut souvent simplifier les calculs en passant & ’algébre de Lie : si M est muni
d’une action localement analytique de A* (et donc en particulier d’un opérateur

Oa—

V = lim,,1 2= commutant & AT), on note H{;,(A*, M) les groupes de cohomologie
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du complexe

T z,(p—1)z a,b —1)a—Vb
0 M —(Va,(¢—1)z) Mo M (a,b)—=(p—1)a—V M 0.

On dispose d’une application naturelle H: (A*, M) — H°(A° HE. (AT, M)), en-
voyant le cocycle g — ¢(g) sur (¢/(1),c(p)).

Lemme 5.6. — Si M € {2(0r)®06, #(5), LA(Or)®x~18} Uapplication naturelle
Hi (AT, M) — HO(A° H{. (AT, M)) est un isomorphisme.

Démonstration. — Recopier la preuve de [17, th.4.2].
On peut dévisser les groupes H}, (AT, M) sous la forme
HEie(AJra M) = MV:O,@:l = HEie(on HO(@+7 M))
Hi;o(A*, M) = [(M#1/V) — (M/(p — 1))¥77)]
= [Hﬁie(A07 HO((I)+7 M)) - Hgie(AOv Hl((I)+7 M))}
Hfie(AJra M) = M/(va 2 1) = Hﬁie(on Hl(q)Jr, M))
(On pourrait renverser les roles de ¢ — 1 et V pour la description du H!, mais le
conoyau de ¢ — 1 a, en général, de meilleures propriétés topologiques que celui de V.)
Remarquons que V agit trivialement sur H{, (A%, M), H}; (AT, M), et donc que
A® agit de maniére localement constante sur ces groupes. Il s’ensuit que prendre les
invariants par A°® est exact, et donc que l'on a :
Hg, (AT, M) = Hy, (A%, HO(®F, M)
Hy (AT, M) = [H,, (A%, HO(®*, M)) — Hy, (A%, H' (®F, M))]
H; (AT, M) = H,,(A°, H' (2%, M)

an

—

5.3. Cohomologie de ®*. — Soit § € 7 (L).

5.3.1. Les groupes H'(®T, LA(OF) ®6) et H(®T,2(0F) ®5~1). — La proposition
suivante détermine la structure de H¢(®+, M), comme A° module, si M = LA(Or)®4
ou M = 2(0r) ® 4. On a bien évidemment H*(X, M) =0, si i # 0, 1.

Proposition 5.7. — (i) H(®T,LA(0OF) ® §) = 0.
(ii) Si 6(m) ¢ {=*, i € N}, alors
e HY(®T, 9(Op)@671) = HY(®T,2(0p) 2 671) =0,
e H'(®T,LA(OF) ® §) 2 LA(OF) ® 6
(iii) Si 6(m) = 7*, avec i € N, alors (20
e HY (0T, 9(Op) @67 1) 2 HY(®T,2(0F) ® 671) 2 L(z%571),

20. Si 7 est un caractére de 0, on note L(n) le L-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel

0q € A° agit par multiplication par n(a).
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e HY(®T LA(OF) ®6) vit dans une suite exacte
0— L(z7%) — LA(O}) ® 6 — H (T, LA(OF) ®6) — L(z7"6) — 0

Démonstration. — HO(®+, M ® ) est le noyau de 6(m)p — 1 agissant sur M, et
HY(®+, M®3) est son conoyau. La proposition est donc la combinaison des lemmes 5.9
et 5.10 ci-dessous.

Remarque 5.8. — Dans le cas 6(r) = 7', avec i € N, le sous-espace L(z~%5) de
LA(0}) ® 6 est la droite engendrée par 14+ 2, Vapplication de H' (@1, LA(0Fp) ® §)
dans L(z7%5) est celle qui envoie le cocyle g — ¢, sur d)éi)(O).

5.3.2. Action de ¢ sur LA(OF)

Lemme 5.9. — Soit a € L*. Alors 1 — ap : LA(Or) — LA(OF) est injectif

De plus :

o sia ¢ {r, i € N}, alors LA(O}) est un supplémentaire de (1 — ap)LA(OF)
dans LA(OF).

e Siav =", avec i € N, alors LA(O}) N (1 — ap)LA(OF) est la droite L - 1gx
et LA(O}) 4+ (1 — ap)LA(OF) est lorthogonal de d'Diry.

Démonstration. — Si ¢ est dans le noyau de 1 — ap, on a ¢ = a™p"(¢), pour tout n.
Par suite ¢ est & support dans 7”0 pour tout n, et donc est identiquement nulle
par continuité en 0. D’ou U'injectivité de 1 — avp.

Si (1 —ag)¢ est a support dans O, on a ((1 —ap)¢) =0, et donc (P —a)-¢ =0
et ¢(z) = a~t¢(rz), pour tout z. Alors ¢(x) = a "¢(n"x), pour tout =, ce qui
montre que ¢ est analytique sur O tout entier, et que si ¢(x) = > .5, a;x’ sur
O, alors Zj;og a;(1 — a~ 179! est identiquement nul sur Op. Ceci implique que
a;(1 —a~17r%) = 0, pour tout 7; on en déduit que l'intersection de (1 — ap)LA(OF)
et de LA(O}) est nulle si o ¢ {7, i € N} et est la droite L - 1gx2', si a = 7" avec
ieN.

Par ailleurs, si ¢ € An(7"0F) (et vérifie ¢(V)(0) = 0 dans le cas a = 7*), on peut
écrire ¢ sous la forme Z;:g ajlznepa? (avec a; = 0 si a = 7%) et alors la fonction
¢ —(1—ap)( j:og k1, m-16,47) est identiquement nulle sur 7" @p. 11 s’ensuit
que P'on peut écrire tout élément ¢ de LA(OF) (vérifiant ¢(V(0) = 0 dans le cas
a = 1), sous la forme ¢; + (1 — ayp)pq, avec ¢; nulle dans un voisinage de 0 et donc
de la forme ZHNZO ®1.n, avec @1, & support dans 7" 0%. On peut alors écrire ¢1
sous la forme " Y™ (1) = (1 — (1 — ap))" Y™ (e "¢1.4,), et un développement de
(I - (1— a))™ exprime ¢1,, comme la somme d’un élément de (1 — ap)LA(OF) et
de ¥ (a " ¢1,,) qui est & support dans OF.

On en déduit le résultat.

5.3.3. Action de ¢ sur 9(OF)
Lemme 5.10. — Soit oo € L*.
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(i) Sia¢g {r™ i e N}, alors 1 —ap: 2(Or) — P(OF) est un isomorphisme.
(i) Sia=7""% aveci € N, le noyau de 1 — ap : 2(Or) — 2(0F) est L - d'Dirg
et 1 — ag induit un isomorphisme de {p € P(0F), fﬁp xt = 0} sur lui-méme.

Démonstration. — On utilise 'isomorphisme 2(0r) = #Z* fourni par la transformée
d’Amice-Katz. Soit k& > —v,(«) un entier. Si f € Z* a un zéro d’ordre > k en 0, la
série Y- o @™ (f) converge dans Z7 vers un élément g ayant un zéro d’ordre > k
en 0 et vérifiant (1 —ayp)-g = f. Il s’ensuit que 1 — ap induit une bijection de T*%Z.
On conclut en remarquant que Z+/T*%+ = @?;&Ltj et (1—ap) -t9=(1—an))t/
(pour retraduire ce qu’on obtient en termes de distribution, il suffit alors de remarquer
que la transformée d’Amice-Katz de d‘Dirg est t?).

5.4. Cohomologie de A°

Soit n : OF — L* un caractére localement F-analytique. On voit 77 comme un
caractére de A° de la maniére habituelle.
Lemme 5.11. — (i) Sin# 1, alors H: (A%, L(n)) =0, sii=0,1.

(i) H? (A% L) = L et HL (A°, L) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par o, — loga.

Démonstration. — Le résultat concernant H? est immeédiat. Maintenant, V agit par
multiplication par x(n) sur L(n), et donc H{, (A% L(n)) est nul (et donc a fortiori
HL, (A% L(n))) sauf si n est localement constant ot il est égal & L(n). On en déduit
le résultat concernant la dimension en passant au H°; la description explicite du H*
dans le cas 7 = 1 est alors immédiate une fois que I'on connait la dimension.

Proposition 5.12. — (i) V + k(n) est surjectif sur LA(OF) et son noyau est l’en-
semble des ¢n, avec ¢ localement constante.

(i) H2 (A%, LA(O%) @ n) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
loxn, et HY (A°,LA(O}) ®n) = 0.

Démonstration. — V¢ (z) = lim, 1 w _

(V+km)(¢n) = —x(¢'n+ k(n)z~ ¢n) + k(n)on = V(o) n.

—x¢/(x). Il Sensuit que

Quitte & conjuguer par la multiplication par 7, on peut donc supposer que x(n) = 0,
auquel cas le (i) est équivalent & la surjectivité de ¢ — ¢’ et & ce qu'une fonction
localement F-analytique de dérivée nulle est localement constante.

Comme V(¢p®@n) = ((V+k(n))d)®@n, le (ii) est une conséquence immédiate du (i)
en prenant les points fixes sous A°.
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5.5. Cohomologie de A"
5.5.1. A valeurs dans LA(Or) ®6 et 2(0p) @61
Proposition 5.13. — (i) Si 6§ ¢ {z*, i € N}, alors
o HI (AT, 2(0p)®671) =0, pour j =0,1,2.
o dimy, Hi (AT, LA(0p)®6) =0,1,0, si j = 0,1,2.
(ii) Si 6 = %, avec i € N, alors
o dim;, HJ (AT, 2(0r)®5671)=1,2,15j=0,1,2.
o dimy HJ (A*,LA(OF) ®8) = 0,2,1, si j = 0,1,2.

Démonstration. — On a (utiliser les remarques suivant le lemme 5.6) :

o dimy, HY (A", M) = dimy, H? (A°, HO(®+, M)),

o dimy H} (A*, M) = dimp H? (A°, H*(®+, M)) + dimp H} (A°, H(®*, M))

e dimy H2 (AT, M) = dimp H} (A°, HY(®*, M)).

La proposition est donc une conséquence immédiate des prop. 5.7 et 5.12
sauf si §(m) = 7¢, avec i € N, ou il faut travailler un peu plus pour calculer
HI (A% HY (@, LA(OF) ® §)). Supposons donc que () = 7', avec i € N et notons
simplement LA le module LA(OF) ® 4.

e Soit X = (LA(0})/L - (lﬁ;xi)) ® 6. La prop. 5.7 fournit une suite exacte 0 —
X — HY(®*,LA) — L(z%5) — 0. Comme H} (A°,LA(C}) ® &) = 0 (prop. 5.12),
la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 — L(x~%) —
LA(O}) ® 6 — X — 0 et le lemme 5.11 montrent que H? (A% X) a méme dimen-
sion que HY (A°,LA(O%) ® §), c’est-a-dire 1, et que H. (A% X) = 0. On déduit
alors de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 - X —
HY(®T,LA) — L(z7%) — 0, et de la nullité de H. (A% X), que :

. 1 sid#at,
dim HO (A%, B @+, LA)) = 1+ dim B (A%, L(z—ig)) = 4~ S °7 %
2 sid=ai
A 0 sid#at
dim HL (A°, YD+, LA)) = dim HL (A°, L(z—'6)) = 4 507
1 sid=2z"
Proposition 5.14. — (i) Si 6 ¢ {a%, i € N}, alors HL (AT, LA(OF) ® 6) est de
dimension 1, engendré par la classe du cocycle g — (g — 1) - ((15,0) ® 9).
(ii) Si & = 2%, avec i € N, alors l'application envoyant £ sur la classe du cocycle
g (g—1)  ((1gp2'l) ® &) induit un isomorphisme de l’espace Hom(F* L), de
dimension 2, sur H} (A*,LA(OFr) ®§).

Démonstration. — 1l est clair sur la construction que ’on a bien défini des cocycles.
Comme les espaces au départ et a l'arrivée ont la méme dimension, il suffit donc,
pour conclure, de vérifier que les cocycles ainsi construits ne sont pas des cobords.
Autrement dit, que 'on ne peut pas avoir (g — 1) - ((¢ — f) ® 6) = 0, pour tout
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g€ AT, avec ¢ € LA et f = 14,0 ou f = 14,2, ce qui est clair car la condition
(p—1)-((¢ — f) ®0) = 0 implique que ¢ et f coincident sur & — {0}.
5.5.2. A valeurs dans 2(9)
Lemme 5.15. — (i) HO, (AT, %(5)) =0 si § ¢ {a7%, i € N} et HS (AT, %(5)) =
L-t®6,si6=x"" aveci € N.

(ii) L’application naturelle HY, (AT, 2(0r) ® §) — HL, (A*,2(5)) est injective.

Démonstration. — On déduit de la nullité (cf. prop. 5.13) de H2 (AT, LA(Op)®45x 1)
le (ii) et le fait que HO (AT, %(5)) est isomorphe & H? (A*, 2(0r) ® §), et donc est
nul (resp. de dimension 1) si 6 ¢ {z~, i € N} (resp. si § = 7%, avec i € N). Pour
conclure, il suffit de constater que t* ® ¢ est bien invariant par A™T.

Théoréme 5.16. — Les H: (AT, %(5)) sont des L-espaces vectoriels de dimension
finie. Plus précisément :

e Sid ¢ {x7% i € N}U{a%, i € N}, alors dim HI (AT, %2(5)) = 0,1,0, si
j=0,1,2.

e Sid=ux"" aveci € N, alors dim HJ (AT, %#(5)) =1,2,0, si j =0,1,2.

e Sid =z'x, avec i € N, alors dim HJ (AT, %(5)) =0,2,1, si j =0,1,2.

Démonstration. — La dimension de H! (AT, Z%(8)) se calcule en utilisant la suite
exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 - Z(0p) ® 6 — Z(§) —
LA(OFr) ® x~10 — 0 et la prop. 5.13 pour la dimension de la cohomologie des deux
termes extérieurs.

e Sid ¢ {x7% i€ N}, ona HI (AT, 2(0r) ®6) = 0, pour tout j, ce qui nous
fournit un isomorphisme

H,, (AT, 2(0)) 2 H, (AT, LA(OF) ® X710),

et permet de déduire la dimension de H: (AT, %(5)) de la prop. 5.13.

e Si§ = a27% avec i € N, la nullité¢ de H? (AT, LA(OF) ® x~16) fournit un
isomorphisme H? (AT, 2(0r) ® §) = H? (AT, 2%(5)), ce qui fournit la dimension du
HO.

Pour prouver la nullité du H?, il suffit, puisque H2 (AT, LA(OF) @ x~15) = 0
(prop. 5.13 (i), de prouver que lapplication HZ, (AT, 2 ® §) — HE, (AT, %(5)) est
identiquement nulle. Or HZ, (AT, M) = M /(¢ —1,V) et il résulte du lemme 5.10 que
(p—1)(Z®9I) est le sous-espace de codimension 1 des p vérifiant fﬁF x'u = 0. Soit H
I’élément construit au n°2.5.2. Comme t' ® ¢ est stable par A%, on a V(t'H ® §) =
(t'VH) ® 7% Or, d’apres le lemme 2.17, il existe A\ € Z(0F) dont la transformée
d’Amice-Katz est VH, et fﬁp W= %1. La transformée inverse \; de t'VH est d'),
et donc [, i\ = i!q;—l # 0. On en déduit que (¢ —1,V) - Z() contient 2(0p)® 9,
ce qui permet de conclure.

Enfin, pour calculer le H!, on utilise la nullité de H2 (A", %(0)) établie ci-dessus.
On en déduit que 'application H} (AT, LA(Or) @ x~18) — H2 (A", 2(0F) ®6) est
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un isomorphisme pour des raisons de dimension ; il en est donc de méme de 'applica-
tion HL (A*,2(0F) @ 6) — HL (AT, 2%(5)) puisque H) (AT, LA(OF) ® x~16) = 0.
Il s’ensuit que H, (AT, %(5)) est de dimension 2.

Remarque 5.17. — 1l résulte de la démonstration que :

e L’application naturelle de H} (A*,%(6)) dans HL (AT, LA(OF) ® x~1§) est un
isomorphisme si 6 ¢ {7, i € N}.

e Siéd =2x"" aveci € N, cette application est identiquement nulle, et I'injection de
Lt'®x~" dans Z(z~") induit un isomorphisme H} (AT, Lt'®z~") = H. (AT, %(5));
plus généralement, si N > 4, l'injection de @®,<yLt" ® 7% dans Z(x~*) induit un
isomorphisme H} (AT, ®,<nyLt" ® 27" =2 HL (AT, #(5)).

5.6. Cohomologie de P+
Soient d1, 02,71 € in(L), et soit

w = 7751529(1.

Comme P stabilise O, le sous-module Z(61) X, O de %Z(61) X, P! est stable par
PT. On note #(61,92,7) le Pt-module

%((517(52,77) = (%(51) X ﬁF> ®5;1

Notons #Z71(81,02,m) le sous-module de #(61,02,m) correspondant a Z7*, et
% (01,09,m) le quotient de Z(01,d2,m) par Z1(61,02,m). On a donc des iso-
morphismes de PT-modules

R (61,02,m) = (B(x6; ' x67 '™ ) K Op)* @65
%7((51,5277]) = (3(5175277) X ﬁF) & 62_1

Par ailleurs, en tant que A*-modules, Z (81, 62,71), Z+(61,02,m) et Z~ (41, d2,7) sont
respectivement isomorphes a Z71 (0105 1), Z(6165 ") et LA(OF) ® 6165 'x~!. Comme
on connait H! (AT, 2(6:65')) (th. 5.16), le résultat suivant permet de calculer
Hoo (P, %(81,0,1)).-

Proposition 5.18. — L’application de restriction de Pt a A%t induit un isomor-
phisme HL (Pt %(61,00,n)) = HL (AT, Z(5:65 ")) dans les cas suivants :

e 1) est localement constant,

© 010, = || etn est quelconque,

. 5152_1 =1 et n est quelconque.
Dans les autres cas, HL (P, %(61,62,m)) = 0, sauf, peut-étre, si 6155, = x~" avec
i>1etk(n) =1

Démonstration. — L’injectivité fait I'objet du lemme 5.22; la démonstration de la
surjectivité est différente suivant que 6,6, ' ¢ {x~%, i € N} ou que 6,6, ' = 2~

v, avec
1€ N.
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e Si 616, ¢ {x~% i€ N}, on part du diagramme commutatif
Hin(Per@((Sla(S%’?)) Haln(A+7‘%(61651))

| |

Haln(P+a<%_(51a527n)) - Hl (A+7LA®5152_1X_1)

an

Les fleches verticales sont des isomorphismes d’aprés la rem. 5.17 (pour celle de droite)
et le lemme 5.27 (pour celle de gauche), et celle du bas en est un d’aprés le lemme 5.24,
ce qui prouve que celle du haut en est un aussi, ce que I’on cherche & démontrer.

e Si 816, =27 avec i € N, les deux fléches verticales du diagramme précédent
sont nulles, et au lieu de la projection de Z(61,02,n) sur Z~(61,02,7n), on utilise le
sous-module Ly (d1,082,7) de Z(61,02,m) engendré par les t/, pour j < N (en ayant
pris N >4). On a alors un diagramme commutatif

H;H(PJF? LN((Sly 62777)) - Halm(A—i_a LN((Sla 52777))

l |

H;n(p+7%(51552777)) H;n(A+7<@(6162_1))

La fleche du bas est injective d’aprés le lemme 5.22, comme on 1’a mentionné plus
haut. La fleche de droite est un isomorphisme d’apreés la rem. 5.17 et celle du haut en
est un d’apres le lemme 5.21; il s’ensuit que celle du bas est surjective, et donc est un
isomorphisme ce que ’on cherchait a prouver.

Remarque 5.19. — La preuve montre que la flache de gauche est aussi un isomor-
phisme. Autrement dit, on a prouvé que, si 51551 =% aveci > 1, et si k(n) # 1,
Uapplication naturelle HL (P*, L (81, 02,m)) — HL (P*,%(51,02,7m)) est un isomor-
phisme si N est assez grand.

5.6.1. Le P-module Ly (61,02,m) et sa cohomologie. — Si n € N, notons Dir([)"] la
dérivée divisée n-iéme de la masse de Dirac en 0 (vue comme élément du dual de
B(x, 07", x05 ') qui n’est autre que £ (5;) X, P! ; dans cette identification, Dir([)”]
correspond a fT' ®61). Si N € N, on note Ly(d1,02,n) le L-espace vectoriel engendré
par les Dir([Jn]7 pour n < N.
Lemme 5.20. — (i) Si 6 : F* — L* est un caractére, et si k € L, les formules
n
(9)-en=a"d(a)e, et (£9) €= Z (Z:i)b"_iei,si acF*etbeF,
=0
définissent, pour tout N € N, une structure de L|PT]-module Ly (8, k) sur ®)_oL-e,,.
(ii) Si N € N, alors Ly(d1,062,m) est stable par PT, et isomorphe a Ly (6, k), avec
§=06105" et k= k(o7 x1).
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Démonstration. — On peut déduire le (i) du (ii) puisque le couple (6185 *, r(ndad; ' x 1))
est arbitraire. Comme la formule (&79) - Dir([)n] = a"6 (a)DirgL] est immédiate sur
l'identification de Dir[on] avec (£ ® 01) ® 65 !, il suffit de prouver que (}9) - Diré"] =

Yoo (”ﬂ:) b"_iDirg]. Or

n—t

/Pl¢(é?) - Dirg! = /P 00287 X1 (L + bar) (155 ) Dl

et comme 70207 *x (1 4 bx) = (1 4 bx)" au voisinage de 0, la formule & démontrer
est une conséquence de l'identité
n

L+ b2)"0(157)] ™ = 7 (2 4 ba) T E O (1),
1=0

(Cette identité se démontre par récurrence sur n en utilisant les formules

(L4 b)) = (s —n—i)b(1+bx)" " Let [p(15:)] = (1+ba) 20 (1)

le passage de n a n + 1 se fait grace a l'identité

(5 —n—0)(32) +i( i) = (e + D)

t % en facteur : on est alors ramené & vérifier

que (n+1—-i)(k—n—14)+i(k —i+1) = (n+ 1)(k —n), ce qui ne pose pas de
probléme.)

qui se démontre en mettan

Lemme 5.21. — (i) Si 6 ¢ {7, i € N}, alors HI (P, Ln(0,k)) = 0 pour tous
5 NeNerelL.

(ii) Si 6 =1, alors HL, (P*,Ly(6,K)) — HL (AT, Ly(6,K)) = Homay, (F*, L) est
un isomorphisme pour tout k.

(ili) Si 6§ = 7% aveci > 1, et si N > i, alors H: (P*,Ly(0,K)) = 0 si k #
i,i— 1, et Uapplication HL (P*,Ln(5,k)) — HL (AT, Ln(d,k)) = Hom,, (F*, L) est
un isomorphisme si Kk =1 — 1 et est identiquement nulle si k = 1.

Démonstration. — On utilise la suite exacte 1 — U — P — AT — 1 pour dévisser
la cohomologie de Pt. On vérifie facilement, en utilisant I’action infinitésimale de
U, que HY (U, Ly(0,r)) est I'espace engendré par eg si & ¢ {0,1,..., N — 1} et est
Pespace engendré par eg et e,41 dans le cas contraire; il est donc isomorphe a L(4)
ou L(§) @ L(62%T1) en tant que AT-module.

De méme, H! (U, Ly (6, %)) est I'espace engendré par ey si x ¢ {0,1,...,N — 1}
et est 'espace engendré par ey et e, dans le cas contraire; il est donc isomorphe &
L(6zN) ou L(62N) @ L(6z") en tant que AT-module.

Comme H! (A%, L(n)) = 0, pour tout 4, si n # 1, on en déduit le (i). Le reste
se démontre via la suite spectrale de Hochshild-Serre (ou, plus simplement, la suite
d’inflation-restriction).
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5.6.2. Injectivité de la restriction de Pt a AT

Lemme 5.22. — Si M est un des modules %#° (01, 62,m), avec ? € { ,+,—}, la res-
triction HL (PT,M) — HL (A*, M) est injective sauf si 0102 = x~* avec i > 1,
k(n) =1 et M = RZ(51,02,m) ou B (61,62,7).

Démonstration. — Notons My, My et M3 respectivement les PT-modules 27 (91, 62,1),
X (01,02,m) et £~ (01,02,m). On a une suite exacte 0 — My — My — Mz — 0. Par
ailleurs, en tant que A*-modules, M;, My et Ms sont respectivement isomorphes
a BT (6165Y), B(6:65") et LA(OF) @ 6165 'x L. Le cas de My se déduit donc,
par une chasse au diagramme, des cas de M; et M3 en utilisant l'injectivité de
HL (AT, %% (61651)) — HY (AT, (5,65 1)) (cf. lemme 5.15 (ii)).

Soit g — ¢4 un 1-cocycle sur P+ dont I'image dans H), (AT, M) est nulle. Quitte &
retrancher a g — ¢, un 1-cobord, on peut supposer que ¢, = 0 pour tout g € A*. La
relation a(m*)u(r* 1) = w(r)a(r*) se traduit par Videntité a(m*) - cyrit1) = Cyu(n),
et comme a(m") envoie M dans M X 7% O, on en déduit que c,(x) est a support {0}.

e Dans le cas de M3, cela prouve que ¢, (r) = 0 et donc que ¢, = 0 pour tout g, ce
que 'on cherchait & démontrer (sans condition).

e Dans le cas de M, cela prouve que ¢,y est de la forme >, a;tt ® 515;17
ott la série » ;. a; X" est de rayon de convergence infini. On a alors Cy(rhtty =
Sien Qi(m 6T ()Rt @ 6165 . Or Cy(r++1y tend vers 0 quand k tend vers 400, et
donc o = 0si i > v, (d2(m)) —vp(01(m)). I s’ensuit que le cocycle g — ¢4 est & valeurs
dans @;<yL t' ® 61651 ~ Ln(01,02,m), si N est assez grand, ce qui permet d’utiliser
le lemme 5.21 pour conclure.

Corollaire 5.23. — (i) Si 6,6, " ¢ {x~*, i € N}, alors HL (P, %% (61,02,m)) =0
et Uapplication naturelle H. (P*,%(81,02,m)) — HL (PT, %7 (61,02,7)) est injec-
tive.

(ii) Si 61651 = 27 avec i € N, et si k(n) = 0, Uapplication naturelle
HL (P, %(61,02,m)) — HL (P, % (01,062,m)) est identiquement nulle.

Démonstration. — Le (i) résulte de ce que H} (AT, M;) = 0 sous 'hypothése du
corollaire (prop. 5.13 (i)).

Le (ii) résulte de I’énoncé analogue pour AT (rem.5.17) et du lemme 5.22.
5.6.3. Cohomologie des séries principales
Lemme 5.24. — HL (Pt, %7 (01,62,m)) = 0 sauf si n est localement constant ou si
61651 = | | ou la restriction de Pt a A% induit un isomorphisme

Ho (P, %7 (61,02,m)) = HY (AT LA(Or) ® 6165 'x 7).

Démonstration. — Notons M le PT-module 2~ (61, 62,7)) = (B(61,702)X, Or) @55 " ;
en tant que AT-module M est isomorphe & LA(OFr) ® 6, avec

§ =610 .
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Quitte & modifier notre cocycle par un cobord (et a multiplier tout par une constante),
on peut supposer que 'image dans H} (A", LA(OF)®90) est de la forme g — (g—1)-h,
avec h = 1g,0 si § n’est pas analytique en 0 (i.e. pas de la forme z* avec i € N)
h=1g,2%, avec ¢ € Hom(F* L), si § = 2* avec i € N.

On rajoute & LA(OF) les combinaisons linéaires des translatés de h par Pt (i.e.
des fonctions de la forme né(a — ba)h(-=) pour (¢9) € PT), et on étend I’action
de Pt a l'espace M’ ainsi obtenu. Le cocycle g ch =c¢y— (g —1)-h, & valeurs
dans M’, est alors nul sur A*. La relation a(7*)u(r**1) = u(n)a(n*) se traduit par
lidentité a(wk)@;(ﬂkﬂ) = Cy,()» €t comme a(r*) envoie O dans 7¢O, on en déduit
que ¢,y est a support {0} et donc est nul. Autrement dit, on a c,(r) = (u(m) —1)-h.

Comme P* est topologiquement engendré par u(m) et A, il s’ensuit que ¢, =
(9—1)-h pour tout g € P*. Si g=(¢7), cette relation devient

(5.25) cg(z) =n(2-)d(a — bx)h(-2=) — h(z).

Cette fonction est localement analytique sauf, peut-étre, au voisinage de 0 ou elle

coincide avec :
a

ez — (n(:%:) —1)d(x) si 6 n'est pas de la forme 2, avec i € N,
ez (n(-%) — 1)al(z) — n(52%- )zl a—bx) sid =z’ et i € N.

a—bx a—bx

1l s’ensuit que ¢, est analytique autour de 0 pour tout g € Pt si et seulement si
on est dans un des deux cas suivants :

e 1) est localement constant, car alors 7 = 1 dans un voisinage de 0 et donc ¢4 est
identiquement nul dans un voisinage de 0 (si § n’est pas de la forme 2%, avec i € N;
) — 1)z'4(z) tandis que l'autre

dans le cas contraire, c’est vrai du terme x — (n(—fb
a xr

est localement anaytique).

a

a—bx

e §(z) = L et n est quelconque car le zéro de = — 77( ) — 1 compense le pole

xr
de %
On en déduit le résultat.

Remarque 5.26. — %~ (01, 02,n) est un sous-P-module de B(61,d2m) ® 55 *, et on
peut donc s’intéresser a I'image de I’application naturelle de H. (P*, %~ (1, 62,7))
dans H} (P*, B(d1,02m) ® 65 1). Tl résulte de la démonstration ci-dessus que les élé-
ments de H., (P, %~ (61, 02,7)) sont représentés par des cocycles de la forme g — cg,
ol ¢4 est donné par la formule (5.25).

e Sin =1 etsid n'est pas de la forme z, avec i € N, alors h = 14,.0, et on a aussi
cg(z) = =b(a—ba)ht (=Z=) + h(z) = (1 —g)-h")(z),si hT =h -6 =1p_g,0.

Or ht € B(d1,82), et donc lapplication naturelle

H;n(p—i_?‘%_(dlvé%n)) — H;n(p—i_?B((sl’éQn) ® 551)

est identiquement nulle.
e Sin=1c¢etsid=2a' aveci € N, alors h = 15,2, avec { € Hom,,(F*, L). Si
0T = 1p1_p,.6, alors 24T € Ey, ot Ey est I'extension de W (81, d2) par St* (41, ds)
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de la prop. 4.6, et ¢, = (1 — g) - (z'4*) dans E; ® 65 1. 11 s’ensuit que ’application
naturelle

HL (Pt % (61,09,m)) — HL(PT,E,®6,")

est identiquement nulle.

e Sid =uatetn=2a"" aveci entier > 1, les polynomes de degré < i — 1
forment un sous-P*-module W (81,5527 @45 " de B(d1,8227") @05 " (le quotient est
St* (81, 0227%) @ 65 '). Maintenant, notre cocycle devient g + (g — 1) - 1g,2~ . Or
on peut encore mettre ce cocycle sous la forme (g —1)- (27! —1p_g, 27 1), et comme
1p_gpr~' € B(d1,02207%) et ((‘g (1)) - 1) cxml = %((1 — gx)Z — 1) est un polynome
de degré < i — 1, on en déduit que l'application naturelle

%

HY (PT,. % (61,02,m)) = HL (P, St™ (61,6227 ") @ 65 ")
est identiquement nulle.

5.6.4. Descente de %(01,02,m) & une série principale

Lemme 5.27. — L’application naturelle H (P*,%(51,02,7n)) — HL (P, %~ (81, 02,1))
est un isomorphisme, si 6165 ' ¢ {x~", i € N}.

Démonstration. — On a déja prouvé (cor. 5.23) que cette application est injective.
Pour prouver la surjectivité, partons d’un cocycle g — ¢4 & valeurs dans #~ (61, 62,7).
Comme 6,6, ¢ {z~%, i € N}, on peut, quitte & tout multiplier par une constante,
supposer que ¢, = (g — 1) - h, out h la fonction ci-dessus, est localement analytique en
dehors de 0, et sa restriction & 7" @% est & valeurs dans o™ @, ot a = 6,8, * ().

Commengons par supposer que vy(ax(m)) > 0. Soit 2o un relévement de 1gsh
dans Z et, si n € N, soit z, = (ax(7))"¢"(z0) de telle sorte que ¢., = Lrngrh. [Si
h(z) = z"(x), avec i € N et £ € Hom,, (F*, L), il faut modifier ce qui précede, en
introduisant zj tel que ¢.; = 1gxa’, et poser z, = (ax(m))" ™ (20 — nl(m)z)).] Il est
alors formellement clair que g — c; = nen(g—1)- 2, est un l-cocyle analytique qui
reléeve g +— ¢y puisque ) @., = h. Le probléme, pour justifier cette assertion, est
que la série des z, ne converge pas dans l'espace qu’il faudrait (si elle le faisait notre
cocycle serait un cobord), et donc qu’il faut faire quelques contorsions.

Sin e N, on pose g, = (7" 9)g(7 ), etonag, = (,%,9)sig=(79), ce qui
fait que les g,, vivent dans un compact si g varie dans un compact.

Soit 7 = v (), et soit X le sous-Or-module de L[[T]] + T~ L[[T~]] engendré par
I'image de la boule unité de 2,(0F) (cf. rem. 2.5) par la transformée d’Amice-Katz et
T=r0{T~1} (séries en T~1 & coefficients dans &, tendant vers 0 & I'infini). On pose
2y, = 0 si h n’est pas de la forme z%/(z) de maniére a avoir des formules uniformes.
On peut prendre zy et 2z, dans 7 N X, si N est assez grand, et alors g, - 2o et g, - 2
appartiennent a4 7~V X, pour tout n (quitte & augmenter N un peu) : cela résulte de
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la rem. 4.13. Alors la série

Y (9= -z =Y (ax(m)"e" (92 — 1) - (20 — nl(r)z)))

neN neN

converge dans 7~V X, et la somme appartient & %, puisque >, (g — 1) ¢, =
(g —1) - h = ¢4 est localement analytique sur Op.

Il résulte de ce qui précéde que g — ch est un 1l-cocycle sur P*, a valeurs dans
H(61,02,m) (et méme dans %, (01, 02,m) avec des notations évidentes), qui reléve g —
¢g. Pour conclure, il suffit alors de vérifier que g — ciq est localement analytique .
Pour cela, il suffit de le vérifier, grace a la propriété de cocycle, dans un voisinage de
g=1. 0Or

((§9) —1) - 20 =lla)zg +y(a,b) et ((§9)—1) 2 =y'(ab),

ou y et y' sont des fonctions localement analytiques sur OF x O a valeurs dans
2,(0OF). Notons 2’ la somme (dans X) de la série ) n(ax(m))"¢"(2); alors 2" €
Ry : Cest clair si z) = 0 et siz) #0, ona ¢,y =1lg.z" sur Op — {0}, et donc sur
O'r tout entier par continuité; en particulier, ¢,/ est localement analytique. On peut

alors écrire c; sous la forme

¢y = )7 + 3 (ax(m)"e" (y(a, 7"b) — né(r)y (a, 7))
neN

et la série définit une fonction localement analytique sur % x OF & valeurs dans
2,(0OF), ce qui permet de conclure dans le cas v,(ax(m)) > 0.

Dans le cas général, on choisit un entier k¥ > —v,(ax(m)) et on utilise 'opérateur
Pt-¢quivariant 0% : 2(81,69,m) — Z(2*61,62,1m). Soit g — ¢, un 1-cocycle a valeurs
dans %~ (81, 02,7). Comme OF est PT-équivariant, g — akcg est un 1-cocycle a valeurs
dans Z~ (%81, 82,n), et comme k > —v,(ax(m)), on peut utiliser le cas v, (ax(r)) > 0
pour relever ce cocycle en un cocycle g + ¢, a valeurs dans R(x%61,02,m). Par
construction, si ¢, est un relévement de ¢, dans R (x*51,09,m), alors c’g — 8’“69 €
R+ (x%51,02,m); il existe donc y, € &,+Z (01, 02,7m), solution de 'équation 9%y, = cy
car O est surjective sur Z*. Comme y, n’est bien déterminé qu’a addition prés d'un
polynome de degré < k en t, cela implique que (g,9') = g - Yy — Ygg' + Yy €st un 2-
cocycle a valeurs dans Ly,_1(61,d2,7). Or I'hypothése 616, ' ¢ {z~%, i € N} implique
que H?(PT, Ly_1(61,62,m)) = 0 (cf. lemme 5.21) et donc que I'on peut modifier y,, en
lui ajoutant un polynome de degré < k en ¢, de maniére que g — y, soit un 1-cocycle.
Par construction, ce cocycle est un relévement de g — ¢y, ce qui permet de conclure.

Remarque 5.28. — 1l ressort de la preuve que 'on peut en fait trouver un reléve-
ment d’ordre fini, i.e. & valeurs dans Z,.(01, d2,7), pour un r convenable.
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6. La correspondance A — II(A)

Soient 01, d2 deux caractéres localement analytiques de F*. L’objet de ce chapitre
est la construction, a partir d’'une extension non triviale A de Z(d2) par Z(61),
d’une représentation II(A) de G, localement analytique, indécomposable, admettant
un caractére central et dont la semi-simplifiée est la somme des semi-simplifiées de
B(d1,02) et B(da,01) (le caractére central de TI(A) est donc w).

On note Ext} (%(02),%(01)) le groupe des extensions de Z(dy) par Z(6;) dans la
catégorie des (i, I')-modules analytiques. Si 6 = 6, '6;, on a

Exton (%(82), 2(01)) = Exty, (2, 2(0)) = Hy, (AT, %(9)).

6.1. Extensions de Z* () X, P! par #(5;) X, P'. — Soient 41, 62,7 des carac-
téres de F'*, et w = 19162 x ~*. On dispose des G-modules Z(6;)X,, P! et de dévissages

0 — B(03-41,0;)* Qw — 2(6;) X, P! - B(d;,03-in) — 0.
La construction de II(A) repose sur le résultat suivant.

Théoréme 6.1. — Ext(, ., (%7 (62) W, P, %(61) K, P') est naturellement iso-
morphe & Extl (%(62),%Z(51)) dans les cas suivants :

e 1) est localement constant,

. 51651 =| | et n est quelconque,

° 6152_1 =1 et n est quelconque.
Dans les autres cas, ce groupe est nul, sauf, peut-étre, si 5152_1 =z

k(n) = 1.

Démonstration. — On note :
® %(61,62,n1) X P! le P-module ®V) (2(5,) K, P') ® 65"
e #(61,09,1) le sous-PT-module (2(6,) B, Or) @ 6, ' de #(51,62,1m) R P
Le théoréme s’obtient en combinant la prop. 5.18 et le résultat suivant.

" aveci > 1 et

Proposition 6.2. — On dispose d’un isomorphisme naturel
EXté,an (‘%—"_(52) ., Plag((sl) &, Pl) = Halm (P+"%(617 02, 77))

Démonstration. — Cela résulte de la combinaison des lemmes 6.3 (réciprocité de
Frobenius qui permet de descendre de G & P), 6.4 (lemme de Shapiro pour descendre
de P a P*) et 6.5 (descente de Z(01,62,n) XP a Z(51,02,7)).

Lemme 6.3. — Ext( ., (#*(02) B, P, %(61) K, PY) = HL (P, %(51,02,n7) R PY).

Démonstration. — Z+(32) K, P! est le dual de Ind% (xo; 'n~ ' ® ;') 2 Ind% (5, @
X(Sfln_l), et donc

EXté‘,an (%" (6:) X, P!, TI) = Ext%’an(ég @ x " toyn, 1),

21. Si § est un caractére de F*, on voit aussi § comme un caractére de P en posant 6(‘; ?) =d(a).
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si II est une représentation de G de type analytique (lemme de Shapiro, cf. [22,
th. 5.7]). Maintenant, on ne s’intéresse qu’aux représentations avec un caractére cen-
tral, et comme & ® Y1611 et Z(61) X, P! ont méme caractére central, & savoir w,
on ne change pas le groupe d’extensions en passant de B & P. Le résultat s’en déduit.

Lemme 6.4. — Si M est un P-module, la restriction de P ¢ Pt induit un isomor-
phisme HL (P,M) = HL (P*, M).

Démonstration. — L’injectivité est une conséquence de ce que Pt engendre P. Plus
précisément, si g € P, il existe n € N tel que ga™ € P*, ot I'on a posé a = a(n),
et la relation de cocycle fournit la formule ¢y = cgan — ¢ - con. Réciproquement, si
h — ¢y, est un l-cocycle sur P, la formule précédente ne dépend pas du choix de n
tel que ga™ € Pt car Cgant1 = ga' - cq, 81 ga™ € Pt et cyni1 = a"cq + Con. Elle
définit un 1-cocycle sur P car :

® Cpantm = Q" - Co-npanim + Con €t donc cy—npogntm = @ (Cphgnim — Can ), si
a "ha™t™ e Pt

e Si ga™ € Pt et a "ha™t™ € Pt alors

Cgh = C(gam)(a~nhan+m) = Gh - Cantm
= ga" - (cou-npan+m) + Cgan — gh - Contm
=g (Cpgn+m —Can) +Cg+ g - Can — gh - Conim
=g-(ch+h-conim)+cg—gh-conim = g-cp+ ¢4

(Le passage de la deuxiéme ligne a la troisiéme utilise le point précédent.)
On en déduit la surjectivité, ce qui permet de conclure.

Lemme 6.5. — L’inclusion %#(01,062,m) C %#(51,02,17) K P induit un isomorphisme
He}n(era%((sh 52) 77)) = Haln(p+7%(§1’ 52’ 77) X Pl)

Démonstration. — Notons M et My, Mj respectivement le module Z(d1,d2,71) X P?
et ses sous-modules Z(81,62,7) et (#(61,02,m) X (P! — OF)). Les sous-modules M;
et M, sont stables par Pt et on a M = M; @ M,, ce qui permet de ramener ’énoncé
a démontrer a la nullité de H} (P*, M>).

Commengons par prouver que H}, (( wéF ?),Mg) = 0. En conjuguant par w(g (1))7

(1) ”‘?F ),%’) = 0, ce qui est un cas particulier du

on est ramené a prouver que H, ;n((
lemme 5.1.

Soit maintenant, g — ¢, un 1-cocyle sur P+, avaleurs dans M. Quitte & retrancher
un cobord, on peut, d’aprés ce qui précede, s’arranger pour que ¢, = 0 pour tout
9 € (z&, 7)) Maintenant, l'identité ?? a(a)u(ar) = u(r)a(a) fournit la relation
a(a)cy(ar) + Ca(a) = U(T)Ca(a) + Cu(r), €t dOnc cq(q) = u(T)Cq(q). Comme u(m) — 1 est
injectif sur Ms, cela implique que c,(q) = 0 pour tout a € O — {0} et, comme ¢, = 0

22. Avec a(m) = (5 9), afa) = (&9) et u(z) = (19).
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pour tout g € (méF ?) la relation de cocycle montre que ¢, = 0 pour tout g € pt.
On en déduit le résultat.

6.2. Construction d’involutions gl,-compatibles. — Soit A € ®T',,(#) vivant
dans une suite exacte 0 — Ay — A 2 2(8) — 0. On suppose que A est muni d’une
action de U(gl,) prolongeant celle de U(p), telle que a™ +a~ agisse par multiplication
par . On note A, I'image inverse de Z7*(d) dans A.

Proposition 6.6. — Si . : AL W OF — Ay W O est une involution vérifiant les
conditions suivantes :

o o laisse stable Ay X O7F,,

e . envoie n(i,T)gp”(A]f’T]) dans n(%,T)(p”(A]_E’T]) et n(i,T)(p"(A]lo’r]) dans
n(%,T)cp"(A]lo’T]), et s’étend par continuité en une application de n(i,T)cp"(A[f"T])
dans n(%,T)go”(A[lm]), sin est assez grand et v < r(A).

o . est gl,-compatible.

Alors v admet un unique prolongement gl,-compatible ¢ ANCOF, et ce prolongement

laisse stable A9 X Ot si s est assez petit.

Démonstration. — Soient o = k() et f = k+1—49. La gl,-compatibilité de ¢ implique,
en particulier, que
to(V+1—a)=(f—-V)o.

Choisissons un relévement e de 1®4J dans A ; quitte & remplacer e par &§(7)N™ (e),
pour N assez grand, on peut supposer que e € Al%"(A)] ce que nous ferons. On pose

eni =n(t, T)¢"(e), sineNetic Op.

Soit z € AK Or, et soit r > r(A) tel que z € Alo7] | Quitte a diminuer 7, on peut
supposer que r n’est pas de la forme r,,, pour m € N.

Choisissons aussi un systéme S,, de représentants de &'z, modulo 7". Si n € N, on
peut écrire z sous la forme Y-, 1(i, T)p" (2n,i), avec z,; € YAl ¢ AloT] ¢
A[T,’I‘].

Fixons ng € N tel que les conclusions de la prop. 5.2 s’appliquent pour n > ng (on
pose s = v[""l(7%), ot a est tel que 1441 < r < r, comme dans cette proposition). Tl
résulte alors de cette proposition que 'on peut écrire pr(z) sous la forme

pr(z) = Z Fz(%) pr(en),
i€S,

F_(Trn+a(v+1—a)) e

oil en; = n(i, T)¢™(e) et F; € &5 Mais alors z — 3 5

€Sy,
appartient a @iesnn(i,T)go”(A[lr’r]), et on doit (et peut) avoir

Uuz) = L(Z - Z Fz(%) 'en,i> + Z FI(W) “Uen,i),

1€ESy 1€ESy

n,i
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ot le terme dans le second membre définit un élément de @;eg,1(i, T)™ (A, 11
reste & vérifier que ce qu’on obtient est indépendant du choix de n, est & valeurs dans
A 0%, et que 'application ¢ ainsi définie est bien gl,-compatible.

e Notons ¢, (2) la valeur de ¢(z) correspondant au choix de n. S’il existe k € N tel
que (V+1—a)k(z) € Ay, alors (V+1— a)kFi(W) est une série entiére
en V+1—a. On en déduit que (8 — V)*i(z - > ies,, Fl(w», qui est égal
A(VHI—a)fz =g (V+1- a)kFi(W)) grace a la gl, compatibilité
dans Ay, est aussi égal & (V41— a)kz) — Yies, (B— V)kFZ(%) “t(en),
grace a la gly-compatibilité dans AT, On a donc (8 — V)¥u,(2) = (V41— a)k(2)),
ce qui permet de prouver que ¢, (z) ne dépend pas de n dans le cas considéré.

Le cas général s’en déduit par continuité en remarquant que les images dans
LA(Oy) 2 Z(O)ROE/Z()ROE = AR O} /AL K O, sont exactement les fonctions
localement polynomiales (poynomiales sur ¢ + 7" F pour tout i € %) car V+1— «
induit 'opérateur ¢ — ¢’ sur LA(O%), et que ces fonctions sont denses dans tous les
espaces qui interviennent.

e On déduit de I'indépendance par rapport au choix de n, Pappartenance de ¢(z)
a ®ies, n(t, T)e" (A[l/evl/e]), et donc a Ald" "4 "] pour tout n > ng, et en prenant
Iintersection, celle de ¢(z) & AR 0% (et méme a Al%9 "I K ¢%).

e Enfin, pour prouver que ¢ est gl, compatible, il s’agit de vérifier que toa™ = a~ ot
et cout = u~ or. Compte-tenu de ce que at +a~ = a+B—1et at = V, la premiére
formule est équivalente a l'identité to (V+1—a) = (8 — V) or qui a été utilisée dans
la construction de ¢. Pour prouver la seconde, il suffit de vérifier que f = tou™ —u~ou
est identiquement nulle sur A X Of sachant qu’il I'est sur A, X 0%, et qu'on peut
donc considérer f comme un endomorphisme de AKO% /AL KO =2 LA(OF)@x™14.
Or un petit calcul utilisant les formules v=a™ —a " u~ = —u~, aTut —uTa™ = ut et
toa™ = a~ o, montre que 'on a fo(V+1—a) = (8—V)of. Comme §—V est injectif
sur AKX %, on en déduit que f est nul sur tout élément de LA(0%) ® x4 tué par
une puissance de V + 1 — «, et donc sur toute fonction localement polynomiale. On
conclut par densité de l'espace des fonctions localement polynomiales dans LA(07F).

6.3. Le G-module A X, P'. — Rappelons que

Gt = (W%“F Z;)va BT = (ﬁF*{O} 0*

O ﬁp)’ Pt = (ﬁFi{O} O) Pt = (ﬁFB{O} 6;F>

w0p 1
Alors G, agissant sur P!, envoie € dans lui-méme, et tout élément de G envoyant
O'r dans lui-méme peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme 7" h, avec n € Z et
heGt.

Rappelons aussi qu'un P*-module localement analytique peut étre vu comme un
(p,T)-module analytique sur Z%; il en est donc de méme d’un GT-module, par
restriction a PT.



64 PIERRE COLMEZ

Le résultat suivant preécise 'isomorphisme Exté_’an (%#+(62) X, PY, % (6,) K, Pt) =
Extl (%(52),2(61)) du th. 6.1 (quand le premier groupe n’est pas nul).

Proposition 6.7. — Soit E une extension non triviale de Z7(5;) X, P! par
Z(61) X, PL.

(i) E contient un unique sous-Gt-module A, extension de #+(62) K, Op par
R(01) K, OF.

(ii) Il existe un (unique) (¢,T')-module A sur %, extension de Z(62) par (1),
tel que A, soit l'image inverse de Z7(52) dans A.

(i) AL X OF est stable par w et, si ¢ est Uinvolution de AL X OF induite par w,
alors E= A, X, , Pl

(iv) ¢ s’étend de maniére unique en une involution gly-compatible de AKX 0%, et
AKX, , Pl est un G-module, extension de #(52) X, P' par %#(61) X, P*.

Démonstration. — Le GT-module 21 (62) X, OF est le dual de Ind%i Sy oo gL
Il résulte du lemme de Shapiro et du lemme 6.5, que

EXté“*’ (%+(52) Igw ﬁFm@((sl) &w (Pl — ﬁF)) =0.

On en déduit I'existence de A, et son unicité est une conséquence de 'injectivité de
(L9) =1 sur Z(6:) K, (P! — OF) (ce qui apparait aussi dans la démonstration du
lemme 6.5) : si X C E est une GT-extension de Z1(8) K, O par Z(61) K, OF, et
si e est un relévement de 1 ® d; € Z1(d5), alors ((}r (1)) - 1) e € #(61) K, Op. Mais
on peut aussi écrire e sous la forme €’ + z, avec ¢’ € Ay et z € Z(61) K, (P! — OF),
et on en déduit que ((}T (1)) - 1) -z € #(61) Ky, OF, et donc que z = 0. Ceci démontre
le (i).

Le (ii) est immédiat : les extensions de Z(d2) par Z(61) et de Z(d2) par Z(61)
sont classifiées par les mémes données, & savoir le cocycle g + (62(g) 1g — 1)e sur
AT, oll e est un relévement de 1 ® ds.

Pour démontrer le (iii), il s’agit de vérifier que la suite 0 - AL KO — AL AL —
E — 0 est exacte (la premiére fleche est x — (z, —x), la seconde est (y, 2) — y+w-z).
Or l'identité w(g {) = (g 1’11 ) ( —’;1 g), et 'appartenance de ( —1;1 ?) aGtsiie 0F,
impliquent que w(A X (i + 70F)) est inclus dans A X (i~ + 70F), et donc lui est
égal puisque w est une involution. On en déduit la stabilité par w de AX 0%, et pour
terminer de démontrer le (iii), il suffit de vérifier que (y,2) — y + w - z induit une
surjection de Ay & A sur F,, ce qui résulte du fait que cette application induit des
surjections de Z(51) D% (61) sur Z(61)X, P! et de ZT (52) DR T (52) sur Z+ (52) X, P?.

L’existence et 1'unicité d’une extension de ¢ est un cas particulier de la prop. 6.6.
Le reste du (iv) se démontre exactement comme la prop. 4.12 : la gly-compatibilité
de ¢ fournit, si g est dans le noyau de G — G, un morphisme g — 1 de B(d2,01)
dans Ay X, , P, qui est gly-équivariant. On montre qu'un tel morphisme est nul
en remarquant que la réunion des noyaux des (ut)* est dense dans B(ds,d1), alors



REPRESENTATIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES DE GL2(Q,) 65

qu’elle est concentrée en oo dans Ay X, , P! puisque u™ est injectif sur A K F (c’est
la multiplication par t); cf. la preuve de la prop. 4.12 pour les détails.

Théoréeme 6.8. — Soient A un (¢,T')-module de rang 2 sur %, non irréductible
mais indécomposable, et w : F* — L* un caractére localement analytique. Si A est
k(w)-admisible, alors A admet un unique prolongement en un G-faisceau sur P1, de
caractere central w.

Démonstration. — Cela résulte de la conjonction des prop. 3.4 et 6.10 qui discutent
de la condition de x(w)-compatibilité, de la prop. 3.8 qui fournit une décomposition

AR, P! =[%#(6,) K, P! — %(5,) K, P'],
et des th. 6.1 et prop. 6.7 qui analysent les modules de ce type.

Corollaire 6.9. — Si A est une extension de %(52) par Z(61), et si le G-faisceau
AKX, P! eziste, son dual est AKX, PL.

Démonstration. — C’est une conséquence de la prop. 3.2.

Proposition 6.10. — Si A = [#(61) — #(d2)] est indécomposable, 'opérateur de
Sen est scalaire si et seulement si on est dans un des deux cas suivants :

o 51 - | ‘627

o 01 =0y et A= A(d1,0,v,).

Démonstration. — En tordant par d; ', on se raméne au cas A = [Z(5) — %] et
Osen = 0, ce qui implique, en particulier, que x(d) = 0 et donc que 6 = 1 dans
un voisinage de 1. Soit e un relévement dans A de 1 € #Z. La condition Oge, = 0
équivaut & Ve € tA, et comme Ve € Z(6), on a V(e) = tz ® 6, avec z € #. Par
ailleurs (1 — ple =y ® 0 avec y € #Z, et on a

Vy=(1-45(m)p)tz, soit Iy = (1 — gd(m)p)z.

Il y a deux cas :

e go(m) # 1. La relation implique 0 = résy(dy dt) = (1 — ¢é(r))résg(z dt), et donc
réso(z dt) = 0, ce qui implique qu'il existe 2z’ € Z tel que z = 9z’. Quitte a remplacer
e par e — 2’ ® 0, on peut supposer que Ve = 0. Il s’ensuit que W = {zx € A, Vz =0}
est un L-espace vectoriel de dimension 2, stable par ¢ et I', et que A = ZQW . Il n’est
pas difficile d’en conclure, en utilisant le fait que A est indécomposable et Ogen, = 0,
que A = A(1,0,vp).

e go(m) = 1. 1l existe alors 2/ € Z et A € L tels que z = 92/ + )\@. Quitte
a remplacer e par e — 2’ ® 0 et a changer la base de Z(d), on peut supposer que
z= E,EF—T). On en déduit que y = élog(Tq/ga(T)) (& une constante prés que I'on peut
faire disparaitre en ajoutant une constante a e), et que (o, — 1)e = log(o,(T)/T) ® §
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(a4 addition prés de A ® ¢ que lon peut faire disparaitre en ajoutant At ® 6 a e) si
d(a) =1, grace a la relation

(1 =¢)((ga —1)e) = (0a = 1)((1 — )e) = (0a — 1) - (é log(T/(T)) @ 0)

= (1=¢)- (log(ca(T)/T) ® ).

Autrement dit, la restriction du cocycle a — (0, — 1)e au noyau de 6 sur 0% est le
cocycle a — (04— 1) ((log T) ®46), ot on fait agir o, sur log T par la formule évidente
0q(logT) =log T +log(c4(T)/T). On a donc (0, —1)e = (5, — 1) (((log T) ® ) +u),
pour tout @ € O, ot u € (#Z @ LlogT) ® 0 est fixe par le noyau de §. Comme
(0a — 1)e € Z, cela équivaut a ce que 6 — 1 soit identiquement nul sur &%, et donc
o=1]

Ceci permet de conclure.

6.4. La représentation II(A)

Théoréme 6.11. — Sin = 1 (et donc w = x~tdet A), il eviste une unique repré-
sentation localement analytique TI(A) de G, telle que l'on ait une suite exacte

0—-MIA)*®w— AR, P! - TI(A) = 0.

De plus :
e Si & nest pas de la forme z*, avec i € N, alors II(A) = [B(d1,62) — B(d2,01)].
e 5i§ =1 aveci € N, alors II(A) = [Ey — B(62,61)], ot £ € Hom,,(F*, L) est
déterminé par Uextension A de %(02) par #(61), et Eyp est Uextension de W (dy1,02)
par St (81, 02) qui lui correspond (prop. 4.6).

Démonstration. — On peut utiliser la suite exacte de la rem. 3.8 et ce que 'on sait des
composantes de Jordan-Hélder des séries principales analytiques pour filtrer AX,, P!,
e Si § n’est pas de la forme z?, avec i € N, on a

AR, P'=[Bj®w— B — Bf @w — By),

ou By = B(d1,62) et By = B(d2,01).

e Sid=ua' aveci € N, ona By = [W — St*™], avec

W =W(d1,02) ZW* @w et St™" = St*(d1,d2) = B(d1,d2)/W (01, d2),
et donc
AR, P'=[By@w—W —St* — Bf ®w — By
= [B;‘ ®@w — W — St*" — (St*")* ®W*W*BQ]
Pour démontrer le résultat, on est donc amené & prouver que ’extension au centre

est scindée de maniére & séparer les fréchets des limites inductives de banachs. Il y a
quatre cas.
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o Si 6 n’est pas de la forme 2’ ou z7 "y !, avec i € N, cela résulte du premier point

de la rem. 5.26. 11 s’ensuit que A K, P! est une extension de II; par I} ® w, ot II;
et I, sont des extensions de B par Bi. La non trivialité de ’extension Il résulte
de celle de 'extension de Bf ® w par %Z(81) X, PL. Enfin, I} = II5 car A X, P! est
autodual (& torsion prés par w).

o Si § = 2%, avec i € N, on utilise le second point de la rem. 5.26. Soit ¢ €
Hom,, (F*, L) correspondant & ’extension A de %(d2) par %(61). Notons X, exten-
sion de Bf @w par Fy, définie par X, = (E;® X)/St™, ot X est 'extension de Bf Qw
par St*" vivant dans A X, P!. Il résulte du second point de la rem. 5.26 que X, est
scindée; c’est donc une extension de W & W par St™ & ((St™)* ® w). Maintenant,
X est I'image inverse dans X, de W, plongé diagonalement dans W & W ; c’est donc
une extension de Ey par (St™)* @ w. Il s’ensuit que A X, P! est une extension de II;
par II5 ® w, ou II; est une extension non triviale de B(ds,d1) par E;, et on montre
que II; = I, en utilisant I'autodualité (a torsion prés) de A X, PL.

©Sid=a"""! (et donc 5152_1 =a7%), avec i > 1, cela résulte de ce que I’applica-
tion naturelle de H. (P, %(51,62,1)) dans H., (P, %~ (1,62,1)) est identiquement
nulle (cor. 5.23 (ii)).

© Si 6105 1'— 1, on obtient des induites de représentations de dimension 2, ¢f. n° 6.5

Remarque 6.12. — (i) Si 6,6, ' n’est pas de la forme % ou z'y, avec i € N, le
th. 6.11 fournit une extension non triviale de B(d3,01) par B(d1,02) ; cette extension
est celle dont la prop. 4.5 assure l'existence et 'unicité.

(ii) Sin # 1 est localement constant, le G-module AX,, P! n’admet pas de décom-

position sous la forme [IT¥ — IIy], avec Iy, ITy € Rep™®G.

6.5. Le cas End A # L
6.5.1. Le cas 61 = d3. — Si 51651 =1, et si i est quelconque, les représentations de
G qui apparaissent sont toutes des induites de représentations de B (et pas seulement
des extensions de telles représentations).

Soit ¢ € Hom,y,(F*, L). On peut associer a ¢ le B-module W, = Le; @ Les, avec
action de B donnée par les formules

(¢9)-e1=e1 et ($9)-e2=e2 +(ad ey,
On note alors W;(d,7) le B-module W, ® (x~'6 ® én). Alors
Ei(6,6m) = Ind%Wg((S, n)

est une extension de B(d, 7)) par elle-méme admettant un caractére central.
Par ailleurs, on peut fabriquer un (¢, I')-module

A(67 6) =% L WZ(& 77)7

en considérant W, (d,7) comme un A*-module par restriction de I'action de B (il ne
dépend pas de n; c’est le (p, T')-module A(6,0, £) de la prop. 3.4). On a alors une suite
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exacte
0 — Ey(6n,0)* @ w — A(S,£) K, P — E,(6,0n) — 0,

dans laquelle Ey(6n,0)* ® w est le sous-module A(§, )t K, P!, o A(4,0)F est le
sous-module ZT @ W,(5,n) de A(d,£) (on remarquera que ZT ® Wy(8,n) est stable
par laction de AT et donc est un (p,I')-module sur Z71).

11 résulte du second point du (iii) de la prop. 3.4 que le casimir n’agit par un scalaire
que si k(n) =0 ousi ¢/(1) =0.

6.5.2. Le cas 83 = x'6y, avec i > 1. — Si £ € Hom,,(F*, L), le (¢,T')-module
A(6,4,¢) s'identifie au sous-module de A(6,£), image inverse de t'%(§) dans la suite
exacte 0 — Z(0) — A(5,0) — Z(5) — 0.

Si w = 2'62x 71, le sous-module A(4,i,/¢) X, P! de A(§,¢) X, P! est alors stable
par G, ce qui fournit une construction du prolongement de A(4,,£) en un G-faisceau
sur P!, de caractére central w. Ce faisceau n’admet pas de caractére infinitésimal si
(1) #£0.

La représentation II(A(d,4,¢)) est un quotient de Ey(z'd, ). Plus précisément,

Ey(z'6,6) = [B(2%6,8) — B(x6,0)] = [B(x'6,0)™¢ — B(6,2'8) — B(a'5,0)]

et TI(A(8,4,0)) est le quotient de E,(z'§,§) par le B(x'0,)*# ci-dessus. C'est une
extension de B(z'§,§) par B(d,z'5) comme il se doit.

6.6. Le cas 010, ' = | |

6.6.1. L’extension de Z par Z(| |). — Si 610, = | |, alors Extl (%#(82),%(61)) est
de dimension 1; on note A Pextension non triviale correspondante. D’aprés le th. 6.1
et la prop. 6.7, on peut définir, pour tout 7, le G-module AKX, P!, avec w = §;62x "1,
extension de Z(62) X, P* par Z(61) X, PL. Sin = 27 ¢, avec i € Z, ce module se
dévisse de maniére intéressante.

Le cas i = 0 est couvert par le th. 6.11; nous supposerons donc 7 # 0 dans ce
qui suit et, pour alléger les notations, nous supposerons 6 = % et §; = | |2* (le cas
général s’en déduit en tordant tout par 276y o det), et donc w = x*~1. On note A;
I'extension Z(x%) par Z(| |z*). On a donc A; = Ay @ 2°.

On rappelle que Wy, = Symk et Sty =St® Wy, si k€ N.

Proposition 6.13. — Il existe I1;, 11, € Rep™ (G) telles que
ARy P = [(T)* @ 21 — 1)
De plus, ', =T @2~ " et H_; =1, @x"" et, sii >0,
o I; = [B(| |,2") = Wiy — B(L,2"| [)],
o I} = [(Sti—1 ® Sti—1) — B(| |,2%) — W;—1 — B(1,2%] |)].
Démonstration. — On a A, = A_; @ z, et donc

(Ai X1 Pl)* = (A,z X, —i-1 Pl) X x
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On en déduit que
I, =Tz et I;=1z""

Maintenant, soient By = B(1,2¢| |) et By = B(] |,2%). Alors

Z(51) K, P! = [Bf ®w — B(z'| |,1)] et £(6) K, P'=[By ®w— B(z",| )],
et donc

AR, P! = [Bf ®w-B(a'] |,1)~B; @ w—B(a", | |)].
Par ailleurs, (cf. prop. 4.4),
B($Z| I7 1) = [Wifl—stifl—BQ] et B(Q?i,| D = [Stifl—Wifl—Bl].

Il résulte du troisiéme point de la rem. 5.26 que I'extension intermédiaire de B3 ®w par
B(z*|],1)/W;_1 est scindée, et donc [B(z?||,1)—B3®w] = [W;_1— B3 ®w—St;_1— Bo]
et

A &w P]' = [Bi’= Rdw — Wi,1 — B; RQw — Sti,1 — 32 — Sti,1 — Wi,1 — Bl]
On conclut en utilisant la nullité de Exté(Sti,l, Bs) et de Exté(Sti,l, Sti—1)
(prop. 4.9).

6.6.2. Application auz (p,T)-modules semi-stables non cristallins. — Soit M le
(¢, N)-module défini par

M = Le; @ Lea, o(e1) =q e1, p(ez) =ea, Neg =e1, Nep =0.
Alors ®) A = (Rrog @1 M)N=0, et A;rifm =L,[[t]] ® M, sin > 1.
Sik>1,etsi.Z est une droite de M, on définit le (p,I')-module Ay & par
Apg ={2€A, 1,(2) € Ly[[t] ® L +t*L,[[t]] ® M, pour tout n assez grand}.
Alors
tFAC ALy CA et AJAL o= Apo/tPA= R/t
De plus
~ J12(] |2¥) — Z] et est isocline si L # Ley,
[Z(| |) — %Z(x*)] et n'est pas isocline si . = Le;.
Remarque 6.14. — Si k > 1, les Ay o, pour .£ # Le;, décrivent (& torsion prés
par un caractére non ramifié) ensemble des (¢, T')-modules analytiques, de rang 2

sur Z, semi-stables et non cristallins, & poids de Hodge-Tate 0 et k. (Le cas . = Le;
produit un vilain petit canard.)

23. On note Zioe 'anneau Z[log T| On étend ¢, o4 €t tn & Ziog par :

p(logT) = qlogT + log Lp%? , 0a(logT) =1logT + log # et tn(logT) =log([x~"]-T).
(Comme % — 1 est divisible par =, la série définissant log Lp:,(,? converge dans &1 ; celle définissant

log g"T(T) converge dans #1.) On note N la %-dérivation de Rlog envoyant logT' sur
Ny =qpN et Nog = 0N, sia € 0.

—q .
=1 ona
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Soient
w=(z|lz])tdet A=z~ LL,(M)=St et II(M,k)=II,

si k € Z (ou II), est la représentation de la prop. 6.4). Le résultat suivant fait écho au
th. 0.6 de [11].

Théoréme 6.15. — (i) Si k € Z, on a une suite exacte
0 — II(M, k)* @ 2w — ARk, PY = TI(M, —k) @ zF — 0.
(i) Si k> 1,

o TI(M,k)*& = M ® (LL,(M) ® Sym" ™).
e Les injections t" A C Ay ¢ C A se prolongent en des injections G-équivariantes

t* ARk, P C Ap o Mor, P C AR, P!
et induisent les suites exactes :
0 — (M, k)8 — (M, k) — II(M, k) @ z¥ = 0,
0.2 ® (LL,(M) ® Sym" ') — II(M, k) — II(Ag &) — 0,
0 — T(Ag )8 = T(Ag.2) — II(M, k) @ 2% = 0,
et l’isomorphisme :
M(Ar2)"® = (M/£) ® (LL,(M) @ Sym* ™).

Démonstration. — Le (i) est une traduction de la prop. 6.13. Le premier point du
(ii) est une conséquence de la description de II(M, k) de la prop. 6.13. Le fait que
Ak, Mok, P et tFA Kk, P! soient stables résulte de la prop.2.4 de [11]. Par
unicité (prop. 3.7), Ak, o M x, P! est le faisceau Ay o X P! du th.6.11. Le reste du
théoréme peut se prouver en combinant la prop. 6.13 et le second point du th.6.11.
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