
Invent. math. 95, 161-205 (1989) ~///Jen~/one$ 
mathematicae 
�9 Springer-Verlag 1989 

Alg~bricit~ de valeurs sp~ciales de fonctions L 

P. Colmez 
Max-Planck Institut fiir Mathematik, Gottfried-Claren StraBe 26, D-5300 Bonn 3, 
Federal Republic of Germany 

Introduction 

Le but de cet article est de donner une preuve nouvelle des conjectures standards 
[D] fi propos de l'alg6bricit6 des valeurs sp6ciales des fonctions L attach6es 

certains caract6res de Hecke de type A o d'une extension finie F d'un corps 
quadratique imaginaire K. Ces conjectures ont 6t6 d6montr6es par Harder  I-H-S] 
dans un cadre plus g6n6ral et par des m6thodes nettement plus sophistiqu6es. 
En fait, les premiers r6sultats dans cette direction remontent fi Eisenstein [W], 
et Damerel IDa]  qui, dans le cas off F=K, ont exprim6 ces valeurs comme 
une somme finie de s6ries d'Eisenstein prises en des points d 'ordre fini de courbes 
elliptiques fi multiplication complexe par K. Notre  approche pour le cas g6n6ral 
a 6t6 motiv6e par une conjecture remarquable et impubli6e de R. Sczech 1, experi- 
mant ces valeurs comme polynSme en des s6ries d'Eisenstein encore une fois 
6valu6es en des points d 'ordre fini sur des courbes elliptiques fi multiplication 
complexe par K. En fait, notre r6sultat principal (Th6or6mes 5 et 6) est une 
preuve de cette conjecture dans un cas assez g6n6ral. Des r6sultats dans le 
cas [F: K]  = 2 ont 6t6 obtenus par Ito [I]  et Weselmann [-We] (voir aussi [HI)  1. 

Notre  d6monstration repose sur deux id6es. La premi6re est d'utiliser une 
version plus fine et plus canonique de la m6thode de Shintani [Sh] que celui-ci 
a introduit pour 6tudier les valeurs sp6ciales des fonctions z~ta partielles des 
corps totalement r6els. L'expos6 de cette m6thode est l 'objet de la partie I. 
La seconde id6e est d 'appliquer la th6orie des distributions pour  6tudier ta 
convergence de certains analogues pour F des fonctions elliptiques classiques 
attach6es aux r6seaux de K. Ceci fait l 'objet de la partie II. Comme le lecteur 
pourra le constater, la situation est nettement moins agr6able que dans le cas 
classique, en ce sens que nous n 'avons pas r6ussi fi prouver l'existence d'un 
prolongement analytique fi tout le plan complexe. La partie III  est consacr6e 

l'6tude des valeurs sp6ciales de fonctions L proprement  dites: elle utilise les 
r6sultats des deux parties pr6c6dentes et l 'absence de prolongement analytique 

tout le plan complexe fait que nous avons dfi restreindre l 'ensemble de valeurs 
sp6ciales consid6r6es. De plus, pour v~rifier que nous sommes bien dans les 
conditions d'application des r6sultats de la partie II, nous avons besoin d'un 

i voir [Scz] 
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th6or6me de Schmidt [Sch] sur l 'approximation des nombres alg6briques. Les 
hypoth6ses de ce th6or6me sont relativement malaisbes ~ v6rifier, et nous avons 
6t6 amen6 h imposer quelques conditions sur F. Nous terminons l'article par 
une conjecture donnant  une formule explicite pour les valeurs sp6ciales consid6r- 
6es, conjecture que nous d6montrons dans un cas relativement g6n6ral. 
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Chapitre I. M6thode de Shintani 

Soit n un entier > 1 et regardons les 616ments de CE" comme des vecteurs (matrices 
colonnes). Si zeC",  on note Tr(z) la somme de ses coordonn6es. Si k est un 
entier >1 ,  on note I k l 'ensemble des n-uples _k=(k~ . . . .  , k.) avec k ieN,  k~>0 

et ~ ki = n k. Si M = (b~) e M.  (~), on d6finit ~k (~) par  la formule 
i = 1  

Y~ ~ ( ~ )  x] 1-' . . .  ~.- k - - '  = ( u ~  . . .  u.) ~- '  
kelk  

__" 
off u3 = ~ b~j x~. On regarde ( ~ * ) " c  ~"  comme un groupe pour  la multiplication 

i = 1  

composante  par composante  et on d6finit l 'application Log: (IE*)"~IR" qui 
envoie z sur le vecteur de ~,," dont la i-i6me coordonn6e est log Izll 2. Soit D c (C*)" 
l 'ensemble des vecteurs dont  le produit  des coordonn6es est 6gat ~ 1, et 
H = L o g ( D ) ;  c'est-fi-dire que H est l 'hyperplan de P-," d'6quation {yeH.c~Tr(y) 
= 0 } .  

Soit el . . . . .  e._ 1 n -  1 616ments de D. On note Vie sous-groupe de D engendr~ 
par  el, ..., e,_ 1. On suppose que Vest  discret et de rang n -  1, ce qui +quivaut 
au fait que Log el . . . . .  Log e ,_l  soit une base de H. Soit S,_1 le groupe des 
permutat ions de {1 . . . .  , n - l } .  Pour a~S,_x, on d6finit la matrice n •  
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~ = ( f l  . . . . . .  ,fn,~), off f L ~  est l'616ment neutre de D et pour  i > 1 ,  
f / ,  a = ~a(1)  ea (2 )  �9 - �9 e a ( i  - 1). 

Finalement ,  on note e,(a) la s ignature de a et F(s) la fonct ion F d'Euler.  

Th6ori~me 1. Pour tout entier k >= 1, tout z~(~*)" et tout _e,=(e 1 . . . . .  e._ l )~D n-1 
tel que 

1) V aES ,_  1, det B~#:O et 
2) Log  el . . . . .  Log  e._ t forment une base de H, 

on a, dos que la s&ie converge, l 'identitO suivante : 

F(k)n n F(k~) 
(z, z,) k = t l ~  ~ e ( a l d e t ~ ,  ~ ( ~ )  _[I (1) 

"" v~v ~ s , _ ,  _k~l~ .= (Trf/ ,~ vz) k' 

off rl est une constante Ogale fi + 1 selon le signe de det (1, Log  e, a . . . . .  Log  en- 0. 

Remarque. On verra  dans  la d6mons t ra t ion  (Lemme 4) que la s&ie converge 
presque par tout .  

DOmonstration. Le principe de la d6mons t ra t ion  est le suivant:  un 6lOment de 
r  est dit rod  et posit if  s'il est 616ment de (~+)n. On commence  par  p rouver  
la validit6 de la formule (1) dans le cas off z, e l , . . . ,  en-1 sont r6els et positifs 
(Lemme 1). Puis, on utilise des a rguments  de p ro longement  analyt ique pour  
prouver  (1) dans le cas gOnOral. En part iculier  les Lemmes  3 et 4 discutent de 
la convergence de la sOrie du m e m b r e  de droite de (i). Une  dOmonstrat ion 
directe, sans faire appel  au p ro longemen t  analyt ique a 6t6 trouvOe par  Wesel-  
mann  [We2].  

Si oa  . . . .  , ~ sont r vecteurs rOels et positifs de ~n, on note  C ( o l  . . . . .  Or) 
le c6ne engendr6 par  ces vecteurs;  i.e. C(oa ,  . . . ,  ~ )  est l 'ensemble des vecteurs 
de la forme 21 ~1 + . . -  + 2~ ~o,, off les 2 i sont des nombres  rods  s t r ic tement  positifs. 
Si aeSn-1 ,  on note  C ~ = C ( f L ~ ,  ...,fn,~). Soit G = ( N * )  n. Les condit ions sur 
les c6nes C~ dans  le l emme suivant  ont  6t6 mo t iv&s  par  le travail  de Shintani  
[Sh]. 

Lemme  1. Supposons que 

1) z, e I . . . . .  en- 1 sont r~els et positifs; 
2) C~, ~ C ~ = O  si o1:~o2;  
3) C =  U~s ,_ ,  C~ est un domaine fondamental d des ensembles de mesure 

nuller pros pour l'action de V sur G. Alors la sOrie dans le membre de droite 
de (1) est absolument convergente et l'Ogalit~ (i) est v&ifiOe. 

D~monstration. On a 

F(k)" _ ~ e - (  . . . .  +...+ . . . .  ) ( U l  , , ,  Un)k- 1 dul.. ,  dun 
(Z ~ . . . Zn) ~ 

= ~ ~ e -T~"~ ' (u , . . .u . )  k - l d u , . . . d u .  
v ~ V  vC  

= y~ ~ e - ~ " " ~  . . . u , )  ~ - I  d u ,  . . . d u n  
v ~ V  C 

= Z Z I e-~*("v~)(ul "'" u,)*- '  d u , . . ,  dun. 
v E V  a E S n -  1 Ca  
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Ecrivant ~r off f .  . . . . . . .  f/,,~ sont les coordonn6es du vecteur f i . , ,  

faisant le changement de variables u j =  ~ f0, ~ x~, et utilisant le fait (prouv6 
i = 1  

ci-dessous) que 

Idet ~ [  = t/e(a) det N~, (2) 

on obtient: 

r(k)  ~ 
(zl . . z . ) k = q  ~, ~ e ( a ) d e t ~  S e-L~'~t . . . . . . . . .  )(Ul ...Un) k-1 d x l  . . . d x , ,  

�9 v e V  a ~ S n -  I G 

off Lv, ~(xl, ..., x,) = ~ Tr (fk, ~ vz) xk. Rempla~ant alors ui par sa valeur et effec- 
k = l  

tuant l'int6gration, on obtient (1). 
Montrons alors que (2) est impliqu6e par notre hypoth6se suivant laquelle 

C~, c~ C~2 = 0 si a l=[= a2. Comme S,_ 1 est engendr6 par les transpositions z i qui 
~changent i et i+1,  il suffit de prouver que d e t e r ,  et d e t e r2  sont de signes 
oppos6s si a z = Z i a l .  Dans ce cas on a fj,~,=fj,~2 pour  j4: i ,  et comme 
C~, n C~ = 0, ceci implique que f~, ~, et f~, ,~ ne sont pas du m~me c6t6 de l'hyper- 
plan engendr6 par les fi,~ pour j + i ,  et donc d e t e r ,  et d e t ~  sont de signes 
oppos6s comme on l'avait annonc6. 

Lemme 2. Soit ~ =(D c~ G)"- 1. Alors il existe un ouvert U de ~ ayant les propri~t~s 
suivantes : 

1) pour tout (el . . . . .  e,_ 1)~ U, le sous-groupe V de G engendr~ par el . . . .  , ~,-1 
est libre et discret; 

2) C,, c~ C,~ = 0 si al  :~ 0"2 "~ 

3) C = W ~ s  ._, C~ est un domaine fondamental  de G sous l'action de V. 

Remarque 1. En fait, il d6coulera de la d6monstration du Th6or6me 1 que 1) 
et 2) impliquent 3), mais nous n'avons pas trouv6 une d6monstration directe 
de ce fait. 

Remarque  2. On explique bri6vement l'id6e g6om6trique derri6re le Lemme. 
Log V est un r6seau dans H et Log (C)n  H est un solide dans H dont les sommets 
sont pr6cis6ment les sommets du cube port6 par les Log e~ qui sont des g6n6ra- 
teurs de Log V, et dont  les faces sont telles que pour toute face F de Log (C) n H, 
i! existe i tel que F +_ Log ei soit une autre face de Log (C) c~ H. Donc Log (C) n H 
ressemble beaucoup fi un domaine fondamental pour  l'action de Log V. 

DOmonstration. Etape I. 1) et 2) impliquent que (2 contient un domaine fondamen- 
tal de G sous l'action de V. 

On appelle ~ poly6dre convexe >> de ~ "  toute intersection finie de demi-espaces 
dans R". Un poly6dre sera une r6union finie de poly6dres convexes. On va 
prouver que les conditions 1) et 2) impliquent que pour tout poly6dre compact 
K de G, on a 

K ~ A =  ~ vC, 
v ~ V  
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off C est l 'adhOrence de C dans It".  Ceci suffit fi prouver  que A = G, c'est-fi-dire 
que f7 contient un domaine  fondamenta l  de G sous Faction de E Soit donc  
K un poly0dre compact  de G. C o m m e  C est lui-mame un polyOdre dont  l 'intersec- 
tion avec D est compact  et que Ves t  un sous-groupe discret de D, il n'existe 
qu 'un hombre  fini de ve V tels que vC c~ K 40 .  Et comme la rOunion et l 'intersec- 
tion d 'un  nombre  fini de poly0dres est encore un poly0dre, on en conclut  que 
Ac~K est un polyOdre. Soit F une face de A n K intOrieure fi K. D'apr0s la 
dOfinition de A et le fait que Ves t  discret, F doit ~tre incluse darts un translat6 
d 'une face de C. Or, on va prouver  que les faces de C sont contenues dans 
l'intOrieur de A fi des polyOdres de codimension 2 pros, ce qui prouve que F 
est de codimension au moins  2 et que A c~ K est soit dense dans K soit d'intOrieur 
vide. Soit alors K,  une suite de poly0dres compacts  tels quee K ,  c~ A soit d'int0r- 
ieur non-vide et U K , =  G. C o m m e  A est ferm0, et que K,c~ A est dense darts 

hEN 

K , , o n a K ,  n A = K ,  et U ( K , ~ ' ~ A ) = U K . = G e t d ~  
n~N n~N 

Prouvons  maintenant  que les faces de C sont  contenues dans l'int0rieur de 
A fi des sous-espaces de codimension 2 pros. Soit F une des faces de C;  alors 
F est de l 'une des formes suivantes: 

a) F = C ( f j . , , .  . . . .  ~ - l , a , f / + l  . . . . . .  , f n . a ) ,  I < i < t l ,  

b) F = C(f~ . . . . . . .  f , -  T. ~); 
c) F = C ( f 2  . . . . . .  , L , ~ ) = e , ~ ( I ~ C ( L  . . . . . . . . .  L ,  . . . . .  ), off z est le cycle 

(1, 2 . . .  n). 
Dans  le cas a), soit zi la permuta t ion  0changeant  i et i +  1: alors F est une 

face commune  /t Cr et C ... .  et est donc  fi l 'inthrieur de C~wC . . . .  puisque 

C,c~Cr Dans  le cas b), F est une face c om mune  /t C~ et e~ ,_a )C  . . . .  
et pour  prouver  que F est intOrieur fi la rhunion, il suffit de prouver  que det d~  
et det (f2 . . . .  - , , . . . , f ,  . . . .  - . . . .  1"1 . . . .  -,) sont de signes oppos0s, ce qui suit facile- 
ment de (2) et d 'un  calcul de signature. Le cas c) est 0quivalent au cas b). 

Remarque. Jusque lfi on  a prouv6 que si 1) et 2) sont vOrifiOs, alors f2 contient  
un domaine  fondamenta l  de G sous Faction de V. Pour  prouver  que C est 
un domaine  fondamenta l  ~t des ensembles de mesure nulle pros de G sous l 'action 
de V, il suffit de prendre une fonction cont inue f qui est stricternent positive 
sur G e t  sommable  sur G, et de vOrifier que 

f ( x )  d x =  ~ ~ f ( x )  dx. 
G v ~ V  vC  

En particulier, on peut prendre f ( x ) = e  -C . . . .  + " +  ..... ) et si on admet  le Th0or-  
0me 1 pour  k =  1, on voit que les condit ions 1) et 2) du Lemme 2 impliquent 
la condit ion 3). Cette remarque  est impor tante  car elle permet de construire 
explicitement un domaine  fondamental  de G sons Faction de V. Voir [C]  pour  
une application de ce r6sultat. 

Etape II. U n  lemme auxiliaire 

Sous-Lemme. S 7l existe vo �9 1 dans V tel que C~, n vo C~ soit d "int&ieur non-vide, 
alors C,,, est inclus dans A '=  ~ vC. 

v E V  
v#: l 
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DOmonstration. Soit F une face de C~1 c~ A' int~rieure fi C ~ .  D 'apr6s  la d6mon-  
s t rat ion pr6c6dente, il existe rl~S, 1 et VleV tels que F est aussi une face 
de VlC~. D ' u n  aut re  c5t6, la d6mons t ra t ion  prouve  qu'il existe ~2~S,_1 et 
v2eV tels que F est une face c o m m u n e  fi v~C:, et v2C~ et intdrieure fi la 
r6union. Par  la d6finition de A' et le r6sultat d6montr6  fi l '6tape pr+c6dente, 
on dolt  alors avoir  v2=  1 ce qui est une cont radic t ion  puisque C~, c~ C~ est 
soit vide soit 6gal fi C ~ ,  et donc  C~: ne peut  avoi r  de face intdrieure fi C~,. 
Et par  suite Co nA'  ne peut  avoir  de face int6rieure ~ C, ,  et donc  est soit 
vide soit 6gal ~ C,~, ce qui permet  de terminer  la d6monst ra t ion .  

Etape  III .  Cons t ruc t ion  de U v6rifiant 1) et 2). 
Soit x > 0 ,  N o t o n s  e~ le vecteur (1 + x ,  1 . . . . .  1, (1 + x )  -1, 1 . . . . .  1), off (l + x )  -1 

est fi la ( i+  1)-i6me place. Soit U(x)=(e 1B(I, x z) x ... x e,_ 1B(1, x2)), off B(1, x z) 
est la boule ouver te  de centre 1 et de rayon  x 2. C o m m e n g o n s  par  v6rifier que 
les condi t ions 1) et 2) sont v6rifi6es pour  tout  (ea, .. . ,  e , -1)  dans  U(x) pour  
x assez petit. 

Pou r  v6rifier 1) il faut p rouver  que (Log e~, . . . ,  Log  e,,_ ~) forment  une famille 
libre. On note  y i=(1 ,  0 . . . . .  0 , -  1, 0 . . . .  ,0)  off - i  est fi la ( i+  1)-i6me place. 
On a alors Logei=xyi+O(x2). I1 existe donc  61, tel que, si 0 < x < 6 ~ ,  la condi-  
t ion 1) est v6rifi6e. 

Pour  v6rifier 2), il faut p rouver  que si o-1 4= o2, l '6quat ion 

(3) 

n'a pas  de solutions en nombres  r6els s t r ic tement  positifs. Sans nuire fi la g6n6ra- 
lit6 de la d6monst ra t ion ,  on peut supposer  o-2=[d, et noter  f~,~2=f~, et o-1 =o-. 
Si f~, ~=f~, on peut  soustra i re  min(2i ,  ~ti)f~ de l'6galit6 (3) et donc  supposer  que 
2 i = 0  ou /zi=0. On pose pI2rl=max(2i), H/~l[=max(#i). C o m m e  on a 

i i 
Tr (f/, ~) = n + O (x2), on en d6duit  que 

2, + ... +~.+o(xz) lt~ll = ~ 1  + ... + ~ .  + O(x2) lt~lt. (4) 

Puis p renan t  la (i + 1)-i6me coordonn6e,  on obtient  

a 1 (i) 

)oJ+ L 2J(1-x)+O(x2)ll~ll 
j = l  j = a  1(i)+ 1 

i 

= ~ I~j-t- ~ ~j(1-x)+O(x2)ll~ll. (5) 
j = l  j = i + l  

Ret ranchan t  (5) de (4), on obt ient  apr6s division par  x" 

L n 

2~+O(x)J[2Jr= ~ tzj+O(x)J!It[I. (6) 
j = a  1(/)+1 j = i + l  
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Soit alors i tel que f~. ~ #f~. Cette condi t ion signifie que a n'est pas  une pe rmuta -  
tion de {1,2 . . . . .  i - 1 }  et donc  qu'il  existe i ~ < i - 1  tel que ~ r - ~ ( i 0 > i - 1  et 
i~ > i -  l tel que a - ~ (i2) < i -  1, et donc  on obtient  

j = a - I ( i l }  j = i  2 

; ,~+o(x ) l l ; t l l= -  ~ ~ + o ( x ) l l ~ l / .  (7) 
j = a -  ~(i2)+ 1 j=i~ + l 

C o m m e  les 2i et les /~i sont positifs, ceci implique que 21=O(x)(]]211 + ]]#l]) et 
/~i = O (x)(ll2]l + ll~ It) si i est tel que f~., =l=f~. Maintenant ,  on a .f~ =f~ + x Yl + O(x2) 

i - I  

off y' i= ~ yj et utilisant (4) et ce que l 'on vient de dOmontrer,  on en d6duit 
j = l  

(notant  ! l 'ensemble des i tels que fi, ~ =f/)  

(2~-#,)  y'~=O(x)(ll2][ + IlltH)~],~-I~,l=O(x)(ll21[ + Hl~{I) si i ~ I -  {1), 
i ~ I - { I }  

puisque les y'~ forment  une famille libre. Donc,  utilisant le fait que si iEl,  2~=0 
ou # i = 0 ,  on voit  que pou r  tout  i on a )oi=O(x)(l1211 + I1~11) et ll~=O(x)(ll).ll + II~Jl). 
I lexis te  donc  6 2 > 0  tel que 62<6~ et quand  0 < x < 6 2 ,  

I I 
2;<)1~2(n+ (j[21j + flail) et ~,~< 2(n+ 1) ({j21j + tl,u[I). 

On en d~duit f inalement que 

(kl~ll+ll~kl)~ ~ (~+~3 < 2n 
~=~ = 2 n + l  - (ll)'jt + H/~]j) 

et donc  que ][2[[=[IpN=0, ce qui implique que si .~ ,~ ,#f i  . . . .  2 i = / ~ i = 0  dans 
l'6galit6 (3) et donc  que la condi t ion 2) est vOrifiOe pour  0 < x < ~2- 

Etape IV. La condi t ion 3) est vOrifiOe pou r  U. 
En fait, on mon t re  qu'il  existe 63 tel que 0 < J 3 < g z  et ta condi t ion 3) est 

v6rifi6e pour  U(x) quand  0 < x < 6 3 .  On a vu que quand  0 < x < , 5 2 ,  on a U vC 
v6V 

= G, et donc  pou r  vOrifier que C est un domaine  fondamenta l ,  il suffit de vOrifier 
que C A D  a l e  volume d 'un  domaine  fondamenta l  sous l 'act ion de V Pour  
cela on se place dans l 'espace logar i thmique:  le vo lume d 'un  domaine  fondamen-  
tal est 6gal au volume du cube form6 par  les Logei :  c 'es t -~-dire=x"-~+O(x") .  
De m6me 

Vol (Log (C.) c~ H) 

1 
( n - - t ) [  

1 
( n - l ) !  

[det(1, l + xy~r . . . .  , l + xyo( l )+ . . .  + y,~, i ))J+O(x") 

x" -  ~ + O(x") 
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(on a tout projet6 sur l 'hyperplan tangent ~ D e n  1 et utilis6 le fait que Log 
coincide avec cette projection ~ des termes du second ordre pr6s). Donc 

Vol (Log (C) n H) = ~ Vol (Log (Ca) c~ H) = x"-  1 + O (x"), 

donc 

lim Vol (Log (C) c~ H) - 1. 
~-o Vol(domaine fondamental) 

Supposons alors que 3) n'est pas v&ifi6e. I1 existe donc v#: 1 tel que C n  vC 
ne soit pas d'int6rieur vide. Mais d'apr6s l'6tape II de la d6monstration, ceci 
implique qu'il existe a tel que C~c U vC. Cette condition implique alors que 

v : # l  

le volume de C c~ D est sup6rieur fi la somme du volume d'un domaine fondamen- 
tal et du volume de C~ c~ D. Or 

1 
Vol (Ca n D) - 

( n -  1)! 
Vol (C c~ D) + O (x"). 

On obtiendrait donc 

Vol (C c~ D) I 
> 1 O(x), 

Vol (domaine fondamental) = + ~ + 

ce qui contredit le fait que ce rapport  tend vers 1. D'ofi l'on tire l'existence 
de 63. On peut alors prendre U =  U(63) et U satisfait les conditions 1), 2) et 
3) du Lemme 2. 

Munissons Z " - I  de la norme du sup. Soit ei le i-i6me vecteur de base de 
7/"-~. Si t~Z" I e t  a~S,_I, posons 

n - 1  

Soient ~ =  {P(a, _t); _t~;g"-1 et a~S,_  1} et ~ ( t ) =  { P ~ ,  _t~P}. Soit �9 une appli- 
cation de 7Z " - t  dans 112". Si P=P(a,O=(P(1) . . . . .  P(n) )~ ,  on pose M, ,e  
=(O(P(I))  . . . . .  O(P(n))) et 

Fk, e,e(z)=e(a)det~,,  P Vk-~ (i01 (Tr O(P(i))z) -1) 

r(k3 
= ~ (a) det ~ ,  e ~ c~k_ ( ~ ,  P) I~ (Tr �9 (P (i)) z) k~ 

k~l~ i =  1 

off c~_k(~) est la quantit6 d6finie avant l'6nonc6 du Th6or6me 1 et Vest l 'op6rateur 

" / 0 \  
,_~,__ _ .. (-3~Z~). Pour montrer  que les deux expressions d6finissant Fk,,,p(Z)sont 

6gales, on peut commencer par supposer que z et les O(P(i)) sont totalement 
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positifs et que det ~ .  e est de mSme signe que e(a). Si on note C le c6ne engendr6 
par les 49(P(i)), on voit alors facilement que les deux termes sont 6gaux fi 

e-  Tr'*z (-I (Uki - 1 dbli). 
C i = 1  

Le cas g6n6ral s'en d6duit par ((prolongement alg6brique >) (toutes les expressions 
sont des fractions rationnelles en les coordonn6es des 49(P(i))). 

Lemme 3. F<. , , (z)= y" Fk,.,e(Z ) ne dOpend pas de 49(t_). 
P a ~  t(L) 

D~monstration. Supposons d'abord que les 49(P(i)) sont totalement positifs. Soit 
C(P) le c6ne engendr6 par 49(P(1)), ..., 49(P(n)). On peut s'arranger pour que 
les C(P) pour PeJ~(_t) soient disjoints deux ~t deux et que 49(_0 soit int6rieur 

la r6union C de leurs adh6rences. On obtient 

Fk,r z)= +- I e-T~"~ [ I  (u~ - t  dui) 
C i = l  

qui ne d6pend de mani6re 6vidente pas de 49~). Le cas g6n6ral s'en d6duit 
par .prolongement  alg6brique)~. 

Coroilaire. Posons Fk, . ( z ) =  ~ Fk,.. e(Z). Si 49 et 49' sont deux applications de 
PAY/ '  

2~"-1 dans C" ne diffkrant que pour un hombre fini de t_, si Fk,.(z) converge et 
si Tr 49 '~)z#0 quand 49(_t) # 49'(t), alors Fk, . ,(z) converge et Fk, . (Z)= Fk, .,(Z). 

Soit B e D  "-1 rensemble des (e I . . . . .  e,._l) tels que {Loge, 1 . . . . .  Loge._~} 
forment une famille libre dans H et tels que Va~S ,_~ ,  d e t . ~ . # 0 .  Alors B a 
deux composantes connexes, B + et B- .  On note _e=(e~ . . . . .  e._ 0. 

Lemme 4. Notons F(k, z, e_) la sOrie darts le second membre de (1). 
(a) Cette sdrie converge absolument presque partout 
(b) elle se prolonge en une fonction holomorphe de (z, ~_) sur (~*)" • B. 

Dgmonstration. (a) I1 suffit de constater que la fonction 

f l  1 
F1 (z, e) = y, (Trfl vz) k' 

u a V  i :  1 

converge absolument presque partout. Notons H i ,  l 'hyperplan d'6quation 
T r f v z = O .  S i z e  U Hi .... Fl(z, ~) ne converge pas; rnais U Hi, .  est de mesure 

v ~ V  w V  

nulle. Supposons que z6 U Hi, v. Si [Trf/vz[ >= IIv[I ~/2 pour tous sauf un nombre 
vaV 

fini de v, alors F/(z, _e,) converge. Donc si elle ne converge pas, ITrfivz[ < I]vll ~/2 
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pour  une infinit6 de v. Or, Ilf~vll tend vers l'infini c o m m e  Ilvll, donc  il existe 
une constante  el, telle que 

d(z, Hi . , , )=lZr f i vz l  I T r f i v z [ <  1 _ 
< IlIJII 1/~ 

IIf~vll cs, Ilvll cs, 

Mais  c o m m e  ~ Ilvll-1i2< + ~j, l 'ensemble des z v6rifiant ceci est de mesure  
v E V  

nulle, donc  la s6rie converge abso lumen t  presque par tout .  
La d6mons t ra t ion  de (b) est longue et p6nible et va n6cessiter une longue 

s6rie de sous-lemmes.  Soient U c B e t  _t e77"- 1. Soit J (t, U) l 'ensemble des j e [ 1, n] 
tels qu'il  existe _eeU tel que la j-i6me coordonn6e  de _~=e~' ... e,t--'l soit la plus 
grande en norme.  

Sous -Lemme 1. Soit _%eB, il existe un voisinage U1 de e, o et une constante a >  1 
tels que V e_,6 UI, V t ~ Z " - a ,  VjeJ(t_, U1), I(_~)jl > a 41-tll . 

D~monstration. Munissons  IR" de la no rme  du sup. L 'appl ica t ion  _t ~_t Log_% 
= L o g ~  est lin6aire injective sur 7Z"- I |  II existe donc  une constante  
C > 0  telle que V t~2~ "-1 ,  ILtLog_%N>C]LtN. Soit U~ la boule ouverte  dans  

C 
H ( =  {x, T r x  = 0})"-1 de centre Log _% et de rayon  4 ( n - 1 )  2. Soit j o e  [1, n] r6al- 

isant le m a x i m u m  de (_t Log  e,o) j. C o m m e  t Log_%eH,  on a 

C 
(_t Log_%)jo > n- -  i- H_tll. 

Soit U~ un voisinage de _% tel que L o g  U1 c U~ et soit j~J(t_, U1). I1 existe alors 
_e~ e U1 tel que (_t Log_el) j > ~ Log  _e0~ o . Uti l isant  l'in6galit6 triangulaire,  on obt ient  

3C 
(_t L o g _ ~ i ) j o > - - ~  ILtll 

4 (n- -  

et r6utilisant l 'in6galit6 tr iangulaire,  on obt ient  

3C 
V e,~ U~ (_t Log_~)j > 4 ( n _  1) Ltll - H t (Log _e- Log  _e,)II 

3C 2C 
> - - I I _ t  II Ltll. 
= 4 ( n  - 1) 4 ( n -  1) 

[ \ 
D'ofl  le l emme avec a = e x p  { ~ } .  

Soit 6 > 0  tel que la boule  ouver te  de centre Zo et de r ayon  6 de ~ "  soit 
incluse dans  (~*)". Soit T =  {_t E Z " -  1, 3 _e ~ U1, 3 z ~ B (Zo, 6 - )  tels que Tr  _e -~ z = 0}. 

soit 5 ) .  telle que 
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j-i6me vecteur de base de ~". Soient q'~ et q0o,~ les applications de 7Z" ~ dans 
II;" d6finies par 

4~(t)=_e -~ et (b~ e(t)-{ -g / -  �9 t si t ~ T  
. . . .  .[~lt) ~ si teT.  

On a Fk, ~,(z)= F(k, z, e,). On notera  F~(k, z, _e) au lieu de Fk, e~ ,(z). 

Sous-Lemme 2. Quelle que soit l'application 99 que l'on ait choisie, F,9(k, z,~_) 
est une fonction holomorphe de (z, _e)~ U x U1. 

Ddmonstration. I1 s'agit de majorer  IF~,~,e(z)]. On peut 6crire ~,~(P(i)) 
=_~ga, i,e(_~) Off g~,i,e(e,) d6crit un ensemble born6 quand ~: d6crit U~. Comme 
Vest invariant  par ~_:~ 

~, (3, ) 
(~ZI~?.(~Zn--~U1Z1...(~UnZn si V t . . . V , = I  , 

on a ~k(((gl  . . . . .  _dg,)) = C%((g~ . . . . .  g,)) et de m~me 

det (~ g~ . . . . .  ~ g,) = det (g~ . . . . .  g,). 

I1 existe donc une constante C~ telle que 

V_e,e U,, V P e ~  [detMo~,_~.p] ~ ]C~k_(M~ .... e)[ 1~ F(ki)<Cl " 
k~ltr i TM 1 

On a de plus V_eeUl, V_te;g "-1, [Iq~o.~(_t)l[>all~ll d'apr6s le sous-lemme 1. Si 
on note  Hy={zell2", T r y z = O } ,  on a ITryz l=d(z ,  Hy)llyll et comme 
Ho~.~)c~B(zo, 6 - ) = 0 ,  on a zeU==>d(z, H ~ u ) ) > 6 / 2 .  Ce qui nous donne:  

V z ~ g ,  VF_,~.U1, V P e ~  IFk,~ .... P(z)[~C1 a - nk(ll-tll 1)(~2)- nk" 

D'ofl le lemme. 

Sous-Lemme 3. Soit (z, c_)6U z U1 tel que F(k, z,e_) converge absolument. Soit 
(p~: T--* [1, n] dOfini par: la (p~(t_)-ikme coordonn~e de ~ est une de celle qui a 
la plus grande norme. Alors F(k, z, e_)=F~_(k, z, E_). 

Ddmonstration. Soit 4~ M : 2g"- 1 ~ I13" tel que 

q~M(t)=~q~.~,~(t) si ILtll < M .  
- [q~(_t) si ILtll > M  

D'apr6s le Lemme 3, on a Fk, ~M(z)= F(k, z, e_) pour  tout  M. Le r6sultat d6coulera 
du th6or6me de convergence domin6e si l 'on ar r ive / t  majorer  ]FR, ~ , ,  p(z)l ind6- 
pendamment  de M par  une s6rie convergente.  Si _re T ou si H_tH > M ,  on a q~M(_t) 
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=~b~(_t). Si _teT et si [l_tll<M, il existe z ~ B ( z o , 6 -  ) tel que Trq),(_t)zl=0 et 

[Tr ~b_~(t)zl< ~, ~ II~b~(_t)ll. De meme si_te Te t  II_tll < m ,  on a donc 
Z 

et donc V_te~ "-~, 

a 
ITr q~v (_t)zl > ~  II ~M(_t)l] = 2 ]fn II q~_~ (_t)ll 

> l  
[Tr cb~t(_t)z ] : 3 ] /n  ]Tr q~(_t) z). 

Ordonnons  les 616ments de P = (_t~ . . . . .  _t,) de telle sorte que 

i < j ~ l Y r  q~M (_tl)z[ < ITr q~M (t j) z[. 

On d6duit alors des majorat ions pr6c6dentes 

IFR, e, , .  e(z)] < C~ (3 ]~) ,k  [Tr q)~ (_t x)z[-nk+,-1 I~ ITr q~ (_t~)z[- 1. 
i = 2  

La convergence absolue de F(k,  z, ~_) entralne alors la convergence de cette der- 
niSre s6rie (en effet, on a % (N) = 1 si _k = (1 . . . . .  1, n k -- n + 1, 1 . . . . .  1 )). 

Pour  terminer la d6monstrat ion du Lemme 4, il reste 5. v6rifier que les Fk, ~, (z) 
ddfinissent la mSme fonction holomorphe sur U x U1 quand q~ varie. Soit B' 
l 'ouvert de Zariski de B d6fini par _eeB' si et seulement si pour toute suite 

_t I =0,  _t 2 . . . . .  t n d'61~ments distincts de ~g"- 1 v6rifiant II_tl- t i_ 11] < 1, ~ H_~, = {0}. 
i = 1  

On va montrer  que si (Za, _el)eU x(U1 c~B') est tel que F(k,  z 1, e_~) converge, 
alors on a F(k, z~, _~0= F~,(k, z~, eq) pour toute application q~. Comme les (za, ~ )  
v6rifiant ces conditions sont partout  denses dans U x Ux en vertu du (a) du 
Lemma 4, cela permet de conclure. 

Sous-Lemme 4. II ex is te  60 > 0 tel que pour route suite t_~ = O, t_ z, . . . ,  t_, d 'kl~ments  
distincts de Z " -  1 v~rifiant I[ ti - t~_ ~ tl = I, aIors 

{z I [Yr ~' zl <6o Nzll} =0 .  
i = 1  

DOmonstration. C'est une cons6quence directe de la d6finition de B' et de la 
finitude de l 'ensemble des suites consid6r6es. 

Soit U' un voisinage de z 1. On pose T(U', e0={_ teZ  "-1, H ~ , m U ' + O } .  Si 
_t I e Z " -  1, on pose Ta (_q) = {_tl }, 

+oo 

~(_t,)= U '~a(-t), T~(_t0= U P ~ T ( U ' , _ ~ I )  et T(_t0= U T~(!,). 
t ~ T i _  1R~) P~~ i =  1 

Sous-Lemme 5. I1 ex is te  un voisinage U ' c B ( z o , 6 ' )  de z l  tel que V t l e Z  " - t ,  
T(t_ 0 = T,_ 1 ~a) et donc en particulier tel que T ( ! i )  soit fini.  
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D~monstration. Soit ~/<1, U~=ZlB(1, q) est un voisinage de z I tel que pour  
tout j, U,~{z ,  zj=O}=O. Soit U'=U,c~B(zo, 6-) .  I1 existe des constantes  21 
et 22 v6rifiant: 

V zeU' ,  V v e C " ,  2111vll llzll < llvztl < llvll lPzll 

V z e ~ " ,  VteT/" -1  avec II_tll _< n, ITr ~ z[_<_22 Ilzll. 

Supposons  T ( t l ) #  T ,_ l ( t l ) ;  la suite Tl(_t0 . . . . .  T,(_t 0 est alors s tr ictement cro- 
issante et on peut  t rouver  une suite ! l  . . . . .  t ,  d'616ments distincts de T,(_t 0 v6ri- 
fiant I[_ti-_tl- 1 II = I. Posons  v = _et? et vi = _d'-t'. I1 existe z'ie U' tel que Tr  vi vzl = 0 
et donc:  

<22 
]Trvivzll=[Trviv(z'i--Zl)l<=22[Iv(z'i--zl)ll <=22rl[Iv[I ]12111= 21 r/JlVZlt[- 

q < 2 1 6 o  
I1 suffit alors de prendre  ~ o/1 6o a 6t6 d6fini au Sous -Lemme 4. On 

peut ma in tenan t  te rminer  la d6monst ra t ion .  Soit T u n e  bijection de ]I'4 sur 

T. Si _t~ T, soit T ( t ) =  T l 'ensemble d6fini au Sous -Lemme  5. 
Soit 4) M: ~E"- 1 ~ ~ ,  

/ O~,~l(_t ) si _te U T(T(J))=TM 
j<M 

OM(-t) = r (t) sinon. 

C o m m e  T(t) est fini, on a F(k, zl, _e0=Fk, ,M(z0 pou r  tout  M. De  plus la m~me 
d6monst ra t ion  que pour  le Sous -Lemme  2 nous dit que 

Ifk,.M,e(Zl)l<C1 inf ,q  a -"kr si PnTM4=O 

<lFk,.~,,v(zl) ] sinon. 

C o m m e  les deux s6ries in tervenant  dans la ma jo ra t ion  sont abso lument  conver-  
gentes, on en d6duit  lim Fk,.M(Zl)=F~o(k, zl,  e_l) d 'apr6s  le th6or6me de conver-  

M~+ov  
gence domin6e. 

Soit alors U l 'ouver t  construi t  au L e m m e  2. (~ .*)"•  U est un ouver t  de 
l 'espace r6el sous jacent  ~ (~*)" • B. On termine alors la d6mons t ra t ion  du Th6o-  
r6me 1 pa r  p ro longemen t  analyt ique en utilisant le fait que l ' identit6 (1) est 
vraie si (z, e)r x U (Lemmes  1 et 2). Le signe r/ qui appara~t est cons tan t  
sur chacune des composan te s  connexes de (~*)" •  B e t  donc  ne d6pend que 
de det (1, Log  ex . . . . .  Log  e.). 

Chapitre II. S6ries d'Eisenstein-Kronecker 

O. Dkfinition 

Soient A1 . . . . .  A.  n r6seaux de 112 et A un i somorph i sme  de ~".  Soit A le r~seau 
de ~"  d6fini pa r  A = A (A 1 x ... • A.). On muni t  ~n de son produi t  scalaire canon-  
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ique ( y l z ) = R e  yiY.i , et on note A l e  dual de A pour ce produit scalaire. 

Soient ~r =(L1, ..., L.) et ~# = (M~ . . . . .  M.) les families de formes lin6aires d~fi- 
nies par:  Li(A(z))=z i pour 1 <_iNn et 

n 

Soient _t =( t l  . . . . .  t . )e(N*) n, keN,  uellY et sell;; on pose: 

- - k  

F(k, Ls ,  u , A ) =  ~ Li (o+u) t  ' icoi+uil2 . 
o~eA i = 1  i = 1  

On suppose que la s6rie d6finissant F(k, t, s, u, A) est absolument convergente 
pour Re (s)>> 0, et on cherche fi 6tudier l'existence d 'un prolongement analytique 
et en particulier la valeur en s = 0 de ce prolongement.  

Nous supposerons que n formes lin6aires prises parmi M1 . . . .  , M, ,  z~ . . . . .  z, 
forment toujours une famille libre. Soit y e ~ " ,  on pose M , + i ( z ) = z l - Y i  pour 
l < i < n .  Soit I une pattie fi n 616ments de [-1, 2n], et soit x~(y) la solution 
du syst6me (Mi(z)= 0) pour ieI.  On d6finit finalement des formes lin6aires N~. i(Y) 
pour jr par NL~(y)=M.i(xi(y)). On dit alors que (/], Jr v6rifie l 'hypoth6se 
(H), si pour  tout e>0 ,  tout 6 > 0  et toute partie I f i n  616ments de [1, 2n], 
il n'existe qu'un nombre  fini de eoe3 tels que: 

I- lINx, j(o~)l__<ll~oll -~ et lab[<6 si n + i e l .  
j e I  

Remarque. On peut d6montrer que (A, J/g) v6rifie presque surement l 'hypoth6se 
(H). 

Th6or~me 2. Si (/], ~ ' )  vdrifie l'hypothdse (H) ,  alors F(k, t_, s, u, A) poss~de un 
k 1 

prolongement analytique ~ X (n, k), off X (n, k) est le demi-plan Re (s)> 
2 2(n--2) 

s i n >  3, et X ( n , k ) = C  s i n = l  ou 2. 

La d6monstration de ce th6or6me est technique et utilise la th6orie des distri- 
butions. 

1. G6n6ralit6s sur les distributions 

Soit cg l 'ensemble des fonctions C ~ ~ support  compact  sur ~". Si ~oeCg et t 
est un entier positif, on pose 

. n ~ tn+ i 

sup 
t,+...+t2.<=t~li-x\c3zi] i=, \cz i /  I 

Soit U un ouvert born6 et cg(U) l'espace des fonctions Coo ~t support  dans 
U. Une distribution d 'ordre t sur C" est une application lin6aire sur ~,  continue 
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sur :g(U) muni  de la no rme  I1 I1, pou r  tout  ouvert  born6 U. Si f est une fonction 
localement  D sur 112", l ' appl icat ion q~ ~ ~ f ( z )~o(z)dz  d6finit une distr ibution 

d 'ordre  0 sur ~ "  (dz est la forme de vo lume usuelle sur II;"). Nous  noterons  
~ t  l 'espace des dis tr ibut ions d 'ordre  t et ~ =  U ~ t  respace  des distr ibutions 

t ~ N  

d 'ordre  born& Si T e s t  une distr ibution d 'ordre  t, nous poserons  

] T(~o)[ 
[IYllv,~= sup 

Nous  no te rons  aussi 5:  respace  des fonctions ind6finiment d6rivables ~t 
d6croissance rapide fi rinfini et 5 e ' c  @ l 'espace des distr ibutions temper6es, :7 '  
est le dual  de 54. Soit V un ouver t  de I~" et s ~ T(s) une appl icat ion de V 
dans ~ .  On dit que T(s) est h o l o m o r p h e  (resp. m6romorphe) ,  si pour  tout  q)e:g, 
T(s)(q~) est une fonct ion h o l o m o r p h e  (resp. m6romorphe) .  Une  appl icat ion 
f :  C r ~  I~ sera dite fi croissance lente /l l'infini, si pou r  toute  famille de r6els 
(Ai, Bi)l<_i<_r, avec A~<B i, il existe des po lyn6mes  P e t  Q tels que, pou r  tout  
s = (sl . . . . .  st) %rif iant  A i < Re (si) < B i, on ait: I P (s) f (s)[ < I Q (s)[. Une  appl icat ion 
s ~ T(s) de I~ r dans  ~ sera dite fi croissance lente fi l'infini si en plus des polyn-  
6mes P e t  Q, il existe t tel que T(s) soit d 'o rdre  t pour  tout  s v6rifiant A~ < Re (sO 
<=B i e t  [P(s)[ [[T(s)llu, t<=lQ(s)[. De m a m e  une appl ica t ion s - , u ( s )  de IIY dans  
l 'espace des endomorph i smes  continues de cg sera dite ~t croissance lente/ t  rinfini 
si pour  tout  (A~,B~), U et t il existe des po lyn6mes  P et Q tels que 
]P (s)] II u (s)11 v.t --< [Q (s)[ si A i <= s < B i. I1 est clair que si T(s) et u (s) sont ~i croissance 
lente fi l 'infini T(s)ou(s) l 'est aussi, que faire la somme,  le produi t  de deux 
fonctions fi croissance lente fi rinfini donne  un r6sultat qui l 'est aussi. 

Une  dis tr ibut ion T sur ~U" sera dite L 1, si il existe un ouver t  born6 U et 
un r6seau A de IE", tels que la r6union des translat6s de U par  ce r6seau soit 
~gale /t ~ "  et ~ HTllo,+v.~< + o c .  Dans  ce cas T se pro longe  en une forme 

m E A  

lin6aire cont inue  sur les appl icat ions  C ~ dont  toutes  les d6riv6es sont born6es;  
on peut en part iculier  calculer ~ T(z )d z  = T(1). 

Si T e s t  une dis t r ibut ion d 'o rd re  t, il faut en g6n6ral que q0 soit une fonct ion 
t-lois cont inf iment  d6rivable pou r  que le produi t  qo T ait un sens. En part iculier  

fiR 
si on a f ( k ,  s, z ) = i ~ i ~ ,  on ne peut  en g6n6ral faire le produi t  de f ( k ,  s, z) avec 

F - - I  

une distr ibution T que si Re(s) ,~0.  Les Lemmes  1 fi 5 vont  nous permet t re  
de d6finir ce produi t  pou r  toute  valeur de s, si T e s t  d 'une forme particuli6re. 

2. Prolongement analytique de distributions 

Soient k e n  et / ~ k ( S )  = F(k+ 1 - s ) ,  les es t imat ions  classiques sur la fonct ion F 
r(s) 

montrent  que 2k et 2/-1 sont fi croissance lente fi l'infini. Posons  aussi f ( k ,  s, z) 
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sk La fonction 2k(s) f (k ,  k + 1 - s ,  z) est L ~ pour  Re (s)> k - I z [  2." 2 et donc on peut 

d6finir pour Re (s)> k la distribution 

d z A d 5  
Tk(S)(tp)= 2k(S) ~ ~o(z) f (k, k + l - s, z) - -  

r 2irt 

k holomorphe en dehors de p31es Lemme 1. Tk(S) est mdromorphe pour R e ( s ) > ~ ,  

simples aux entiers supdrieurs ou @aux  it k + 1, et posskde un prolongement mdro- 
morphe it tout le plan complexe que nous noterons encore Tk(S ), qui est holomorphe 
en dehors de k + l + N  et it croissance lente it l'infini. De plus, si n e N ,  Tk(--n) 
est la distribution ponctuelle 

1, . /0 \.+k[ 0 \" 
- ~ T d  IUZ),z=o" 

Remarque. On n'a rien fait d'autre que d6finir une partie finie d 'Hadamard.  

Ddmonstration. La premi6re partie du lemme est imm6diate/t partir de la formule 

Tk(S)(q~)=- Tk(S+ 1) ~ ~o qui nous donne de plus que l'ordre de Tk(S) est 

[k -- 2 Re (s)] o6 [ ] d6signe la partie enti&e. Pour calculer T ( - n ) ( t p )  on fair 
un d6veloppement limit6 de q~ au voisinage de 0: (p(z)= ~ al, j z i~ i+o( l z [  ~) 

et on calcule i+j<=t 

d z A d 5  
l im2t(s)  5 z i i J f ( k , k + l - s , z )  - 

s~-n Izl<l 2ire 

= J ' ( - 1 ) " n ! ( n + k ) !  si i = n + k  et j = n  

sinon. 

Le r6sultat s'en d6duit. 

Lemme 2. Soit k_ = (k a . . . .  , k,) ~ N" et s_ = (sl . . . . .  s,) ~ 112". On peut ddfinir par prolon- 
gement analytique une distribution ~(s_) par 

- r i=~ i=~ 2izr 

pour Re (si) > ~ ;  
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de plus ~(s)  est it croissance lente it l "infini et holomorphe en dehors des hyperplans 
d'dquations s i=ki  + 1 + ml, mieN.  Si _ s = ( - m l  . . . . .  - m . )  avec mieN ,  alors 

Ddmonstration. Tout  ceci d6coule imm6diatement  du Lemme 1 et des th6or6mes 
gdn6raux sur le produi t  tensoriel des distributions. 

Lemme 3. Soient ~ ~  1 . . . .  , Lr) une famille de r < n  formes lindaires inddpen- 
dantes sur ~" et kl . . . . .  k, des entiers positifs. On peut ddfinir une distribution 

Tk ~ (s_) par prolongement analytique en posant pour Re (si) > kl 
-" 2 

f l  n 
Tk, ~(s)(~o)= S qo(z) 2kj(sj) f (k  j, k j+ 1 - s j ,  Lj(z)) / k  dzjAdSj  

r j = l  j = l  2i7t 

De plus Tk, ~e(s_) est it croissance lente it 1 'infini et holomorphe en dehors des hyper- 
plans d 'dquations sj= kj + 1 + mj avec m jeN .  

DOmonstration. Apr6s un changement  de variables lin6aire, on fait la marne d6m- 
onstrat ion que pour  le Lemme 2. 

Lemme 4. Soit o~,e=(Ll . . . . .  Lr) une famille de r < n  formes lindaires telle que 
n formes lindaires prises parmi L1 . . . . .  L~, zl . . . . .  z,  forment toujours une farnille 
libre et soit I une partie de [1, n]. On peut ddfinir une distribution Tk,.~,1(s ) 

par prolongement analytique en posant pour Re (si) > ~ + 1 : Z 

Tk, z,~(s)(~~162 (P(z) ) l  1"= J, , jE, 2 k ( s ) f ( k , k + l - s ,  zJ)i= 1 2izc 

De plus Tk. ~ ,  I(S) est it croissance lente it l'infini. 

Ddmonstration. Soit Y= {(xl, . . . ,  x . ) e ( R + )  ", xl  + . . .  + x , =  1}. Soit (Oi)~ _~i_~, une 
famille de fonctions C ~ sur Y v6rifiant les condit ions suivantes: 

1) ~ Oi(x )=l ,  V x e Y .  
i = l  

2) Oi(x)= 0 s'il existe j * i  tel que xj > 2 x i. 

Izil 2 
Si z e ~ "  on pose x ( z ) = ( x l  . . . . .  x,) avec xl = de telle sorte que x(z )eY,  

qlzlL 
et on pose Oi(z)=~i(x(z)). La fonction Oi est alors C ~ sur ~ " - { 0 }  et on a 

~Oi ( z  ) = 1. On a alors pour  
i = l  

Re( s )>  2k + 1, T~,_~ ,(s)(,p)= ~ Tk,~.,(s)(Oi~o).  
/=1  
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Dans  l ' int6grale d6finissant le i-+me terme de la somme,  faisons le changement  

de variables zi = ui et z s = ui uj pou r  j 4: i. Si Ll(Z) = ~ at, s z j, posons  Lz. i(u) = al, i 
j = l  

+ ~ at, juj ;  et si ~oe~f, posons  
j * i  

( p i ( U ) = O i ( U l  . . . . .  U i _  l ,  1 ,  Ui+ 1 . . . . .  Un)  ~O(b / iU 1 . . . . .  U i . . . . .  UiUn)  ; 

~0~ est fi suppor t  compac t  car  si [us [>] /2  et j@i,  le premier  te rme s 'annule,  
et si u~ est t rop  grand,  le second s 'annule.  De  plus ~o ~ ~Pl est une appl icat ion 
cont inue de ~ dans  cg. Soit Ji = I w {i} w {n + 1 . . . .  , n + r}. Si j~J~, posons  Ms(u ) 
= uj si j < n, et M .  +j(u) = L j, i(u). Fina lement  posons :  

et 

i si j > n + l  
k j =  + k c a r d I  si j = i  

si j 6 I - -  {i} 

1 si j>=n+ I 

t j= r + l - n + c a r d I ( l + k - - s )  si j = i  

[ k + l - s  si j e I - { i } .  

On obt ient :  

~" 2 in  i = 1 •n J6Ji  j = 1 

L'hypoth6se  suivant  laquelle n formes lin6aires prises pa rmi  L1 . . . . .  L . ,  zl . . . . .  z, 
forment  une famille libre, implique que n +  1 formes affines prises pa rmi  les 
Mj(u) ne sont j amais  s imul tan6ment  nulles. Soit ~ une fonct ion C ~ sur I12, 

suppor t  dans  B(0, 1) et valant  1 dans B(0, �89 Chois issons des r6els (rlj)j~x , 
assez petits p o u r  que si J '  est une par t ie  A n + 1 616ments de Ji, on ait:  

j~j ,  \ rlj ] 
=0 .  

Ecr ivant  alors 

J~Ji  

et d6veloppant ,  on obt ient  une identit6 du type 1 = ~ r off ~ ,  est une 
aEAi 

fonct ion C ~ sur IE don t  toutes  les d6riv6es sont born6es. De plus, si on note 
J / ,  l ' ensemble  des Mj  s ' annulant  en au moins  un point  du suppor t  de ~, ,  
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on a Card  Jg~<n.  Si I = [ 1 ,  n], il y a une seule ~ non nulle dans un voisinage 
de O,/t savoir 

O 1--~, ; 
j = l  

nous la noterons  ~ .  On a d'ailleurs O~(u)= 1 dans un voisinage de O. On  pose 
finalement 

ct 
J , , , = { j e J i l M j e J # , } ,  J,, 2 = J i - J ~ , ,  

~o~,i(u) = ~oi(u) ~(u)  [ I  f ( k j ,  t j, Mj(u)). 
J~J~. 2 

L'applicat ion ~o ~ ~o~, ~ et de mani6re 6vidente continue sur cg et fi croissance 
lente (en s) fi l'infini. On obtient finalement: 

n 

Tk,-~, l(S)((p)='~k(s)cardl E ~ q~ I~ f(kj, tj, Mj(u))A dujAdaj 
i = 1  zt~A, r J~J~,l j = l  2 in  

On termine alors la d6monst ra t ion en utilisant le Lcmme 3. 

Lemme 5. Soit ~cP=(L 1 . . . . .  L.) une famille de n formes lin~aires, telle que n 
formes lindaires prises parmi L 1 . . . .  , L . ,  z 1 . . . . .  z .  forment  toujours une famille 
libre. Notons  Tk, ~e(S) la distribution Tk, ze, [L .j(s) d~finie au lemme prdc~dent. Si 
1 < i < n, notons 

{  kj= } Kk, i= _k=(kl . . . .  ,k .)  n ( k + l )  et O<=kj<-k si j # i  . 
J 

Si k ~ Kk, i, posons 

k! [ ~  c k J [  ~ \k-kjx~[ n~ 1 

_ ~ H k au,  H Li, itu;/i.=o" 
Alors 

i=1  k_eKk, i L j = l X  j/ -l 

Ddmonstration. Rcprenons l'cxprcssion obtcnuc ~ la fin dc la d6monstration 
du Lcmmc 4. Lc factcur 2k(S)" ayant un z6ro d'ordrc ncn s=0, Ic scul tcrme 
qui va donner unc contribution non nullc cst cclui tel que J~. ~=[I, hi. On 
pout alors utiliser Ic Lcmme 2 avcc kj=k ct sj=s si j#i, k~=n(k+ l) ct s~=ns. 
On obticnt alors 

Or 

2k(S ) n / ~ \n(k+ 1) (~ k 

s~O ~ j # i \ ~ U i ]  

lim s 1 k! q~i(u) ~bi(u) O 1 1 
~ o 2 k , ( n s )  n [ n ( k + l ) ] !  et r .= Lt, i(u ), 



180 P. Co lmez  

et comme Oi(u) vaut 1 dans un voisinage de 0, ses d6riv6es n'interviendront 
pas. De m~me Oi(u~ . . . . .  1 . . . . .  u.) vaut 1 dans un voisinage de 0 et donc 

Tk,.~(O)(~o)-- n [ n (k+ l ) ]  1 Ak, i q~(ulul . . . . .  ui . . . . .  ui 
" / = 1  = 

Of.1 Ak, i e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  

I1 n'y a plus qu'/l d6velopper qo(uiu~ . . . . .  ui . . . . .  u~u,) autour de 0, pour obte- 
nir le r6sultat apr6s des calculs sans myst6re. 

3. Quelques rappels sur la transform6e de Fourier 

Si T e s t  une distribution temp6r6e sur IE", on peut lui associer la distribution 
~ ( T )  d6finie par ~ ( T ) ( y ) =  S T(z)e  -21~<~ly> dz. Pour le sens fi donner ~ cette 

expression, voir [Sc, chapitre 7]. Si Tes t  la distribution associ6e fi une fonction 
L a l'int6grale converge et nous obtenons la transform6e de Fourier classique. 
Les formules suivantes sont soit classiques soit 6videntes fi partir de la d6finition: 

1) Transform~e de Fourier rOciproque 

o~(~(T) ) (z )=  T ( - z )  ou encore T(z)= S ~ eZi~<YLz> dy. 
IEn 

2) Formule d'inversion." si Tes t  une distribution temp6r6e et ~o est une fonc- 
tion suffisamment d&ivable, /t d6croissance suffisamment rapide ~i l'infini, on 
a 

t T(z) q)(z) dz  = ~ ~ ( T ) ( y )  ~-((p)(--y)dy. 

Ceci peut &re consid6r6 comme une d6finition de Y(T) .  

3) Changement de variable: si A est un isomorphisme lin6aire de ~", alors 

1 
, ~ (To  A)(y) = ~ ( T ) ( t A  - '(y)). 

]detA[ 2 

4) Translation de l'espace: soit t. l 'application qui /t T associe t . (T)  d6fini 
par t~(T)(z)= T(u + z) et my l'application qui fi T associe e-2i~<v I~> T. Alors 

~ (mvo tu(T))(y)= e 21 ~(~ It+v) o~ ( T)(y + v). 
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5) Si T est une distr ibution sur rE, on a 

6) Si A est un r6seau de ~ ,  on n o t e / ]  le r6seau dual de A pour  le produi t  
scalaire usuel. Si T ( z ) =  ~ 3o, off 6o, d6signe la masse  de Dirac  en ~o, alors 

o~ E A 

1 
6~ (formule de Poisson). f / ( T ) ( y ) -  vol A ~,~ 

7) La  transform~e de Fourier de 

F(s) z -k 

~ Izl  :~ 

est ( - i) k r(k + 1 - s) y~ 
7zk+ I - s  [y[2(k+ 1 - s )  

pour  le sens fi donner  fi ~ pou r  Re (s)>> 0, voir  le L e m m e  1 . 

Soit T u n e  dis t r ibut ion temp6r6e; on peut  mult ipl ier  T par  ]z~5 ~ si k - 2 Re  (s) 

~k ~k 
est sup6rieur fi l 'ordre de T. On suppose alors que T ( z ) [ z ~  et ,~(T)(z)iz12 ~ 

poss6dent un p ro longemen t  m 6 r o m o r p h e  fi tout  le p lan complexe;  T 6tant tem- 

p6r6e, T(z) i ~  est L~ pour  Re(s)~>0 et s non  un p61e (cons6quence de [Sc, 
i - i  

Chap. 7, Th. VI]). Posons  alors 

F(T, k, s)= F(s)n~ ~ T(z) iz12 ~ if* dzAdi2in 

Th6or6me 3. Sous les conditions pr~cOdentes, F(T, k, s) et F ( ~  (T), k, s) possOdent 
des prolongements m~romorphes fi tout le plan complexe, et de plus, on a l'Oquation 
fonctionnelle F(T, k, s )=  i k F (~ - (T) ,  k, k + 1 - s ) .  

r(s) 
Remarque. Cette 6galit6 est une extension de la formule  2) ~t ~o(z)= ~r ~ [z]2 s. Pour  

faire la d6mons t ra t ion  de ce th6or6me, nous  aurons  besoin du lemme suivant:  

Lemme 6. Soit ~pl(z) une fonction C ~ sur C, paire, fi support dans B(O, 2) et 
~'alant 1 dans B(O, 1); soit 

lag(S) = i k F(k + 1 - s) ~z ~ 
~k + 1-~ r ( s )  

~k 
So it t~(z) la transformOe de Fourier de lak(S)tpt (z ) ]Z]2tk + X-~)' c'est une fonction 

('~' fi croissance lente, et de plus, quels que soient les r~els A et B(A < B), et 
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k 
l 'entier m>=B--2 + 1, il existe des polynOmes Pe t  Qm tels que, si A<Re(s)<B 

et Izl > 1, alors 

P(s) _~--O=(z) =<[Q,,(s)l 

DOmonstration. La transform6e de Four ier  d 'une distr ibution fi support  compact  
gk 

est une fonction C ~ ~ croissance lente ([Sc, Chap. 7, w ~,~5=-~b=(z) est la 
gk 

t ransform6e de Four ie r  de #k(S) ]zl2(k + 1-=)(1--~pl(Z)) qui est une fonction C ~ 
j ,  

6gale ~i I~k(S) ]z[E(k+ 1 -=) en dehors de B(0, 2). Fixons A et B e t  soit P u n  polyn6me 

tel que P(s) #,(s) soit ho lomorphe  pour  A < Re (s) < B. I1 existe alors un polyn6me 
Q'm(S) tel que:  

]P(S)#k(S)l( (?2 y,(  5k (Z))) 
\ ~ 1  \[Zl2(V~ , . , ) ( l - -q) ,  

_-<tG.(s)l(1 +lzl) 2=~ ~ '-2-~".  

k 
Comme  m est sup6rieur ~i B - " +  1, on a 

2 

(1 + [zl)2Re(=)-*-2- 2m ~(1 + [zl) -4 

et on obtient  doric, en utilisant la formule 5) 

~" G(z)  (nZlzl2)'~lP(s)l ~ -  ~lQ~(s)l~(l+lzl)-4dxdy. 
~E 

Le lemme s'en d6duit  alors sans difficult& 
~k 

Revenons  ~i la d6monstra t ion du th6or6me. Pour  Re(s)>>0, (1- (0 , (z ) ) [z [2  ~ 

est une fonct ion C ~ fi d6croissance suffisamment rapide et on peut  donc utiliser 
la formule d ' inversion pour  obtenir  pour  Re (s)>> 0 

n = 
F(s~ F(T, k, s)= ~ T(z) q)l (z) - -  

r Izl ~= 

+#,(k + l - s )  ~ ..~(T)(z) ]z12(~- ,_s, q{k+,-=)(Z) . 
IE 

Les majorat ions  obtenues au Lemme 6, plus le fait que 

z ~ 
T(z) ~ f ;  et o~(T)(z)]z[2 = 
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ont des p ro longements  m6romorphes  fi tout  le p lan complexe,  nous donnen t  
le p ro longement  de F(T, k, s). Pour  obtenir  r6qua t ion  fonctionnelle, il suffit d 'ap-  
pliquer la formule d ' inversion 

pour  Re (s) ,r 0. 

4. S6ries d'Eisenstein-Kronecker classiques 

Soit A un r6seau de ~ et u et v deux 616ments de C. Soit Tu, ~, a (z) la distr ibution 
~, 6~,+, e 2i=<z Iv>. Uti l isant  les formules 4) et 6), on obtient  

o~ A 

1 
e 2 i n ( u [ v )  ~ ( T , ,  ~, A)(Z) = V~T~ T_ ....  a(z). 

Posons de plus 

Hk(u, v, A, s)= F(s~)) ~,~a CO+Uk 
7I" s [(D -]- R[ 2s 

e 2 i n ( o a + u J v ) .  

Le Th6or6me 3 appliqu6 fi la dis t r ibut ion Tu,,,, A nous donne:  

i k 
Hk(u, v, A, s) = v ~ i ~  e 2i=<ulv> Hk(--V , U, A, k +  1 --s). 

Cette relat ion est r6qua t ion  fonctionnelle classique des s&ies d 'Eisens te in-Kron-  
ecker qu 'on  peut  t rouver  dans [W, Chap.  VIII ,  (32)]. En fait, pou r  se r amener  

1 A et de poser  v ' -  v 'a cette formule,  il suffit de r emarque r  q u e / 1  = i v o l ~  ivol  A" 
On a de plus les relat ions suivantes:  

et 

0 
~v Hk(u' v, A, s)= irc Hk + l (u, v, A, s) 

~ Hk(u, V, A, s) = i(s-- 1) Hk- 1 (u, v, A, s -- 1). 

Ces relat ions allibes fi l '6quat ion fonctionnelle, mon t r en t  qu'fi u fix6, Hk(U, V, A, s) 
est C ~ en v e n  dehors  de ,~ et fi v fix6, C ~ en u en dehors  de A. De  plus, 
au voisinage de o ~ A ,  Hi(u, z, A, t) s'bcrit sous la forme 

u t - -  1 
i t e21~(o)lu> z--o) t._~loj(z_o) ) 

vo lA  z - o )  
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off O,o(z-og) est Coo dans un voisinage de O. Posons de plus ~t(u,z,A) 
=zH~(u, z, A, t) et E~(u, A, s)=Hk(U, O, A, s); alors q~(u, z, A) est C ~ en z au 
voisinage de 0 et on a 

ko(iTz)k-l Ek§ si k > l  

( ~ z f  ] si k = 0 e t t > 2 .  ~,(u, z, A)= 
I~=O i 

[~vo~olA si k = O e t  t = l  

5. D6monstration du Th6or6me 2 

Revenons fi nos moutons: $ partir de maintenant A, u, t, L~, M~, etc. seront 
les objets d6crits au paragraphe 0. Notons T~,_t, A(Z) la distribution 

(I r(t3 
o~A i= 1 ~ (~w+u" 

Lemme 7. ~(Tu, L A)(Z)= 1[ nt'H~,(Li(u), Mi(--z), Ai, ti). 
i = 1  

C'est imm6diat fi partir de la formule 3). 

n -k n ~k 

zi et o~ (T, t A)(Z) 1] ~ qui sont d~finis pour Re(s)~0 Lemme 8. T,,t,a(Z)[I ~ ,_, 
, = ,  i = ,  I , l  

poss~dent des prolongements analytiques gt croissance lente fi l'infini. 

D~monstration. C'est 6vident pour T~,t,A. Pour ~(T.,t,a), le Lemme 7 alli6 
l'6tude locale de Ht(u, t_, A) nour montre que 

n -k z, 

.~(Tu,~_,a)(Z) iz~lZ~ 
i =  

est localement du type des distributions 6tudi6es au Lemme 4, ce qui permel 
de conclure. 

Pour all6ger les notations nous 6crirons T au lieu de T,,~,~ et F(s) au lietJ 
de F(k, t, s, u, A). L'id6e de la dbmonstration du Th6or6me 2 est la suivante, 

la distribution T(z)J]__~ ~ est L1 pour Re(s)>>0 et on a 

n -k 

F(s)= ~ T(z)i~= 1 zi 
IEn "= [Zi] 2s" 



Alg6bricit6 de valeurs sp6ciales de fonct ions L 185 

On va alors essayer d'utiliser la formule d'inversion comme dans la d6monstra- 
tion du Th6or6me 3 pour  obtenir" 

I~I -k F(s)=  ~ ~'(T)(z)  #k(S) Zl 
Cn i=1  ]zi] 2tk+l-s)" 

Malheureusement, la situation n'est pas aussi idyllique que dans le cas n =  1, 

car zi i= a Izil 2~k+1-~) a des singularit6s situ6es sur les hyperplans d'6quation z~=0, 

et ces derniers ne sont pas born6s. Ces singularit6s sont elles-mames amplifi6es 
par les singularit6s de ,~-(T), ce qui fait que le produit n'est en g6n6ral pas 
L 1 pour Re (s)~ 0. La condition (H) implique alors que le produit 

~ =k 
,~  ( T)(z) zi 

i=1 [zi[ 2~k+1 -s) 

est L, pour  seY(n , k ) ,  off Y ( n , k ) = X ( n , k ) ~ { s l R e ( s ) < k } .  La d6monstration 

de tout ceci est malheureusement tr6s technique. 

Soit ~ol(z) la fonction d6crite au Lemme 6 et ~0(z)= f i  ~ol(zi); posons 
i=1  

F~(s)= ~ q~(e.z)ff(T)(z) ttk(s ) z, 
r i= 1 [zilE~k+ 1 -s)" 

FAs ) est m6romorphe sur �9 et fi croissance lente fi l'infini, holomorphe en dehors 

d e U 1 Z  �9 avec au plus des p61es d 'ordre n e n  chacun de ces points (cf. Lemmes 
i=1  1 

2,3,4). 

Lemme 9. II existe Ao, tel que, pour tout couple de rods A, B v&ifiant Ao < A < B, 

il existe des polyn6mes P e t  Q tels que P(s) F~(s) tend normalement vers P(s) F(s) 
sur {s lA  < Re (s) =< B}. O(s) Q(s) 

Ddmonstration. Pour Re (s) >> 0, q~ 1 (e zl) zi i= 1 izi[Ztk+l_~) est une fonction fi support  

compact suffisamment d6rivable, et on peut donc appliquer la formule d'inver- 
sion pour  obtenir: 

C n i = 1 

Le r6sultat d6coule des majorations obtenues au Lemme 6, de la convergence 
de la s6rie d6finissant F(s) pour  Re (s)>> 0, et du th6or6me de convergence dom- 
in6e. 
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Lemme 10. Si (z], Jg) v&ifient l'hypoth~se (H), alors pour tout couple de r~els 
A, B v&ifiant A<=B et A, BeY(n,  k), il existe des polynOmes P e t  Q tels que 

P(s) F~(s) converge normalement sur {s[A < Re (s)__< B}. 
Q(s) 

La d6monstration de ce Lemme sera faite ult6rieurement. 
Soit alors A~Y(n,  k) et B > A  o (cf. Lemme 9), soit de plus P u n  polyn6me 

tel que P(s)FAs ) soit holomorphe sur A < R e ( s ) < B  pour  tout e. Appliquons 
s 2 le th6ror6me du max imum fi P(s)e (FAs)-F~,(s)). Utilisant les Lemmes 9 et 

i0, on en d6duit que P(s)F~(s) tend uniform6ment sur tout compact  de {s[A 
< R e ( s ) < B }  vers une fonction holomorphe,  ce qui termine la d6monstration 
de Th6or6me 2 (modulo le Lemme i0). 

6. Calcul de F(k, t_, 0, u, A) 

Utilisant le Lemme 5, on d6montre que 

I~I  -k ~'(T)(z) #k(S) Zi 
i = 1 ]Zi[2(k+ 1 - s )  

tend vers une distribution ponctuelle concentr6e en 0 quand s tend vers 0, et 
donc que F~(0) ne d6pend pas de e. On suppose dor6navant que OeX(k, n) et 
donc F(0)=  lim F~(0). Notons  ~ '  l 'espace des fonctions q~ d6finies dans un voisi- 

E ~ 0  

nage de 0, telles qu'il existe une famille 5P=(L1, ..., L,) de formes lin6aires 
n 

de telle sorte que ~o(z)[] L~(z) soit C ~ dans un voisinage de 0. D6finissons 
i = 1  

alors un op6rateur V]k sur cs par 
n 

off Tk, .~(0) est la distribution d6finie au Lemme 5. Comme on peut le constater 
d'apr6s la d6finition de Tk, ~(0), le r6sultat ne d6pend pas du choix de L~; de 
plus si ~0 est elle-m~me C ~ on a 

/ i \ n k  n [ ~ \ k  

Utilisant alors la formule obtenue au Lemme 5, on obtient 

Th6or6me 4. 

F(k, t, O, u, A)=  Dk ~t' Ht~(Li(u), Mi(--z), Ai, ti) . 
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(/)., 
Le facteur qui appara~t provient du fair que pk(S)= i k nk+~_ s 2k(S ) et 

d z A d i  dzAd~ 
que la forme de volume utilis6e au Lemme 5 est ~ au lieu de 2 ~ -  
On a 

( -  0~- I Hk(U, v, A, s)=nHk+ ,(u, v, A, s+ l ) - in~Hk(U,  v, A, s); 
\ cu/  

on obtient alors 

Th6or6me 4 bis. 

i \c~L~(u)] i nH,(Li(u),  M , ( - z ) ,  Ai, 1) . 

Corollaire. Supposons alors que tousles coefficients des L~ sont alg(briques, que 
les A~ sont des rdseaux d'un corps quadratique imaginaire fixe K, et que les Li(u ) 
sont ~l~ments de K. Soit s une pdriode d'une courbe elliptique dt multiplication 
complexe par K d~finie sur ~ ,  nous obtenons alors 
F(k, t_, O, u, A ) ~ f 2 ~  +''' +t" +nk "l~-nk[~. 

D~monstration. On a Et+k(Lj(u), t, A~)~ tl) (cf. [G-S] ou [W]), le r~sultat 

est alors imm6diat /~ partir des formules de Dk donn6es au Lemme 5 et des 
formules donnant les d6riv6es de ~b,(u, z, A) en z=O donn6es fi la fin de la 
section sur les s6ries d'Eisenstein classiques. 

7. Quelques majorations 

Soit ~ l'ensemble des parties f in  616ments de [1, 2hi. Si I e ~ ,  soit NLj(y ) les 
formes linSaires d6crites au w Soit yell? tel que, u  et Vjq~l, N~,~(y)#:O. 
Soit U un ouvert born6. Si (pecg(U), posons 

- - - k  
n 1 ~ [  Zi - -  Yi 

m y ,  s, I *(z) H 1 _ iz_y,12,k+,-,,. 
Ir n "= i = 1 

La proposition suivante est la c16 de la d6monstration du Lemme 10. 

Proposition 1. Pour tout couple de rods (A, B) tel que A < B < O ,  il existe un 

t, des polynOmes P e t  Q, tels que pour tout s vOrifiant A < R e ( s ) - 2 < B ,  entier 

tout q)ec~(U) et tout y tel que N1,~(y)+O, V l e ~ ,  Y j r  et [[y[] >>0 on ait: ([[y[] >>0 
~era prdcisd au Lemme 15bis) 

]P(s) H(y, s, qo)[ <= IQ(s)[ I](pllt ~ (1-] IN,j(Y)[ 2Re(s)-*- 2) inf(1, ~,(y))rts) 
1 ~  jr  
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off at(y) = inf I N I, j(Y)I et r(s) = 1 + (n--  2)(2 Re (s ) -  k). 
j r  

La d6monstration de cette proposition va n6cessiter un certain nombre de 
lemmes prbparatoires. 

Soit Ut = {z~IIY/V i~ I  et V j 6 I ,  [M,(z)l < ]M~(z)[}. 

Lemme 11. II existe une constante 2=2(,/k'), telle que, si z ~ U  I et jq~l, alors 
IMp(z)[ > 2 INt, j(y)[. 

Ddmonstration. Comme toutes les normes sont 6quivalentes sur un espace de 
dimension finie, il existe des constantes 20 et 2a telles que 

sup IMp(z)[ = sup I M~(z)- M~(xt(y))[ >= 20 [Iz -- xt(y)ll 
i ~ l  i~ l  

I Mi(z) -  Mj(x, (Y))I < ~ Ilz- x, (y)lr. 

Comme z~ UI, on a sup [Mi(z)l < IMj(z)[ et donc 
i e l  

>,~o ,~0 IMi(z)l = 2~ I Mj(z) -  St. j(Y)I ~ ~- (INt. j(Y)I -IMj(z)]). 

On peut donc prendre 2 =  20 
2o+2~ 

Lemme 12. II existe une constante 2 '=2 ' ( J [ ) ,  telle que, si d(z, UI)< 2'al(y), alors 

IM3(z)l > 2  [Nt. j(Y)I. 

DOmonstration. Soit z o ~ U  I tel que Itz-z0ll =d(z, UI). On a alors 

IMj(z)l ~ [Mj(z0)l-A1 Ilz - zo]l, 

2 
d'ofi le lemme, avec 2 ' -  

2 21 ' 
Posons alors/3t=/3x(y)=�89 ax(y), et mettons une relation d'ordre totale sur 

t~ v6rifiant 11 <12=*/3i, >=/3x2. On pose alors: 

V r = { z ~ " [ d ( z ,  Ut)</3,} et W t = { z ~ r  V~)</3,}. 

Soit r une fonction C oo ~ support dans B(0, 1), telle que S t p ( z )d z=  1. Si a>0.  
~n 

on pose ~k~(z)=~2. qj(z) .  La fonc t ion  ~k~est Coo /t support dans B(0,~)e~ 

v6rifie aussi S O~(z)dz= 1. Posons alors ~01, I = ~ ,  * Iv, off * d~signe le produi~ 
112- 
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de convolu t ion  et lv ,  la fonction caract6rist ique de Vt. La  fonct ion ~oLl 
est C ~ ~ suppor t  dans  W, et vaut  1 sur U~. On pose f inalement 
~o, (z)= ~o,, ,(z) l~  (1 - - ( P l ,  I'(Z))" 

1'<1 

L e m m e  13. On a ~ ~0n(z)= 1 et de plus, pour tout t~N ,  il existe une constante 
1~ 

C(t) telle que [[~oll]t< C(t) sup( l ,  rift). 

DOmonstration. La premi6re part ie  du L e m m e  est une cons6quence directe de 
l'6galit6 U Ut = C". Pour  d6mont re r  le reste, m o n t r o n s  qu'il  existe une cons tante  

I~.~ 

C'(t) telle que H ~0~, ~]]t < C'( t )sup (1, fll)-t. En effet, on a ~o L i = q#, * 1 v, et donc, 

si A ~ est l 'op6rateur  [1 - -  ==-- , alors 
i= ~ (?zi 3zi 

~ '  ~o,,, = / V  " '  + + ' 2 ~  + 2.~ ( ~  ~ ) ( /~ ; ,  z) �9 1v, 

et donc  

I A t- ~o1., (z) l < fi7 ~t, +...+ t2, ) I[ ~b lit, +...+ t2. vol (suppor t  ~9). 

On en dbduit  le r6sultat en ce qui concerne 91,i-  Pour  l 'obtenir  p o u r  ~oi, il 
suffit d 'uti l iser la formule  de Leibnitz pour  la d6riv6e d 'un  produi t  et le fait 
que I' < I ~ flr > flt. 

On peut  alors 6crire H(y, s, q~)= ~ H(y, s, ~oqh ), le probl6me est alors de 
I ~ #  

majorer  [H(y, s, ~o~ox) [. On va obtenir  

[P(s) H(y,  s, q~ ~oi)1 _-< Q(s)][tp[[ t IF] ]NI, j(Y)[ 2Re(s)-k-2 inf( l ,  el(y)) "~S) 
jr 

off t ous l e s  objets in tervenant  dans  cette in6galit6 ont  6t6 d6finis ~t la p ropos i t ion  
1. Cette in6galit6 implique d'ailleurs la p ropos i t ion  1 de mani6re  6vidente. 

L e m m e  14. II existe une constante 6 = 6 ( U ,  o/g), telle que si f l i>6  et I # [ 1 ,  n], 
alors q~(z) ~o I (z) = O. 

DOmonstration. Si I * [1, n], il existe i__< n tel que ir  et donc, d 'apr6s  la d6finition 

fli, IMi(z)[>2, fll si z eW/ .  De  plus, U 6tant born6, il existe une constante  de 

6o telle que: z e U ~ s u p l M i ( z ) [ < ~ o ,  et donc, si fl~> , alors Uc~ W~=O et 
i < n  

q~(z) ~o,(z) = 0. 

Corollaire. Si fix > 6, on obtient une majoration du type souhaitOe. 

D~monstration. Si I #  [1, n], c'est 6vident, et si I =  [1, n], la fonct ion M~(z) 
i = 1  

e s t U  s u r U e t  
- - - k  n 

~=1 zi--Yi q~(z) (PI(Z)i= Izi__yi[2(k+l-s) 
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est une fonction continue sur U dont le maximum est inf6rieur ou 6gal it 
~-i { 2 ~ k+2-2Re(s)  

IIq~o~]lo . On en tire le r~sultat; on peut m~me prendre t=0 ,  
;=~ \2  ly~l/ 

P e t  Q constants. 

Lemme 15. II existe 6' = 6'(J/g, U), tel que si [yll > 6' et n + i~ I, alors q~ (z) q91 (z) = O. 

Ddmonstration. Les formes lin6aires Mj(x1(y)) pour j e  [1, n] - I  forment une base 
des formes lin6aires ne faisant intervenir que les Yi pour n+i~I .  I1 existe donc 
une constante 22 telle que: 22 > 0 et 

sup [Mj(xz(y)) [ ~ 2 2 sup {Yil. 
j<n n+iel 
jr 

Or, si z est 616ment du support de ~Pl, et si j r  alors IMj(z ) l>s  2 [Mj(x1(y))l. 

I1 suffit alors de prendre 6'= 26~ 60 6tant d6finie dans la d6monstration du 
lemme pr6c6dent. 222'  

Lemme 15bis. II existe une constante 6"=6"(U, ~l), telle que si IIY]I >6" ,  si 
n + i ~ I ~ [ y i l  <6' et si fl~<6, alors 

sup IM~(xt(y))l > 2~(y).  
i>n+ l 

ir 

Ddmonstration. Il existe des constantes 23 et 24 strictement positives, telles que 

23 }IY}[ <sup  IMi(xi(y))} et sup IMi(x1(y)) 1<2 sup lYi]. 
ir i<n n+i~l 

i~1 

II suffit alors de prendre 6" v6rifiant: 

6">6', 226">2aj(y)>(4/2')6 et 226">236 ' .  

Supposons dorhnavant fl1(Y)<=6 et sup lYll >6' ' .  Effectuons le changement 
i 

de variable ui = mi(z) pour  i~1; on pose q3(u)= rp (z), 0 , (u )=  qgi(z) et Li(u)= Mi(z) 
si ir Soit AI la jacobien de la transformation. Pour simplifier les notations, 
nous poserons: 

~ si i<n et i~I 

(u,, s,)= u~ or 
{ ]ui[2(k+l_s ) si i>n--1  et i~I, 

et nous d6finirons (Li, s~) de la m~me mani6re pour ir Soit 0 une fonction 
C ~ sur �9 valant 1 sur B(0, 1) et 0 en dehors de B(0, 2). Ecrivant 

1 
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et d6veloppant, on est ramen6 ~i majorer pour P d6crivant les parties de I: 

[((u)) ] H ( I , P , Y , S , ( p ) = A , I  [I(ui,  s,) 1-[ 1--0 (ui, si) q)l.p(U), 
tE n i~P i~I - P  

o6 

(~91, p(U)= ~/~(U)q)l(U)[-I 0/\UI~- } I~ (Li' Si)" 
iEP \ l J l l  iq~l 

Lemme 16. Pour tout entier t, et tout couple de rdels (A, B) v&ifiant A < B, il 
existe un polyndme Q(s), tel que pour tout _t=(t~)i~e v&ifiant ~ t~=t, tout s tel 

ieP 

que A < Re ( s ) - 2  <= Be t  tout u dldment du support de q9i, p, on ait: 

[ c3 ti 
H I @ - ]  @I p(U) ~l~_~(S)l I]~Ollt [ ~ i t l - I  I(Li(u),  si)l, 
i e P \  Cui]  " ir 

D~monstration. Etant donn6 les formules pour la dbriv~e d'un produit, on s'aper- 
qoit qu'il suffit de d6montrer la marne chose pour chacun des termes composant 

o( ~0i.e. Pour O(u) et \fl~], le r6sultat est 6vident; pour ~of, c'est une cons6quence 

directe du Lemme 13; il ne reste donc plus que (L~, sl) fi examiner. Or on a 

[ 8 y J  Q'(s)(L,(u), s,) 
l~ (Ldu), s l)-  
j~e ~Saj] Li(u)' 

off Q'(s) est un polyn6me. Le r6sultat est alors une cons6quence du fait que 

ILi(u)l > ~  fll si u est 616ment du support de @. 

Effectuons alors une int6gration par partie par rapport  /t ti~ pour i eP  (on 
int6gre (ui, s) et on d6rive le reste)jusqu'~i ce que l'on obtienne une fonction 
continue sur le support de q~L e. Supposons que l'on a int6gr6 ti fois par rapport  

u~ et soit t = ~. ti, posons de plus 
IEP 

( t~--I  si i<n et ieP 
a~='[t~--k--2+2Re(s)" si i > n +  l et ieP 

et 

- 1  si i n n  et i~P 
7i = - k - 2 + 2 R e ( s )  si i>=n+l et i~P. 

Soit P le polyn6me 1-I s ( s + l ) . . . ( s + t i - l )  et finalement soit W 
iePc~[n+ 1, 2n] 

={ue~"llu~l~2fl~ si i eP  et lu~l~q si iq~P}, o6 q = q ( ~ / ,  U) est un nombre 
r6el tel que q~. eeOC(B(0, r/)). On obtient alors en utilisant le lemme pr6c6dent : 

IP(s) H(I, P, y, s, 0)I 

-o(Uq lu, l,, rI tc,(ull,, <[Q(s)[ Ilq~lb, flx-'A, wf ~Pl-I lu, I ~'~,_eI~ 1 \fld[ ,r 
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L e m m e  17. Il  existe une constante C telle que pour tout u Olkment du support 

qh, e, tout i r  et tout s tel que A < R e ( s ) - - 2 <  B<O, on ait: de 

{ Li(u)le, < C [ N1. i(y)l - k -  2 + zR=~s). 

Dkmonstration. Le r6sultat est une cons6quence du L e m m e  12 si 7 ~ = - k - 2  
+ 2 Re(s);  si 7~= --1,  c o m m e  - 1  > - k - 2  + 2 Re(s), il suffit de v6rifier que L~(u) 
est born6 sur le suppor t  de ~0~. e, ce qui est 6vident. 

2 
Soit ior  tel que INL~o(Y)l=R~fl~. Majo rons  dans  l ' int6grale ILi(u)l ~' par  

CIN,,(y)l -k-2+zR~ sauf  si i=io ,  et lull par  2flf si i~P. Soit w'={ue~"llu~l 
< 2 f l ,  si i ~P  et fl,_-<lu, l_-__,~ si iCP}. On obt ient  alors:  

IP(s) H(I,  P, y, s, r < IO, (s)l II~0II, fl-,+ E~, [-I IN,, ,(Y)I-~- 2 + 2 Re(s) 
i4:io 

�9 I ( [ J  ]uit~')}Zio( u)[7i~ 
w, i ~ l - P  

Ql(S) est un po lyn6me  faisant  intervenir  Q, A I et C. Soit t o = c a r d ( P e a [ I ,  n]) 
et r = c a r d ( [ n +  1, 2n]  h i ) ;  no tons  que r < n - 1  car  sup ]y~[>6', et que d 'apr+s 

le L e m m e  15, si ly,]>6' et n + i ~ I ,  alors (p j .p=0.  
Plusieurs cas se pr6sentent  alors. Premi6rement  7~o = - 1 ,  auquel  cas on 

2' 
ma jo re  I Lio(u)lr'o pa r  7 s -  o et on obt ient  apr6s int6grat ion:  

,r PI 

IP'(s) H(I,  P, y, s, ~o)1 

<lQz(s)l II~ollt f l [  r~k-2R=~s'- l+r~ 1-[ ]N.i(Y)] -k-2-2R~162 
ir 

=< IQ2(s)] Ilcp lit 1-I [NI, i(y)] - k - 2 -  2Re(s)fll +ro+(r- 1)(2 Re(s)-k), 
ir 

qui  est une ma jo ra t ion  du type voulu  (ne pas oublier  que fl~ < 6). 
Deuxi6mement ,  ylo = - - k - 2 + 2 R e ( s )  et r o4:0. Dans  ce cas, on doit  avoir  

r < n - 2 .  En effet, on a ior  et i o > n + t ;  de plus, on a sup [NL~(y)I>2~t(y) 
ien + l 

= 2 I N~. ~o(Y) l donc  il existe il s n + I tel que [N t. i, (Y)[ > 2 [N I. io(Y) l e t  donc io et 
i~ sont diff6rents et n ' appa r t i ennen t  pas  ~i I, donc  r < n - 2 .  Majo ran t  alors 

[ 2 f l i ~ - - k - 2 +  2 Re (s) 

ILio(u)lr'o par  \ 2' ] , on obtient" 

]P'(s) H(I, P, y, s, ~o)J < ]Q3(s)II~oljt H iN1, i(y)l -~ -2  +2Rets~/3~ ~ Rets)-k), 
ir 

qui est du type voulu.  Enfin, Yio = - k -  2 + 2 Re  (s) et ro = 0. On a encore  r < n -  2. 
1 

il existe alors i 2 ~ I - P  tel que 7 i 2 = - 1 .  On majo re  alors u~ 1 pa r  o--, et oi~ 
lp 
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obtient apr& int6gration une majora t ion  du type pr6c6dent, o/l l 'exposant de 
fll est 1 + r ( 2 R e ( s ) - k ) ,  ce qui permet  de conclure (apr& un changement  de 
variable, on se ram6ne au W cas). 

Remarque. Soit 6' la constante  introduite  au Lemme 15 et N(y) l 'ensemble des 
616ments 1 de ~ tels que n + i e I ~ , l y ~ l < s  Utilisant ce m~me Lemme 15, on 
obtient une majora t ion  du mame type que celle de la proposi t ion  1, mais ou 
y" est remplac6e par  ~ . C'est cette majora t ion qu 'on utilisera par  la suite. 

l e ~  l ~ ( y )  

8. Convergence de certaines s6ries 

Dans cette section, tE" est muni de la norme  du sup. 

Proposition 2. Soit A un rOseau de C". On suppose qu'iI existe une constante 

C > 0  et ~ > 0  tels que: o )eA  et 1-~IIo) i ] -<Cll tol l -~co=0.  Alors la s&ie 
i = 1  

iltol1-0 12i i~oil-2~ converge si 6 - 2 ~ x > 0  et x >  1. 
togA i = 1 
o~*0 

On identifie tE fi N. z (~  = N. + ilR) et on pose K (~) = {z ~ IE i l x i < ~ et my[ < ~}. 

Lemme 18. Soit c~=(el) une famille de r~els strictement positifs vdrifiant 

[ I  ~ <=C2-~/2 If~ -~, alors r c~ f i  K(~i)=aw =0 ,  (libel = sup oq). 
i = 1  i = 1  i 

D~monstration. Si m e A  c~ lYI K(~i), alors: 
i = l  

k ,l <= (I  t ,l <= c ll,lt <= ll ll 
i = 1  i = 1  

et donc co = 0. 

Corollaire. Soit e=(cq) une famille de r~els strictement positifs vOrifiant 

v~3nll lOtil~C[/.-3ell(XH -e. Alors tout K((xi) , il y a au 
i = 1  i = 1  

plus un ~l~ment de A. 

DOmonstration. La diff6rence de 2 616ments d 'un translat6 de 12I K(cq) est dans 

I~IK i= 1 (2 (Xi). 

i = l  

Lemme 19. Soit A un ensemble de points de IE k vdrifiant les conditions suivantes: 
3 ~, 0 < ~ < 1 tel que 
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k 

t) VogeA, 1-] lco,t>~ 
i = l  

k 

2) si I-I I~l <~ ,  alors dans tout translatk de I-I K(~Xl), il y a au plus un ~lOment 
i = 1  i = 1  

de A. 

} Soit N (r) = card  e) �9  A 1--I I~el < ~ r et l e)~l < 1 si 1 <_ i <_ k . I1 existe alors une 
",. l i =  1 

constante C(k) telle que N (r) <= C(k) ILog  (ct)l k-  1 r 2 pour 1 <-r <-1/c~. 

k 

D~monstration. On peut  recouvri r  Iq  K(e~) par  au plus ( r + l )  2 translat6s de 
i = l  

I ]  K ( c q ) x K  c~k , et donc,  si 1-I 1~1 < ~ r ,  il y a au plus ( r + l )  2 points de  A 
i = 1  i = 1  

d a n s H K ( e 3 .  D e p l u s { z e l E k l [ z i l < l e t f i l z ,  l < c ~ r } e s t i n c l u s d a n s l a r 6 u n i o n  
i = l  i = 1  

U fi K(2m'+l(c~r)l/k)" 
m ~ + , . . + m u = O  i = 1  

mi < l L o g z  2 ( a r ) i / k [  + 1 

On en tire le rgsultat. 
Soit ~ l ' ensemble  des part ies  de  [1, n]. Si I~t~,  on note  

Ax = {co~A[[e)il ~ 1 si i e l  et [o)il < 1 si iq~l}. 

Soit S t =  ~ IIcolf -~ (I  I~il-2X I1 est 6vident  que pour  d6mont re r  la Proposi-  
o ~ e A r  i = 1 
oJ :1:0 

t ion 2 il suffit d '6tudier la convergence de S~. So converge  tr ivialement et  une 

simple c o m p a r a i s o n  avec S f i  Izi1-2x Ilzll -~ p rouve  que St1 ' n] converge  si 
[ z i ] >  1 i = t  
l < i < n  

x >  1. Soit alors I E t ~ - { 0 ,  [1, n]};  on peu t  supposer ,  sans nuire ~ la g~nSralit~ 
du ra isonnement ,  que 1 =  { 1, 2 . . . .  , l}. Soit k = n - l .  Soient mr, . . . ,  m~ des entier,'; 
positifs ou nuls; on peut  de m~me supposer  que m~ = sup (m~). On note 

A~(_m)= {(oh+ t . . . . .  og,)/coeA1 et  2 m' < Icoil < 2  m'+ i si i~I} ,  

et on pose:  

s~(_m) = y, ( I  I~~ J!o)ll -~ 
o ) ~ A t  i = 1 

2mi_<[r  < 2 m l  +I s i i e !  
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Remarquons  alors  que I1~11 ~ 2m', ce qui nous permet  d'6crire 

k 

S,(m-) <2- (~ 'a+z~( ' '+ ' ' '+m ' '  ~ H {~t+i1-2~" 
o)eA1(m_) i= 1 

/ 5 3n\ 

Lemme 20. Soit C ' =  C2-[ t+2~+T} ,  alors A1(m_ ) v&ifie les hypothOses du L e m m e  

19 avec ~(_m) = C'  2 -("1(1 +~)+m2+... +m0. 

DOmonstration. O n  a pour  tout  co 616ment de A l(m_) 

f l  imi[ > C2_( l+~)  2_(m,(,  +~)+,,~ +... + m,). 
i = / + 1  

I1 n'y a alors qu'fi  appl iquer  le L e m m e  18 avec  ~ i = 2  m'+l pour  i e I .  On a alors 

k 1 

~,eA1(m) i= 1 O # 

06 6a d6signe la masse de Dirac en fl et fl pa rcour t  l 'ensemble des nombres  
k 

de la forme FI I~oz+~l, avec (co~+ 1 . . . . .  og,)eA1(_m). Effectuant une int6grat ion pa r  
i=1 

partie et utilisant le L e m m e  19, on obt ient :  

Y~ (I  I~~ -:~ 
r (m) i=1  

<2xC(k)ltog(c((m))lk ~(i (~m))2 1 ~_)2)  = - r - 2 x -  d r +  
{_m) 

2x 1 
< -  C(k) ILog(~(_m))l k-~ - -  
= x -  1 ~ (_m)  2 x  

I1 existe une cons tante  C telle que ILog(~(_m))l < Cml, et donc  

< 2 x  C(k )  C k _ l m ] _ 1 2 _ , , , ( a _ z x ) ~  
$I (m_) = x - 1 

H y a au  plus m]-1 /-uplets (m~ . . . . .  mz), tels que ml = s u p  mi, et donc  

2 X  + m  $I<=1~--1 C(k) C k-1 E mt+k-22-m(a-2xe)< + c t 3  

m = l  

si 6 - 2 e x > O ,  

ce qui termine la d6monstra t ion.  



196 P. Colmez 

Corollaire 1. Soit A un r~seau de I12". On suppose que k/e>0, 3 C(e)>0, tel que: 

ogeA et FI I~,l--<c(e)ll~lt -'=:>~~ Alors la s~rie ~ f i  IoJ~l-2~ll~oll -~ con- 
i = 1  o E A  i = 1  

verge si ~ > 0 et x > 1. o,, o 

Coroilaire 2. Sous les mdmes hypothkses qu'au Corollaire I, la s~rie 

inf(1, Icoi[) a f i  [w[-2~ converge si f i>0  et x > l .  
~ A  i i =  1 
r  

D~monstration. Soit e > 0 et I une partie de r l ,  n]. Soient 

UL~={oJ~A IIm~l__> 1 si i e I  et It~oll-'_<_l~o~l< 1 si ir 

v~, , =  {m~A t I~o~1 < 1 si i~I, IloJ~ll _-< 1 si iqDI et infloJ~l _-< I1~oll-% 
i 

Soit i o tel que I<Oiol = lio~fl. Alors 

n 

inf(1,1~176 ~ I~O,ol -~x+~" -~  1-I I~o,1-2~ 
r i i = 1  ol~ U r . ~  i ~ l - { io }  

qui converge si 2 x - ( n - c a r d I ) e > 2  comme on peut le constater en faisant 
une comparaison avec l'int6grale, et 

inf(1, [oJi[) ~ f i  [aJi[-2~< ~ [[~ll-O~ I ]  1~o,1-2~ 
co~Vr.~ i i= 1 ~ V x . ~  i= 1 

qui converge en raison du corollaire 1. I1 suffit alors de prendre e suffisamment 
petit pour terminer la d6monstration. 

9. D6monstration du Lemme 10 

Soit B u n  ~- isomorphisme entre P-J" et C" tel que B(2~2")=/I. Soit U= 
B(] 2 2r2.~ --~, ~ L s. Les translat6s de U par les ~l~ments de J recouvrent ~" et de plus 

t i M  i ( z -  09) ~,~ (T)(z) est C ~~ sur co + U. En outre e 2 ~ (T)(z) est p6riodique in (u I z> 

i = 1  

n -k  

de p6riode A. Soit alors R(s) la distribution ~(T)(z)~=,.=__ [zila~k+Zi l-s)" utilisanl 

la remarque ~ la fin de la d6monstration de la proposition 1, nous obtenons: 

[P(s)t IlR(s)llo,+v,,< IQ(s)l ~ I-[ INI. i(o9)l zRes-k-2 inf(1, ~,(o9)) "~s~. 
l~.~(co) ir  

Utilisant alors le Corollaire 2 de la Proposition 2, nous en d~duisons que R(s) 

est D si 2 R e ( s ) - k < 0  et r ( s )>0 et que P(s) F~(s) converge normalement 
~ (s)" (7 (s) 
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sur { s [ A<Re( s )<B} ,  off A et B sont assujettis aux condit ions du Lemme 10. 
Ceci termine la d+monstra t ion du Lemme i0 et par  voie de cons6quence, celle 
du Th6or6me 2. 

Chapitre IlL Alg~bricit6 de valeurs sp6ciales de fonctions L 

Soit K un corps quadrat ique  imaginaire, (O K son anneau d'entiers et F une 
extension finie de degr6 n de K. Un plongement  de K dans ~ 6tant fix6, on  
plonge F dans ~"  par eeF--+ (el,  ..., c~,) off e i =  q(e) et zi est le i-6me plongement  
de F dans C au-dessus de K. Soit ~/ un caract6re de Hecke de K, don t  le 
type fi l'infini est 5, et soit 0 un caract6re de Dirichlet de F. On pose cb k = 0 
x Ok o Ne/K; alors q~k est un caract6re de Hecke de F, soit m son conducteur .  

On  pose A(~k,S)=F(s)"~_q~k(g)N(9) -s, off la somme est 6tendue 5. tous les 
9 

id6aux entiers de F premiers ~ m. 
II est bien connu que A(q~k, s) a un prolongement  analyt ique A tout  le plan 

complexe. Soit t un entier v6rifiant 1 < t <  k. Nous  allons d6montrer  le th6or+me 
suivant:  

Th6or~me 5. A (~k, t)~ f2~ 7Z "It- k)(~, Off (2~ est la p&iode r~elle d'une courbe ellip- 
tique fi multiplication comptexe par K d~finie sur ~ ,  darts les cas suivants : 

n = 2, 1 < t < k, F quelconque 
n>__3, k = t  et l'image de l'action de GaI( /s  sur les plongements de F darts 
est Sn (groupe des permutations d'ordre n) ou A ,  (groupe altern~ d'ordre 

n). 

D~monstration. Soit V le groupe des unit6s congrues ~t 1 modu lo  m et G le 
groupe de classes de rayons  modu lo  m. Soient 9~ . . . .  , 9 ,  un syst6me de repr6sen- 
tants entiers de G. Si b est dans la classe de 9~, on a b=(fl)9~ off f l e l + q ~ - * m  
et fl est d6fini modu lo  V. 

On a alors A(cbk, s )=  ~" ~k(gi)N(.q~)-~A(~k, s, .qi), avec 
i = 1  

n 

A (q~k, S, .q)= Z F(s)" ]-[ ~i 
+ . - , . .  ,=, l/ ,l 

rood V 

C o m m e  ~bk(9i)N(.q~)- '~,  il suffit de prouver  le r6sultat pour  A(cbk, s, 9i). La  
d6monst ra t ion va alors consister / t  appl iquer  le The6r6me 1 pour  se dbbarrasser 
de la condi t ion f lmod  V e t  se placer darts les condit ions du Th6or~me 4 qui 
permettent  de conclure. 

Quit te  & augmenter  m, ce qui ne fait que rajouter  des facteurs d 'Euler  tout  
~t fait innocents  en ce qui concerne la t ranscendance,  on  peut supposer  que 
Ves t  sans torsion et que  n ~ T r  m. On s'int&esse alors & la limite quand s tend 
v e r s t  de A(cb k, s, 9); faisons doric le changement  de variable s--+ t + s et raisons 
tendre s vers 0. On  obt ient :  

A(~k, t, g ) = l i m  2 F(t+s)" ( I  1 (-I 

/~ rood V 
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Choisissons alors une base  de V, (e t, . . . ,  ~,_~) telle que le signe t/ d6fini au 

Th6or6me 1 soit 6gal ~ 1. Uti l isons le Th6or6me 1 pou r  t ransformer  I:I 
1 

et utilisons aussi l ' identit6 

nous  ob tenons  

oti 

~ f(vfl)= ~ f(fl), 
I~eX v ~ V  ~ X  

fl mod V 

A ( ~ ,  t+s ,  g )_ r ( t+s )"  Y. Y. L(s,/3) 
F(t)" t~l+~ . . . . .  s._, 

t~,, .= (TrL,~fl)"  i = 1  Iflil 2~" 

Pour  appl iquer  le Th6or6me 1, il faut quand  m a m e  v6rifier que la s+rie con- 
verge, mais  ceci est assur6 par  le fair qu'il  existe une cons tante  C > 0 telle que 

f lel  +g-1 m~lTr f i ,~ f l l>C( f l=  - 1 [m]  = > T r f i , .  f l+  0 car  Tr  1 CTrm).  

Soit alors ~ l ' endomorph i sme  de II3" donn6 par :  

~ (z) = (Tr f l , ,  z . . . . .  Tr  f . .  ~ z), 

N ~ ( g - ~ m )  est alors un r6seau de K" et cont ient  donc  (?~(9K)" pou r  un certain 
70. Soit A~ = ~;-1(7.�9 et Y~ un syst6me de repr6sentants  de 1 + g - ~  m modu lo  
A. .  N o t o n s  de plus L~,~(z)=Trf~,~z et soit J//~ la famille de formes lin6aires 

d6finie par :  Re 1:I Li. ~(z) Mi, ~(y) = (z[y).  On obt ient  
i = 1  

A(O k, t+s, g) r(t+s)" ~ e ( a ) d e t ~ o  ~ F,(s, y), 
r(t)" ~s .  , y~Yo 

off F , ( s , y ) = ~ ( ~ ) F ( k - t , t _ , s , y , A ~ )  et F(k--t, t_, s, y, A~) est une s&ie 
te  It  

d 'E isens te in -Kronecker  6tudi~e /t la par t ie  II. Supposons  alors que n formes 
lin6aires prises pa rmi  MI ,~ ,  . . . ,  M . . . .  za, .. . ,  z,  forment  toujours  une famille 
libre. N o t o n s  que l 'on peut  toujours  choisir une base (ea . . . .  , e,_~) de V de 
telle sorte que ceci soit v6rifi6 car  les bases de V sont  Zar iski  denses dans 
D"-~  et le fait qu 'une  famille de n formes lin6aires prises pa rmi  MI .  o, .-.,  M,,  ,.  
z~ . . . . .  z, soit li6e s'~crit c o m m e  une relat ion po lynomia le  en (el, . . . ,  e.-1). 
C o m p t e  tenu du Corol la i re  du Th6or+me 4bis, il suffit de v6rifier que la s6rie 
F ( k - t ,  t_, s, y, A,) v6rifie les condi t ions  du th6or6me 2, pou r  d6mont re r  lc 
Th6orame5 .  C'est-/t-dire qu'il  faut  v6rifier que la s6rie est convergente  pour 
Re  (s)>> 0 et que (z]~, J/g~) v6rifie l 'hypoth+se (H). Pour  v6rifier la premiere  pattie 
de ces condit ions,  il suffit de cons ta ter  qu'il  existe une cons tante  C > 0  tellc 
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que fie i + g-1 m implique [ I  Iflil =NFIo(fl) ~ > C et ensuite d'appliquer la propo-  
i=1 

sition 2 (il existe i tel que ITrfi, ~fll > C' I]fll]). Pour d6montrer la seconde condi- 
tion, constatons que A.  contient un id6al de F et donc que 3~ est contenu 
dans un id6al fractionnaire du corps conjugu6 F v, et que de plus il existe gi, ~ F  v 
tel que M i , . ( z ) = T r g i , . z .  On est donc ramen6 ~ d6montrer que si b est un 
idbal fractionnaire de F, (g~ . . . . .  g.) une base de F sur K, M i ( z ) = t r g i z  et si 
l'image de l 'action de Gal ( / ( /K)  sur les plongements de F dans II~ contient 
A., alors (b, ~ ' )  v6rifie l 'hypoth6se (H), J g  6tant la famille (M~ . . . . .  M.). 

La d6monstration repose sur le lemme suivant dfi ~ Schmidt [Sch], et qui 
est en quelque sorte une vaste g6n6ralisation du th6or6me de Roth. 

Lemme 1. Soient L1 . . . . .  L. ,  n formes linkaires inddpendantes fi coefficients algk- 
briques r~els et C1, ..., C,,  n r&ls v&ifiant CI-~.,.-~-Cn(O. Soit A un r&eau 
de ff)~. On suppose qu'il existe un ensemble non major~ de r&ls M, tel que si 
QEM, 3 x ( Q ) e A - { O }  tel que: 

]Lj(x(Q))[<Q c:, l < j < n .  

II existe alors un sous-espace rationnel v de tI~ ~ de dimension d, off 1 < d < n -  1, 
et un sous-ensemble M'  non born~ de M, tel que si Q e M '  alors x(Q)eV. 

Lemme 2. Soient L 1 . . . . .  L,,  n formes Iinkaires indkpendantes ~t coefficients alg& 
briques et C~ . . . . .  C, comme au lemme pr&~dent. Soit A un OK-module de rang 
n de K ~. On suppose qu'il existe un ensemble non born~ M de r&ls, tel que 
si Q6M,  3 x ( Q ) e A - { O }  tel que: 

[Lj(x(Q))I<=Q cj, l < j < n .  

II existe alors un sous-espace vectoriel W de K" de dimension d sur K, avec 
l<-d<_n-1 et un sous-ensemble M'  non bornO de M, tel que si Q~M',  alors 
x ( Q ) e w .  

DOmonstration. Soit 1, r u n e  base de K sur Q. K" s'identifie alors ~ Q2,  et 
�9 " h N z ,  Soit Vle plus petit sous-espace vectoriel de @z, tel qu'il existe M ' =  M 
ensemble non born6 de r6els tel que si QeM' ,  x (Q)eA  c~ V - { 0 } .  On a 

V = K u ~  | ... | 1 7 4  ~ | ... |  

off g~, . . . ,g~ sont ind6pendants sur K. Si r<n,  on peut prendre W 
= K # I  | ... | K/~ .  Supposons alors r = ne t  C~ < C2 < . . .  < C,. 

Soient W I = K I q | 1 7 4  W z = K k t s + l | 1 7 4  et 1/2 
= ~ / z ~ + ~ | 1 7 4  Soit 1={i~, ..., i~} off ij est le plus petit entier tel que 
L~ . . . . .  L~ forment un syst6me de rang j sur W1. Si ir  soit k le plus grand 
entier tel que i,~1 et ik<=i. II existe alors des nombres alg6briques 7~,j tels que 
la forme lin6aire 

Mi= l q -  ~ I~,,~1 Li-- ~ ~ jLi, 
j = l  j=l 

~oit nulle sur W~. Posons aussi Mi~=Li~. On a alors, utilisant le fait que C~ 
C 2 ~. . .  ~ Cn: 

V Q~M' ,  V l < i < n ,  IM~(x(Q))I<=Q c'. 
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De plus, la famille M 1 . . . . .  M, est une famille libre, et ceci implique en particulier 
que (Mi)~r une famille libre sur Wa| On peut donc trouver des formes 
lin6aires Ni(x) sur 1I"2 pour i6I, telles que Ni(x)= Re(mi(x)) ou N/(x)= Im (Mi(x)) 
et que les N~ forment une famille libre sur Vz| (car A Re(M~)+iIm(Mj)  

./r 

= A  Mj#0) .  Soit finalement, si i~I, N~(x)=Re(mi(x)), N.+i(x)=Im(Mi(x)), et 
jr  

C,+i=Ci. 
Soit I ' =  [1, n] u n+I  et I ' = [ 1 ,  n ] - l .  Remarquons  que l'une au moins des 

deux quantit6s ~ Ci et ~ Ci est strictement n6gative (leur somme l'est). Si 
i~ l '  iE l"  

c'est la premiere, comme les ( ~ ) ~ r  forment une famille libre sur VQQIR et 
que, si Qr [N/(x(Q))[ <=QC,, V i~I', appliquant le lemme 1, on en d$duit qu'il 
existe un sous-ensemble M" non born~ de M', un sous-espace propre V' de 
V tels que Q~M" implique x(Q)r ce qui est contraire fi la d6finition de 
V. Dans le second cas, soit p la projection de V sur V 2 parall61ement fi I411. 
On a alors, 

V QEM', V i~I", INi(p(x(Q)))l = IN(x(Q))l _-< Qc, 

et donc, appliquant le Lemme 1, on en d6duit qu'il existe un sous-ensemble 
M" non born6 de M', un sous-espace propre V~ de I/2, tel que 
Q e M" ~ p (x (Q))e v~ ~ x (Q) e v~ | w~, ce qui est contraire ~i la d~finition de V. 
Donc r < n. 

Lemme 3. Soient LI . . . . .  L, ,  n formes lindaires & coefficients alg~briques et A 
un (9 K module de rang n de K". On suppose qu'il existe e > 0  et un ensemble 

X ~ A  infini tels que: ~ o ~ X ~ 0 <  l=I IL~(o~)t<tl~oll -~. Alors, il existe un sous- 
i = 1  

espace W de K ~ de dimension d avec l<_d<n-1 ,  et Li,, ...,Li~ formant une 
famille li~e sur W avec W n  ker Li, c~... c~ ker Li~ = {0}. 

Dkmonstration. Si a est une permutat ion de [1, n], on note X" le sous-ensemble 
de X form6 des r tels que: i<j=~lL,,)(o))l<lL,ti)(co)t. On prendra dans 
la suite a~S,  tel que X ~ soit infini. On construit alors une suite (liCk, XI)  de 
la mani~re suivante: VVk est un sous-espace vectoriel de K" de dimension dk 
et X~ est un sous-ensemble infini d 'un r6seau de ~ v6rifiant: 

dr, 

coeXg=~0 < I-I IL~,)(@[ < II~o[I-~. 
i = 1  

Wk'+ I sera alors un sous-espace minimal de Wk contenant une infinit6 d'616ments 
de X~ et Wk+I sera l 'or thogonal  dans Wk'+ ~ de 

dim W~ + t 

N k + l  = ('~ k e r  L.(i) ~ Wg'+ t .  
i = l  

Soit PR la projection orthogonale sur W~+ t; on posera X~+ ~ =pk(X~c~ W~'+ t) 
(Wk+I,X~+~) v6rifie bien l 'hypoth~se de construction car si i<dk+~, et 
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~OeXkmW;+~, on a L,~(o(09)=L,~(1)(pt(09)) et Ilpk(09)llSl10911; de plus X~+~ est 
bien infini, car sinon, on pour ra i t  t rouver  coeX~+ ~ ayant  une infinit6 (09i) d 'ante-  
c6dents par  Pk, et on aurai t  alors, 

d l~i L~(i)(09) ak = [ I  IL~lo(09;)l-<-1109;11-' V j, 
i i = l  

et donc, 
dk 

1-[ L.(i)(wi ) = O, 
i = 1  

contra i rement  fi l 'hypoth6se.  Enfin, X~+I est bien inclus dans  un r6seau de 
Wk+ ~, car  un r6seau d 'un K espace vectoriel se projet te  en un r6seau. 

Prenons  alors W =  ~ Wk et i j=a(J ' )  pour  1 <j<=d. W poss~de les propri6t6s 
keN 

suivantes: il existe un ensemble  infini X'  d'~l~ments de W v6rifiant 0 
d 

< [ I  ILi~(o9)l-<-11og[I ~, et W n 'a  pas de sous-espace propre  dont  l ' intersection 
j = l  

avec X '  est infini, et donc,  d 'apr6s le L e m m e  2, Li, . . . ,  Li d forment  une famille 
li6e sur W, et de plus W ~  k e r L q  c~ ... c~ ker  Lid est nul par  construct ion.  

Pour  appl iquer  le L e m m e  2, posons  si coeX' ,  Q(09)= 110911, [ Lij (09) l --110911 q~('~ 
et soit (C'1 . . . .  , C~) un point  d ' accumula t ion  de (q~ (09) . . . . .  qd(09)). On pose alors 

, g 
C i = C i + ~ .  On a 

e d d 1 
Y, C = ~+ ~ c ' i< _ _ _  ~. 

i=1 ~ i=l = d + l  

De plus, d 'apr6s la d6finition de C'~ . . . . .  C'a, il existe une infinit6 d'616ments 
de X', tels que ILij(09)I<Q(09) G. On est donc  bien dans  les hypoth6ses du 
Lemme 2. 

Remarque. En util isant la d6mons t ra t ion  de Schmidt  I-Sch], on peut en fait 
d6montrer  beaucoup  plus fort. 

Supposons  alors que (b, J / )  ne v6rifie pas (H). 
I1 existe alors I, par t ie  /l n 616ments de [1, 2n],  ~>0 ,  e t u n e  infinit6 de 

~o e A, v6rifiant I0911 < 6 si n + i �9 I, et I:I IN1. i(w)l < I1 09 II - ' .  
i = l  

On peut  supposer ,  sans nuire ~ la g6n6ralit6, que I = { 1  . . . .  , r ,  
n + r + 1 . . . . .  2n}. C o m m e n g o n s  pa r  calculer les formes lin6aires N~. i- Pour  cela, 
il faut calculer la solut ion du syst6me 

T r g ~ z = O  

T r g ,  z = O  

Z r +  l : 0 9 r +  l 

Z n = (.O n . 
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Soi t  f~ . . . . .  f ,  l a  base  d u a l e  de  g l  . . . .  , g , .  O n  o b t i e n t :  

N1, i(e)) = T r  giz 

de t  (fr+ 1 . . . . .  f / -  1, co, f i+  1 . . . . .  f , ) ( r+  1, . . . ,  n) 

et 

de t  (f~+ 1 . . . . .  f , ) ( r  + 1, . . . ,  n) 
si r+l<_i<_n, 

de t  (f~+ 1 . . . .  , f , ,  o))(i, r +  1 . . . . .  n) 
N1,,+i(oo)=zi-ogi= 

de t  (f~+ 1, . . . , f . ) ( r  + 1, . . . ,  n) 
si l <i<_r, 

06 de t  (vl . . . . .  v,)(il . . . . .  i~) signifie q u e  l ' on  cons id6 re  le d 6 t e r m i n a n t  (r, r) o b t e n u  
en p r e n a n t  les il  . . . . .  i r- i6me c o o r d o n n 6 e s  des  vec teur s  (vl . . . . .  v,). 

L e m m e  4. T r  giz=O~,oo~Kf~+ 1 0 ... | K f~_ 1 | Kfi+ 1G ... @ K f , .  

Ddmonstration. 

T r  g i z = 0 c * - d e t  ( f ,+  1 . . . . .  f ~ - l ,  m, f~+ 1 . . . .  , f , ) ( r  + 1 . . . . .  n ) = 0 .  

A p p l i q u a n t  un  616ment de  G a l  (I~/K) sur  cet te  de rn i6 re  6gali t6 et  u t i l i s an t  le 
fai t  que  l ' i m a g e  de  G a l  (K /K)  c o n t i e n t  A , ,  o n  o b t i e n t :  

d e t ( f r + l  . . . . .  f i - l , c o ,  f~+l . . . . .  f . ) ( J l  . . . . .  J . - r )  = 0 ,  V( j ,  . . . . .  j . _ , ) ,  

et  d o n c  les vec teur s  f ,  + 1 . . . . .  f i -  1, co, f~ + ~ . . . . .  f ,  s on t  li6s. 

L e m m e  5. zl - o9i = 0.r (o~, fr + 1 . . . . .  f , )  famille lide. 

L a  d 6 m o n s t r a t i o n  de ce I e m m e  est  i d e n t i q u e / l  la  d 6 m o n s t r a t i o n  du  L e m m e  4. 

Lemme 6. Soit (el . . . . .  e,) la base canonique de flY, soient hi . . . . .  h~ des Oldments 
de F et J une pattie a ( n - s )  dlkments de I-1, n]. Alors si la famille de vecteurs 
(hi, ..., h~, ej pour j e J )  est like, les vecteurs hi . . . . .  h~ forment  une famille like. 

Dkmonstration. 

de t  (h 1 . . . .  , h~, e j, j r  J )  = de t  (hi  . . . .  , h~)(jl . . . . .  is) 

o6  les Ji son t  les 616ments de  [1,  n ] - d .  O n  t e r m i n e  a lo r s  la  d 6 m o n s t r a t i o n  
c o m m e  au  L e m m e  4. 

Coro l l a i r e .  Il y a au plus un nombre f ini  de o~sb tel que 1e9~I<6 si n + i e l  et 

H N,j(o)=0. 

Ddmonstration. Si I ~  NI, j (co)=  0, a l o r s  o ) e V e c t  (fr+ 1 . . . .  , f , )  d ' a p r 6 s  les L e m m e s  
j r  

4 et  5. U t i l i s a n t  le L e m m e  6, on  m o n t r e  a l o r s  que  

Vect  (f~ + 1 , . . . ,  f , )  c~ Vec t  (el . . . .  , er) = {0} 

et  d o n c  q u e  l ' e n s e m b l e  des  ze l I ; "  tels  que  [zd<6 si i < r  et  z e V e c t  (f~+l . . . . .  f , )  
es t  c o m p a c t ,  ce qu i  p e r m e t  de  conc lu re .  
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Soient Xl . . . . .  x ,  tes coordonn6es de co dans la base f~ . . . . .  f , ,  et posons 

N~(x)=Trg~z pour r + l < i < n  ( c f . jus t eavan t l eLemme4)  

Pi(x)=zi-co ~ pour l <i<_r. 

Les P~ sont des formes lin6aires ne faisant intervenir que Xl . . . . .  x,, alors que 
N~ fait intervenir xl . . . . .  xr et x i. D'apr6s le Lemme 3, il existe alors un sous- 
espace vectoriel W de dimension d de K", dl formes lin6aires prises parmi les 

et d2 formes lin6aires prises parmi les P~ avec d l + d 2 = d ,  de telle sorte que 
ces formes lin6aires forment une famille li6e sur W e t  W 0 ker N~ (-) ker ~ = {0}. 

i i 

West alors d6fini par  n - d  6quations de la forme Tr hico=0 avec hieF et 1 < i  
<n-d ,  de telle sorte que la famille (hi)~<=i<=,-d soit libre sur K. Traduit en 

x, Tr hl e) devient Li(x)= ~ ai~ x s avec aisEK. 
j = l  

Soit J1c[r+ 1, n] (resp. J 2 c [ 1 ,  r]) l 'ensemble des i tels que N/ (resp. P/) 
fasse partie des formes choisies. D'apr6s les Lemmes 4 et 5, F ('] ker Ni 0 ker P/ 

i~dl  iEJ2 

=V j, off ks,= @ Kfj. Comme Wc~Vj, est nul, on peut choisir 
j~[r+ l ,n ]  J1 

h~ . . . . .  h,_ n de la mani6re suivante: L,_a2+ 1 .. . . .  L,-e forment une famille libre 
sur VjI et ai,~=O si i < r - d z  et j e [ r + l ,  n ] - J  1. Dire que la famille (N~, i6J1; 
Pi, ieJz) est li6e sur W, signifie que la famille (Li, l<_i<n-d; N~, ieJt; ~, 
i~J2) est li6e sur t12". Cette derni+re condition s'exprime par l 'annulation d 'un 
d6terminant n x n. Appliquant / t ce  d&erminant un 616ment de Gal(K/K) qui 
laisse globalement fixe les plongements (r + 1 . . . . .  n) et qui envoie J2 sur J;  (ceci 
est possible saul dans le cas particulier n=3 ,  r = 2 ,  d2= 1 et Gal(K'/K) agit 
par A3; ce cas sera trait6 directement apr6s), on obtient: V J partie ~ d2 616ments 
de [1, r], la famille de formes lin6aires (L i, l < i < n - d ;  Ni, ieJ1; P~, ieJ) est 
li6e. De plus, y~xx (y  ) est un isomorphisme de 112"; on en tire le fait que les 
Ns, i forment une famille libre et donc que P~ . . . . .  P~ forment une famille libre 
et donc g6n6ratrice des formes lin6aires ne faisant intervenir que (xl, ..., xr). 
Soit A la matrice form6e des (N~)i~j 1 et des (L~) 1 _<i_<.-e (une forme lin6aire 6tant 

6crite en ligne dans la base f~ . . . . .  f.). Ecrivons alors x i =  ~, bi, jP~. Soit J u n e  
j = l  

partie /t dz 616ments de [1, r]. D6veloppant par lin6arit6 le produit ext6rieur 
n - d  

/~ xs A N~ A Lj et utilisant le fait que pour toute famille J2 ~i d 2 616ments de 
JeJ J~J1 j =  1 

t~ -d  

[ 1, r], A PJ A Nj A L~ est nul, on en d6duit que la famille form6e des n - r  
JeJ2  J~J t  j = 1 

derni6res colonnes de A et des j-i6mes colonnes pour j~[1 ,  r ] - J  est li6e, et 
ce, pour toute famille J fi d2 616ments de [1, r]. De plus, utilisant le fait que 
~ est la seule forme faisant intervenir xi parmi les Nj et le choix que l 'on 
a fait des h~_d~+l<h._d, on en d6duit que la famille (Ni, i~J~; Li, r - d 2 + l < i  

n - d )  est libre sur V~ {x e ~", x i = 0 si i_<_ r} et donc que n -  r derni6res colonnes 
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de A sont libres. Ut i l isant  alors le th6or6me de la base incompl6te,  on en d6duit 
que le rang de A est s t r ic tement  inf6rieur ~ n-d2  et donc  que la famille (N,  
i6J1; Li, 1 <=i<=(n-d)) est li6e. Uti l isant  le fait que les formes lin6aires (N~)i~s, 
et (Li)l<_i<_,-a2 sont  nulles sur Vsl et que Lr-d . . . .  ..., L._ d forment  une famille 
libre sur Vsl, on en d6duit que la famille (N~, i~J1; Li, l<_i<_r-d2) est lice 
et done  a f o r t i o r i  la famille (N~, i ~ [ r + l ,  n];  L i, i t [ l ,  r]). Revenan t  alors dans 
la base  eanonique,  et util isant le fait que respaee  veetoriel engendr6 par  les 
(N~)i~tr+l,,~ est le m6me que celui engendr6 par  to,+t . . . . .  to,, on en d6duit le 
fait que la famille (Tr hi co, 1 < i < r; to~, r + 1 _< i < n) est li6e et donc  que hi . . . . .  hr, 
e,+~ . . . . .  e.  fo rment  une famille li6e, ee qui implique d 'apr6s le L e m m e  6 que 
hi,  . . . ,  h, fo rment  une famille li6e con t ra i rement  h l 'hypoth6se. 

I1 reste ma in t enan t  le cas part icul ier  fi examiner  (h savoir  n = 3, r = 2, d2 -- 1). 
On peut  supposer  J2={1}.  Si d l = 0 ,  W e s t  de d imension  1 et ,~ est li6e donc 
nulle sur W done  W = ker  Pt con t ra i rement  au fait que W c~ ker  P1 = {0}. Si d~ = 1, 
W est de d imension  2 d6fini par  une 6quat ion Tr  h t o = 0 ,  h + 0 .  Or  on a N3(to) 

- 093 et Pt (co) = f3, 1 0)3 --f3, 3 t o l  et donc  la nullit6 du d6terminant  de N3, PI, 
f3,  

Tr  h co qui est 6gal h 

0 f3,3 h, 
f 3 , 3  

0 0 h 2 

1 f 3 ,  1 h3 

entra~ne la nullit6 de h 2 donc  de h, ce qui est contra i re  h l 'hypoth6se et done 
termine la d6monst ra t ion .  

Uti l isant  les formules  explieites pou r  F(k, t, O, u, A) donn6es au Th6or6me 
4bis, on peut  obteni r  des formules  explicites p o u r  A (~k, t, 9). Soit V l 'op6rateur  

~I ( -~u i ) .Pour tou ta~Sn- l ,  ona(celad~couledelad6monstrationduTh6or- 
/ = 1  

6me 1; plus pr6cis6ment du L e m m e  3 de eette d6monst ra t ion)  

v'-'= E 
t_elt i = 1 \  

~ t  i -- 1 

O(Trf~,.  u)] ' 

Posons  alors 

z)= y' 
t r E S n -  I 

= Z  
O'ESn - 1 

f i  1 e2in(eo+u+ l [z) 
e ( a ) d e t ~ .  ~ m T r f l  ~ ( t o + u + l )  

co~  -1 i = 1  

e ( c r ) d e t ~ .  ~ o~(Ty+.,!,a~)(z),  off 1=(1 ,  . . . ,  1). 
Y ~ Y o  

Soit I--]k l 'op6ra teur  d6fini au II, w 6, et At (q~)= V t -  1 (q~)l . = o- On obt ient  alors:  
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Th6or/~me 6. A (~bk, t, 9 )=  [[]k-t At E~(u, z) dans les cas suivants : 

n = 2 e t  l< t<_k  
n > 3, t = k et l'image de Gal (K/K)  sur les plongements de F darts II; contient 

A n �9 

Conjecture. Cette formule est vraie sans restriction, fi savoir si 1 <t<_k, n et 
F quelconques. 

Remarques. On doit pouvoir supprimer la condition sur les plongements de 
F dans ti2 en utilisant une version forte du Lemme 3. 

La formule du Thbor6me 6 est tr6s utile pour obtenir des r6sultats d'int6gra- 
lit6 concernant les A (~bk, t), en particulier elle permet leur interpolation p-adique. 
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