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Introduction

Le but de cet article est de donner une preuve nouvelle des conjectures standards
[D] a propos de I'algébricité des valeurs spéciales des fonctions L attachées
a certains caractéres de Hecke de type A, d’une extension finie F d’un corps
quadratique imaginaire K. Ces conjectures ont ét¢ démontrées par Harder [H-S]
dans un cadre plus général et par des méthodes nettement plus sophistiquées.
En fait, les premiers résultats dans cette direction remontent a Eisenstein [W],
et Damerel [Da] qui, dans le cas ou F=K, ont exprimé ces valeurs comme
une somme finie de séries d’Eisenstein prises en des points d’ordre fini de courbes
elliptiques a multiplication complexe par K. Notre approche pour le cas général
a été motivée par une conjecture remarquable et impubliée de R. Sczech!, experi-
mant ces valeurs comme polynéme en des séries d’Eisenstein encore une fois
évaluées en des points d’ordre fini sur des courbes elliptiques & multiplication
complexe par K. En fait, notre résultat principal (Théorémes 5 et 6) est une
preuve de cette conjecture dans un cas assez général. Des résultats dans le
cas [F: K]=2 ont été obtenus par Ito [I] et Weselmann [We] (voir aussi [H])".

Notre démonstration repose sur deux idées. La premiére est d’utiliser une
version plus fine et plus canonique de la méthode de Shintani {Sh] que celui-ci
a introduit pour étudier les valeurs spéciales des fonctions zéta partielles des
corps totalement réels. L’exposé de cette méthode est I'objet de la partie 1.
La seconde idée est d’appliquer la théorie des distributions pour étudier la
convergence de certains analogues pour F des fonctions elliptiques classiques
attachées aux réseaux de K. Ceci fait 'objet de la partie 1I. Comme le lecteur
pourra le constater, la situation est nettement moins agréable que dans le cas
classique, en ce sens que nous n’avons pas réussi a prouver Iexistence d’un
prolongement analytique 4 tout le plan complexe. La partie I1I est consacrée
a I'étude des valeurs spéciales de fonctions L proprement dites: elle utilise les
résultats des deux parties précédentes et I'absence de prolongement analytique
a tout le plan complexe fait que nous avons dii restreindre ’ensemble de valeurs
spéciales considérées. De plus, pour vérifier que nous sommes bien dans les
conditions d’application des résultats de la partie II, nous avons besoin d’un

! voir [Scz]
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théoréme de Schmidt [Sch] sur Papproximation des nombres algébriques. Les
hypothéses de ce théoréme sont relativement malaisées a vérifier, et nous avons
été amené a imposer quelques conditions sur F. Nous terminons larticle par
une conjecture donnant une formule explicite pour les valeurs spéciales considér-
ées, conjecture que nous démontrons dans un cas relativement général.
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Chapitre I. Méthode de Shintani

Soit n un entier =1 et regardons les €éléments de €" comme des vecteurs (matrices
colonnes). Si zeC” on note Tr(z) la somme de ses coordonnées. Si k est un
entier =1, on note I, 'ensemble des n-uples k=(k,, ..., k,) avec k,;eN, k;>0

et Y k;=nk. Si #=(b;)e M,(C), on définit o, (%) par la formule

i=1

Y o (By XX T =y )T

ou u;= Y b x;. On regarde (C*)" = €" comme un groupe pour la multiplication
i=1

composante par composante et on définit I'application Log: (C*)" »R" qui

envoie z sur le vecteur de IR” dont la i-iéme coordonnée est log |z;|*. Soit D = (C*)"

I'ensemble des vecteurs dont le produit des coordonnées est égal a 1, et

H=Log(D); c’est-a-dire que H est 'hyperplan de R” d’¢équation {ye H<>Tr(y)

=0}.

Soit &, ..., &, n— 1 éléments de D. On note V le sous-groupe de D engendré
par &, ..., &,-,. On suppose que V est discret et de rang n— 1, ce qui équivaut
au fait que Logse,, ..., Loge,_, soit une base de H. Soit S,_, le groupe des
permutations de {1,...,n—1}. Pour ¢eS,_;, on définit la matrice nxn
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Bo=(f1.ar - Jush OU fi, est I'élément neutre de D et pour i>1,
Ji o=y a2y -+ Ea(i—1)-

Finalement, on note £(0) la signature de o et I'(s) la fonction I' d’Euler.
Théoréme 1. Pour tout entier k=1, tout ze(C*)" et tout g¢=(g,, ..., £, )eD™ !
tel que

1) VoeS,_ ,,det B,%0 et

2) Logey, ..., Loge,_, forment une base de H,
on a, dés que la série converge, l’identité suivante :

r(k)y" . I'ky)
—— = e(a)det B, > o, (B,) . 1)
(Zl s Zn)k vé/ aeg:-:_ 1 l_cezllk ¢ il;ll (Trﬁ, a vz)k‘

ou n est une constante égale a + 1 selon le signe de det (1, Loge,, ..., Loge,_ ).

Remarque. On verra dans la démonstration (Lemme 4) que la série converge
presque partout.

Démonstration. Le principe de la démonstration est le suivant: un élément de
C" est dit réel et positif s’il est élément de (R*)". On commence par prouver
la validité de la formule (1) dans le cas ou z, ¢, ..., &,_, sont réels et positifs
(Lemme 1). Puis, on utilise des arguments de prolongement analytique pour
prouver (1) dans le cas général. En particulier les Lemmes 3 et 4 discutent de
la convergence de la sériec du membre de droite de (1). Une démonstration
directe, sans faire appel au prolongement analytique a été trouvée par Wesel-
mann {We2].

Si wy, ..., w, sont r vecteurs reels et positifs de €", on note C{wy, ..., w,)
le cOne engendré par ces vecteurs; ie. C{w,, ..., ,) est Pensemble des vecteurs
de la forme 4, w; + ...+ 4, w,, ou les J; sont des nombres réels strictement positifs.
Si geS§,_, on note C,=C(f} 4, ..., [0 o) Soit G=(R¥%)" Les conditions sur
les cones C, dans le lemme suivant ont été motivées par le travail de Shintani
[Sh].

Lemme 1. Supposons que

1) z,&q, ..., &, SOnt réels et positifs;

2) C,,nC,o,=0sio %0,

3) C= ey, ,C, est un domaine fondamental d des ensembles de mesure
nuller prés pour Uaction de V sur G. Alors la série dans le membre de droite
de (1) est absolument convergente et 1'égalité (1) est vérifiée.

Démonstration. On a
k)
Wt tns 1 duy L du,
(zy...z) &
=3 e Ty, L u) tdu,...du,
C

=Y fe T, L uYdu, ... du,
C

= Yo f eIy L du, .. du,.

veV geSn-1 Co
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Ecrivant #,=(f; ,), o fi1,4, .., fin,s sont les coordonnées du vecteur f; .,

faisant le changement de variables u;= Y f;; ,X;, et utilisant le fait (prouve
i=1
ci-dessous) que

|det B, =ne(o) det Z,,, 2
on obtient:

(k)"
() )k=;12 Y elo)detB, | e lvotr o Iy w )T dx, . dx,,
G

(Zl e Zp veV 6eSn-1

ou L, ,(xy, ..., x)= Y, Tr(fi. ,vz)x,. Remplagant alors u; par sa valeur et effec-
k=1
tuant l'intégration, on obtient (1).

Montrons alors que (2) est impliquée par notre hypothése suivant laquelle
C, NnC,,=0si o,+0,. Comme S, , est engendré par les transpositions t; qui
échangent i et i+1, il suffit de prouver que det#,, et detJ,, sont de signes
opposés si 6,=1;0,. Dans ce cas on a f;, =f;,, pour j#i, et comme
C,,nC,,=0, ceci implique que f; ,, et f; ,, ne sont pas du méme c6té de 'hyper-
plan engendré par les f; , pour j#i, et donc det#,, et det#,, sont de signes
opposés comme on I'avait annoncé.

Lemme 2. Soit 2 =(D nG)"~ 1. Alors il existe un ouvert U de @ ayant les propriétés
suivantes:

1) pour tout (g4, ..., &,_ )€U, le sous-groupe V de G engendré par €,, ..., &,
est libre et discret;

2) C,,nC,,=0sio, F0,;

3) C=U,.s,_, C, est un domaine fondamental de G sous l’action de V.

Remarque 1. En fait, il découlera de la démonstration du Théoréme 1 que 1)
et 2) impliquent 3), mais nous n’avons pas trouvé une démonstration directe
de ce fait.

Remarque 2. On explique bricvement 'idée géométrique derriére le Lemme.
Log V est un réseau dans H et Log(C)n H est un solide dans H dont les sommets
sont précisément les sommets du cube porté par les Log¢; qui sont des généra-
teurs de Log V; et dont les faces sont telles que pour toute face F de Log(C)n H,
il existe i tel que F + Log ¢; soit une autre face de Log(C)n H. Donc Log(C)n H
ressemble beaucoup a un domaine fondamental pour I'action de Log V.

Démonstration. Etape 1. 1) et 2) impliquent que C contient un domaine fondamen-
tal de G sous l'action de V.

On appelle «polyédre convexe» de R” toute intersection finie de demi-espaces
dans IR". Un polyédre sera une réunion finie de polyedres convexes. On va
prouver que les conditions 1) et 2) impliquent que pour tout polyédre compact
KdeG,ona

KcA=3 vC,

veV
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ou C est I'adhérence de C dans R". Ceci suffit a prouver que A =G, cest-a-dire
que C contient un domaine fondamental de G sous l'action de V. Soit donc
K un polyedre compact de G. Comme C est lui-méme un polyédre dont I'intersec-
tion avec D est compact et que V est un sous-groupe discret de D, il n’existe
qu’un nombre fini de ve V tels que vC ~ K +0. Et comme la réunion et P'intersec-
tion d’'un nombre fini de polyedres est encore un polyédre, on en conclut que
AnK est un polyedre. Soit F une face de 4K intérieure a K. D’aprés Ia
definition de A et le fait que V est discret, F doit étre incluse dans un translaté
d’'une face de C. Or, on va prouver que les faces de C sont contenues dans
lintérieur de 4 a des polyédres de codimension 2 prés, ce qui prouve que F
est de codimension au moins 2 et que A N K est soit dense dans K soit d’intérieur
vide. Soit alors K, une suite de polyédres compacts tels quee K, A soit d’intér-

ieur non-vide et | J K,=G. Comme A est fermé, et que K, N A4 est dense dans
neN

K,,onaK,nA=K,et | J](K,n4)=|J K,=G et donc 4=G.
neN neN
Prouvons maintenant que les faces de C sont contenues dans lintérieur de
A a des sous-espaces de codimension 2 prés. Soit F une des faces de C; alors
F est de 'une des formes suivantes:

a) F:C(f].o" ""fi—l,a’fi+1.a~ ""fn.a)’1<i<ns
b) F:C(fl,o" '”3fn-1.c);

€) F=C(fy. 0 s Jr.a) =8y CU 1. gors s Ju 1,60, OO T est le cycle
1,2...n).

Dans le cas a), soit 7; la permutation échangeant i et i+ 1: alors F est une
face commune a C, et C,.,, et est donc a lintérieur de C,u C,.., puisque
C,nC,.,=0. Dans le cas b), F est une face commune a C, et 80(,,_1)621:
et pour prouver que F est intérieur a la réunion, il suffit de prouver que det 4,
et det(fy gur-15 -5 fo gee15 f1,000-1) SONt de signes opposés, ce qui suit facile-
ment de (2) et d’un calcul de signature. Le cas ¢) est équivalent au cas b).

Remarque. Jusque 14 on a prouvé que si 1) et 2) sont vérifiés, alors C contient
un domaine fondamental de G sous laction de V. Pour prouver que C est
un domaine fondamental a des ensembles de mesure nulle prés de G sous I'action
de ¥, il suffit de prendre une fonction continue f qui est strictement positive
sur G et sommable sur G, et de vérifier que

[fxydx=3 | f(x)dx.

veV vC

En particulier, on peut prendre f(x)=e *:71F**%) et gi on admet le Théor-
¢me 1 pour k=1, on voit que les conditions 1) et 2) du Lemme 2 impliquent
la condition 3). Cette remarque est importante car clle permet de construire
explicitement un domaine fondamental de G sons 'action de V. Voir [C] pour
une application de ce résultat.

Etape II. Un lemme auxiliaire

Sous-Lemme. S'il existe vy + 1 dans V tel que C,, vy C,, soit d 'intérieur non-vide,

alors C,, est inclus dans A'= () vC.

veV
vF1
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Démonstration. Soit F une face de C, n A’ intérieure a C,,. D’apres la démon-
stration précédente, il existe 7,€S, | et v;eV tels que F est aussi une face
de v, C,,. D’un autre c6té, la démonstration prouve qu’il existe 1,5, , et
v,€V tels que F est une face commune a v, C,, et v,C,, et intérieure a la
réunion. Par la définition de A’ et le résultat démontré & I'étape précédente,
on doit alors avoir v,=1 ce qui est une contradiction puisque C, NC,, est
soit vide soit égal a C,,, et donc C,, ne peut avoir de face intérieure a C,,.
Et par suite C,,n A’ ne peut avoir de face intérieure a C,, et donc est soit
vide soit égal & C,,, ce qui permet de terminer la démonstration.

Etape I1I. Construction de U vérifiant 1) et 2).

Soit x >0. Notons e; le vecteur (1 +x, 1, ..., 1, (14+x)" 1, ..., 1), ou (1 +x)"*
est & la (i+ 1)-iéme place. Soit U(x)=(e, B(1, x?)x ... x e,_; B(1, x?)), ot B(l, x?)
est la boule ouverte de centre 1 et de rayon x2. Commengons par vérifier que
les conditions 1) et 2) sont vérifiées pour tout (¢4, ..., &,-,) dans U(x) pour
X assez petit.

Pour vérifier 1) il faut prouver que (Loge,, ..., Log¢,-,) forment une famille
libre. On note y;=(1,0,...,0, —1,0,...,0) o —1 est & la (i+1)-iéme place.
On a alors Log &;= xy; + O(x?). Il existe donc §,, tel que, si 0<x<4;, la condi-
tion 1) est vérifiée.

Pour vérifier 2), il faut prouver que si o, #0,, I'équation

/11f1,q,+---+’1nfn,a1:ﬂ1f1,(r2+-~+I‘nfn,oz (3)

’a pas de solutions en nombres réels strictement positifs. Sans nuire a la généra-
lit¢ de la démonstration, on peut supposer ¢,=1d, et noter f; ,,=f;, et ¢, =0.
Si f; ,=f;, on peut soustraire min (4;, ;) f; de I'égalité (3) et donc supposer que
4=0 ou u;=0. On pose [|Al=max(l), |ul=max(y). Comme on a

Tr(f;, o) =n+ 0(x?%), on en déduit que

M+ 2+ 0N =p + .+ p, + O |l 4

Puis prenant la (i + 1)-iéme coordonnée, on obtient

o~ (i) n

2 At Y Hl=x0)+0(xH) 4]

j=1 j=e -1 +1
=Y i+ > wl—x)+0(x)|ull. (5)
i=1 j=i+1

Retranchant (5) de (4), on obtient aprés division par x:

h

Y L0 A=Y g+0x)|ul. (6)

j=e-1(@)+1 j=i+1
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Soit alors i tel que f; .= f;. Cette condition signifie que ¢ n’est pas une permuta-
tion de {1,2,...,i—1} et donc quil existe i; <i—1 tel que o~ '(i)>i—1 et
i,>i—1tel que a‘ '(i,) <i—1, et donc on obtient

J=a7 iy J=1i

Yoo GH0@Al=~ Y w+0(x)ul. (7

j=o~ Wi +1 j=ii+1

Comme les 4; et les u; sont positifs, ceci implique que A,=O(x)(|4] + ||u]) et
;= OO HIAN + I ull) si @ est tel que f; ,+f;. Maintenant, on a f;=/f, + x y; + G{x?)
i~1

ou y;= ) y; et utilisant (4) et ce que I'on vient de démontrer, on en déduit
j=1
(notant I Yensemble des i tels que f; ,=f})

2 A=) yi= 0 UAl + k=14 — ] = O )N A] + ) siiel —{1},

iel —1{1}

puisque les y; forment une famille libre. Donc, utilisant le fait que si iel, 2,=0
ou u; =0, on voit que pour tout i on a 4;=O(x)(|| 4] + ul) et ;=0 (x)(hAll + | ulD.
Il existe donc 5, >0 tel que 6, <4, et quand 0<x <J,,

1
S gy QA+ l) et S ool (A el
On en déduit finalement que
(12 + 1al) si et i) S =20 (120 + 1)
e —2n+1

et donc que ||| = |ul =0, ce qui implique que si f; ,, */i 5., 4=4;=0 dans
I'égalité (3) et donc que la condition 2) est vérifiée pour 0 <x <3J,.

Etape IV. La condition 3) est vérifiée pour U.
En fait, on montre qu'il existe d; tel que 0<§5<J, et la condition 3} est
verifiee pour U(x) quand 0<x <d;. On a vu que quand 0<x<d,,ona | JvC

veV
=G, et donc pour vérifier que C est un domaine fondamental, il suffit de vérifier

que CnD a le volume d’un domaine fondamental sous l'action de V. Pour
cela on se place dans I'espace logarithmique: le volume d’un domaine fondamen-
tal est égal au volume du cube formé par les Loge;: cest-a-dire=x"""+ 0 (x").
De méme

Vol(Log(C,)n H)
( *1)' fdet(1, 1+ Xy ), ooon 1+ XYy oo F Va1 +O(x7)
1

:(n—l)! X" H0(x"
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{on a tout projeté sur hyperplan tangent a D en 1 et utilisé le fait que Log
coincide avec cette projection a des termes du second ordre prés). Donc

Vol(Log(C)nH)=> Vol(Log(C,)nH)=x"""'+0(x"),
donc

lim Vol (Log(C)n H)
x>0 Vol(domaine fondamental)

Supposons alors que 3) n’est pas vérifiée. Il existe donc v+1 tel que CnoC
ne soit pas d’intérieur vide. Mais d’apres I’étape II de la démonstration, ceci

implique qu’il existe ¢ tel que C,< | ] vC. Cette condition implique alors que
vF1l

le volume de C n D est supérieur a la somme du volume d’un domaine fondamen-
tal et du volume de C,nD. Or

Vol(C,nD)=——— ! Vol(C n D)+ O (x").

(n—1)!
On obtiendrait donc
Vol(Cn D) 1
=1 O(x),
Vol (domaine fondamental) ~ * (n—D! +0()

ce qui contredit le fait que ce rapport tend vers 1. D’ou I'on tire 'existence
de 65. On peut alors prendre U=U(d,) et U satisfait les conditions 1), 2) et
3) du Lemme 2.

Munissons Z"~! de la norme du sup. Soit e; le i-iéme vecteur de base de
Zr'.SiteZ" 'et geS,_,, posons

P(o, _t)=(_t, e,y L+ ey Fepzy s b+ Y e,.>.
i=1

Soient Z={P(o,t); tcZ" ' et geS,_,} et ()= {Pe?, te P}. Soit @ une appli-
cation de Z"! dans €". Si P=P(o,t)=(P(l), ..., P(n))e?, on pose Ay p
=(D(P(1)), ..., 2(P(m)) et

Fe o plz)=¢(0)det By pV* 1 (ﬁ (Tr ®(P())2)” ’)
L Tk)

210 detBo.r 2 0o [1 g (p iy

oul o, (%) est la quantité définie avant 'énoncé du Théoréme 1 et V est opérateur

H a
[ (-———) Pour montrer que les deux expressions définissant Fy 4 p(z) sont
=1

¢gales, on peut commencer par supposer que z et les @(P(i)) sont totalement
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positifs et que det B4, p est de méme signe que ¢(o). Si on note C le cdne engendré
par les @(P(i)), on voit alors facilement que les deux termes sont égaux a

j‘ e~Truz H (ulic—l dui).

C i=1

Le cas général s’en deduit par « prolongement algébrique» (toutes les expressions
sont des fractions rationnelles en les coordonnées des @(P(i))).

Lemme 3. F,  (z)= ). F o p(z) ne dépend pas de d(1).
Pe2(t)

Démonstration. Supposons d’abord que les @(P(i)) sont totalement positifs, Soit
C(P) le cone engendre par @(P(1)), ..., ?(P(n)). On peut s’arranger pour que
les C(P) pour Pe2(t) soient disjoints deux a deux et que P(t) soit intérieur
a la réunion C de leurs adhérences. On obtient

F o (2)= _f hTr"ZH(“?ﬂd“i)

C i=1

qui ne dépend de maniére évidente pas de P(¢). Le cas général s'en déduit
par «prolongement algébrique».

Corollaire. Posons F, 4(z)= Y F. o p(2). Si ® et & sont deux applications de
Pez

Z""' dans C" ne différant que pour un nombre fini de t, si F, o(z) converge et
si Tr @' (t) z 0 quand O (t) £ (1), alors F, o (z) converge et F 4(2)=F, ¢ (2).

Soit BeD""! I'ensemble des (¢, ..., ¢, ) tels que {Logé,, ..., Loge, )}
forment une famille libre dans H et tels que VoeS,_,, det#,+0. Alors B a
deux composantes connexes, B* et B~. On note e =(gy, ..., &, 1).

Lemme 4. Notons F(k, z, g) la série dans le second membre de (1).
(@) Cette série converge absolument presque partout
(b) elle se prolonge en une fonction holomorphe de (z, £) sur (C*)" x B.

Démonstration. (a) 1l suffit de constater que la fonction

RGo=3 T g on

uevV 1‘1

converge absolument presque partout. Notons H; , hyperplan d’équation
Tr fivz=0. Si ze | J H, ,, F,(z, ¢) ne converge pas; mais | ) H; , est de mesure
veV veV

nulle. Supposons que z¢ () H; ,. Si |Tr fivz| 2 [[v[|'/* pour tous sauf un nombre

veV

fini de v, alors Fi(z, &) converge. Donc si elle ne converge pas, |Tr fivz| < |v)!/?
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pour une infinité de v. Or, | f;v|| tend vers I'infini comme v, donc il existe
une constante ¢/, telle que

| Tr fivz| < |Tr f;vz| <i ol

dﬂHivz
D= < el e

‘—1/2

Mais comme Y [lvf ~'/?
veV
nulle, donc la série converge absolument presque partout.

La démonstration de (b) est longue et pénible et va nécessiter une longue
série de sous-lemmes. Soient U c Bet teZ" !. Soit J (¢, U)'ensemble des je[1, n]
tels qu’il existe e U tel que la j-iéme coordonnée de gt=¢} ... gln-} soit la plus
grande en norme.

< + a0, Pensemble des z vérifiant ceci est de mesure

Sous-Lemme 1. Soit ¢,€ B, il existe un voisinage U, de g, et une constante a>1
tels que V ee Uy, VteZ"~ ' Vjel(t, Uy), [(8;]>a't!.

Démonstration. Munissons IR” de la norme du sup. L’application t —¢ Logg,
=Logg¢, est linéaire injective sur Z" !®@IR. Il existe donc une constante
C>0 telle que VieZ"™ !, |tLogegl=Clitl. Soit U] la boule ouverte dans

H(={x, Trx=0})""" de centre Log ¢, et de rayon . Soit joe[1, n] réal-

_C
4(n—1)?
isant le maximum de (t Logég,);. Comme t Loge,eH, on a

C
(t Logego);, Zn—_'l‘ hell.

Soit U; un voisinage de g, tel que Log U, = U] et soit jeJ(t, Uj). 1l existe alors
;€U tel que (t Loge,);=(t Loge,);,. Utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

3C
tL i =2— |t
(_ Og§1)10_ 4("- 1) ”-”

et réutilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

VeelU, (tLoge);2 Il —lt(Loge—Loge,)ll

4(n—1)
3C 2C
2 2l === il
4(n—1) 4(n—1)
D’ou le lemme avec a=ex (—C-)
~*P )

Soit §>0 tel que la boule ouverte de centre z, et de rayon 6 de C" soit
incluse dans (C*)". Soit T={teZ"" !, 3¢eU;, IzeB(z,, 0 ") tels que Tretz=0}.

Soit U=B(zo, 67) Soit ¢: T—[1, n] telle que YteT, ¢()el(t, Uy). Soit f; le
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j-iéme vecteur de base de €. Soient @, et ¢, , les applications de Z"~' dans
" définies par

D, (1)=¢" et <I>(,,_§(_z)={§l si t¢ T

f;pm_gl si te T
Ona F, 4 (z2)=F(k, z, £). On notera F,(k, z, ¢) au lieu de Fk,%.n(z)_

Sous-Lemme 2. Quelle que soit l'application ¢ que l'on ait choisie, F,(k, z, €)
est une fonction holomorphe de (z, £)e U x Uj.

Démonstration. 1l s’agit de majorer |F 4, p(z)]. On peut écrire @,(P(i))
=¢'g, ; ,(6) ou g, . ,(e) décrit un ensemble borné quand ¢ décrit U;. Comme
¥V est invariant par g

" a" . i
= Sivy...0,=
0zy...0z, 0Ovyzy...00,2 Y

n“n

ona a((e' gy, .., €' ga)) =% (g1, ..., g,)) et de méme

det (gt gy, ..., st g,)=det(g,, .-, g,).

11 existe donc une constante C, telle que

VeeU,, VPeZ |detBo, oY |4 Bo,, ol []T(K)SC,.

kely i=1

On a de plus VeeU;, VieZ" 1, |®, (1) =a'"! dapres le sous-lemme 1. Si
on note H,={zeC" Tryz=0}, on a |Tryz|=d(z, H)|y|| et comme
Hq, N B(zg, 07 )=0,onazeU=>d(z, Hg, )2 9/2. Ce qui nous donne:

5*nk
VzeU, Veel,, VPeZ |Fk,%_a,p(z)|§cla‘""‘“””(5)

D’ou le lemme.

Sous-Lemme 3. Soit (z,g)e U x U, tel que F(k, z, &) converge absolument. Soit
0,: T—[1,n] défini par: la @ (t)-iéme coordonnée de & est une de celle qui a
la plus grande norme. Alors F(k, z, §)=F,p_5_(k, Z, &).

Démonstration. Soit @,,: Z"~ ' — C" tel que

P, silt=M

qj“(‘t)z{qf»_&) Si 1l >M°

D’aprés le Lemme 3, on a F, ,,(z)=F(k, z, &) pour tout M. Le résultat découlera
du théoréme de convergence dominée si I'on arrive a majorer |F_g,,. p(2)| indé-
pendamment de M par une série convergente. Si t¢ T ou si ||t > M, on a @,,(t)
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=@,(t). Si teT et si [t| <M, il existe z,€B(zy,07) tel que Tr @, (t)z, =0 et

donc |Tr <D§(,t)z|§% |D,(0)]. De méme site Tet |t =M,ona
0 o
ITr ‘PM(_t)lei [Py Z2—= 2,
2V n
etdoncVieZ !,

ITr @y (1)2] 2 —

|Tr @.(t) z].
n

Ordonnons les éléments de P=(t,, ..., t,) de telle sorte que
iISj=|Tr &y, t)z|=S|Tr Dy (L)) zl.

On déduit alors des majorations précédentes

|Fe ore. p(I S Cy B/ ™ | Tr (1) 2] ™"~ 1 [T Tr @,(t) 2| L.

i=2

La convergence absolue de F(k, z, &) entraine alors la convergence de cette der-
niére série {en effet, on a ¢, (B)=1si k=(1, ..., L, nk—n+1,1, ..., 1)).

Pour terminer la démonstration du Lemme 4, il reste a vérifier que les F; 4 (2)
définissent la méme fonction holomorphe sur U x U; quand ¢ varie. Soit B’
Pouvert de Zariski de B défini par g¢eB’ si et seulement si pour toute suite

t,=0,1,, ..., t, d’¢léments distincts de Z" ! vérifiant |t,—t,_,| £ 1, ) H,, = {0}.
i=1

On va montrer que si (z;, &;)eU x(U; nB’) est tel que F(k, z,,¢g,) converge,

alors on a F(k, z,, &,)=F,(k, z,, &,) pour toute application ¢. Comme les (z,, &)

vérifiant ces conditions sont partout denses dans U x U; en vertu du (a) du

Lemma 4, cela permet de conclure.

Sous-Lemme 4. 1] existe 6,>0 tel que pour toute suite t, =0, t,, ..., t, d éléments
distincts de Z" ! vérifiant |[t;—t,_ | =1, alors

() {z1ITr g z| <8, |z|} =0.
i=1

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition de B’ et de la
finitude de I'ensemble des suites considérées.

Soit U’ un voisinage de z;. On pose T(U', ¢,)={teZ"" ', Hyn U +0}. Si
t;€Z"" ', on pose Ty (t,)={t,},

+
Zt)= U 20, Ti)= U PnT(Ue) et Tt)=J T,
teTi-1(t2) Pe®;{ty) i=1

Sous-Lemme 5. Il existe un voisinage U’ < B(zq, &) de z, tel que Vt,eZ" ',
T(t,)=T,_(t;) et donc en particulier tel que T(t,) soit fini.



Algébricité de valeurs spéciales de fonctions L 173

Démonstration. Soit n<1, U=z, B(l,#) est un voisinage de z; tel que pour
tout j, U,n{z, zj=0}=(b. Soit U'=U,nB(z,, 67). 11 existe des constantes A,
et 1, vérifiant:

VzeU, Voed', A |vllzlislvz]=]vl izl

VzeC", VteZ" ' avec |t|<n, |Treiz|<4,]z].
1 2

Supposons T(t,)*T,_,(t,); la suite T(¢,), ..., T,(t,) est alors strictement cro-

issante et on peut trouver une suite ¢, ..., t, d’¢léments distincts de T,(¢t,) véri-
fiant [[t;—t, | = 1. Posons v=¢f et v;=g""". 1l existe z;e U’ tel que Trv,vz;=0
et donc:

A
I Tr o0z, =|Trv,;0(zi— 2 )| S A2 oz — 2 ) S Ao ol 22 57 yllvz, ).
Ay

11 suffit alors de prendre n< ou 0, a éte défini au Sous-Lemme 4. On

2
peut maintenant terminer la démonstration. Soit ¥ une bijection de N sur

T:Site T, soit T(t)< T I'ensemble défini au Sous-Lemme 5.
Soit &, Z" 1 > "

?,., ) sitel) T(YH)=Ty

j<M

Dy (t)=
ull) P, (1) sinon.

Comme T(t) est fini, on a F(k, z,, £;)=F,_ ¢,,(z;) pour tout M. De plus la méme
démonstration que pour le Sous-Lemme 2 nous dit que

K 6 —nk )
m,@M,P(zl)lécl(mf(g, n)) G PAT, 0
<|F,o,,.p(z;)|  sinon.

Comme les deux séries intervenant dans la majoration sont absolument conver-

gentes, on en déduit lim F 4, (z,)=F,(k, z;, &,) d’apreés le théoréme de conver-
M- +w
gence dominée.

Soit alors U l'ouvert construit au Lemme 2. (R*)"x U est un ouvert de
I'espace réel sous jacent & (C*)" x B. On termine alors la démonstration du Théo-
réme 1 par prolongement analytique en utilisant le fait que Iidentité (1) est
vraie si (z, )e(R%)"x U (Lemmes 1 et 2). Le signe  qui apparait est constant
sur chacune des composantes connexes de (C*)" x B et donc ne dépend que
de det (1, Loge,, ..., Loge,).

Chapitre II. Séries d’Eisenstein-Kronecker
0. Définition

Soient A, ..., 4, n réseaux de € et A un isomorphisme de C". Soit 4 le réseau
de €" défini par A= A(A, X ... x A,). On munit C" de son produit scalaire canon-
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ique <y|z>=Re(Z yiz‘l), et on note A le dual de A pour ce produit scalaire.
i=1

Soient ¥ =(Ly, ..., L,y et #=(M,, ..., M,) les familles de formes linéaires défi-

nies par: L;(A(z))=z; pour 1 ZiZnet

Re(z MG Li<y))=<y|z>.
i=1
Soient t=(t,, ..., t,)e(N*)", keN, ueC" et seC; on pose:

— x
i () Towitu;

Fk,t,s,u, A)= — —_—

( I,su ) Z H Li(a)+u)"‘ i1=—ll |wi+“i|zs

wed i=1
On suppose que la série définissant F(k, ¢, s, u, A4) est absolument convergente
pour Re(s)>0, et on cherche a étudier I'existence d’un prolongement analytique
et en particulier la valeur en s=0 de ce prolongement.

Nous supposerons que n formes lin€aires prises parmi M, ..., M,, z;, ..., z,
forment toujours une famille libre. Soit yeC”, on pose M, ;(z)=z;,—y; pour
1<i<n Soit I une partic a n éléments de [1, 2n], et soit x,(y) la solution
du systéme (M;(z)=0) pour iel. On définit finalement dgs formes linéaires N; ;(y)
pour jé¢l, par Ny ;(y)=M;(x;(y)). On dit alors que (4, .#) vérifiec 'hypothése
(H), si pour tout >0, tout 6>0 et toute partic I a n €léments de [1, 2n],
il n’existe qu'un nombre fini de we 4 tels que:

[TIN, @) Slol ™ et lof<é  sintiel

jel

Remarque. On peut démontrer que (4, .#) vérifie presque surement ’hypothése
(H).

Théoréme 2. Si (A, #) vérifie Uhypothése (H ), alors F(k,t, s, u, A) posséde un
prolongement analytique a X (n, k), ou X (n, k) est le demi-plan Re(s) >§— o ! %)

n —_—
sin=3,et X(n, k)=Csin=1 ou 2.

La démonstration de ce théoréme est technique et utilise la théorie des distri-
butions.

1. Généralités sur les distributions

Soit ¥ I'ensemble des fonctions C® a support compact sur €C". Si @e% et t

est un entier positif, on pose
n J \ n 0 \In+i
1) 1) oo

i=1 i=1

lell= sup sup

ti+...+tap St ze@n

Soit U un ouvert borné et ¥(U) l'espace des fonctions C* a support dans
U. Une distribution d’ordre ¢ sur €" est une application linéaire sur ¢, continue
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sur ¢(U) muni de la norme || ||, pour tout ouvert borné¢ U. Si f est une fonction
localement L' sur €", Papplication ¢ — | f(z) p(z)dz définit une distribution
€n
d’ordre 0 sur €" (dz est la forme de volume usuelle sur €C"). Nous noterons
9, Tespace des distributions d’ordre t et 2={ ) 2, I'espace des distributions
teN
d’ordre borné. Si T est une distribution d’ordre ¢, nous poserons

1Ty, .= su | T(@)

oty @l ‘
e+ 0

Nous noterons aussi & lespace des fonctions indéfiniment dérivables a
décroissance rapide a I'infini et &' =2 l'espace des distributions temperées, &’
est le dual de & Soit V un ouvert de C" et s— T(s) une application de V
dans 2. On dit que T(s) est holomorphe (resp. méromorphe), si pour tout g%,
T(s)(¢) est une fonction holomorphe (resp. méromorphe). Une application
J: € - C sera dite a croissance lente a l'infini, si pour toute famille de réels
(A;, B <i<r» avec A;< B, il existe des polynémes P et Q tels que, pour tout
s=(sy, ..., s,) vérifiant A; < Re(s,) < B;, on ait: | P(s) f(s)| £|Q(s)]. Une application
s— T(s) de € dans £ sera dite a croissance lente a infini si en plus des polyn-
omes P et Q, il existe t tel que T(s) soit d’ordre ¢ pour tout s vérifiant 4; < Re(s;)
EB;et |P)|IIT(S)y, . =10Q(s)]. De méme une application s—u(s) de € dans
'espace des endomorphismes continues de 4 sera dite a croissance lente a I'infini
si pour tout (A4, B), U et ¢ il existe des polyndmes P et Q tels que
IP(s)] |u(s)ly, . Z|Q(s)] s1 A4;=s= B;. Il est clair que si T(s) et u(s) sont a croissance
lente a T'infini T(s)ou(s) 'est aussi, que faire la somme, le produit de deux
fonctions a croissance lente a I'infini donne un résultat qui I'est aussi.

Une distribution T sur €" sera dite L, si il existe un ouvert borné U et
un réseau 4 de € tels que la réunion des translatés de U par ce réseau soit
égale a € et Y |T|,4y,,<+0. Dans ce cas T se prolonge en une forme

weAd
linéaire continue sur les applications C® dont toutes les dérivées sont bornées;
on peut en particulier calculer j T(z)dz=T(1).
Cn
Si T est une distribution d’ordre ¢, il faut en général que ¢ soit une fonction
t-fois continliment dérivable pour que le produit ¢ T ait un sens. En particulier

Ek

si on a f'(k, s, z)='—-la, on ne peut en général faire le produit de f(k, s, z) avec
z

une distribution T que si Re(s)<0. Les Lemmes 1 & 5 vont nous permettre

de définir ce produit pour toute valeur de s, si T est d’'une forme particuliére.

2. Prolongement analytique de distributions
I'k+1—53)

I'(s)
montrent que /4, et A, ! sont a croissance lente a I'infini. Posons aussi f(k, s, z)

Soient keN et 1,(s)= ; les estimations classiques sur la fonction I’



176 P. Colmez
z* . 4 k

=l—l7s. La fonction 4,(s) f(k, k+1—s, z) est L' pour Re (s)>§ et donc on peut
Z

définir pour Re(s) >§ la distribution

.
TS @) =) [ () 1k, k+1—5,2) L2007
[

k
Lemme 1. T,(s) est méromorphe pour Re (s)>§, holomorphe en dehors de pbles

simples aux entiers supérieurs ou égaux a k+ 1, et posséde un prolongement méro-
morphe & tout le plan complexe que nous noterons encore T,(s), qui est holomorphe
en dehors de k+1+N et a croissance lente a l'infini. De plus, si neN, T,(—n)

est la distribution ponctuelle
a n+k a n
-1 |— — .
G

Remarque. On n’a rien fait d’autre que définir une partie finie d’Hadamard.

Démonstration. La premiére partie du lemme est immediate a partir de la formule

82
T(5)(¢)= —Tk(sﬂ)(azaz_

[k—2Re(s)] ou [ ] désigne la partie entiere. Pour calculer T(—n)(¢) on fait
un développement limité de ¢ au voisinage de 0: @(z)= Y a; ;z'Z+o(|z[)

i+jst

(p) qui nous donne de plus que 'ordre de T,(s) est

et on calcule

dzNdzZ

lim A(s) | ZZf(k k+1—s,2)

s —~n jzl<1

_{(=1y'nl(n+k)! sii=n+ketj=n
10 sinon.

Le résultat s’en déduit.

Lemme 2. Soit k=(k,, ..., k,)eN" et s=(s4, ..., 5,)€C". On peut définir par prolon-
gement analytique une distribution T,(s) par

dz,AdZ,

Q@W”=f¢@”]idwfwuh+l'%zﬂA

cr i=1 =1 2im

pour Re (s;) >5;
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de plus T, (s) est a croissance lente a l'infini et holomorphe en dehors des hyperplans
d’équations s;=k;+1+m;, meN. Si s=(—m,, ..., —m,) avec m;eN, alors

moo \ketm [ g\m:
T.(s)= — —_— .
) iljl (6Zi> <8Ei)lz=0

Démonstration. Tout ceci découle immédiatement du Lemme 1 et des théorémes
généraux sur le produit tensoriel des distributions.

Lemme 3. Soient ¥ =(L,, ..., L,) une famille de r<n formes linéaires indépen-
dantes sur C" et ki, ..., k, des entiers positifs. On peut définir une distribution

k.
T, #(s) par prolongement analytique en posant pour Re (s,-)>3’

T 2 (5)(0)= f ‘/’(Z)H Aa,(s) f ks, b+ 1—s;, Li(2) )\ %

i=1 j=1

De plus T, 4(s) est a croissance lente a l'infini et holomorphe en dehors des hyper-
plans d’équations s;=k;+1+m; avec m;eN.

Démonstration. Aprés un changement de variables linéaire, on fait la méme dém-
onstration que pour le Lemme 2.

Lemme 4. Soit ¥ =(L,, ..., L,) une famille de r<n formes linéaires telle que
n formes linéaires prises parmi L,, ..., L,, z,, ..., z, forment toujours une famille
libre et soit I une partie de [1,n]. On peut définir une distribution Ty, & ((s)

. k
par prolongement analytique en posant pour Re (si)>§+ 1:
? dz,NdZ;
2im

() flk, k+1—s, z,.)/n\

j= jEI i=1

T, #. 1(5) (@)= § @(2)

De plus T, & (s) est a croissance lente a l'infini.

Démonstration. Soit Y={(x,, ..., x)e(R*)", x, + ...+ x,=1}. Soit (Y;); <;<, une
famille de fonctions C* sur Y vérifiant les conditions suivantes:

1) }Il: Yi(x)=1,VxeY.

i=1
2) ¢;(x)=0 s’il existe j=*i tel que x;>2x;.
|z;?

lizl|
et on pose 6;(z)=y,(x(z)). La fonction 0; est alors C* sur €"—{0} et on a

Si zeC" on pose x(z)=(x,, ..., X,) avec X;=

de telle sorte que x(z)eY,

Y 0;(z)=1. On a alors pour

i=1

Re@>5+1,  Toos®@)=3 T o.s6)0:0)

i=1
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Dans T'intégrale définissant le i-éme terme de la somme, faisons le changement

n
de variables z;=u; et z;=u;u; pour j=%i. Si Li(z)= ) a, ;z;, posons L, (u)=aq, ;
. =1
+ Y a, ;u;; et si pe%, posons !
j*i

Q;)=0;(uy, ..o, Lty g, u) @ Uy, o Uy o, U U);

¢; est a support compact car si luj|>]ﬁ et j=i, le premier terme s’annule,
et si u; est trop grand, le second s’annule. De plus ¢ — @, est une application
continue de € dans . Soit J;=Iu{i}u{n+1,...,n+r}. Si jeJ;, posons M;(u)
=u;sij=<n, et M, ;(u)=L; ;(u). Finalement posons:

1 si jzn+1
kj={r+kcardI st j=i
k si jel—{i}
et
1 si jzn+1
tij=sr+1—n+cardI(14+k—s) si j=i
k+1—s si jel—{i}.
On obtient:
card I $ A duj/\dﬁj
Tt @ =4 L | o) [T Sk, tj Miw) )\ =5
i=1 C» Jjels j=1

L’hypothése suivant laquelle n formes linéaires prises parmi L, ..., L,, zq, ..., Z,
forment une famille libre, implique que n+1 formes affines prises parmi les
M(u) ne sont jamais simultanément nulles. Soit ¥ une fonction C* sur C,
a support dans B(0, 1) et valant 1 dans B(0, ). Choisissons des réels (17;);c,
assez petits pour que si J' est une partie a n+ 1 €léments de J;, on ait:

I w(*2) o

jeJ’ J

-abE )

et développant, on obtient une identité du type 1= ) y,(u), ou ¥, est une

aeA;
fonction C* sur € dont toutes les dérivées sont bornées. De plus, si on note
M, Vensemble des M; s’annulant en au moins un point du support de ¥,,

Ecrivant alors
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on a Card #,<n. 81 I'=[1, n], il y a une seule Y, non nulle dans un voisinage

de 0, a savoir
G (-

nous la noterons ;. On a d’ailleurs ;(u)=1 dans un voisinage de 0. On pose
finalement

Ja,lz{jeJiIMjEﬂa}’ Ja,2=']i_‘]oc,1
et

(pm z(u “)lﬁ n f(kj’ tj’ M](u))

JjeJa.2

Lapplication ¢ — ¢, ; et de maniére évidente continue sur € et a croissance
lente (en s) a I'infini. On obtient finalement:

du/N\du;
2in

Ec &, I(S)((P cardlz Z j q)a ,(u) H f e j’ /_\

i=1 ae4, €n Jjeda,1

On termine alors la démonstration en utilisant le Lemme 3.

Lemme 5. Soit #=(L,, ..., L,) une famille de n formes linéaires, telle que n
Sformes linéaires prises parmi Ly, ..., L, z,, ..., z, forment toujours une famille
libre. Notons T, ¢(s) la distribution Ty, & (1 ,(5) définie au lemme précédent. Si
1<LiZn, notons

={k:(k1,...,k,,) S kj=n(k+1) etogkjgksij#:i}.

i=1

Si keK, ;, posons

Alors

Démonstration. Reprenons 'expression obtenue a la fin de la démonstration
du Lemme 4. Le facteur A,(s)" ayant un zéro d’ordre n en s=0, le seul terme
qui va donner une contribution non nulle est celui tel que J, ;=[1,n]. On
peut alors utiliser le Lemme 2 avec k;=k et s;=s si j=*i, k;=n(k+1) et 5;=ns.
On obtient alors

n nk+ 1) k
T O)=lim 0 3 (™ () 0o
i=1 jFi 3

s—0 iki(ns : 6ui

Aa(s) 1 k! P
e R T TR L (u)ﬂ

Ll 1()
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et comme Y¥,(u) vaut 1 dans un voisinage de 0, ses dérivées n’interviendront
pas. De méme 6;(u,, ..., 1, ..., u,) vaut 1 dans un voisinage de 0 et donc

'I;( Z(O)((p)—_ [n(k+1 Z Ak,i((p(uiula cees Uiy oy Uy un)n L ( ))

ou 4, ; est la distribution

5 \rtk+ 1) 0 \k
(aui) Jl;li(auj)lu=0‘

Il 0’y a plus qu’a développer ¢ (u; u, ..., u;, ..., u;u,) autour de 0, pour obte-
nir le résultat aprés des calculs sans mysteére.

3. Quelques rappels sur la transformée de Fourier

Si T est une distribution tempérée sur C", on peut lui associer la distribution

Z (T) définie par F(T)(y)= [ T(z)e *"<=1» dz. Pour le sens a donner a cette
g

expression, voir [Sc, chapitre 7]. Si T est la distribution associée a une fonction

L' Tintégrale converge et nous obtenons la transformée de Fourier classique.

Les formules suivantes sont soit classiques soit évidentes a partir de la définition:

1) Transformée de Fourier réciproque

F(F(T)(2)=T(-z) ouencore T(z)= | F(T)(y) e dy.

Cr

2) Formule d’inversion: si T est une distribution tempérée et ¢ est une fonc-
tion suffisamment dérivable, & décroissance suffisamment rapide a linfini, on
a

| T@o()dz= | F(T)y) F (9)(—y)d
Cn

n

Ceci peut étre considéré comme une définition de & (7).

3) Changement de variable: si A est un isomorphisme linéaire de €", alors

F (T A)y)=

Gecap Z (DA O

4) Translation de 'espace: soit t, I'application qui a T associe t,(T) défini
par t,(T)(z)=T(u+z) et m, 'application qui a T associe e~ 2i*<*12> T. Alors

F (m,o t(T)(y)=e*' =1+ F(T)(y +v).
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5) Si T est une distribution sur €, on a
0 0
7 To—ims s e # (S T)o—imyF M0

6) Si A est un réseau de €, on note A le réseau dual de A pour le produit
scalaire usuel. Si T(z)= ) §, ou §, désigne la masse de Dirac en w, alors

weA

1
vol A

F(T)y)= Y 4, (formule de Poisson).

(DE;‘
7) La transformée de Fourier de

re) Tk+1—s)  §*

ns |Z|2s est (—i) gkt L=s ,ylz(kﬂ—s)

sk
(pour le sens a donner a | les pour Re(s)> 0, voir le Lemme 1).

sk

Soit T une distribution tempérée; on peut multiplier T par —;- PE si k—2Re(s)
=k —k
est supérieur a l'ordre de T. On suppose alors que T'(z) IZ|ZS F(T)(2) —5= e
z

posseédent un prolongement méromorphe a tout le plan complexe; T étant tem-
=1

pérée, T(z) |Z|2s est L, pour Re(s)>0 et s non un pble (conséquence de [Sc,

Chap. 7, Th. VI]). Posons alors

" _
F(f) j T(s _zﬁ dz/\dz.
C [z]

F(T k, )=

i 2im

Théoréme 3. Sous les conditions précédentes, F(T, k, s) et F(F (T), k, s) possédent
des prolongements méromorphes a tout le plan complexe, et de plus, on a l'équation
fonctionnelle F(T, k, sy=i* F(# (T), k, k+1—s5).

I(s)z*

Remarque. Cette égalité est une extension de la formule 2) a qo(z)=—s~l—,3;. Pour
iz

faire la démonstration de ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 6. Soit ¢,(z) une fonction C* sur €, paire, a support dans B(0, 2) et
valant 1 dans B(0, 1); soit

o Tk+1-5 =°

wlS) =1 = TG

sk
, , . z , .
Soit Y (z) la transformée de Fourier de (s) ¢, (2) I—m, c’est une fonction
z

C* 4 croissance lente, et de plus, quels que soient les réels A et B(AZB), et
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k
lentier mgB—E—k 1, il existe des polynémes P et Q,, tels que, si ASRe(s)<B

et |z{=1, alors

‘P(5)<I oG ))[ngm(

1
IZIZm

Démonstration. La transformée de Fourier d’une distribution a support compact
sk
. | . . z
est une fonction C* a croissance lente ([Sc, Chap. 7, §5]). W~l//s(z) est la
z
sk
P . z . .
transformée de Fourier de p(s) I—F(W;) (1—@4(2)) qui est une fonction C*
z
._k
, . Z . . .
égale a . (s) '—lm en dehors de B(0, 2). Fixons 4 et B et soit P un polynome
iz

tel que P(s) u,(s) soit holomorphe pour 4 £ Re(s)< B. Il existe alors un polynéme
0,.(s) tel que:

sk

o \m z
126 mN(, 7V (i 1= 012)

<IQu()I (1 +]z)PRer k-2 2m,

, . k
Comme m est supéricur a4 B —§+ l,ona

(1 +lZl)2Re(s)—k—2—2m§(1 +|Z|)_4
et on obtient donc, en utilisant la formule 5)

—k

(7?11 [P(s)| 2 —¥5(2)

<IQu()f (L +z)"*dxdy.
C

Le lemme s’en déduit alors sans difficulté.
=

Revenons a la démonstration du théoréme. Pour Re(s)>0, (1—¢,(2)) |~£|2—s
z

est une fonction C® a décroissance suffisamment rapide et on peut donc utiliser
la formule d’inversion pour obtenir pour Re(s)>0

5 =1

F(Tk s)= | T() 0, (2) —
. |z|

T

I'(s)

Z—k

tllt 1-9) § F () (z)(l—zl—mr_fs,—wwm,(z)).

Les majorations obtenues au Lemme 6, plus le fait que

=k &

TG) —5 et F(T)2) -
|z]** 2|
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ont des prolongements méromorphes a tout le plan complexe, nous donnent
le prolongement de F(T, k, s). Pour obtenir I’équation fonctionnelle, il suffit d’ap-
pliquer la formule d’inversion a

Z'k
{76 (sol ) W)

pour Re(s) <0.

4. Séries d’Eisenstein-Kronecker classiques

Soit A un réseau de € et u et v deux éléments de €. Soit T, ,. ,(z) la distribution
Y Sy4u eI Utilisant les formules 4) et 6), on obtient

weA

1
F (T VD= o

2inlulv) N
e T_, z).
01/1 ,u,A( )

Posons de plus
1'(s)

L)

weAd

o+t
|2s

Hk(us v, A’ S)=

eZin<w+u|v>
lo+u

Le Théoréme 3 appliqué a la distribution T, , , nous donne:

ik

Hk(“a v, Aa 5)=;—“ eZin(ulv) Hk(_vs u, /Is k+1-‘S)
vol A

Cette relation est I’équation fonctionnelle classique des séries d’Eisenstein-Kron-
ecker qu’on peut trouver dans [W, Chap. VIIL, (32)]. En fait, pour se ramener

a cette formule, il suffit de remarquer que A=
On a de plus les relations suivantes:

A et de poser v'=

v
ivolA ivolA®

0
0_ Hk(ua v, Aa s)=i77:Hk+,(u, v, A7 S)
v

et

5(3: Hy(u, v, A, s)=i(s—1)H,_(u, v, 4, s—1).
D

Ces relations alliées 4 'équation fonctionnelle, montrent qu’a u fixé, H, (u, v, 4, s)
est C* en v en dehors de A et a v fixé, C* en u en dehors de A. De plus,
au voisinage de we A, H,(u, z, A, t) s’écrit sous la forme

. -1

it '

. zZ—
o eZzn(w|u> P+l//w(2—0))
vol A z—w
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ot Y, (z—w) est C® dans un voisinage de 0. Posons de plus D,(y, z, A)
=zH(u,z, A, t) et Ey(u, A, s)=H (u,0, 4, 5); alors @&,(u, z, A) est C® en z au
voisinage de O et on a

kGry VE ., _ (A, 8) si k=1
k 0 i k=0ett=2.
(i) ¢t(u9 Zs A) = . o © -

62 |z=0

i k=0ett=1
nvol A . ¢

5. Démonstration du Théoréme 2

Revenons & nos moutons: & partir de maintenant A, u, t, L;, M;, etc. seront
les objets décrits au paragraphe 0. Notons T, , 4(z) la distribution

" T
¥ 170

wed i=1

"

Lemme 7. # (T, , ,)(z)= 1‘[ “H, (L), Mi(—2), 4;, t)).

C’est immédiat a partir de la formule 3).

k n -k

Lemme 8. T, :A(Z)H IZSet F(T,, tA)()nl =
= lz

possédent des prolongements analytiques a croissance lente a l'infini.

qui sont définis pour Re(s) <0

Démonstration. Cest évident pour T, , .. Pour #(T,, 4), le Lemme 7 alli¢ a
I'étude locale de H,(u, t, A) nour montre que

est localement du type des distributions étudiées au Lemme 4, ce qui permet
de conclure.

Pour alléger les notations nous écrirons T au lieu de T, , 4 et F(s) au lieu
de F(k,t, s, u, A). L’idée de la démonstration du Théoréme 2 est la suivante.

_k
la distribution T(z) H

E est L, pour Re(s)»0Oetona
i=1 Z;

I2s

k

F(s)= f TZ)H e
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On va alors essayer d’utiliser la formule d’inversion comme dans la démonstra-
tion du Théoréme 3 pour obtenir:

k

Fis)= | #(D(2) H i (s) = E ’WIT—T)

Cn i=1

Malheureusement, la situation n’est pas aussi idyllique que dans le cas n=1,

n Z—:‘

car 1 W a des singularités situées sur les hyperplans d’équation z;=0,
i= i

et ces derniers ne sont pas bornés. Ces singularités sont elles-mémes amplifices

par les singularités de #(T), ce qui fait que le produit n’est en général pas

L pour Re(s)<0. La condition (H) implique alors que le produit

k

(Z)ﬂ l2(k+1—s)
l

i=1

k
est L, pour seY(n, k), ou Y(n k)=X(n, k)m{s]Re (s)<§}. La démonstration

de tout ceci est malheureusement tres technique.

Soit ¢, (z) la fonction décrite au Lemme 6 et ¢(z H @(z;); posons
i=1

—k

F(s)= j olez) F ﬂuk(S)—laT,:rl_—s)

i=1

F,(s) est méromorphe sur € et a croissance lente a I'infini, holomorphe en dehors

n

de | ] —Z avec au plus des pdles d’ordre n en chacun de ces points (cf. Lemmes
i=1 i

2,3, 4)
Lemme 9. 1] existe Ay, tel que, pour tout couple de réels A, B vérifiant Ag < A<B,

il existe des polynémes P et Q tels que — —— P(s) F(s) tend normalement vers ———— P K
sur {s| A<Re(s)< B). () ()

sk

hn
, . z C
Démonstration. Pour Re(s)>0, [] ¢,(ez) W(T'ﬁf;) est une fonction a support
i=1 i

compact suffisamment dérivable, et on peut donc appliquer la formule d’inver-
sion pour obtenir:

ro= [ T T]# 2w (2).

i=1

Le résultat découle des majorations obtenues au Lemme 6, de la convergence

de la série définissant F(s) pour Re(s)> 0, et du théoréme de convergence dom-
inée.
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Lemme 10. Si (4, .#) vérifient I'hypothése (H), alors pour tout couple de réels

A, B vérifiant ALB et A, BeY(n, k), il existe des polynomes P et Q tels que

P(s) F,(s)
Q(s)

La démonstration de ce Lemme sera faite ultéricurement.

Soit alors AeY(n, k) et B= A4, (cf. Lemme 9), soit de plus P un polynéme
tel que P(s) F,(s) soit holomorphe sur A <Re(s)<B pour tout & Appliquons
le théroréme du maximum a P(s)e* (F.(s)— F..(s)). Utilisant les Lemmes 9 et
10, on en déduit que P(s) F,(s) tend uniformément sur tout compact de {s| A
<Re(s)< B} vers une fonction holomorphe, ce qui termine la démonstration
de Théoréme 2 (modulo le Lemme 10).

converge normalement sur {s| A<Re(s)< B}.

6. Calcul de F(k,t,0, u, A)

Utilisant le Lemme 5, on démontre que
—k
T)(z) H 1 () I“Fm

tend vers une distribution ponctuelle concentrée en 0 quand s tend vers 0, et

donc que F,(0) ne dépend pas de . On suppose dorénavant que Oc X (k, n) et

donc F(0)=lim F,(0). Notons ¥’ I'espace des fonctions ¢ définies dans un voisi-
0

nage de O, telles qu’il existe une famille ¥ =(L,, ..., L,) de formes linéaires

de telle sorte que ¢(z) [] Li(z) soit C* dans un voisinage de 0. Définissons
i=1
alors un opérateur [J, sur ¥’ par

Oeo)=(1] 1200 [ Lo |

ou T;, #(0) est la distribution définie au Lemme 5. Comme on peut le constater
d’aprés la définition de T &(0), le résultat ne dépend pas du choix de &; de
plus si ¢ est elle-méme C*, on a

j\nk 7 o \*
cwo)=(3) T1{52) o@emo

Utilisant alors la formule obtenue au Lemme 5, on obtient

Théoréme 4.

F(k,t,0,u, A)= []k(ﬁ n' H, (L;(uw), M;(—2), 4;, ti)),

i=1
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IANL I N . . x
Le facteur (;) qui apparait provient du fait que p(s)=i* TS A(s) et
e dzNdz . dzAdz
que la forme de volume utilisée au Lemme 5 est z au licu de == - =
in i
Ona

0
(_a—> Hk(u’ v, Aa S):nHk+l(u’ v, A, s+ 1)_in5Hk(u5 v, A> S)3
u

on obtient alors

Théoréme 4 bis.

n o t;~ 1 n
P, 0. =D 1T (570) | T e, M=2) 4, 0]

i=1 i=1

Corollaire. Supposons alors que tous les coefficients des L; sont algébriques, que
les A; sont des réseaux d'un corps quadratique imaginaire fixe K, et que les L;(u)
sont éléments de K. Soit Q. une période d’une courbe elliptique a multiplication
complexe par K définie sur Q. nous obtenons alors
F(k, 1, 0’ u, A)EQtog+_..+tn+nk,n~nk(D.

Q t+k
Démonstration. On a E,, . (L;(u), t, Aj)e(-;”) @ (cf. [G-S] ou [W]), le résultat
T

est alors immédiat a partir des formules de [, données au Lemme 5 et des
formules donnant les dérivées de @,(u, z, 4) en z=0 données a la fin de la
section sur les séries d’Eisenstein classiques.

7. Quelques majorations

Soit 2 I'ensemble des parties & n éléments de [1, 2n]. Si Ie2, soit N;. i) les
formes linéaires décrites au §0. Soit yeC tel que, VIe? et Vj¢l, N, ;(n=*0.
Soit U un ouvert borné. Si pc%(U), posons

n k

H(y’ S, (P)= § QD(Z)H l_[ l2(k+1 5)°
¢n i=

i=1 i

La proposition suivante est la clé de la démonstration du Lemme 10.
Proposition 1. Pour tout couple de réels (A, B) tel que ASB<O0, il existe un
. ) k
entier t, des polyndmes P et Q, tels que pour tout s vérifiant AgRe(s)~5§B,

tout peG(U) et tout y tel que N; ;(y)*0,VIeP, V j¢l, et [yl|>0o0nait: (Jy>0
sera précisé au Lemme 15bis)

[P(s) H(y, s, @) 10O ol X (TTIN, j0)I2R@™ %) inf (L, o (y))

le? j¢lI
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ou a;(y)=inf|N; ;(y)| et r(s)=1+(n—2)(2Re(s)—k).
j#1

La démonstration de cette proposition va nécessiter un certain nombre de
lemmes préparatoires.
Soit Uy={ze@"/Viel etV j¢l, |M(2)| S|M;(2)|}.

Lemme 11. Il existe une constante A=A(M), telle que, si zeU,; et jé¢l, alors
IM;(2)| 24N, ;001

Démonstration. Comme toutes les normes sont équivalentes sur un espace de
dimension finie, il existe des constantes 1, et 4, telles que

sup |M;(2)| =sup IMi(z) = Mi(x; (V)| 2 4o 12— x (W)

(M ()= M;(x, DN = Az —x, (D

Comme ze Uy, on a sup | M,(z)| £1M;(z)| et donc
iel

1€

4o

IM,'(Z)Izl11

IM,(2)~ Mo SONZ 22 (1N, )~ 1M ).

4o

YR

On peut donc prendre 1=

Lemme 12. ] existe une constante X' = A' (M), telle que, si d(z, U) S A o,(y), alors
M2 N, )
Démonstration. Soit z,e U, tel que [[z—z4ll =d(z, Up). On a alors
IM ;@) Z M (z0)l — 4y 12— 2o,
A
22

Posons alors ;= 8;(y)=414 «,(y), et mettons une relation d’ordre totale sur
# vénfiant I, <I,=>f; =B, . On pose alors:

d’ou le lemme, avec A’ =

Vi={ze@"|d(z, U)< B} et W={zeC"]d(z, V))<hi}.

Soit i une fonction C* a support dans B(0, 1), telle que | y(z)dz=1. Si a>0.
€n

1 . X
on pose ‘/’a(z)=a2,, lﬁ(g). La fonction ¥, est C® a support dans B(0, a) ¢t

vérifie aussi | y,(z)dz=1. Posons alors ¢, ;= *1,, ou * désigne le produit
Cn
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de convolution et 1,, la fonction caractéristique de V;. La fonction ¢, ,
est C* a support dans W, et vaut 1 sur U,. On pose finalement

(D=9, (2) H (1=, 1(2).

I'<1

Lemme 13. On a ) ¢,(z)=1 et de plus, pour tout teN, il existe une constante
Ie®?

C(1) telle que [lo, |, = C(t) sup(1, B;).

Démonstration. La premiére partic du Lemme est une conséquence directe de

legalité | ) U, =" Pour démontrer le reste, montrons qu’il existe une constante
Ie?

C'(1) telle que |lgy, :II,SC/(t) sup(1, B;)7". En effet, on a ¢, ;=n4,*1,, et donc,

, , O \& a tnss
st A* est opérateur H 3 , alors
i=1 Zi

4 Py, 1= =B s +t2"+2")(41 W)(ﬂl )*1V,
et donc

14" @1 (@SB T2 Y, 4 4ry, VOI(sUppOTE ).

On en déduit le résultat en ce qui concerne ¢; ;. Pour 'obtenir pour ¢, il
suffit d’utiliser la formule de Leibnitz pour la dérivée d’un produit et le fait
que I'<I=f. 2 ;.
On peut alors écrire H(y, s, )= Y. H(y, s, ¢ ¢;), le probléme est alors de
Ie?
majorer |H(y, s, ¢ ¢;)}|. On va obtenir

IP(S)H Y, s, 9 o)l Q) loll, [TIN, ;0)I2R ™ 72 inf(L, o, ()

j¢l

ou tous les objets intervenant dans cette inégalité ont été définis a la proposition
1. Cette inégalité implique d’ailleurs la proposition 1 de maniére évidente.

Lemme 14. ! existe une constante 6=0(U, #), telle que si ;>0 et I+[1,n],
alors ¢(2) ¢,;(2)=0.

Démonstration. Si 1+[1, n], il existe i<n tel que i¢ I, et donc, d’aprés la définition
de 8;, |M; (z)|2j B; st ze W;. De plus, U étant borné, il existe une constante

. Ao
8 telle que: zeU=sup |M,(z)| <0, et dong, si ;= °

i<n

, alors UnW;=0 et

?(2) ¢;(2)=0

Corollaire. Si f; =8, on obtient une majoration du type souhaitée.

est I} sur U et

2i—Yi
@(2) @, z)ﬂ PRSI

i=1 i
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est une fonction continue sur U dont le maximum est inférieur ou égal a

2 \k+2-2Rels)
”(P%HOH(M |)

P et Q constants.

. On en tire le résultat; on peut méme prendre t =0,

Lemme 15. Il existe 8’ =0'(M, U), tel que si |y;| 28" et n+iel, alors ¢(z) ¢,(z)=0

Démonstration. Les formes linéaires M;(x;(y)) pour je[1, n]—I forment une base
des formes linéaires ne faisant intervenir que les y; pour n+iel. Il existe donc
une constante 4, telle que: 4,>0et

sup IM;(x; (V)= 4, sup [yil.

n+ lE
J¢I

Or, si z est €lément du support de ¢,, et si j¢l, alors |M; (z)|> M i(x ().

11 suffit alors de prendre 5’=%j-0, d, étant définie dans la démonstratlon du
lemme précédent. 2

Lemme 15bis. Il existe une constante 6" =0"(U, #), telle que si ||y||=d", si
n+iel=>|y;| <8 et si f; <0, alors

sup | M;(x (YD) 220, (y).
izn+1
i¢l
Démonstration. 11 existe des constantes 43 et 4, strictement positives, telles que

lsllyllés.gglMi(xl(y))! et SUPIM (x,(y))l<isw 1yil-

n+iel
1¢I

I1 suffit alors de prendre ¢ vérifiant:
8">¢8, A,8">20,(0=(4/A)0 et 1,8 =139
Supposons dorénavant f,(y)<0 et sup [y:|=d"”. Effectuons le changement

de variable u;=M,(z) pour iel; on pose @(u)=¢(2), ¢, (u)= ¢;(z) et L()=M;(z)
si i¢l. Soit A4, la jacobien de la transformation. Pour simplifier les notations,
nous poserons:

1 ., .
— si iSnetiel
U;
(uiasi)= ﬁk
i PR .
l-u'lm—; St lgn—let IEI,

et nous définirons (L;, 5;} de la méme maniére pour i¢l. Soit 6 une fonction
C* sur € valant 1 sur B(0, 1) et 0 en dehors de B(0, 2). Ecrivant

=1 ) )
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et développant, on est ramené a majorer pour P décrivant les parties de I:

HUL Py, 5. 0)=4; § [T Gans) Hlp %ﬂ»mdﬂwﬂn

Cr ieP ielI~-P
ou

%Aw¢wwmn%ﬁnww
icP 1/ i¢r

Lemme 16. Pour tout entier t, et tout couple de réels (A, B) vérifiant ALB, il
existe un polynéme Q(s), tel que pour tout t=(t),.p vérifiant Y t,=t, tout s tel
ieP

k
que A<Re (s)—agB et tout u élément du support de @, p, on ait:

(7)o

ieP

<19l B [11Liw), s

i¢l
Démonstration. Etant donné les formules pour la dérivée d'un produit, on s’aper-
coit qu’il suffit de déemontrer la méme chose pour chacun des termes composant

;. p. Pour ¢(u) et 0(5 ) le résultat est évident; pour @,, c’est une conséquence
directe du Lemme 13; iII ne reste donc plus que (L;, s;) & examiner. Or on a

I (s ) o 9= F 200,

jeP J i
ou Q'(s) est un polyndme. Le résultat est alors une conséquence du fait que
| L;(u)| g% B, si u est élément du support de @, .

Effectuons alors une intégration par partie par rapport a #; pour ie P (on
intégre (u;, 5;) et on dérive le reste) jusqu'a ce que I'on obtienne une fonction
continue sur le support de ¢, p. Supposons que 'on a intégré ¢; fois par rapport
au; et soit t= ) t;, posons de plus

ieP
t;—1 si iSnetieP
wz{ —k—2+2Re(s) si izn+letieP
et
—1 si ineti¢P
yi:{—k—2+2Re(s) si izn+1eti¢P.
Soit P le polynome 11 s(s+1)...(s+t;—1) et finalement soit W

iePnfn+1, 2n]
={ue@"||u|<2p, si ieP et |u|<n si i¢P}, ot n=n(#, U) est un nombre
réel tel que @; e (B(0, ). On obtient alors en utilisant le lemme précédent:

|P(sYH(I, P, y, s, 9)|
<196 el Bri A, § [Tiwl T1 (ﬂ)

W ieP ieI-P

" [T L)

i¢l
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Lemme 17. Il existe une constante C telle que pour tout u élément du support

k
de @; p, tout i¢l et tout s tel que A <Re (s)—5§B<O, on ait:

|L(w)]"" £ C|N; j(y)| 7+~ 2+ 2Ret®),

Démonstration. Le résultat est une conséquence du Lemme 12 si y;=—k—2
+2Re(s); si ;= —1, comme —1> —k—2+2Re(s), il suffit de vérifier que L;(v)
est borné sur le support de ¢, p, ce qui est ¢vident.

2
ll
C|N; (y)|"*72*2Re® gauf si i=i,, et |u,| par 2B, si ieP. Soit W’ = {ueC"||u,|
<2B;siieP et fy<|u;|<nsii¢ P}. On obtient alors:

IP($)H(L P, y,5, QI <1Q: O @]l B & [T IN ()] 47242000
i*ig

f CTT )Ly ).

W’ iel—P

Soit ip¢l tel que |N; ; (y)|=- B;. Majorons dans I'intégrale |L;(u)|" par

Q,(s) est un polynéme faisant intervenir Q, A, et C. Soit ro=card(Pn[1, n])
et r=card([n+1, 2n]nI); notons que r<n—1 car su_ply,-lgé’, et que d’apres

1

le Lemme 15, si |y;|= 6" et n+iel, alors ¢, p=0.
Plusieurs cas se¢ présentent alors. Premiérement y, = —1, auquel cas on

’

majore |L; (u)|" par

et on obtient aprés intégration:
I

|P'(s)H(I, P, y, s, )|
<IQ; @)1l B2 12 ] |N; ()] 7727 2Re0)

i+ig

SIQa N @l [TING, ()l 7*727 2R prrrotr=DEReG7H),

i¢l

qui est une majoration du type voulu (ne pas oublier que 8, <9).
Deuxieémement, y;, = —k—2+2Re(s) et r,+0. Dans ce cas, on doit avoir
r=n—2. En effet, on a iy¢I et i,=n+1; de plus, on a sup [N, (N|=20,(y)
ien+1
=2|N;,;,(»)| donc il existe i;en+1 tel que [N, ; (MIZ2|N, ;,(»)| et donc i, et
i; sont différents et n’appartiennent pas a I, donc r<n—2. Majorant alors

—k—2+2Re(s)
|y, ()[" par (w )

, on obtient:
ll

|P'(s) H(L, P, y, 5, )| Z1Q3(5) @]l [T ING, s(p)| K727 2Re® pro*rZRe@=h),
i¢l
qui est du type voulu. Enfin, y;,= —k—2+2Re(s) et r,=0. On a encore r<n—2.

o . . _ 1
il existe alors i,el—P tel que y,=—1. On majore alors u;,' par /T’ et on
I
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obtient aprés intégration une majoration du type précédent, ou I’exposant de
B, est 1+r(2Re(s)—k), ce qui permet de conclure (aprés un changement de
variable, on se raméne au 1° cas).

Remarque. Soit ¢’ la constante introduite au Lemme 15 et 2(y) I'ensemble des
éléments I de 2 tels que n+iel=|y,]<d". Utilisant ce méme Lemme 15, on
obtient une majoration du méme type que celle de la proposition 1, mais ou

Y est remplacée par ) . Clest cette majoration qu’on utilisera par la suite.
Ie® Ie2(y)

8. Convergence de certaines séries

Dans cette section, €" est muni de la norme du sup.

Proposition 2. Soit A un réseau de €. On suppose qu’il existe une constante

n

C>0 et ¢>0 tels que: wed et []lw|=Clo| *=w=0. Alors la série
n i=1

Y ol = ] lw;]~2* converge si 6 —2ex>0 et x>1.

weAd i=1

wF0

On identifie € a R* (C=R +iR) et on pose K(2)={zeC||x|Za et |y|<a}.
Lemme 18. Soit a=(x,) une famille de réels strictement positifs vérifiant

[/E [T <C27%2 Jaf| =%, alors wedn [] K(a)=>w=0, (|« =sup a;).

i=1 i=1

n
Démonstration. Si weAn [] K (), alors:

i=1

Mol <[]V 21ml<C)Y 27l 2= C ol

i=1 i=1

et donc w=0.
Corollaire. Soit a=(x;) une famille de réels strictement positifs vérifiant

1/53"1_[ |ai|§Cl/§“3£ lall % Alors dans tout translaté de [] K(x), il y a au
i=1 i=1
plus un élément de A.

n

Démonstration. La différence de 2 éléments d’un translaté de [] K(x;) est dans

1K Q). o

i=1

Lemme 19. Soit A un ensemble de points de €* vérifiant les conditions suivantes:
o, 0<a<1 tel que
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k
1y Voed, [lw]>a
i=1
k k
2) si []lal S, alors dans tout translaté de || K(ay), il y a au plus un élément

|
dea ! =t
Soit N(r)=card {weA

k
[Tl Saret o<1 si 1§i§k}. Il existe alors une
i=1
constante C(k) telle que N(r)< C(k)|Log()* ! r? pour 1 <r<1/a

k
Démonstration. On peut recouvrir [| K(a;) par au plus (r+1)? translatés de

i=1

k-1 k
11 K(ai)xK(%), et donc, si []jo]<ar, il y a au plus (r+1)* points de A
i=1 i=1

k k
dans H K (o). De plus {ze(l?" llz<1et [zl §ar} est inclus dans la réunion

i=1 i=1

U l—[ K(2"‘-‘+1(cxr)1/").

my+ . tm=0 i=1
m;<|Logz 2(arjt/k[+1

On en tire le résultat.
Soit £ ensemble des parties de [1, n]. Si Ie€2, on note

Ar={wed|lw)=1siiel et o<1 sii¢l}.

Soit S;= ) llwlf " J] le;|~2*. 1I est évident que pour démontrer la Proposi-

weAdr i=1
wF0

tion 2 il suffit d’étudier la convergence de S;. Sy converge trivialement et une

n
simple comparaison avec | []lzil7*¥[z] ~® prouve que Sy, ., converge si

jzi|>1 i=1
1<isn

x>1. Soit alors Ie 2 —{@, [1, n}}; on peut supposer, sans nuire a la généralite
du raisonnement, que I={1, 2, ..., I}. Soit k=n—1. Soient m,, ..., m, des entiers
positifs ou nuls; on peut de méme supposer que m, =sup (m;). On note

Army={(01 15 ..., 0 ) wed; et 2" < L2™F st iel],

et on pose:

Sy(m)= Z H|wil‘2lew]|"’.

weAy i=1
2mig|ag(L£2mitisiiel
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Remarquons alors que ||w| =2™, ce qui nous permet d’écrire
k

Sl(m)sz_(muﬂ-bc(ml+...+m,)) Z le1+il-2x.

weAr(m) i=1

3n
Lemme 20. Soit C'=C2"~ (l+ e+ ) alors A (m) vérifie les hypothéses du Lemme
19 avec (x(r_rl): C’ 2—""1(1 *€)+m2+...+m,).

Démonstration. On a pour tout w élément de A, (m)
n

n |wi|>cz-(l+e)2~(ml(1 +s)+m2+...+m,).
i=l1+1

Il n’y a alors qu’a appliquer le Lemme 18 avec a;=2™""! pour iel. On a alors
k 1
Y D™= Y d5r72*
weAr(m) i=1 o B

ol d; désigne la masse de Dirac en f et § parcourt 'ensemble des nombres
k

de la forme [] w4, avec (w44, ..., w,)€A;(m). Effectuant une intégration par
i=1

partie et utilisant le Lemme 19, on obtient:

Z nle_il—Zx

weAdr(m) i=1
—2x—1 1
=<2xC(k)|Log(a ({.) (a(m)) ’ dr+<x(m)2)
1
éx—l C(k)|Log (a(m)l ! am)

I} existe une constante C telle que |Log(a(m))| < Cm,, et donc

2x

Si(m) = C(k) C*~ =1 2-m@-200¢

'y a au plus m}~! l-uplets (my, ..., m), tels que m, =sup m;, et donc

+ o
S, <1 2"1 CR)CH™1 Y mith=207m6-2x0 < Lop  §i §—2ex>0,
x_

m=1

¢ qui termine la démonstration.
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Corollaire 1. Soit A un réseau de C". On suppose que ¥V e>0, 3 C(e)>0, tel que:

wed et []lo]SCle)lloll *=w=0. Alors la série Y []lwi] >*llw]~? con-
i=1 wed i=1

verge si 6>0et x> 1. oxo

Corollaire 2. Sous les mémes hypothéses qu’'au Corollaire 1, la série

Y inf(1, o)’ [T lw]) 2~ converge si >0 et x>1.
weq ! i=1
0*0

Démonstration. Soit £>0 et I une partie de [1, n]. Soient

U, ,={oed||w|21siiel et jo] <l <1 sii¢l},

Vi . ={wedl|w]|S1siiel, o) £1sii¢] et inf|aoy| < Jwf ~*}.

Soit iy tel que |w; = [lw]. Alors

n

Z 1nf1 ](D' l—[lwl 2x< Z iCU | 2x+(n—cardl)e2x I_I lwi|_2x

welr, ¢ | i= welr, ¢ iel —{ig}

qui converge si 2x—(n—cardl)¢>2 comme on peut le constater en faisant
une comparaison avec l'intégrale, et

2 inf( oy’ [Tlwd ™2 Y (ol ™% []lod 2~

weVry, ! i=1 weVr, ¢ i=1

qui converge en raison du corollaire 1. Il suffit alors de prendre ¢ suffisamment
petit pour terminer la démonstration.

9. Démonstration du Lemme 10

Soit B un R-isomorphisme entre R?" et €" tel que B(Z*"=A. Soit U=
B(] —%, 2[2"). Les translatés de U par les éléments de A recouvrent C" et de plus

H M;(z— ) Z (T)(z) est C* sur w+ U. En outre e2'*“!2> # (T)(z) est périodique
i=1
n —k
de période A. Soit alors R(s) la distribution % (T)(z) H ————— utilisant
i=1

'2(k+1 s) ;
Z;

la remarque a la fin de la démonstration de la proposition 1, nous obtenons:

IPOHRO o+, 1G] Y TTING, (@R 72 inf(1, oy ().

Ie?(w) i¢l

Utilisant alors le Corollaire 2 de la Proposition 2, nous en déduisons que R(s}
P(s)

est L' si 2Re(s)—k<0 et r(s)>0 et que ————
( BT

F,(s) converge normalement
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sur {s]A<Re(s)< B}, ou A4 et B sont assujettis aux conditions du Lemme 10.
Ceci termine la démonstration du Lemme 10 et par voie de conséquence, celle
du Théoréme 2.

Chapitre II1. Algébricité de valeurs spéciales de fonctions L

Soit K un corps quadratique imaginaire, O son anneau d’entiers et F une
extension finie de degré n de K. Un plongement de K dans € étant fixé, on
plonge F dans C" par ae F —>(a,, ..., a,) ou o;= 1;(o) et 7; est le i-éme plongement
de F dans € au-dessus de K. Soit ¥ un caractére de Hecke de K, dont le
type a linfini est z, et soit @ un caractére de Dirichlet de F. On pose &, =0
X "o Ny ; alors @, est un caractére de Hecke de F, soit m son conducteur.
On pose A(D,,s)=I(s)"> D,(g) N(g)~%, o la somme est étendue d tous les
8

idéaux entiers de F premiers & m.

Il est bien connu que A(®P,, s) a un prolongement analytique a tout le plan
complexe. Soit t un entier vérifiant 1 <1< k. Nous allons démontrer le théoréme
suivant:

Theéoréme 5. A(P,, NeQ™ 7" O @Q, on Q, est la période réelle d’une courbe ellip-
tique a multiplication complexe par K définie sur @, dans les cas suivants:

n=2, 1<5t5k, F quelconque

n=3, k=t et l'image de l'action de Gal(K/K) sur les plongements de F dans
€ est S, (groupe des permutations d’ordre n) ou A, (groupe alterné d’ordre
n).
Démonstration. Soit V le groupe des unités congrues 2 1 modulo m et G le
groupe de classes de rayons modulo m. Soient gy, ..., g, un systéeme de représen-
tants entiers de G. Si b est dans la classe de g;, on a d=(8)g; ou fel+g; 'm
et f est défini modulo V.

On a alors A(®,, 5)= Y ®(g;) N(g) *A(Dy, s, g)), avec

i=1

> rerfl B
pel+g~1m i=1 ]B!
B modV

A(Dy, s, g)=

Comme @,(g) N(g;) 'e®, il suffit de prouver le résultat pour A(P,,s, g,). La
démonstration va alors consister a appliquer le Thedréme 1 pour se débarrasser
de la condition fmod V et se placer dans les conditions du Théoréme 4 qui
permettent de conclure.

Quitte a augmenter m, ce qui ne fait que rajouter des facteurs d’Euler tout
a fait innocents en ce qui concerne la transcendance, on peut supposer que
V est sans torsion et que n¢Trm. On s’intéresse alors a la limite quand s tend
vers t de A(P,, s, g); faisons donc le changement de variable s —»t+s et faisons
tendre s vers 0. On obtient:

A(Qk’t’ g):hm Z H"S)"H ¢ H |ﬂ|2s
s—0 fel+g~tm i=1 ii=1
fmodV
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Choisissons alors une base de V, (g, ...,&,_,) telle que le signe 5 défini au

Théoréme 1 soit égal a 1. Utilisons le Théoréme 1 pour transformer || E’
i=1 Pi

et utilisons aussi I'identité

Y Y feh=Y B,

BeX veV peXx
fmodV
nous obtenons
I(t+s)"
A(¢kat+s’ g)= n Z Z fa(sa ﬁ)
F(t) pel+g-1m 6eS,-1

ou

(s, py=2(0) det B, Y. o,(B,) [] (TrIJ;(ti)ﬁ)"' f gl '
fel, i=1 i,o i=1 IFi

Pour appliquer le Théoréme 1, il faut quand méme vérifier que la série con-
verge, mais ceci est assuré par le fait qu’il existe une constante C> 0 telle que

pel+g 'm=|Trf; ,fI2C(B=1[m]=Trf; ,f+0 car Tr1¢Trm).
Soit alors %, 'endomorphisme de C* donné par:

.@q(z)=(Trf1'az, LR Trfn.az),

%#,(g”*m) est alors un réseau de K" et contient donc (y, k)" pour un certain
5. Soit A, =2, 1 (y, Ok)" et Y, un systéme de représentants de 1 +g~ ! m modulo
A,. Notons de plus L; ,(z)=Tr f; ,z et soit .#, la famille de formes linéaires

définie par: Re [ [ L; ,(z) M, ,(y)={z|y). On obtient

i=1

I(t+sy

A(¢k>t+sa g): F(t)n

Y. e(o)detB, Y F,(s, y),

TESH -1 yeY,

ou F(s, =) «(B)Fk—t,t sy, 4,) et Flk—t 15,y 4,) est une séric
tel,
d’Eisenstein-Kronecker étudiée a la partie II. Supposons alors que n formes
linéaires prises parmi M, ,, ..., M, ,, 2y, ..., z, forment toujours une famille
libre. Notons que I'on peut toujours choisir une base (g, ..., &,_;) de V de
telle sorte que ceci soit vérifié car les bases de V sont Zariski denses dans
D"~ 1 et le fait qu'une famille de n formes linéaires prises parmi M, ,, ..., M, ..
Zy, ..., 2, SOit liée s’écrit comme une relation polynomiale en (g, ..., & 1)-
Compte tenu du Corollaire du Théoréme 4bis, il suffit de vérifier que la séric
F(k—t,t,s, y, A,) vérifie les conditions du théoréme 2, pour démontrer l¢
Théoréme5. Clest-a-dire qu’il faut vérifier que la série est convergente pout
Re(s)> 0 et que (A,, .#,) vérifie Phypothése (H). Pour vérifier la premiére partic
de ces conditions, il suffit de constater quil existe une constante C>0 telle
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que fel+g~ 'mimplique []|B8:|=Ng o(B)* > C et ensuite d’appliquer la propo-
i=1

sition 2 (il existe i tel que |Tr f; , B> C'||f]). Pour démontrer la seconde condi-
tion, constatons que A, contient un idéal de F et donc que A, est contenu
dans un idéal fractionnaire du corps conjugué F”, et que de plus il existe g; ,e F*
tel que M, ,(z2)=Trg; ,z. On est donc ramené¢ a démontrer que si d est un
idéal fractionnaire de F, (g, ..., g,) une base de F sur K, M;(z)=trg;z et si
Iimage de l'action de Gal(K/K) sur les plongements de F dans € contient
A,, alors (b, ) vérifie 'hypothése (H), .# étant la famille (M, ..., M,).

La démonstration repose sur le lemme suivant dii a Schmidt [Sch], et qui
est en quelque sorte une vaste généralisation du théoréme de Roth.

Lemme 1. Soient L, ..., L,, n formes linéaires indépendantes a coefficients algé-
briques réels et C,, ..., C,, n réels vérifiant C,+ ...+ C,<0. Soit A un réseau

de Q". On suppose qu'il existe un ensemble non majoré de réels M, tel que si
QeM, 3x(Q)eA—{0} tel que:

ILi(x(@)=Q%, 1=<j=n

Il existe alors un sous-espace rationnel V de Q" de dimension d, ou 1<d<n—1,
et un sous-ensemble M’ non borné de M, tel que si Qe M’ alors x(Q)eV.

Lemme 2. Soient L, ..., L, n formes linéaires indépendantes a coefficients algé-
briques et C,, ..., C, comme au lemme précédent. Soit A un Ox-module de rang

n de K" On suppose qu'il existe un ensemble non borné M de réels, tel que
siQeM, 3 x(Q)e A—{0} tel que:

IL(x(@)=Q%, 1=ZjZn.

Il existe alors un sous-espace vectoriel W de K" de dimension d sur K, avec
1=d=<n—1 et un sous-ensemble M' non borné de M, tel que si QeM’, alors
x(Qew.

Démonstration. Soit 1,7 une base de K sur @. K" s’identific alors a Q" et
€" a R*" Soit V le plus petit sous-espace vectoriel de @>" tel qu’il existe M' =M
ensemble non borné de réels tel que si Qe M, x(Q)eAnV—{0}.On a

V:K#1®®KHS®Qus+I®®QIJ'r’

ou py, ..., sont indépendants sur K. Si r<n, on peut prendre W
=Ku,®...®Kpu,. Supposons alors r=net C, <C,<...2C,.

Soient W, =Ku,;®..®Ku,=VntV, W,=Ku,,,®...®Ku, et V,
=Que s, ®...®Qu,. Soit I={i,, ..., i} ou i; est le plus petit entier tel que
Ly, ..., L;, forment un systéme de rang j sur W,. Si i¢l, soit k le plus grand
entier tel que i,el et i, <i. Il existe alors des nombres algébriques a; ; tels que
la forme linéaire

k —1 k
Mi:(1+ z I“i.jl) (Li" Z ai,jLiJ)
j=1 i=1
soit nulle sur W,. Posons aussi M i;=L;, On a alors, utilisant le fait que C,
2C,2...C,:
VQeM, VI1Zign, |M(x(Q)=Q%.
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De plus, la famille M4, ..., M, est une famille libre, et ceci implique en particulier
que (M)),,; est une famille libre sur W, ® ¢ C. On peut donc trouver des formes
linéaires N(x) sur V, pour i¢], telles que N;(x)=Re(M;(x)) ou N,(x)=1Im(M,(x))
et que les N, forment une famille libre sur V,®¢R (car A Re(M))+ilm(M))
¢
= /\ M;#+0). Soit finalement, si i€l, N(x)=Re(M(x)), N, ;(x)=Im(M,(x)), et
je1

Cr+i=C;.

Soit I'=[1,nJun+1 et I"=[1, n]—I. Remarquons que 'une au moins des
deux quantités Y C; et Y C, est strictement négative (leur somme l'est}. Si

iel’ iel"

c’est la premiére, comme les (N, forment une famille libre sur V®gR et
que, si Qe M’, [N(x(Q))|SQ%, Viel, appliquant le lemme 1, on en déduit qu’il
existe un sous-ensemble M” non borné de M’, un sous-espace propre V' de
V tels que QeM” implique x(Q)eV,; ce qui est contraire a la définition de
V. Dans le second cas, soit p la projection de V sur V, parallélement a W,.
On a alors,

VQeM, Viel", [N(p(x(Q)l=IN(x(Q)I=0%

et donc, appliquant le Lemme 1, on en déduit qu’il existe un sous-ensemble
M"” npon born¢ de M’, un sous-espace propre V; de V,, tel que
Qe M"=p(x(QNeVs=x(Q)eV,® W, ce qui est contraire a la définition de V.
Donc r<n.

Lemme 3. Soient L, ..., L,, n formes linéaires a coefficients algébriques et A

un Oy module de rang n de K". On suppose qu’il existe €>0 et un ensemble
n

XcA infini tels que: weX=0< ]_[ L) S llw|| "% Alors, il existe un sous-
i=1

espace W de K" de dimension d avec 1<d<n—1, et L;, ..., L;, formant une

famille liée sur W avec Wnker L; n...nker L;,={0}.

Démonstration. Si ¢ est une permutation de [1, n], on note X° le sous-ensemble
de X formé des weX tels que: i<j=>|L,; (@) <|L,(w)l. On prendra dans
la suite o8, tel que X soit infini. On construit alors une suite (W, X{) de
la maniére suivante: W, est un sous-espace vectoriel de K" de dimension d,
et X7 est un sous-ensemble infini d’un réseau de W vérifiant:

die
weXi=0< n Ly (@) £ ol 7.

i=1

Wy . sera alors un sous-espace minimal de W, contenant une infinité d’éléments
de X7 et W, , sera orthogonal dans W, ; de

dim Wiy
r
Newr= ﬂ ker Ly 0 Wity

t=1

Soit p, la projection orthogonale sur W, ; on posera Xg,,=p. (X5 Wiy
(Wirq1, Xg4,) vérifie bien I'hypothése de construction car si i<d,,,, el
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weX AWy, on a Ly (w)= L, (p(w) et [pw)] <llwl|; de plus X7, est
bien infini, car sinon, on pourrait trouver we X7, , ayant une infinité (w;) d’anté-
cédents par p,, et on aurait alors,

dy d
[1Logp@|=TTILp@)£lo; 75 ¥,

i=1 i=1

et donc,

dy
n La(i)(wj) =0,

i=1

contrairement a hypothése. Enfin, X7, , est bien inclus dans un réseau de
W, 4, car un réseau d’'un K espace vectoriel se projette en un réseau.
Prenons alors W= ("} W, et i;=0(j) pour 1<j<d. W posséde les propriétés
keN
suivantes: il existe un ensemble infini X' d’éléments de W vérifiant O

d
< r[ |L;, (@)= lw]l %, et W n’a pas de sous-espace propre dont lintersection
i=1
avec X' est infini, et donc, d’aprés le Lemme 2, L,, ..., L;, forment une famille
liée sur W, et de plus Wnker L;, ... nker L;, est nul par construction.
Pour appliquer le Lemme 2, posons si we X', Q(w)=|lo|, |L; (w)|= w45

et soit (C1, ..., C}) un point d’accumulation de (g, (®), ..., g,(®)). On pose alors
&
C=Ci+——:.0
i=Ci+ d+1 na
d d d
Ciz 8+ C:S — N
i; d+1 i; =T’
De plus, d’aprés la définition de C7, ..., Cj, il existe une infinité d’éléments

de X', tels que ILij(w)ng(w)Cf. On est donc bien dans les hypothéses du
Lemme 2.

Remarque. En utilisant la démonstration de Schmidt [Sch], on peut en fait
démontrer beaucoup plus fort.

Supposons alors que (9, .#) ne vérifie pas (H).

Il existe alors I, partic a n éléments de [1,2n], £>0, et une infinité de

med, vérifiant |o;| <6 si n+iel, et [N, (w)<lw|~*.
i=1
On peut supposer, sans nuire a la généralite, que I={l,....r,
A+r+1, ..., 2n}. Commengons par calculer les formes linéaires N, ;. Pour cela,
il faut calculer la solution du systéme

Trg,z=0

Trg,é:O

Zy 41 =Wt q

Z,=,.
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Soit f1, ..., f, la base duale de g,, ..., g,. On obtient:

N f(w)=Trg;z
=det(f;‘+1’ "'7ﬁ—1’ w’fi+1, )_f;,)(r+1, RN n)
det(fov1, ... f)(r+1,...,n)

si r+1<Zi<n,

et

det(f;+1, "'9fn’ (D)(l, r+1, ey n)
N, i i(w=z,—w;=
I,n+1(w) Z;—w; det(f,+1,...,f,,)(r+l, ,n)

ou det(vy, ..., v,)(iy, ..., i,) signific que 'on considére le déterminant (r, r) obtenu
en prenant les iy, ..., i,-iéme coordonnées des vecteurs (vy, ..., ).

Lemmed. Trg,z=0<weKf,,,®...0Kfi_,®Kf;,,D...@Kf,.
Démonstration.
Trg,z=0<det(f,y1, s fic 1 O fints - )+ 1, ..., n)=0.

Appliquant un élément de Gal(K/K) sur cette dernicre égalité et utilisant le
fait que 'image de Gal(K/K) contient 4,, on obtient:

det(f;+1’ "'5f;'15 (,U,f;.}.], -'-:f;l)(jb ...,j,l_,.)=0, V(jl’ -~-’jn*r)’

et donc les vecteurs f,, 1, ..., fi— 1> O, fit 15 ---5 fn sONt li€s.

si 1<i<r,

Lemme 5. z,— w,=0<(w, f, 1 1, ..., f,) famille liée.
La démonstration de ce lemme est identique a la démonstration du Lemme 4.

Lemme 6. Soit (e, ..., e,) la base canonique de C", soient hy, ..., hy des éléments
de F et J une partie d (n—s) éléments de [ 1, n]. Alors si la famille de vecteurs
(hy, ..., hy, e; pour jeJ) est liée, les vecteurs hy, ..., hy forment une famille liée.

Démonstration.
det(hy, ..., hy, e;, jeJy=det(hy, ..., h)(j1, .5 JJ)

ou les j; sont les éléments de [1,n]—J. On termine alors la démonstration
comme au Lemme 4.

Corollaire. 11 y a au plus un nombre fini de wed tel que w0 si n+iel et
1N, j(w)=0.

il

Démonstration. Si [ [ N;, {w)=0, alors weVect(f,,, ..., f,) d’aprés les Lemmes
JeI

4 et 5. Utilisant le Lemme 6, on montre alors que

Vect (fo i1 ---> f) Vect (ey, ..., e)={0}

et donc que I'ensemble des ze@" tels que |z;| <5 sii<sr et zeVect (fiyq, --» /o)
est compact, ce qui permet de conclure.
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Soient x,, ..., x, les coordonnées de w dans la base f,, ..., f,, et posons

N(x}=Trg,z pour r+1Zi<n (cf justeavantle Lemme 4)

P(x)=z;—w; pour 1ZiZr.

Les P, sont des formes linéaires ne faisant intervenir que x, ..., x,, alors que
N, fait intervenir x,, ..., x, et x;. D’aprés le Lemme 3, il existe alors un sous-
espace vectoriel W de dimension d de K", d, formes linéaires prises parmi les
N, et d, formes linéaires prises parmi les P, avec d, +d,=d, de telle sorte que
ces formes linéaires forment une famille liée sur W et W () ker N, () ker = {0}.

1 1

W est alors défini par n—d équations de la forme Tr h;ww=0 avec h,eF et 1<
<n—d, de telle sorte que la famille (h;), <;<,-q4 soit libre sur K. Traduit en

x, Tr by devient Li(x)= ) a
j=1

Soit Jyc[r+1,n] (resp. J,=[1,r]) I'ensemble des i tels que N, (resp. P)

fasse partie des formes choisies. D’aprés les Lemmes 4 et 5, F () ker N; () ker P,

ij Xj avec a;;eK.

ieJy ieJy
=V, on V;;= @ Kf;. Comme WnV, est nul, on peut choisir
jelr+1,0]— 4,4
hy, ..., h,_4 de la maniére suivante: L, _,4, .4, ..., L, , forment une famille libre

sur ¥V, et aq; ;=0 st iSr—d, et je[r+1,n]—J,. Dire que la famille (N,, ieJ;;
P, ielJ,) est lice sur W, signifie que la famille (L;,, 1<i<n—~d; N, ieJ;; P,
icJ,) est liée sur €". Cette derniére condition s’exprime par 'annulation d’un
déterminant n x n. Appliquant a ce déterminant un élément de Gal(K/K) qui
laisse globalement fixe les plongements (r + 1, ..., n) et qui envoie J, sur J; (ceci
est possible sauf dans le cas particulier n=3, r=2, d,=1 et Gal(K/K) agit
par A,; ce cas sera traité directement aprés), on obtient: V J partie a d, éléments
de [1, r}, la famille de formes linéaires (L;, 1<i<n—d; N, ieJ,; B, icJ) est
liée. De plus, y— x;(y) est un isomorphisme de C"; on en tire le fait que les
N, ; forment une famille libre et donc que B, ..., P forment une famille libre
et donc génératrice des formes linéaires ne faisant intervenir que (x,, ..., x,).
Soit A4 la matrice formée des (N);.;, et des (L;); <;<n-q4 (une forme linéaire étant

écrite en ligne dans la base fi, ..., f,). Ecrivons alors x;= Y b ; PB. Soit J une
j=1
partie & d, éléments de [1, r]. Développant par linéarité le produit extérieur
n—d
A x; A\ N; /\ L; et utilisant le fait que pour toute famille J, a d, éléments de
Jed  jedy j=1
n—d
[Lrl, A B /AN AL est nul, on en déduit que la famille formée des n—r
jedy jedy =1
derniéres colonnes de A4 et des j-iémes colonnes pour je[l,r]—J est liée, et
e, pour toute famille J a d, éléments de [1, r]. De plus, utilisant le fait que
N; est la seule forme faisant intervenir x; parmi les N; et le choix que l'on
2 fait des h_g4,+1Sh,_y, on en déduit que la famille (N, ieJ;; L;, r—d, +1=<i
Sh—d)est libre sur Ve {xeC", x;=0sii<r} et donc que n—r derniéres colonnes
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de A sont libres. Utilisant alors le théoréme de la base incompléte, on en déduit
que le rang de A est strictement inférieur & n—d, et donc que la famille (N;,
ied;; L;, 12i=(n—d)) est liée. Utilisant le fait que les formes lin€aires (N);,;,
et (Ly)1<i<,—a, sont nulles sur V; et que L,_,4,,, ..., L,_, forment une famille
libre sur V;, , on en déduit que la famille (N, ieJ;; L;, 1Zi<r—d,) est liée
et donc a fortiori la famille (N, ie[r+1, n]; L;, ie[1, r]). Revenant alors dans
la base canonique, et utilisant le fait que I'espace vectoriel engendré par les
(Ndictr+1,m ©st le méme que celui engendré par w,,, ..., w,, on en déduit le
fait que la famille (Tr b0, 1 Si<r; w;, r+ 1 Li<n) est lie et donc que hy, ..., h,,
€ +1s---» €, forment une famille liée, ce qui implique d’aprés le Lemme 6 que
hy, ..., h, forment une famille liée contrairement a ’hypothése.

Il reste maintenant le cas particulier a examiner (4 savoir n=3,r=2,d,=1).
On peut supposer J,={1}. Si d; =0, W est de dimension 1 et P, est liée donc
nulle sur W donc W cker P, contrairement au fait que Wnker P, ={0}.Sid, =1,
W est de dimension 2 défini par une équation Tr hw=0, h#0. Or on a N;(w)

® W3—f3 3O ., N
7 3 et Pl(cu)=£3i—}—&i—~1 et donc la nullité du déterminant de N,, P,
3,3 3,3

Tr how qui est égal a

o L2y,
fo.s

0 0
L S

: h

f3,3 f3,3 }

entraine la nullité de k, donc de h, ce qui est contraire a I’hypothése et donc
termine la démonstration.

Utilisant les formules explicites pour F(k, ¢, 0, u, 4) données au Théoréme
4bis, on peut obtenir des formules explicites pour 4(P,, t, g). Soit V I'opérateur

" 0 , , . ,

I (—-——) Pour tout g€ 8§, . |, on a (cela découle de la démonstration du Théor-
i=1

éme 1; plus précisément du Lemme 3 de cette démonstration)

i

) [

tel, i=1

Posons alors

n 1 .
E (u,z)= e(o) det #, m —  plimleotutl|n)
(1 2) asg_l (@) mezg:_l il;ll Tr f; J(w+u+1)
= Y elo)detB, Y F(T,1, 1,400, ou 1=(1, .., 1)
eS8, -1 yeYy,

Soit [, l'opérateur défini au I, § 6, et 4,(¢)=V"""'(¢);,=o. On obtient alors:
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Théoréme 6. 4(P,, 1, )=, 4, E (u, z) dans les cas suivants:

n=2et 15tk

n=3, t=k et l'image de Gal(K/K) sur les plongements de F dans € contient
Ay.

Conjecture. Cette formule est vraie sans restriction, a savoir si 1<t<k, n et
F quelconques.

Remarques. On doit pouvoir supprimer la condition sur les plongements de
F dans C en utilisant une version forte du Lemme 3.

La formule du Théoréme 6 est trés utile pour obtenir des résultats d’intégra-
lité concernant les 4(@,, 1), en particulier elle permet leur interpolation p-adique.
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