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LA CONJECTURE DE BIRCH ET SWINNERTON-DYER p-ADIQUE

par Pierre COLMEZ

Notations

Dans tout I'article, Q désigne la cloture algébrique de Q dans C et un plongement de
Q dans Qp est fixé; en particulier, ¥, = Gal(Qp /Qp) est un sous-groupe bien déterminé
de 9q = Gal(Q/Q). On note Xcya le caractére cyclotomique. Si M > 1 est un entier, on

note (y € Q la racine de I'unité exp(%).

0. INTRODUCTION

Si M est un motif défini sur un corps de nombres, on sait lui associer (au moins conjec-
turalement) une fonction analytique complexe L(M, s) définie par un produit eulérien
convergeant dans un demi-plan. La quantité d’information arithmétique contenue dans
les valeurs aux entiers de ces fonctions L est absolument fascinante, et on dispose d’un
faisceau de conjectures la décrivant (conjectures de Deligne [64], de Beilinson [7, 180, 161],
et de Bloch-Kato [27, 76, 77]). Ces conjectures sont de lointaines descendantes de la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [25, 26, 184], elle-méme inspirée par la formule
analytique du nombre de classes d’idéaux qui reste le seul cas général que 1’on sache trai-
ter. En p-adique, on a plus de mal a définir les fonctions L mais, une fois définies, celles-ci
livrent un peu plus facilement 'information qu’elles contiennent comme nous le verrons
dans ce texte pour les fonctions L p-adiques de courbes elliptiques définies sur Q ou, plus

généralement, de formes modulaires.

0.1. La formule analytique du nombre de classes

Soit K un corps de nombres d’anneau des entiers k. La fonction zéta de Dedekind (k
de K est définie, pour Re(s) > 1, par le produit eulérien (k(s) = Hp Tlp_s, le produit
portant sur les idéaux maximaux de O, et possede un prolongement a C tout entier,

holomorphe en dehors d'un pole simple en s = 1. On dispose des résultats suivants :
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THEOREME 0.1. — (i) Le groupe Of des unités de Ok est de type fini sur Z. Son rang
r(K) est égal a r1 + 1y — 1, ot ry est le nombre de places réelles de K et ry le nombre de

ses places complezes.

(ii) Le régulateur' R (K) est non nul.
THEOREME 0.2. — Le groupe Pic(0x) des classes d’idéaur de Ok est un groupe fini.
THEOREME 0.3. — La fonction (k(s) a, en s =0, un zéro d’ordre r(K) et on a

lim 5~ )¢ (s) = ~[Pic(65) | R (K).

S—>

0.2. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit E une courbe elliptique définie? sur Q de conducteur Ng. Si p est un nombre
premier, on définit I'entier a, par :

e si p? | N (i.e. si E a réduction additive en p), alors a, = 0;

e sip | Ng et p? f Ng (i.e. si E a réduction multiplicative en p), alors a, = 1 (resp.
a, = —1) si E a réduction multiplicative déployée (resp. non déployée) ;

e si p{Ng (i.e. si E a bonne réduction en p), alors a, =p+ 1 — |E(F,)|.

Ceci nous permet de définir la fonction L complexe L(E, s) attachée a E par le produit
eulérien (convergeant pour Re(s) > 2 car |a,| < 2,/p d’aprés le théoreme de Hasse) :

1
L<E’S):H1_ap s+p1 28H _Zan o

pNE p|NE
La fonction L(E, s) est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > % et possede un prolongement

1—app

analytique a tout le plan complexe (voir cor. 0.18).

Les roles joués par (k, OF et Pic(0k) dans la formule analytique du nombre de classes
sont ici joués respectivement par L(E, s), le groupe E(Q) des points de E rationnels sur Q
et le groupe de Tate-Shafarevitch® III(E) de E, et les théorémes 0.1, 0.2 et 0.3 deviennent

respectivement, :

1Ce régulateur est défini de la maniére suivante : on part d’une famille 1, . .. ,€r(k) d’éléments de O
engendrant un sous-groupe d’indice fini U de 0% et de plongements o1, ..., 0,k) de K dans C induisant
des places différentes et on pose e; = 1 si 0; induit une place réelle et e; = 2 si o; induit une place
complexe; alors Ry (K) = [ﬁ*: |det(eZ log |oi(e5)])1<i,j<rk)| ne dépend d’aucun des choix que I'on a
faits.

20n se restreint aux courbes définies sur Q car ce sont les seules pour lesquelles on peut démontrer
quoi que ce soit grace a leur modularité (cf. § 0.4).

SII(E) = Ker(H'(%Q,E(Q)) — [I,H'(%,,E(Q,))) est un groupe de torsion qui représente en
quelque sorte 'obstruction & la détermination du groupe E(Q) : si m est un entier m > 1, le sous-groupe
de m-torsion IIL,,(E) de III(E) vit dans une suite exacte 0 — E(Q)/mE(Q) — S, (E) — I1,,(E) — 0,

ou le m-groupe de Selmer S,,(E) est un groupe fini « effectivement calculable ».
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THEOREME 0.4. — (i) Le groupe E(Q) est un groupe abélien de type fini.

(i) Le régulateur® Roo(E) est non nul.

CONJECTURE 0.5. — Le groupe III(E) est un groupe fini. Plus généralement, si K est
une extension finie de Q, alors HI(E/K) est un groupe fini.

On note r(E) le rang de E(Q) et r«(E) I'ordre du zéro de L(E, s) en s = 1.

CONJECTURE 0.6 (Birch et Swinnerton-Dyer). — On a ro(E) = r(E) et

s—1

lim(s — 1) "PL(E, s) = Qf - |[II(E)| - Reo(E) - [ [ mo.-

Les résultats concernant les conjectures 0.5 et 0.6 sont tres partiels ; ce sont les suivants :

e (Qf)7'L(E, 1) est un nombre rationnel (c’est une conséquence du théoréeme de Manin-
Drinfeld) ;

e si L(E,1) =0, alors lim,_;(s — 1) 7'L(E, s) est un multiple rationnel de Q; - Roo(E)
(cela suit du théoreme de Gross-Zagier [86, 40]) ;

o si 7(E) < 1, alors III(E) est fini et r(E) = ro(E) (théoreme de Kolyvagin; la
démonstration utilise le théoreme de Gross-Zagier et la technique des dérivées de Koly-
vagin introduite a cette occasion [107, 138]).

REMARQUE 0.7. — (i) En ce qui concerne le dernier point, on n’a pas de résultat dans
l'autre sens : on ne sait pas démontrer que r(E) = 0 implique ro(E) = 0 (de maniere

4Ce régulateur est défini & partir de I’accouplement hauteur de Néron-Tate ( , ) sur I'espace vectoriel
R®zE(Q). Siy? = 423 +ax+b est une équation de Weiestrass de E, alors la fonction P = (z(P), y(P)) —
h(P) = Llogd(P), ot d(P) est le dénominateur de z(P), est presque quadratique, et la hauteur de Néron-
Tate est 'unique forme bilinéaire symétrique ( , ) sur E(Q) telle que P — h(P) — (P, P) soit bornée
sur E(Q). Tate a remarqué que I’on pouvait définir (P, P)., comme la limite de la suite de terme général
47"h(2"P). Par ailleurs, Néron [129, 110], a démontré que l'accouplement { , ), pouvait s’exprimer
comme une somme, sur toutes les places de Q, de symboles locaux, les contributions aux places finies
étant fournies par la théorie de l'intersection et celle a l'infini par la théorie du potentiel (fonctions de
Green). Cette décomposition en somme de symboles locaux est fondamentale d’un point de vue théorique
(elle est par exemple cruciale dans la démonstration du théoreme de Gross-Zagier [86]), et sert de modele
pour la construction des hauteurs p-adiques (note 14). Si Py,...,P,, r = r(E) sont des éléments de E(Q)
formant une base de Q ®@z E(Q) sur Q, alors Reo(E) = e ?det((P;,P;)o0)1<i,j<r, OU € est I'indice du
sous-groupe engendré par Pq,..., P, dans E(Q). La non nullité de R (E) suit de ce que l'accouplement
(', Yoo est non dégénéré car (P,P). > 0 si P n’est pas de torsion comme on le constate en utilisant la
formule de Tate.

®Les termes non encore définis dans cette formule sont :

e Le nombre m, de composantes connexes de E(Q,) si v est une place de Q : si v = oo, alors m,, est
le nombre de composantes connexes de E(R) au sens habituel, et si v = p est un nombre premier, alors
m,, est le nombre de composantes connexes sur F, de la réduction du modele de Néron de E.

e La période réelle une différentielle de Néron (ou de Kéahler?, , D- wg; on a donc
La période réelle Qf d’ diffé ielle de Né de Kéhler?, [171, p.101 d

mocﬂg = | fE(R) wg|-
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équivalente, on ne sait pas prouver que L(E, 1) = 0 entraine ’existence d’un point d’ordre
infini).

(ii) On ne dispose d’aucun résultat concernant le lien entre r(E) et r,(E) ou la finitude
de HI(E) dans le cas ro(E) > 2.

(iii) Une des difficultés est que 'on ne connait pas la valeur de r(E) a priori; on pense
que si on prend une courbe E au hasard, alors r(E) < 1 avec une probabilité tendant
vers 1 quand Ng tend vers 400, mais on connait des courbes de rang > 24, et il y a tout
lieu de croire que r(E) n’est pas majoré.

(iv) Par contraste, on ne connait pas de courbe elliptique E pour laquelle on peut
prouver que® ro(E) > 4; le probleme est qu'il est impossible de prouver qu'un réel
est nul” sauf si c’est un entier. C’est un peu dommage, car I'existence de telles courbes
permettrait d’améliorer nettement les minorations effectives pour le nombre de classes des

corps quadratiques imaginaires [82, 131].

0.3. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique

En p-adique, le produit eulérien ci-dessus ne converge nulle part, mais on peut construire
une fonction L p-adique® & partir des valeurs en 1 de la fonction L complexe tordue® par
des caracteres de Dirichlet de conducteur une puissance de p. Cette fonction L p-adique
dépend d’un choix supplémentaire : on factorise le facteur d’Euler en p de L(E, s) sous la
forme (1 — ayp™*)(1 — agp™*) et on choisit @ € {ay, g} vérifiant'® v,(a) < 1.

La construction de la fonction L p-adique L, ,(E,s) de E associée & « repose sur la

théorie des symboles modulaires’! qui permet [118, 4, 112, 192] de démontrer :

60n peut, le cas échéant, vérifier que ro,(E) > 3 grace au théoréme de Gross-Zagier.

"En particulier, démontrer la conjecture 0.6 sous la forme faible « ro.(E) = r(E) » ne fournit pas
d’algorithme déterministe pour calculer r(E) et E(Q). Par contre, la conjecture 0.6 (méme un peu affaiblie
sous la forme lims_,1(s — 1) ""®L(E, s) = n - Qf; - Roo(E), avec n entier > 1) fournit un tel algorithme,
le point étant que plus Ry (E) est petit et plus les générateurs de E(Q) sont faciles & trouver.

811 faut probablement supposer p # 2 ou p > 5 dans certains des énoncés qui suivent au niveau de ce

qui est connu.
9Gi y est un tel caractere, on note L(E, x, s) la fonction L de E tordue par y; elle est définie par la

série de Dirichlet L(E, x, s) = :g x(n)apn~*. Si le conducteur de x n’est pas premier au conducteur
de E, la fonction L(E, x,s) n’est pas forcément primitive; il peut manquer des facteurs d’Euler en les

nombres premiers divisant Ng.
10Ce n’est pas toujours possible : si E a réduction additive en p, alors a1 = as = 0 et on ne sait pas

construire de fonction L p-adique dans ce cas (sauf si la courbe acquiert bonne réduction sur une extension
abélienne de Q (cf. [62])). Si E a réduction multiplicative, alors {a1, a2} = {ap,0}, et on peut prendre
a = ap € {£1}. Si E a bonne réduction, il y a deux cas de figure possibles : si vp(ap) > 0 (i.e. siE a
bonne réduction supersinguliere), alors il y a deux choix possibles pour « puisque v, (1) = vp(a2) = 1/2,
et si vp(ap) = 0 (bonne réduction ordinaire), alors une seule des deux racines a1, as est de valuation < 1

(de valuation 0), alors que I'autre est de valuation 1 (voir [150] et la rem. 4.12 pour ce dernier cas).
HPanchishkin [133] a récemment trouvé une définition alternative de cette fonction qui colle nettement

plus a la construction que I'on obtient en utilisant le systeme d’Euler de Kato.
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THEOREME 0.8. — Soient Qi et Qy les périodes réelles et imaginaires pures de wg. Alors
(i) si x est un caractére de Dirichlet, L(E,x,1) € Q- QE(_I) ;

(ii) 4l existe une (unique) distribution pg o d’ordre vy,(«) sur Z,, telle que l'on ait

1

(@) ppa() = a™ [ ¢(pr)pp,a(2)

PZyp Zy
quelle que soit ¢ localement analytique sur pZ,, et

bL(Evl)

/z ppa() = (1-a™) or et /z X(®)ppa(r) =pa™ LE, X 1)

G- o

sin > 1 et x est un caractére de Dirichlet*? de conducteur p™, et b =0 (resp. b=1) si E

a mauvaise réduction multiplicative (resp. bonne réduction).

DEFINITION 0.9. — La fonction L p-adique s — L,.(E,s) de E associée a o est la
fonction définie, pour s € Z,, par la formule

L o(E,s) = / () e, avee (z)* = exp((s — 1) log.z).
z;

REMARQUE 0.10. — On déduit du théoreme 0.8 la formule

L(E, 1)

_ —1\b+1 ]

En particulier, si @ = 1, alors la fonction L, ,(E, s) a un zéro supplémentaire en s = 1.
La courbe E a alors réduction multiplicative déployée et le théoreme d’uniformisation de
Tate [186] nous fournit ¢(E) € Q, de valuation non nulle, tel que E soit isomorphe, en
tant qu’espace analytique rigide, au quotient de Gy, par le groupe engendré par ¢(E).

Ceci nous permet de définir I'invariant . de E par la formule %5 = zl;ﬁ;((EE)))'
.. | L(E, 1
THEOREME 0.11. — Si o =1, alors™ L (E,1) = % - (Q—;f)

14

On sait définir un'* accouplement hauteur p-adique sur 'espace vectoriel Q, ® E(Q),

mais celui-ci dépend du choix d’un scindage de la filtration de Hodge sur Q, ®q Hi (E)

120n consideére y comme une fonction localement constante sur Z,, nulle sur pZ,, et on note G(x ') =
D0 (Z)pnZ)" (onx "' (a) la somme de Gauss de x~'.
13Ce théoreéme (cas particulier de la conjecture de Mazur-Tate-Teitelbaum) a été démontré par Green-

berg et Stevens [85] en utilisant les familles de formes modulaires de Hida.
140n a trois définitions de cette hauteur p-adique : deux algébriques, I'une via la théorie d’Twasawa [165,

139], lautre via la cohomologie galoisienne [126, 139, 141], et une analytique utilisant I'intégration p-adi-
que [46, 52, 197] ou les fonctions théta p-adiques [119, 120, 130]. Il n’est pas évident a priori que ces
définitions coincident, mais c’est le cas ([139] pour les deux constructions algébriques et [165, 24, 95] pour
la comparaison « algébrique-analytique »), ce qui permet de vérifier que les résultats que ’on obtient
du c6té de la théorie d’Iwasawa sont compatibles avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer via
la conjecture principale. La définition analytique est obtenue en p-adifiant la définition de la hauteur
de Néron-Tate (note 4) comme somme de symboles locaux (cf. [135] pour une définition & la Tate), la

contribution en un premier £ # p restant la méme, alors que la contribution a l'infini est transférée en p
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(i.e. d'un supplémentaire de Q,, - wg). On note ( , ), 'accouplement correspondant a la
droite de Q, ®q Hig (E) sur laquelle frobenius'® agit par multiplication par a, et R, (E)
le régulateur correspondant.

CONJECTURE 0.12 (Mazur-Tate-Teitelbaum). — (i) L’ordre du zéro en s = 1 de la fonc-
tion L, «(E, s) est > r(E) et on a

lim(s — 1)L, 4 (B, 5) = (1 — o)™ [II(E)] - Rya(B) - [ [ me

s—1
(ii) Si o =1, lordre du zéro en s =1 de la fonction Ly, o(E, s) est > r(E) +1 et on a

lim(s — 1)L, 0 (5, 5) = - [II(E)| - Ry o(E) - [[ e
REMARQUE 0.13. — (i) La non nullité de % (conjecturée par Manin) a été démontrée
par Barré, Diaz, Gramain et Philibert [5, 193] par des techniques de transcendance.

(ii) Contrairement au cas archimédien, on ne sait pas montrer que ’accouplement hau-
teur p-adique est non dégénéré'®, et démontrer la non nullité de R, (E) semble étre du

méme ordre de difficulté que prouver la conjecture de Leopoldt!”...

En dehors du théoreme 0.11 ci-dessus, on dispose d’un analogue p-adique du théoreme
de Gross-Zagier :

par I'intermédiaire d’une fonction de Green p-adique. Si 0 = ﬁ est Vopérateur différentiel invariant par
da
Yy )
Green de D en v s’obtient, par translation, a partir de la fonction de Green G, de 0, qui est une fonction

translation sur E, dual de wg = si v est une place de Q, et si D est un diviseur de E, la fonction de
analytique réelle si v = 0o, localement analytique si v est finie, solution d’une équation différentielle du
type 0°G, = x +u, avec u € Q,. Si v = oo, le choix de u est imposé par la périodicité de G, (vue
comme fonction sur C) par rapport au réseau des périodes de wg (u s’exprime alors en termes de la
série d’Eisenstein non holomorphe E3). Par contre, si v = p est une place finie, on peut choisir u, ce qui
revient a choisir un scindage de la filtration de Hodge, totalement arbitrairement. C’est pour cela que

« la » hauteur p-adique dépend du choix d’un tel scindage.
15 existence de a implique que E a bonne réduction ou est semi-stable, et donc que Q, ®q H}iR(E) est
naturellement isomorphe & la cohomologie (log)-cristalline de E, ce qui permet de le munir d’une action

du frobenius .
16En fait, on ne sait méme pas démontrer qu’il n’est pas identiquement nul sauf dans le cas de multi-

plication complexe [21].
1"De maniere générale, montrer qu'une fonction L p-adique ne s’annule pas en un entier est un probleme

difficile (alors que le probleme analogue pour une fonction L complexe est en général tres facile), et les
seuls résultats généraux dont on dispose, pour le moment, reposent sur des techniques de transcendance.
La conjecture de Leopoldt en est un exemple particulierement frustrant. Si K est un corps de nombres,
la formule analytique du nombre de classes est aussi équivalente a l’existence d’un pole simple en s = 1
pour la fonction zéta de Dedekind (i de K, de résidu

_ 27 (21)" - [Pic(6x)| - R (K)
VIDxk| 7

ou Dx est le discriminant de K. Si K est totalement réel (i.e. ro = 0 et r; = [K : Q]), on sait lui

lim (s — 1)Gi(s)

associer [168, 6, 34, 66] une fonction zéta p-adique (k, et on dispose [50] de la formule analytique
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THEOREME 0.14. — Siro(E) =1 et E a bonne réduction ordinaire'®, alors

L;),a(E7 1) = (1 - 0471)2 : Rp,a(E) ’ (RM(E)l%)-

Finalement, le résultat le plus spectaculaire, pour lequel on n’a pas d’équivalent en

complexe, est le théoréme suivant de Kato!® [102] auquel le reste du texte va étre consacré.

THEOREME 0.15. — L’ordre du zéro de L, o(E, s) en s =1 est > r(E) et méme > r(E)+1
si a« = 1. De plus, si cette inégalité est une égalité, alors la p-partie I, (E) de II(E)
est finie et R, o(E) # 0.

REMARQUE 0.16. — (i) En partant de courbes de rang > 24, cela nous fournit des fonc-
tions L p-adiques ayant un zéro d’ordre > 24 en s = 1.

(ii) Vérifier la non nullité d’'un nombre p-adique peut (contrairement a sa nullité) se
faire en calculant ce nombre avec une précision suffisante. Le th. 0.15 nous fournit donc, en
principe, un critere analytique pour vérifier que la p-partie du groupe de Tate-Shafarevitch

est finie méme si le rang est treés grand?°.

0.4. Des courbes elliptiques aux formes modulaires

Il faut étre bien conscient de ce que l'on serait totalement démuni pour étudier la
fonction L d'une courbe elliptique si 'on ne disposait que de sa définition comme produit
eulérien?!. Tous les beaux théorémes évoqués ci-dessus s’appuient de maniere cruciale sur
le fait que la conjecture de Taniyama-Weil est maintenant un théoreme grace aux travaux
de Wiles [196, 132, 170] et ceux de Breuil, Conrad, Diamond et Taylor [29, 69]. Ceci se

traduit de la maniere suivante :

THEOREME 0.17. — Si E est une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur Ng, et si
L(E,s) =Y. a,n™°, alors fu(1) = > a.q" (avec ¢ = %) est une forme modulaire

primitive de poids 2 pour I'o(Ng).

p-adique du nombre de classes :
QL Pic(6)] - Ry (K)

lim (s — 1) p(5) = NP JJa - )Y,
plp

ou le régulateur p-adique R,(K) est défini par la méme formule que Roo(K), mais en remplacant le

logarithme complexe par le logarithme p-adique. Malheureusement, on ne sait prouver que R,(K) # 0
(conjecture de Leopoldt) que si K est une extension abélienne de Q, en utilisant le fait que le régulateur
est alors un produit de formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques que 'on peut étudier par
une variante p-adique [30] de la méthode de Baker.

18Ce théoreme est dii & Perrin-Riou [136] ; j’ignore s’il a été étendu au cas supersingulier.

198i E est de type CM, ce résultat remonte & Rubin [156], au moins dans le cas ordinaire.

20Cf. [147] pour une utilisation de ce point.
210n ne saurait pas que la fonction L est définie en s = 1 et on ne saurait pas construire la fonction L

p-adique associée a E.
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COROLLAIRE 0.18. — La fonction L(E, s) posséde un prolongement analytique a tout le

plan complexe. De plus, il existe e € {£1} tel que la fonction A(E, s) = (I;STS))S 1\TJSE/2L(E7 s)

vérifie l’équation fonctionnelle A(E, s) = eg - A(E,2 — s).

REMARQUE 0.19. — (i) Si eg = —1, la fonction L(E, s) s’annule en s = 1. La conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer prédit alors que E(Q) est un groupe infini. Nekovar [128]
a démontré que, si IIl,~(E) est fini pour au moins un premier p en lequel E a bonne
réduction ordinaire, alors E(Q) est effectivement infini??.

(ii) Comme I" a des poles simples aux entiers négatifs, I’équation fonctionnelle ci-dessus
et la non annulation de L(E, s) pour Re(s) > 2 impliquent que L(E, s) a des zéros simples
en tous les entiers négatifs.

THEOREME 0.20. — Si E est une courbe elliptique définie sur Q de conducteur Ng, il
existe un morphisme surjectif g : & — K de surfaces de Riemann, se factorisant a
travers T'o(Ng)\7, tel que mg(icc) = 0. De plus

(i) mhwg = cpfE, avec cg € Z;

(ii) si P € PY(Q) est une pointe de A, alors 7g(P) € E(Q)tors-

REMARQUE 0.21. — (i) Le théoréme 0.20 se déduit®** du théoreme 0.17, mais n’en est
pas une conséquence formelle. Il résulte de 'existence d’une courbe elliptique E’ quotient
de Xo(Ng) dont la fonction L est égale a L(fg,s) (travaux d’Eichler-Shimura [70, 172,
173, 174, 176] et Carayol [31]) et de ce que deux courbes elliptiques définies sur Q ayant
méme fonction L sont isogenes. Ce dernier fait a été démontré par Serre [167] dans le
cas ou j(E) ¢ Z, et en toute généralité par Faltings [71, 65| comme cas particulier de la
conjecture de Tate. Une autre démonstration utilisant des techniques de transcendance a
été obtenue par Chudnovsky [38] (voir aussi [28] et [35]).

(ii) Le théoreme 0.17 est un cas particulier de la correspondance (conjecturale) de
Langlands entre motifs et formes automorphes arithmétiques. Il semble beaucoup plus
difficile de généraliser le théoreme 0.20 en une conjecture fournissant une description
automorphe d’un motif quelconque. Le cas le plus simple posant probleme est celui d’une
courbe elliptique E, définie sur un corps quadratique réel, que I'on pourrait s’attendre a
voir apparaitre dans le H' d’une variété de Shimura convenable, mais Blasius a montré
que ce nest pas le cas si E a bonne réduction partout et n’est pas isogéne (sur Q) a sa
conjuguée.

(iii) Les motifs associés aux formes modulaires ont une structure extrémement riche. On

peut jouer sur les aspects « variété de modules » ou « quotient du demi-plan de Poincaré »

221] a en fait démontré que la parité du corang du groupe de Selmer est celle prédite par la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer. Dans le cas CM, la non finitude du groupe de Selmer si eg = —1 remonte
& Greenberg [84] dans le cas ordinaire et & Rubin [155] dans le cas supersingulier, et la parité du corang
du groupe de Selmer & Guo [87].

ZGSauf le (ii), pour lequel on a en plus besoin du théoréme de Manin-Drinfeld.
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de Xo(N) pour construire de maniere systématique des objets (symboles modulaires, points
de Heegner, unités de Siegel...) permettant d’étudier leur arithmétique. Par contraste, on
ne sait pas dire grand-chose directement de l'arithmétique d’une courbe elliptique. Le
théoreme 0.20 qui établit un isomorphisme entre la courbe elliptique E et le motif as-
socié a fg est donc crucial pour étudier I'arithmétique de E. De fait, les théoremes 0.11
et 0.15 sont obtenus via le théoreme 0.20, comme cas particuliers de théoremes généraux
(cf. th. 0.22, 0.23 et 4.16) sur les motifs associés aux formes modulaires de poids quel-
conque ; ils correspondent au cas des formes modulaires de poids 2 a coefficients rationnels.

0.5. Formes modulaires de poids quelconque

Soit f = :z a,q"™ une forme primitive de niveau N, poids k et caractére . Soit
Q(f) = Q(a1,...,an,,...); c’est une extension finie de Q contenue dans Q. Soit p un
nombre premier et soit Q,(f) = Q,(ai,...,a,,...); c’est une extension finie de Q, dont
on note O, l'anneau des entiers. D’apres Deligne [63], on peut associer a f une Q,(f)-
représentation V; de %q, de dimension 2, non ramifiée en dehors de Np, caractérisée par
le fait que le déterminant de 1 — Fr[lX agissant sur Vy est 1 — a,X + (7 1(£)X?, on

Fr, € 94 est un frobenius arithmétique en ¢ si ¢ { Np.

Si Ty est un Op-réseau de V; stable** par 9q, si j € Z, et si K est une extension finie
de Q, on définit*® le groupe de Selmer Sel(T;(j)/K) qui est un O,-module isomorphe &
(Qu(f)/0p)" & X, ot X est fini et r = corgg (Sel(Ty(j))/K) est un entier.

Si f est la forme modulaire associée a une courbe elliptique E définie sur Q et si j =1,
on peut prendre pour T;(1) le module de Tate T,(E) de E (i.e. le Z,-module des familles
(U )nen d’éléments de E(Q) vérifiant ug = 0 et pu, 11 = uy,). Si K est une extension finie
de Q, alors Sel(T,(E)/K) est la p-partie Sel,~(E/K) du groupe de Selmer de E sur K, et

on a la suite exacte
0 — EK)®(Q,/Z,) — Sel(T,(E)/K) — I~ (E/K) — 0.

En particulier, corg(Sel(T,(E)/K)) = r(E/K) + corg(Ill,~(E/K)), et II,~(E/K) est fini
si et seulement si corg(Sel(T,(E)/K)) = r(E/K).

THEOREME 0.22. — Soit f une forme primitive de poids k > 2, soit j € {1,...,k — 1}

un entier, et soit Ty un réseau de Vy stable par 9q. Si K une extension finie abélienne

24Un tel réseau existe toujours car 9q est un groupe compact.
*%Si v est une place de K, on définit le sous-groupe H} (%, , V¢ (j)) de H' (%, , V¢ (j)) comme le noyau

de I'application de H* (%, V¢(j)) dans H' (Ik,, V#(j)) (resp. H' (%, , Baiis ®q, V£(j))) si v est une place
finie ne divisant pas p et Ik, est le sous-groupe d’inertie de %k, (resp. si v divise p et Beyis est un des an-
neaux de Fontaine). On définit alors H}f(%Kv,Vf (7)/T#(4)) comme le quotient de H' (%, V¢(5)/T(5))
par Vimage de H}(%k,, V(j)) et on a

Sel(T;(j)/K) = Ker (H' (%, V; (5)/T1 (7)) — @&uH) (%, Vi (5)/T5(5)))-
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de Q, sin: Gal(K/Q) — Q" est un caractére de Dirichlet, et si L(f,n,j) # 0, le groupe
Sel(T;(5)/K)™ est un groupe fini, nul si p est assez grand?®.

=1 avec v,(a) < k — 1. Comme

Soit a une racine du polynéome X? — a,X + (p)p
pour les courbes elliptiques, on peut utiliser la théorie des symboles modulaires pour
construire une fonction L p-adique L, o (f, nxgyd, s), ou 1) est un caractere d’ordre fini et j
un entier, interpolant les valeurs de la fonction L complexe en les caracteres critiques
(i.e. les L(f, x,J), ou x est un caractere de Dirichlet et j un entier, avec 1 < j < k — 1).
On a alors le théoréme suivant [102] qui contient le théoreme 0.15 comme cas particulier

(a la non annulation du régulateur pres).

THEOREME 0.23. — L’ordre du zéro en s = 0 de la fonction L, (f, nxiyd,s) est >

corg(Sel(T;(5)/K)™) et méme > corg(Sel(T;(j)/K)™)+1, si j =% et a = p~In(p)~".

REMARQUE 0.24. — L’ordre d’annulation d’une fonction L complexe peut s’aborder sous
I’angle de la théorie analytique des nombres. De ce point de vue, on dispose des résultats
suivants :

k—1 k1

(i) La condition L(f,n,j) # 0 est automatique si j # %, 5= s g > = cela suit

de ce que le produit eulérien définissant L(f, 7, ) est absolument convergent grace a la
conjecture de Ramanujan-Peterson; le cas j = % (bord de la bande critique) est un
théoreme de Jacquet et Shalika [97] et les autres cas s’en déduisent en utilisant 1’équation
fonctionnelle®”.

(ii) Si S est un ensemble fini de nombres premiers et Q2> est I'extension abélienne

maximale de Q non ramifiée en dehors de S, Rohrlich [154] a démontré que

{n: Gal(Q"/Q) — C*, L(f,n,k/2) =0}

est fini. Le (i) du théoréme 0.22 permet donc de montrer que le groupe E(QZP) est de rang
fini; plus généralement, le groupe A(QZ") est de rang fini si A est une variété abélienne
quotient de la jacobienne d’une courbe modulaire.

(ili) En comparant I'inégalité du théoréme 0.22 avec ce que prédisent les conjectures de
Beilinson, on obtient 'inégalité conjecturale

Ords:jL(f7 7, S) S Ords:OLp,a(f7 nXZyclu 8)

qui ne fait intervenir que des objets définis analytiquement a partir de la forme modulaire.
Peut-on démontrer cette inégalité par des techniques de théorie analytique des nombres ?
(Le probleme ne se pose que pour j = g d’apres ce qui précede.)

2611 faut que I'image de Yq dans la représentation modulo p soit assez grosse, ce qui est le cas pour
p grand, si f n’est pas de type CM, d’aprés un théoreme de Serre [169] (pour une courbe elliptique) et
Ribet [151, 153]. Le cas CM se déduit des résultats de Rubin [158].
2"Les zéros potentiels pour j = % viennent de ce que L(f,7,s) n’étant pas forcément primitive,
k=1

certains des facteurs d’Euler manquants peuvent avoir un zéro en s = “5=.
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(iv) En utilisant les « formules explicites », on peut borner [124] ordre du zéro en
s = £ de la fonction L(f,n,s) en fonction de k et N. Peut-on obtenir des bornes simi-
laires pour l'ordre du zéro de L, , 7 On pourrait peut-étre en tirer la finitude du groupe
de Tate-Shafarevitch (ou au moins la finitude de sa p-partie*® pour tout p) pour des
courbes elliptiques de grand rang et « petit » conducteur comme celles obtenues [124] en

maximisant le nombre de points modulo p pour beaucoup de petits p.

0.6. Survol de la démonstration

0.6.1. Systemes d’Euler et bornes pour les groupes de Selmer. Grace aux travaux de Ko-
lyvagin [107], étendus par Kato [100], Perrin-Riou [143] et Rubin [159] (voir aussi [116]),
on dispose d’une machine extrémement puissante (dérivées de Kolyvagin) pour borner le
groupe de Selmer d’une représentation p-adique V de ¥q. Pour fonctionner, la machine
nécessite la construction d'un systéme d’Euler pour V*(1), c¢’est-a-dire la construction
d’une famille de classes de cohomologies ey € H' (9 ¢y, T*(1)), T* réseau de V* et M
parcourant? les entiers > 1, vérifiant les relations

cM si |M,

COrQ(¢ne)/Q(Cm)CME =
(Cu1e)/Q(Gn) CM * Pg(Frg_l) si £4 M et V est non ramifiée en /,

ot Py(£7%) est le facteur d’Euler®® en ¢ de la fonction L attachée & V. On obtient alors
une borne pour l'ordre du groupe de Selmer de V en termes de l'indice de ¢; dans
H'(%q, T*(1)). Cette borne ne représente qu’une partie du travail pour obtenir des énoncés
du type de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer car il reste a relier 'indice de ¢;

dans H' (¥, T*(1)) & une valeur spéciale de fonction L.

0.6.2. Conjectures de Beilinson et systemes d’Euler. La construction de systemes d'Eu-
ler est une activité totalement artisanale. Si V est la réalisation p-adique d’un mo-
tif M, on peut essayer de construire « géométriquement » des éléments des groupes
H'(Q(¢m), M*(1)) d’extensions du motif trivial par le motif M*(1) et considérer leurs
réalisations p-adiques. L’existence ou la non existence de telles extensions est prédite par
la conjecture de Beilinson [7]. D’apres cette conjecture, si L(M], n, s) a un zéro simple en
s = 0 pour tout caractere de Dirichlet 7, il existe une famille ¢y € H'(Q(Cy), M*(1)),

28Profitons de I'occasion pour signaler que, contrairement a ce que prétend une rumeur persistante,
on ne semble pas savoir démontrer que I, (E/K) est divisible pour presque tout p. Cette rumeur
provient d’une note de bas de page [32, p. 240] dans laquelle Cassels écrit que Shafarevitch lui a dit savoir
démontrer le résultat en question, mais Colliot-Théléne m’a signalé que, dans [33, p. 277], Cassels écrit

que Shafarevich lui a dit que la preuve prévue s’était heurtée a des difficultés imprévues...
29Plus généralement, on peut remplacer Q par une extension finie F et la tour des corps cyclotomiques

par les extensions finies K de F contenues dans une extension abélienne suffisamment grande F, de F.
Nie. Py(X) = det(l — X - Fr,'y).
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M > 1 et une constante C, telle que l'on ait

L'(M,n,0)=C- Z n(o) - reg..(em * o),
o€Gal(Q(¢m)/Q)
pour tout M > 1 et tout caractere  de conducteur M, ot reg_ est ’application régulateur.
De tels éléments sont (conjecturalement) uniquement déterminés a addition pres d’éléments
de torsion et, dans les cas favorables®', leurs réalisations p-adiques forment un systéme
d’Euler32.

0.6.3. Torsion a la Soulé et lois de réciprocité explicites. On dispose d’une méthode (tor-
sion a la Soulé [181]) pour obtenir un systeme d’Euler pour V*(k), k € Z, a partir d'un
systeme d’Euler pour V*(1). En d’autres termes, la construction d’un systeme d’Euler
pour n’importe quel tordu de V*(1) permet de borner le groupe de Selmer de V.

Comme nous ’avons mentionné plus haut, la borne obtenue ne fait absolument pas
intervenir de valeur spéciale de fonction L. Cependant, I’expérience montre que, si on est
parti d’'un systéeme d’Euler relié aux valeurs spéciales de fonctions L pour un tordu de
V*(1), alors les tordus du systeme d’Euler continuent® & étre reliés aux valeurs spéciales de
fonctions L en les points considérés. C’est le royaume des lois de réciprocité explicites [96,
195, 44, 27, 98, 99, 51, 103, 11, 36, 101, 162, 164, 78, 79, ...] qui constituent en général le
point le plus technique des démonstrations.

0.6.4. Le systéeme d’Euler de Kato ([102, §§ 1-5 et § 8]). Si E est une courbe elliptique
définie sur Q et M est le motif h;(E) (dont la réalisation p-adique est Q, ® T,(E), ou
T,(E) est le module de Tate de E), alors H'(Q(¢u), M*(1)) = Q ® E(Q(¢u)), et on

31Cest le cas pour les motifs attachés aux formes modulaires. Dans le cas général, il y a une obstruction
de nature locale a ’existence de systéemes compatibles de classes de cohomologies « géométriques » a
valeurs dans un réseau (cf. [144, 145] pour les cas de « bonne réduction » et de « réduction semi-stable »
et [13] pour le cas général). Les éléments prédits par la conjecture de Beilinson doivent donc faire intervenir
des dénominateurs, et il semble intéressant d’essayer de comprendre ce que I’on peut en tirer (par exemple
pour un motif dont tous les nombres de Hodge sont différents car, dans ce cas, la conjecture de Beilinson
a lair de suggérer ’apparition d’un nouveau systeme compatible « de rang 1 » en chacun des twists par

un des poids de Hodge-Tate).
320n peut voir le systeme ¢y, M > 1, comme une incarnation algébrique de la fonction L du motif M. Si

L(M, 7, s) a, en s = 0, un zéro d’ordre r > 2, alors le groupe H!(Q({um), M*(1)) est un Q[Gal(Q(¢um)/Q)I-
module de rang r ; c’est le déterminant de ce groupe qui est relié a la fonction L via I’application régulateur,
et 'existence d’un systeme d’Euler ne semble pas automatique ; en tout cas, on n’a aucun exemple auquel

se rattacher pour essayer de deviner ce qui est vrai.
3311 y a de quoi rester un peu perplexe : on part d’un systéme compatible d’éléments motiviques

pour l'extension cyclotomique, on choisit un nombre premier p, on prend la réalisation étale p-adique
du systeme, on la tord par une représentation « indépendante de p », on fait entrer le résultat du coté
galoisien dans le labyrinthe des anneaux de Fontaine, et il ressort du c6té de Rham sous la forme d’un
systeme compatible pour 'extension cyclotomique quasimément indépendant de p! C’est d’autant plus
remarquable qu’il n’y a rien qui puisse permettre de prédire, dans I’état actuel de notre compréhension,

que les éléments que I'on va récupérer vont étre définis sur Q...
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est ramené a construire de maniére systématique des points de E rationnels sur Q((y).
Malheureusement, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et le théoreme de Rohrlich
(cf. (ii) de la rem. 0.24) montrent que ceci n’est pas possible. Par contre, si n > 1,
le groupe HY(Q(Cu), h1(E)(n)) est un Q[Gal(Q((um)/Q)]-module de rang 1 d’apres la
conjecture de Beilinson car L(E,7,s) a un zéro simple®** en s = 1 — n, quel que soit le
caractere de Dirichlet 7. On est donc ramené a construire explicitement les éléments de
HY(Q(¢m), hi(E)(n)) dont I'existence est prédite par la conjecture de Beilinson et a les
normaliser correctement pour en faire un systeme d’Euler.

Pour n = 1, le projet a été mené & bien® par Beilinson [7] qui a construit, en partant
d’unités de Siegel*® sur la courbe modulaire Y(N) (avec N = multiple du conducteur de
E), des éléments dans le Ky de la courbe®” elliptique E dont les images par 1’application
régulateur font intervenir les dérivées premieres en s = 0 des tordues de la fonction L
de E par les caracteres de Dirichlet.

La théorie de Kummer permet d’associer a une unité sur Y(M) (et donc a une unité
de Siegel) une classe de cohomologie dans H (Y(M),Z,(1)). En faisant le cup-produit
de deux de ces classes, on obtient une classe dans HZ (Y(M), Z,(2)) qui n’est autre que
I'image, au signe pres, de 1’élément de Beilinson par ’application classe de Chern. Kato
a trouvé un moyen de normaliser®® les unités de Siegel et les éléments de Beilinson pour

34Ce zéro peut étre d’ordre > 1 si n = 0 et E a potentiellement réduction multiplicative en une place

divisant le conducteur de 7, la fonction L(E,n, s) n’étant pas forcément primitive.
5 .y A~ 7’ . . . . 7’ ’
35 Beilinson ne s’est pas arrété en si bon chemin : comme confirmation de ses conjectures générales

sur les valeurs spéciales de fonctions L de motifs, il a [8]

e construit, si k > 2, des éléments « d’Eisenstein » dans la K-théorie de la variété de Kuga-Sato
Y*=2)(M) (rappelons que Y (M) étant un espace de module de courbes elliptiques, on dispose d’une
courbe elliptique universelle & au-dessus de Y(M); la variété Y*=2)(M) est alors obtenue & partir du
produit de k — 2 copies de & au-dessus de Y(M)) dans la cohomologie de laquelle sont découpés [160] les
motifs associés aux formes modulaires de poids k; pour k = 2, on récupere les unités de Siegel ;

e déduit de ces éléments d’Eisenstein, par cup-produit et image directe, des éléments dans la cohomo-
logie motivique de la courbe modulaire;

e calculé 'image de ces éléments par I’application régulateur et vérifié que le résultat faisait intervenir

les dérivées des fonctions L de formes modulaires de poids 2 en s =2 — k.
Par ailleurs, Scholl [67, 163] a construit, par cup-produit & partir des éléments d’Eisenstein de Beilinson,
des éléments dans la cohomologie motivique de la variété de Kuga-Sato Y*~2)(M) dont l'image par
I’application régulateur fait intervenir les dérivées des fonctions L de formes modulaires de poids k
ens=-n,n € N.

36Ces unités, appelées aussi unités modulaires, sont définies comme des produits infinis (cf. [108] par
exemple) ; on obtient de la sorte des fonctions modulaires sans zéro ni pole sur le demi-plan de Poincaré
dont le g-développement est & coefficients dans Q({x), ce qui nous fournit des fonctions inversibles sur la

courbe Y(N) qui est une courbe algébrique affine définie sur Q({n).
370n commence par construire des éléments dans le Ky de Y(N) que l'on projette dans Ko(E) en

utilisant le morphisme Y(N) — E fourni par le théoreme 0.20.
38Scholl [162] en a fait de méme avec les éléments de Beilinson dans la K-théorie de la variété de

Kuga-Sato.
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obtenir de la sorte un systéme cohérent de classes ¢y € HA(Y(M),Z,(2)), M > 1. En
utilisant la technique de torsion a la Soulé (pour une extension de type GLy au lieu de
I'extension cyclotomique qui est de type GLy), cela lui permet de construire, si k& > 2
et j € Z, un systéme cohérent de classes cy(k,j) € HE(Y(M), Wi(j)), M > 1, ou W,
est le systeme local sur Y(M) dans la cohomologie duquel on découpe les représentations
p-adiques associées aux formes modulaires de poids k et niveau M.

Maintenant, la courbe Y(M) étant affine, on a HZ (Y(M)g, Wi(j)) = 0, ce qui fournit

une application naturelle®
HZ (Y(M), Wi(5) — H' (Dan: He(Y(M)g, Wi(5)))-

Si f est une forme primitive de poids k£ et de niveau divisant M, il n’y a plus qu’a
projeter I'image de cy(k;, j) sur la composante de HY (Y(M)g, Wi(j)) correspondant & f,
pour obtenir le systeme d’Euler en(f, ) € H(9qc): V£(7)), M > 1 que P'on cherchait

a construire®

Vi (k= 7))

(ce systeme d’Euler permet de borner le groupe de Selmer de V;(5)*(1) =

0.6.5. La loi de réciprocité explicite de Kato ([101] et [102, §§ 9-11]). Le point le plus
délicat est de relier les classes de cohomologie construites dans le numéro précédent aux
valeurs spéciales de fonctions L. Pour ce faire, on utilise deux applications exponentielles
duales utilisant 'anneau B, de Fontaine [73, 74, 57, 55] pour deux corps différents : le
corps Q,,, et le corps £, cloture algébrique du corps des fractions* % du complété de
Z,[(q]][g""] pour la topologie p-adique. Si V est une représentation de de Rham de %q, (¢,
le cup-produit avec 1og Xeya € H°(%q,(cu), Qp) fournit un isomorphisme

H%(9q,c)» Bir(Q,) ® V) = H' (%q, ), Bir(Q,) @ V),

et on définit exp* comme l'inverse de cet isomorphisme. Ce qui précede s’applique en
particulier a la représentation Wy ; = Hét(Y(M)Qp,Wk(j)). Par ailleurs, si M > 1, et

39Gealy [80] a vérifié que, si j > k, les éléments de Kato et les éléments (cf. note 35) de Beilinson
(j = k) et Scholl (j > k) ont méme image dans H' (9q ¢y, Hee(Y(M)g, Wi (4))), ce qui est une illustration
du phénomene mentionné au n® 0.6.3. Scholl a démontré (cf. note 43) un résultat du méme type en ce

qui concerne les éléments de Beilinson.
40Cette description « du » systéme d’Euler associé & f est un peu idéalisée. On est en fait forcé de faire

un certain nombre de choix au cours de la construction, ce qui nous fournit toute une famille de systemes
d’Euler, mais aucun d’eux n’est optimal (i.e. les valeurs spéciales de fonctions L que 1’on obtient via la
loi de réciprocité explicite sont multipliées par des facteurs parasites). On peut construire un systéme
d’Euler optimal [102, § 12] & partir de cette famille de systémes d’Euler, mais c¢’est au prix de pas mal
de complications techniques... En particulier, la normalisation de ce systéme d’Euler passe par la loi de
réciprocité explicite.

41Ce corps apparait naturellement comme complété du corps des fonctions de Y (1) en la pointe ico. En
associant son g-développement a une forme modulaire, cela permet de voir les formes modulaires comme
des éléments de 7.



919-15

S = K [¢"™, Gy, on dispose, si 1 < j < k — 1, d’un isomorphisme naturel
exp* : H? (D, Bir () @ Wi(j)) = .

En utilisant ces deux isomorphismes, I'injection naturelle de BJ;(Q,) dans B (A), la

localisation de Y(M)q, () & #u et isomorphisme?*?

Y
H' (ng(CM)a B:{R(Q;;) ® Hét (Y<M)6pa Wi, (]))) = Hgt (Y<M>QP(CM) ) BXR(Q;;) ® Wy (]))
fourni par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on obtient le diagramme suivant :

HY (%) Wij)

|

exp™* exp™

HO(9q, (s Bar(Q,) ® Wi ;) <—— HY(9q, ) Bir(Q,) ® W) —— JAu.

~

Le résultat crucial sur lequel tout repose est une formule explicite pour I'image de ey (k, ),
1 <j <k-—1, dans #y. Cette formule fait intervenir le g-développement du produit de
deux séries d’Eisenstein®®. En particulier, cela permet d’identifier H*(%q, (¢,), Biz (Q,) ®
Wy ;) a un espace de formes modulaires et d’obtenir du méme coup une version d’une

partie du théoréme de comparaison** entre la cohomologie étale p-adique et la cohomologie
de de Rham.

Il reste a projeter tous les objets sur la composante correspondant a f pour terminer
le calcul. Cette derniere étape demande de calculer le produit scalaire de Petersson de f
avec un produit de deux séries d’Eisenstein, ce qui se fait au moyen de la méthode de
Rankin, et le résultat fait intervenir les valeurs spéciales des fonctions L attachées a f et
a ses tordues par des caractéres de Dirichlet®.

42Comme la cohomologie étale a coefficients dans quelque chose d’aussi gros que IB%;{R(QP) ® Wi(j)
n’est pas vraiment définie, on utilise le fait que Y(M) est une courbe affine sur un corps et donc que sa

cohomologie étale est aussi la cohomologie continue de son groupe fondamental.
43Scholl [164] a suivi le méme chemin pour étudier le systéme d’Euler qu’il a construit en partant

des éléments K-théoriques de Beilinson. En particulier, en utilisant une variante d’une loi de réciprocité
explicite de Kato [101], il a calculé I'image par I’application exp* du tordu & la Soulé de ce systeme d’Euler
par Q,(—1). Comme on tombe sur le méme produit de séries d’Eisenstein que Kato pour cm(k, k — 1),
cela permet, en utilisant le fait que les deux systémes d’Euler vivent dans un méme module de rang 1 sur
lalgebre d’Twasawa (ce calcul de rang est un des résultats non triviaux que l’on obtient par la méthode

des systémes d’Euler), de montrer qu’ils coincident.
440n peut se demander si I'identification ainsi obtenue est compatible avec celle déduite des théoremes

de comparaison de Faltings [72] ou Tsuji [189, 190]; Kato a vérifié [102, §11] la compatibilité avec le
théoreme de comparaison de Tsuji, et la compatibilité avec celui de Faltings devrait étre plus ou moins
automatique car la définition des applications exp™* repose sur la notion d’extension presque étale qui est
au cceur de ’approche de Faltings. D’un autre coté, cette compatibilité ne semble pas nécessaire pour les
applications aux fonctions L de formes modulaires.

45Ce type de résultats remonte aux travaux de Shimura [177].
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0.6.6. La machine de Perrin-Riou [141, 142, 54] et la conjecture principale. Une com-
paraison des formules ainsi obtenues avec celles fournies par la loi de réciprocité ex-
plicite [36] pour les représentations de de Rham de ¥q (c,) permet de montrer que la
fonction L p-adique attachée a une forme modulaire est I'image du systeme d’Euler de
Kato par la machine de Perrin-Riou®$, ce qui permet d’utiliser les résultats généraux de
Perrin-Riou [142, 54] concernant les fonctions L p-adiques attachées aux représentations
p-adiques. En utilisant cette machine, Perrin-Riou a construit (de maniere purement
algébrique) une fonction L d'Iwasawa attachée a une représentation p-adique de ¥q et
minoré l'ordre du zéro d’une telle fonction en tous les entiers en termes de groupes de Sel-
mer?”. Comme par ailleurs, la méthode de Kolyvagin [100, 143, 159] permet de démontrer
que la fonction L d’Iwasawa divise la fonction L p-adique, cela nous fournit la minoration
cherchée pour 'ordre du zéro de la fonction L p-adique, ainsi qu'une moitié de la « conjec-
ture principale » [142, 54] selon laquelle les fonctions L p-adique et d’Twasawa sont égales,

a multiplication pres par une unité de ’algebre d’Iwasawa.

0.7. Remords
Les points suivants mériteraient qu’on leur consacre plus de place.

0.7.1. Formes modulaires a multiplication compleze. Les formes modulaires correspondent
(au moins conjecturalement) aux motifs de rang 2 sur Q. Parmi ceux-ci se trouvent les
motifs de type CM qui sont de rang 1 sur une extension quadratique imaginaire K de Q,
mais sont vus comme motifs de rang 2 sur Q. Ces motifs de type CM sont plus faciles a
manier, et tous les énoncés des n° 0.3-0.5 ont été démontrés dans le cas de type CM avant
le cas général. Par exemple, pour une courbe elliptique E de type CM, le prolongement
analytique de la fonction L(E,s) remonte a Deuring [68] : cette fonction s’exprime en
termes de fonction L attachées a des caracteres de Hecke de K ; le théoreme 0.20 a, quant
a lui été démontré par Shimura [175]; la finitude de E(Q), si L(E, 1) # 0, est due a Coates
et Wiles [41, 42, 111], et la finitude de III(E) sous la méme hypothese, & Rubin [157] dont
la démonstration avait été inspirée par un résultat de Thaine [187] que 'on peut voir
comme une premiere approximation de la méthode de Kolyvagin. Finalement, I'inégalité
entre I’ordre du zéro de la fonction L p-adique et le corang du groupe de Selmer d’un motif
a multiplication complexe est une conséquence de la conjecture principale démontrée par
Rubin [158].

En fait, on ne peut pas retrouver les résultats de Rubin via le systeme d’Euler de Kato
car 'image de ¥ dans la représentation p-adique V associée a un motif de type CM est

46Cette machine est une vaste généralisation des séries de Coleman [43] qui fournissent une construction
des fonctions L p-adiques attachées aux caracteres de Dirichlet a partir du systéme d’Euler des unités

cyclotomiques
47Elle a de plus vérifié, pour cette fonction L d’Iwasawa, la conjecture de Bloch-Kato & une unité pres

dans le cas ou la minoration précédente est une égalité, ce qui devrait toujours étre le cas sauf si on est

en présence de zéros « triviaux » ou « supplémentaires ».
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trop petite pour que la méthode des systemes d’Euler puisse fonctionner. La démonstration

de Rubin utilise a la place le systeme d’Euler des unités elliptiques (cf. aussi [1]).

0.7.2. Courbes elliptiques supersinguliéres. Si E est une courbe elliptique ordinaire, définie
sur Q, le dual de Pontryagin de Sel,(E/Q((ye)) est de torsion comme module sur I'algebre
d’'Iwasawa (ex-conjecture de Mazur, maintenant un théoreme grace aux travaux de Kato).
On en déduit le fait [113] que E(Q((py~)) est de rang fini et qu'il existe no € N, \,p € N
et v € Z tels que, si n > ng, on ait

|LI(E/Q(Gr)) /TI(E/Q(Gro ))| = p 7"+,

Si E est supersinguliere, le dual de Pontryagin de Sel,(E/Q((y~)) n’est plus de torsion*®
et la situation est plus compliquée, mais on peut quand méme, en utilisant les résultats de
Kato, montrer [140, 147] que E(Q((p~)) est de rang fini, et donner des formules [109, 147]
pour la croissance du groupe de Tate-Shafarevitch dans la tour cyclotomique. Si p > 5
ou, plus généralement, si a, = 0, une remarque® de Pollack [148] a donné naissance a
une série de jolis travaux [106, 93, 149, 61] précisant et étendant les résultats mentionnés

ci-dessus.

0.7.3. La direction anticyclotomique. Soit E une courbe elliptique définie sur Q ou, plus
généralement, soit f une forme primitive de poids k£ > 2 pair, dont les coefficients du
g-développement sont totalement réels. Soit K une extension quadratique de Q. Si on
regarde 1’équation fonctionnelle de L(f ® n,s) pour n : Gal(K*/K) — C* d’ordre fini,
on s’apercoit qu’il existe une grosse sous-extension L., de ’extension anticyclotomique®
K™ de K telle que I'on ait L(f @7, %) = 0, quel que soit 7 : Gal(Ls/K) — C* d’ordre
fini. Ceci laisse entrevoir la possibilité de construire de maniere systématique des éléments
motiviques dans H'(4,, V(£)*(1)) = H (%, V;(£)), L parcourant les extensions finies de
K contenues dans L.,. De fait, si K est imaginaire, on sait construire ces éléments : ce

sont les points de Heegner®, ou, si k > 2, les cycles de Heegner.

Ces points et cycles de Heegner jouent un role fondamental dans la démonstration
du théoreme de Gross-Zagier [86] et de son analogue p-adique [136, 127], et Kolyvagin
a développé ses techniques de dérivation pour démontrer 1'égalité r(E) = r(E) et la

48Par exemple, si (Qf) 'L(E,1) est une unité p-adique, Kurihara [109] a montré, en utilisant les
résultats de Kato, que ce module est en fait libre de rang 1, ce qui constitue une vérification de la
conjecture principale. Perrin-Riou [147] a généralisé le résultat de Kurihara, ce qui lui permet de vérifier,
grace a des calculs sur ordinateur, la conjecture principale dans des cas particuliers, sans supposer que
() 71L(E, 1) est une unité p-adique ou méme que L(E, 1) # 0.

49Cette remarque part de 'observation que, si a, = 0, et si 1 —a,p~*+p!=2° = (1—a1p~%)(1—ap~*),
alors a; = —aw, et les distributions pg o, + ftg,«, du th. 0.8 ont beaucoup de zéros triviaux.

S0Kantt egt, 1a plus grande extension abélienne L de K telle que ’élément non trivial de Gal(K/Q) agisse
par multiplication par —1 sur Gal(L/K).

51Gi g : ## — E est une uniformisation de E par le demi-plan de Poincaré se factorisant & travers

Yo(Ng), les points de Heegner sont les images de K N 2.
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finitude de III(E) pour une courbe elliptique ayant un zéro d’ordre < 1 en s = 1, a partir
du systeme d’Euler des points de Heegner [107] (cf. [125] pour une extension en poids
supérieur a 2). Ils jouent aussi un role fondamental dans le résultat de Nekovar [128§]
sur la parité du corang des groupes de Selmer via la démonstration d’une conjecture de
Mazur [114], sur la non trivialité « asymptotique » des points de Heegner, par Vatsal [191]
et Cornut [49] (voir aussi [117]).

Par ailleurs, ces points et cycles de Heegner, et leurs analogues p-adiques obtenus en
utilisant I'uniformisation de courbes de Shimura par le demi-plan de Drinfeld (demi-plan
de Poincaré p-adique) permettent de démontrer [14, 15, 16, 17, 20, 18, 19, 61, 94| des ver-
sions anticyclotomiques de la plupart des résultats des n° 0.3 et 0.5. Nous renvoyons a [18]
pour une introduction a ce cercle d’idées. Signalons juste que la situation anticyclotomique
présente quelques particularités intéressantes. C’est le seul cas, a ma connaissance, ou ’'on
sache construire une fonction L p-adique comme transformée de Mellin d’une forme mo-
dulaire p-adique (i.e. une construction purement p-adique de la fonction L p-adique). En
outre, Darmon [60] a proposé une construction conjecturale de points rationnels sur des
extensions abéliennes d'un corps quadratique réel qui mélange le complexe et le p-adique

de maniere particulierement alléchante.

0.7.4. La méthode de Ribet. On ne peut espérer démontrer, a partir d’un systeme d’Euler,
qu'une divisibilité du type « ordre d’un groupe de Selmer » divise « valeur spéciale de
fonction L ». Dans le cas des motifs de rang 1 sur Q, cela suffit pour montrer une égalité
car on dispose de la formule analytique du nombre de classes®.

Dans le cas général, il semble qu’il va falloir construire explicitement des éléments dans
les groupes de Selmer pour démontrer une divisibilité dans I'autre sens. Pour les motifs
de rang 1 sur Q, cela a été fait par Ribet [152] en utilisant le fait que la divisibilité d’une
valeur spéciale de fonction L se traduit par I'existence d’une congruence entre une série
d’Eisenstein (i.e. une forme modulaire « provenant de GL; ») et une forme parabolique f;
on peut alors utiliser la représentation galoisienne attachée a f pour construire un élément
du groupe de Selmer du motif de rang 1 (qui n’est rien d’autre qu'une partie du groupe
des classes d’une extension cyclotomique). La méthode de Ribet a été étendue par Mazur
et Wiles [123, 39], ce qui leur a permis de démontrer la conjecture principale dans le cas
cyclotomique (en fait ils ne démontrent qu'une divisibilité et concluent en utilisant la
formule analytique du nombre de classes).

Ce n’est que récemment que la méthode de Ribet a été étendue aux motifs de rang 2 (les
ingrédients automorphes entrant dans les constructions, ainsi que les démonstrations, se

sont nettement sophistiqués® en passant de GL; a GLsy...). Si f est une forme primitive

520n tord pour se ramener aux caracteres d’ordre fini et on fait le produit sur tous les caracteres de
conducteur divisant un entier N fixé; la formule analytique du nombre de classes pour Q({x) montrant

alors que le produit de ces divisibilités est une égalité, ce qui permet de conclure.
53 En particulier, la construction ne fournit pas automatiquement, contrairement au cas considéré par

Ribet, les extensions que 'on cherche : les semi-simplifiées des représentations que ’on construit par voie
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de poids 2k dont la fonction L vérifie I’équation fonctionnelle A(f,s) = —A(f,2k — s),
L(s)

ou l'on a posé A(f,s) = WNs/zL(f,s), la fonction L(f,s) a un zéro d’ordre > 1 (car
impair) en s = k, et les conjectures de Beilinson et de Bloch-Kato prédisent 1’existence
d’extensions non triviales, ayant « bonne réduction partout », de la représentation tri-
viale par V¢(k). En utilisant des congruences entre formes automorphes pour U(2,1),
Bellaiche [9] a démontré l'existence de telles extensions modulo p, pour « beaucoup de
p», si f est de type CM. En utilisant des familles de représentations galoisiennes associées
a des formes automorphes pour GSp,, Skinner et Urban [178] ont construit (au moins en
niveau 1) de telles extensions dans le cas ou f est ordinaire en p, et Bellaiche et Chene-
vier [10] ont combiné® les méthodes de [9, 178], pour traiter le cas CM en utilisant des
familles de représentations galoisiennes associées a des formes automorphes pour U(3).
Il est a noter que, dans le cas CM, on peut déduire I'existence de telles extensions des
travaux de Rubin [158] sur la conjecture principale (en utilisant encore une fois la formule
analytique du nombre de classes pour transformer une divisibilité dans le mauvais sens
en égalité), et que, dans le cas général, cette existence peut aussi se déduire du résultat
de Nekovar [128] concernant la parité du corang des groupes de Selmer, mais que les
constructions automorphes de Bellaiche, Chenevier, Skinner et Urban sont pleines de pro-
messes pour l'avenir. Par ailleurs, en ce qui concerne la conjecture principale pour une
forme modulaire ordinaire en p, Skinner et Urban [179] ont démontré, modulo I'existence
de représentations galoisiennes attachées aux formes automorphes sur le groupe U(2, 2),
la divisibilité opposée a celle démontrée par Kato, ce qui fournit une démonstration de
cette conjecture principale (malheureusement conditionnelle pour le moment).

Signalons encore, dans ce cercle d’idées, dans le cas des motifs de rang 2 de type CM,
la méthode de Mazur et Tilouine [122, 188] et son extension [90, 91, 89] & un corps CM
quelconque.

automorphe comportent 3 facteurs au lieu de 2, et il faut éliminer les extensions parasites éventuelles pour
démontrer que I'on a bien construit I'extension voulue. Cette problématique apparait dans [9], et la non
existence d’extensions parasites correspond & un cas particulier des conjectures de Bloch-Kato [27] qui
peut se déduire, dans le cas considéré par Bellaiche, des résultats de Rubin [158]. Pour résoudre le méme
type de problémes dans leur cas [178], Skinner et Urban s’appuient & la place sur le théoréme 0.22 (de
Kato). Par ailleurs, un résultat récent de Kisin [105], concernant la variation du D,;s d’une représentation
dans une famille, joue un grand role pour controler la bonne réduction en p des extensions construites

via les familles de formes automorphes [178, 10].
54]ls ont aussi réussi a éliminer le recours aux résultats profonds de Rubin et Kato pour se débarrasser

des extensions parasites éventuelles mentionnées dans la note 53, et ont ramené leur non existence a celle
d’extensions de Q, par Q,(1) (sur un corps quadratique imaginaire) ayant bonne réduction partout, ce
qui suit de la théorie de Kummer et de ce que I’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire n’a

pas d’unité d’ordre infini.
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0.8. Organisation de I’article

La démonstration de Kato des th. 0.15, 0.22 et 0.23 est découpée en quatre gros ar-
ticles [100, 101, 102, 103] ; le texte principal ne couvre pas la totalité de cette démonstration.
Il contient en particulier une construction du systeme d’Euler de Kato (chap. 1), une es-
quisse de démonstration de la loi de réciprocité explicite de Kato (chap. 2), et une analyse
assez précise du lien entre le systeme d’Euler de Kato et les fonctions L p-adiques de
formes modulaires (chap. 4). Il manque un traitement de la méthode des systémes d’Eu-
ler (correspondant a [100], et utilisée de maniere cruciale pour démontrer les résultats du
chap. 3), ainsi que des rappels un peu conséquents sur la machine de Perrin-Riou et les
résultats qui en sortent (correspondant aux §§17-18 de [102]), mais ces techniques ont
déja fait 'objet d’exposés [138, 54] & ce séminaire. J’ai assez sensiblement modifié le point
de vue par rapport a celui de Kato; j'espere que cela n’a pas introduit d’erreur fatale (je
n’ai pas vérifié tous les détails, mais ¢a a une bonne téte).

1. LE SYSTEME D’EULER DE KATO

Ce chapitre est consacré a la construction du (ou plutot des) systeme d’Euler de Kato.
Par rapport a la présentation qu’en donnent Kato [102] ou Scholl [162], il y a deux
différences sensibles : la situation a été completement adélisée, ce qui rend les calculs
de corestriction quasi automatiques (mais ne rend pas les notations plus digestes...) et la
géométrie algébrique a disparu (par exemple, la cohomologie étale des courbes modulaires
a été remplacée par la cohomologie continue de leur groupe fondamental, ou plutét d’un
groupe Ilq qui leur est commensurable, et qui est défini de maniere purement modulaire).

1.1. Notations et préliminaires

1.1.1. Adeles. On note & I’ensemble des nombres premiers et Z le complété profini de Z.
On a donc Z = Hpegz Z,, et Q ® Z est 'anneau des adeles finis de Q; c’est le produit
restreint des Q,, p € .

Si x est un objet adélique, on note xz, (resp. x]p[) la, composante de x en p (resp. en
dehors de p). Soit ZPl = Hbﬁp Z,. La décomposition Z = Z, x 7Pl induit, pour d > 1, des
décompositions

My(Q® Z) = My(Q,) x My(Q®ZP) et GL4(Q® Z) = GLy(Q,) x GLy(Q ® Z1).
Ceci nous permet de définir les sous-ensembles suivants de Q ® Z et M,(Q® 2) :

ZW) =7 x ZPl et M,(Z)P) = GLy(Z,) x Mo(ZM),
(Q®Z)” =2 x (QeZM) ot My(Q®Z)” = GLy(Z,) x My(Q® ZM).
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1.1.2. Cohomologie des groupes (localement) profinis. Si X est un espace topologique loca-
lement profini (comme tous les espaces ci-dessus) et V est un Z-module, on note LC.(X, V)
le module des fonctions localement constantes a valeurs dans V dont le support est com-
pact dans X. On note Z,, (X, V) 'ensemble des applications Z-linéaires de LC.(X, Z) dans
V; un élément de Zy(X, V) est une distribution algébrique sur X a valeurs dans V. On

note [y ¢ p la valeur de p sur ¢.

Soit G un groupe localement profini (comme GLy(Q ® Z)) agissant continfiment
droite sur X et V (I'action de g € G sur x est notée xxg, et on a (zxg1)* g2 = xx(g192)).
On munit LC.(X,Z) et Z.,(X, V) d’actions de G a droite ¢ — ¢ * g et p+— p* g, avec

@ro)ae) = oloxg™) et [ oGurg) = ([@xg)n) s

Si M est un G-module topologique muni d’une action & droite de G, on note H (G, M)
le i-ieme groupe de cohomologie continue de G a valeurs dans M. Si X est de plus muni
d’une action a gauche de G (notée (g,z) +— ¢ - x) commutant a 'action & droite de
G (ie. g1 - (x % g2) = (g1 - x) * g2), les modules H (G, Z.,(X,M)) sont naturellement
des G-modules a gauche. Ce qui précede s’applique en particulier & X = M(Q ® 2)
et G = GL:(Q ® 2), les actions a gauche et a droite étant simplement données par la
multiplication des matrices.

Si H est un sous-groupe fermé de G, si
¢ € H(H,LC.(X,Z)) et pu€H(G,Z.4(X,V)),

le cup-produit nous définit un élément [, ¢ de H'(H, V). Par ailleurs, si H est d’indice fini
dans G, 'application de corestriction H'(H, V) — H'(G, V) envoie [y ¢ pu sur cor( [y ¢ p) =
Jx coré p, ot cor ¢ € HY(G,LC.(X, Z)) est définie par la formule

(cord)(@) = 3 d(g).

geH\G

1.2. Formes modulaires

1.2.1. Définition. Soit S = {z + iy, y > 0} le demi-plan de Poincaré. Si A est un sous-
anneau de R, on note GLy(A) 4, le sous-groupe de GLy(A) des éléments de déterminant >
0. Si k € N, on définit une action a droite f — fi,7 de GLy(R)4 sur les fonctions de
clagsse C* de " dans C, par la formule

(det v)F1

at +b : a b
(=g H(oa) =00

Si T est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z), on note .#(I", C), le C-espace vectoriel des

formes modulaires de poids k pour I, ¢’est-a-dire ’ensemble des f : .77 — C, holomorphes
sur C, a croissance lente a l'infini, vérifiant f, v = f quel que soit v € I'. Si f € .#,(T", C),
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alors f est périodique de période N pour un certain entier N > 1, et f est somme de sa

série de Fourier

+00 +00
2imnT /N n/N 21
f(T) = E ap/NE /N — E an/Nq / , avec q=e"".

La série Zn€Q+ a,q" s’appelle le g-développement de f. Si A est un sous-anneau de C,
on note #(I',A) le sous-A-module de (", C) des formes dont le g-développement
est a coefficients dans A et .Z(I', A) la A-algebre des formes modulaires pour I' & coef-
ficients dans A, somme directe des . (I', A), pour £ > 0. Finalement, on note .#(A)
(resp. A (A)) la réunion des (", A) (resp. .# (', A)), ou I' décrit I’ensemble des sous-
groupes d’indice fini de SLy(Z). L’algebre .#(C) est munie d'une action de GL2(Q)
notée f — fx~y, avec fxvy = (dety)'7*f,,7, si f € #(C) et v € GL2(Q)+.

1.2.2. Sous-groupes de congruence. Si N est un entier > 1, soit
In={(! ) €SLa(Z), a—1,bc.d—1=0[N]}.

C’est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z) et on dit qu'un sous-groupe de SLy(Z) est
de congruence s’il contient I'y, pour un certain N > 1. Si A est un sous-anneau de C, on
note ;"¢ (A) (resp. A °"8(A)) la réunion des 4, (I', A) (resp. # (', A)), ou I' décrit
I’ensemble des sous-groupes de congruence de SLy(Z).

1.2.3. Les groupes Il et ;. Si K est un sous-corps de C, on note IIx le groupe des
automorphismes de .7 (K) au-dessus de .# (SLy(Z), K) ; c’est un groupe profini. Si K est
algébriquement clos, alors Ik est le complété profini de SLy(Z) (qui est beaucoup plus
gros que SLy(Z)). Dans le cas général, on dispose de la suite exacte

1 — I — g — % — 1,

qui est scindée, ¥ agissant sur les coefficients du ¢-développement des formes modulaires.
Par ailleurs, 'algebre . (K) est stable sous I'action de GLy(Q), définie ci-dessus, et on
note IT} le sous-groupe des automorphismes de .#(K) engendré par Ik et GLo(Q),.
Plus généralement, si S C & est fini, on note HS ) e sous-groupe de Il engendré par
[k et GLy(Z®), ot Z®) est le sous-anneau de Q obtenu en inversant tous les nombres
premiers qui n’appartiennent pas a S.

Soit Q¥ l'extension cyclotomique de Q réunion des Q((x), N > 1. La sous-algebre
AME(QYY) est stable par Tlg et Iy qui agissent a travers GLy(Z) et GLy(Q ® Z)
respectivement. On a le diagramme commutatif de groupes suivant :

1 I Ik Y 1

| I

det

1 — SLy(Z) — GLy(Z) —> 7* — 1.
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La section de ¥q dans Ilq décrite ci-dessus induit une section de I’application déterminant

GLy(Z) — Z*; cest celle qui envoie u sur la matrice G )

1.3. Séries d’Eisenstein-Kronecker

1.3.1. Déﬁmtion Si(1,2) € ' xC, onpose g = €™ q, = €*™ et on note 9, 'opérateur
ﬁgz = q, > aq On pose aussi e(a) = ™. Sik € N, 7 € 5, z,u € C, lasérie d’Eisenstein-
Kronecker (cf. [194] par exemple),

I'(s) (LT mEE (wa—uw)
E e
(—2im)k 2im lw + 2|2 T—7 /)’
wEZ+ZT

Hy(s, T, 2z,u) =

qui converge®™ si Re(s) > 1+ £, posséde un prolongement méromorphe & tout le plan
complexe, holomorphe en dehors de poles simples en s = 1 (si k = 0et u € Z + Z7) et
s=0(sik=0etze€Z+Zr) et vérifie 'équation fonctionnelle

wu — uw

Hy(s, 7,2, u) :e< ) Hy(k — s, 1,u, 2).

T—T
On définit les fonctions Ej et Fy par les formules
Ex(1,2) = Hy(k,7,2,0) et Fi(r,2) = Hg(k,7,0,2).
On a
Eri1(7,2) = 0,Ek(1,2), sik € N et Eo(r,2) =logl|0(r,2)|, siz ¢ Zr+ Z,

ou 0(t, z) est donnée par le produit infini

0(r,2) = q"/(¢)” = o) [T (1 = ¢"a:)(1 = ¢"¢: ).

n>1
On note A = (azg(q—’ Z)‘Zzo)lz =q[ [ (1 - q")** la forme de poids 12 habituelle.
1.3.2. Les formes modulaires E(k) et F(k) Les fonctions Ex (7, 2) et Fi(7, 2) sont périodiques

en z de période Z7 + Z. Si (a,ﬁ) (Q/Z)2 et si (a,b) € Q* a pour image («, ) dans

(Q/Z)?, on pose
Eg% = Eix(r,a7 +0) et nga Fi(r,ar +b).

On a les relations de distribution suivantes si e est un entier > 1 :

O R
ea’'=a,eff' =0 ea/=q, eﬁ’—ﬂ
ko (k) (k)
Z Eaﬁ, =By, et Z Faﬁ, =eF).
ef'= ef'=

%5Si z € Z + Z, on supprime le terme correspondant & w = —z de la somme.
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6 3
E; = 1—24 "
> in(r —7) * ; o1(n)g

est la série d’Eisenstein non holomorphe de poids 2 habituelle.

(ii) Si N = NG = 0, alors
(a) BY), — ER) € Ma(Tn, Q(GN)) et BY) € A(Tx, QCN)) sik > 1, k # 2.
(b) FY), € 4,(Dn, Q(Cn)) sik > 1, k# 2 ousik =2 et (a,3) # (0,0).

Par ailleurs, en faisant agir Ilq trivialement sur E[(f()), on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 1.2. — Siy = (* ) € GLy(Z), si k> 1, et si (a, 8) € (Q/Z)?, alors

(k) _ k) (k) _ k)
Eaﬂ *Y = Eaa+cﬁ,ba+dﬁ et Fa,ﬂ *Y = Faa+cﬁ,ba+dﬁ‘

1.3.3. Quelques q-développements. Si o € Q/Z, posons

400
((a,s) = Z n=° et (*(a,s)= Ze%“”a n-.
nEQj, n=amod Z n=1
PROPOSITION 1.3. — Si k> 1, et a, f € Q/Z, alors le q-développement ZHEQ+ anq™ de
Fg’% est donné par
an . .

> = Clans —k+1)¢7(B,8) + (-1 C(=ays — b+ 1)¢7(=B,5)

neQy
et ag = C(a, 1 — k) [resp. ag = %(C*(@, 0) —C*(—0,0))] sik#1 oua #0 (resp. si k=1
et o =0).

REMARQUE 1.4. — Il y a des formules similaires pour le g-développement de E&k)ﬁ, mais

nous n’en aurons pas besoin.

1.3.4. Les distributions zg;s(k) et zj (k). Les relations de distributions et la proposi-

tion 1.2 peuvent se condenser agréablement en 1’énoncé suivant® :

THEOREME 1.5.— Si k > 1, il existe une distribution algébrique zgis(k) (resp. zg (k))
sur (Q® Z)?, a valeurs dans M3, (Q) telle que, quels que soient v € Q* et (a,b) € Q2, on

ait
[z 8 =
(a+rZ)x(b+rZ)

(resp. / zpi (k) = rk_QFq(ﬁ)la r*1b>‘
(a+rZ)x (b+17Z) ’

6] existence des distributions zgis(k) et zf; (k) est une conséquence de la premiere relation de dis-
tribution; la loi de transformation sous GL2(Q ® 2) se démontre en utilisant la proposition 1.2, la

seconde relation de distribution, et le fait que tout élément de GL2(Q ® 2) peut s’écrire sous la forme

91(; (T)) ((1) Z)gg, avec g1, g2 € GLo(Z), r € Q* et e entier > 1.
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De plus, si v € GL2(Q ® 2), alors
ziis (k)7 = [det 4" 'zgis (k) et 2 (k)7 = zmis(k).

1.3.5. La distribution zg;s(k, j). On identifie (Q®2)2 X (Q®2)2 a MQ(Q®/Z\) en envoyant
((a,b), (c,d)) sur la matrice (“ }). En utilisant le fait que le produit de deux formes
modulaires de poids i et j est une forme modulaire de poids 7 + j, cela nous fournit une
application naturelle

Zus(Q® Z)%, M(Q)) ® Zug(Q ® Z)?, #;(Q)) — Zug(Ma(Q @ Z), M145(Q)).
Sik>2et1<j<k-—1,soit

sus () = (it () © ms) € 7y Ma(Q © D), A4(Q)

La valeur de cette distribution sur une fonction localement constante a support compact
est une combinaison linéaire de produits de séries d’Eisenstein®’. D’autre part, il résulte

du théoreme 1.5 que :
PROPOSITION 1.6. — Si v € GLy(Q ® Z), alors

zgis (K, J)), v = | det Y zgss (K, 7).

1.4. Unités de Siegel et éléments de Beilinson

1.4.1. Unités de Siegel. La fonction 0(7, z) n’est pas périodique en z de période Zt + Z
mais, si ¢ > 2 est un entier premier a 6, alors la fonction (7, 2)629(7, cz)~1 est périodique.
Si (o, B) € (Q/Z)* — (0,0), et si (a,b) € Q* a pour image (a, 3) € (Q/Z)?, posons

Geap = O0(T,ar + b)CQG(T, cat + cb)~t.

PROPOSITION 1.7. — Soient a, f € +Z/Z.

i) Si ¢ € N est premier a 6 et si (ca,c( 0,0), alors g.ap est une unité de

9e,a,8
A (Tx, Q) [z]-
2 —_— * .
ii) L’élément g, 5 = gl/(C D de Qo (A AN ne dépend pas du choiz de ¢ congru
B c,a,3 A

a 1 modulo N. De plus, quel que soit ¢ premier a 6, on a geop = g‘.jjﬁ gc’oicﬂ.

Le théoreme suivant se démontre de la méme maniere que le théoreme 1.5

7Si M, N sont des entiers > 1, soit Oy n = {(Z Z), a—1,b¢€ MZ, c,d—1¢€ NZ} et soit o N la

fonction caractéristique de Oy n. Par construction, on a

) —1) o (i .
¢M,NZEis(k,j) = (g_?l_)[Mk J—2N jF(ﬁ,O?)E(()J,)ﬁ
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THEOREME 1.8. — I existe une distribution algébrique Zsiege sur (Q & 2)2 —(0,0), a
valeurs dans Q ® (4 (Q)[X])*, telle que, quels que soient r € Q* et (a,b) € Q* — rZ?,
on ait

/ R R ZSicgel = Gr—1q,r—1b-
(a+rZ)x(b+rZ)

De plus, zZgiegel €st invariante sous l'action de H’Q.

1.4.2. Eléments de Beilinson. Si A est un anneau, on dispose d'une application « symbole
de Steinberg » x®y — {z,y} de A*® A* dans le groupe de K-théorie Ko(A). Ceci permet
de construire une distribution algébrique zpe; = {Zsicgel; ZSiegel sur®® M,(Q® 2) a valeurs
dans Ky(.#(Q)[%])- Cette distribution est invariante sous I'action & droite de Il

1.5. La théorie p-adique

1.5.1. Théorie de Kummer et classe de Chern p-adique. D’apres le th. 1.8, la distribution

Zgiegel €St INVariante par H’Q et on note

28) o € H(Ilg, Zus(Q © Z)% — (0,0), Q,(1)))

son image par 'application de Kummer®®. On note

ZKato € H2 (Hg)7 @alg (MQ(Q & Z)(p)> QP(Q)))
la restriction de zéﬁgel ® zéfggel. C’est aussi, au signe pres, 'image de zge; par 'application

classe de Chern, mais nous n’utiliserons pas ce fait.

Pour aller plus loin, il faut se débarrasser des dénominateurs dans la distribution zgate.

Si x € 2, .,

(I 2) dans GLQ(z). Si ¢ € Z7, on déduit du (i) de la proposition 1.7 I'appartenance de

0

(— (1) - 28, a H (Mg, Zug (Q ® Z)? — (0,0), Z,(1))) et donc

Siegel

on note (r) son image dans Z* et si z,y € Z*, on note (x,y) l'image de

ZKatocd = (& — (1 1)) - (& — (1,d™Y)) - Zkao € H? (Hg), D (Ma(Q © Z)P)| Z,,(2))).

8Elle n’est définie que sur 'ouvert M’Q(Q@)Z) des matrices (’Z Z) avec (a,b) # (0,0) et (¢, d) # (0,0).
Si M, N sont des entiers > 1, et si I'yi x = SL2(Z) N O N, alors

/¢M,N ZBei = {91 0,90, 1} € QO Ko (//(FM,M Q(C(M,N)))[%D

est I’élément construit par Beilinson.

% SQoit Z° = {(Zn)neN, Tn € (//(Q)[%])*, ah =z, sine N} Soit Z = Q®Z° Alors Z est
muni d’une action de Ilg, et la suite 0 — Q,(1) — Z — (///(Q)[%])* ® Q — 0 est une suite exacte de
I[Tg-modules. Posons X = (Q®Z)2—(0,0) et soit (¢;)ser une base de LC.(X, Z) sur Z. On peut fabriquer

une distribution algébrique p sur X, a valeurs dans Z, en prenant pour fX ¢; i ”’importe quel relevement

(p)

dans Z de fX @i Zsiegel €t alors Zgicgel est 'image du cocycle 0 — pxo — p.
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1.5.2. Torsion a la Soulé. L'intérét d’avoir supprimé les dénominateurs est de pouvoir
intégrer des fonctions continues a support compact et pas seulement des fonctions loca-
lement constantes (en d’autres termes, Z,,(M5(Q ® 2), Z,(2)) est I'espace des mesures
Zo(M,(Q ® Z), Z,(2)) sur M5L(Q ® Z), & valeurs dans Z,(2)).

On note t = ((n)nen le générateur canonique de Z,(1) et on fait agir v € GLy(Z,)
sur Z,(1) par multiplication par detvy. On note V, = Que; & Qpea la représentation
de dimension 2 de GLy(Z,) donnée par e; xy = ae; + bes et ey x v = ceq + deg si
v= (" ) € GLy(Z,). Si k >2 et j € Z, soit Vi; = Sym* ?V, ® Q,(2 — j). Multipliant
la mesure Zato.cq par la fonction x — (eft77) x x, qui est continue sur My(Q ® 2)(1’),

on définit, pour j € Z,
ZKato,c,d(ka j) = ((€lf72tij) * Ip) ZKato,c,d € H2 (Hg)7 @0 (MZ(Q & 2)(1))’ Vk,j))a

Hg) agissant sur Vy ; a travers son quotient GLy(Z,).

1.6. Du systeme d’Euler de Kato aux séries d’Eisenstein

Soit % le corps des fractions du séparé complété de Z,[[q]][¢] pour la topologie p-
adique. C’est un corps local de dimension 2 de corps résiduel F,((¢g)). On se fixe une
cléture algébrique # de %, un plongement de Qp dans £ et un morphisme r — ¢" de
Q dans " vérifiant 't =q.

Si M est un entier > 1, on note gy la racine M-ieme ¢*/™ de q. Soit S = # [qur, Cu ;
c’est une extension galoisienne de % de groupe de Galois Py = {(Z Z) e Gy =
GLy(Z/MZ), a =1, ¢ =0}. On note %4, la réunion des £y, M > 1.

Dans le chapitre suivant, nous allons définir une application exponentielle duale
exp™ : B, Zy[Prn] @ Vi) = HA(Gsy, Vig) — e = B (G, Hoo © Zy[Pua)).

Plus généralement, si W est une représentation de &, sur laquelle ¥, agit a travers un
quotient fini de Gal(.#,, /%), on définit une application exponentielle duale

exp* : HX(9», W ®@ Vy ;) — HYGy, oo @ W).
Ces applications se recollent pour donner naissance a une application
exp* : H* (9, Dug (M2(Q ® Z)®, Vi;)) — H (9w, Zug(M2(Q ® Z)®), H))-

L’application qui a une forme modulaire associe son g-développement nous fournit une
injection de .#(Q) dans #,, et un morphisme de ¥, dans Ilg. Ce morphisme induit un
morphisme « de localisation » H'(Tlq, W) — H (4, W) pour tout IIg-module W et tout

© € N. On note zg)s(k:,j) I’élément de
H' (@, Zus(Ma(Q© 2)7), )

obtenu en localisant la restriction de zg;s(k,j) & Ma(Q ® 2)(7’), et en utilisant I'injection

de #(Q) dans .
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Le résultat suivant permet de faire le lien entre le systeme d’Euler de Kato et les
fonctions L; c’est la clef de voute de tout I'édifice. Sa démonstration est un long calcul
délicat dans les anneaux de Fontaine auquel le chapitre suivant est consacré.

THEOREME 1.9. — Sik>2, et 1<j<k—1,etsicde Z%, alors

exp*(Zxatocalk, §)) = (& — (¢4, 1)) - (d® — (1,d ™)) - 28 (k. ).

1.7. Opérateurs de Hecke

1.7.1. Définition. Si I" est un sous-groupe ouvert de G‘LQ(Z), on note I’ I'image inverse
de T dans Ilq. Si g € GL2(Q) est tel que g7 'T'g C GLQ(Z), alors le sous-groupe g~I'g
de ITg est inclus dans Tlg et est 'image inverse de g 'T'g dans Ig. On en déduit, si V
est un ITg-module, un isomorphisme® ¢ — cx g de H(T, V) sur Hi(g~'T'g, V).

Si ¢ est un nombre premier, et M, N sont des entiers > 1, on définit le sous-groupe
fM(g)VN (resp. fM7N(g)) comme l'intersection de GLQ(Z) avec l’ensemble des matrices (Z 3)
de Mg(i) vérifiant @ — 1 € MZ, b € M/(Z (resp. b € M/Z\), ¢ € NZ (resp. ¢ € N[Z\),
d —1 € NZ. On définit les opérateurs de Hecke T(£) et T'(¢) comme les composés :

.~ res .~ *(1,0) cor .~
T(g) . HZ(FM,N, V) I HZ(FM(@J\], V) —_— HZ(FM N(g) V) —_— HZ(FMJ\], V) )

.~ res .~ *(¢,1) .~ cor .~
T/(g) . HZ(PNLN, V) —_— HZ(FMJ\](@, V) ——— HZ(FM(4)7N, V) —_— Hl(FMJ\], V) .

Si (¢,MN) =1, on a T/(£)(¢=1, 1)l = T(£)(1, ¢~1).

1.7.2. Corestriction et opérateurs de Hecke. Soit S C & un ensemble fini, soit V un

I13)-module (cf. n°1.2.3), soit i € N et soit p € H/(IIY), Zue(Ma(Z®) ® Z),V)). Soient

A, M, N des entiers > 1, et soit ¢ une fonction sur 1\/[2(2), constante modulo A, invariante
par I'y; . Si £ est un nombre premier ne divisant pas AMN, soit ¢, la fonction définie par

Go() = () - Lipomy(zy) (T0);
cette fonction est invariante par fM&Ng.

PROPOSITION 1.10. — Si ¢ ¢ S, alors
i) [ope Hi(fM,NaV) et [Qope Hi(fMé,NéaV) ;
(ii) cor(f ¢ep) = (f pp)* (1= T'(0) % (£, )4 £(0,0) % (071, 071)H).

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Pour démontrer le (ii), on part des formules
/ oun) = [corl@n et (cor(on)(e) = o(a) - ez,

60Le cocycle (01,...,0;) = Co,,....0; €St envoyé sur (o1,...,0;) = (Coo19-1... goig-1) * -
61Cette définition est la traduction, en termes de cohomologie des groupes, de la définition usuelle via

les correspondances sur les courbes modulaires.



919-29

On est donc ramené a relier les fonctions caractéristiques de GLo(Zy) et Ma(Zy). Plus
généralement®, soient 0 < r < s des entiers, et soient O, et G, 5 les sous-ensembles de
M;(Z,) définis par

Ons={(" D, a=1=b=0["], c=d—1=0[*]} et G, 5= GLa(Z) N O,

Soient ay; = (Z; (1)) si0<i<{l—1etay= ((1) Bl). Les fonctions caractéristiques

de O, et G, sont reliées de la maniere suivante :

1o, sir>1lets>1,
la,. = 1o,, * (1 — Zf;é ((E, 1)(504“)) sir=0ets>1,
1o, * (1 — Zfzo ((@, 1)5040,2) + /(¢ E)g) sir=s5=0.

La proposition se déduit alors de la troisieme de ces relations, du fait que, si (¢, M) = 1, les
i forment un systéme de représentants de I'vipy n\Dwn, et de la formule [(¢ % g) p = ([ ¢p) * g
qui se démontre a partir du cas ¢ = 0 par « décalage » de dimension.

2. LA LOI DE RECIPROCITE EXPLICITE DE KATO

Ce chapitre est consacré a la définition de I'application exp* et au calcul de I'image
du systeme d’Euler de Kato par cette application. Les techniques sont celles introduites
par Tate [185] pour calculer la cohomologie galoisienne de C,, et étendues par Hyodo [92]

dans le cas de corps locaux de corps résiduel non parfait.

2.1. L’anneau B,

2.1.1. Définition. Soit L un corps de caractéristique 0 muni d’une extension v, de la
valuation p-adique normalisée par v,(p) = 1. On note C(L) le complété de L pour la
valuation v,,.
Soit
R(L) = {(zn)neN, Tn € OL/pOY, et ah | =1, sin € N}

Siz = (xy)nen € R(L) et si &, € O}, a pour image z,, modulo p, alors la suite iﬁik

converge, quand k tend vers +oo, vers un élément (™ de Oc(y qui ne dépend que de .
Ceci permet de mettre R(L) en bijection avec I'ensemble des suites z = (2(™),en, avec
™ € Oy et (x™)P = 2 sin € N.

L’anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p et on note Aj¢(L) = W(R(L))
I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R(L). Si z € R(L), on note [z] € Ay (L)
son représentant de Teichmiiller, et tout élément de A;,¢(L) peut s’écrire de maniére unique
sous la forme Y% pF[zx], olt (z1)ren est une suite d’éléments de R(L). On définit un

62Cela peut étre utile pour calculer des corestrictions de fngNg a fM,N dans le cas ou £ divise N par

exemple.
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morphisme d’anneaux 0 : Ay,¢(L) — Ocq, par la formule (3% p*[zr]) = Y05 pkm,go).
On note Biys(L) 'anneau Ainf<L)[%] et on étend 0 en un morphisme de Bi,(L) dans C(L).
Sim > 1 est un entier, on note B,,(L) 'anneau Bi,¢(L)/(ker §)™. On fait de B,,(L) un
anneau de Banach en prenant 'image de Aj¢(L) comme anneau d’entiers.

On définit 'anneau B, (L) comme la limite projective des B,,(L) que 'on munit de la
topologie de la limite projective, ce qui en fait un anneau de Fréchet. Par construction,
6 s’étend en un morphisme continu d’anneaux topologiques de B}, (L) dans C(L) et on a

B,,(L) = Bl (L)/(ker )™ quel que soit m € N.

2.1.2. L’anneau Bz (). Le groupe % agit continiiment sur les anneaux C(J#) et
IB%;[R(%) et la définition de 'application exp* repose sur 1’étude de la cohomologie de
¢ x a valeurs dans ces anneaux. Si M est un entier, on note e~ la réunion des Hypyn,
n € N. L’extension y/%Mpoo est presque étale, ce qui se traduit par la nullité de
H! (G styoe > B (#) ® V) quelle que soit la Q,-représentation V de ¥4, et quel que soit
i > 1. On est donc ramené a étudier de pres 'extension A~/ H#y dont le groupe de
Galois P 4, est un groupe de Lie de dimension 2 isomorphe au groupe P, [m = v,(M)] des
matrices (Z Z) de GLy(Z,) vérifiant a =1, ¢ =0, b € p"Z,, d € 1 + p™Z,. Cette étude
repose sur la construction (prop. 2.1) de « traces de Tate normalisées » et des résultats

généraux concernant la cohomologie des groupes de Lie p-adiques.

2.1.3. Traces de Tate normalisées. Soit (~ [resp. EM, si M est un entier > 1] le représentant

de Teichmiiller dans A,¢(£) de (1,p, ..., (pny ... ) [resp. (Cuy -« -5 Quapnsy - - - )]- ST MIN, on
NM
a (N = CM

Soit t = log¢ = — 3" (1;—4)1 € BJi(X) le 2ir p-adique de Fontaine. C’est un
générateur du noyau de 6 : Bl (#) — C() sur lequel ¢ agit par multiplication par
Xcycl-

Soit § [resp. G, si M est un entier > 1] le représentant de Teichmiiller dans Ay,¢(-7)
de (¢, qps---qpn,--.) [resp. (qum,---, qupn,---)]. ST M|N, on a QE/M = ¢u. L’application
f(q) — f(§) permet d’identifier # & un sous-anneau de Bl (J#), mais il faut faire
attention au fait que % n’est pas stable par ¥, car § x o = cjgcq(") si o € Yy, ou
o +— ¢4(0) est le cocycle a valeurs dans Z,(1) = Z,(xcya) associé a ¢ par la théorie de
Kummer. Par contre lanneau ¢ = % [[t] est stable par ¢ .

Si M est un entier > 1, on note %y 'anneau JiA//[ch, Cul; on a aussi g = Jual[t]]. On
définit, si v,(M) > v,(2p), une application Ry; de la sous-Q,-algebre J%/;[poo de Bz (Snpo)
engendrée par les 5Mpn et les gupn, » € N, dans jﬁ\v/[ en envoyant ff/[pn(jﬁ/[pn sur fﬁpndﬁﬂpn
(resp. sur 0) si p™ divise a et b (resp. p™ ne divise pas a ou b).

PROPOSITION 2.1. — Si M est un entier > 1, alors
(1) B (g0, Bir(H)) = Bip(Hup).

(ii) Hup est dense dans Big (Hupe).
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(ili) Siv,(M) > v,(2p), alors Ry s’étend par continuité en une application J -linéaire

Ry : IB%Z{R(%MPOO) — A qui commute a laction de Gy .

PROPOSITION 2.2. — Siv,(M) > v,(2p), si V est une Q,-représentation de P 4, possédant
un Zy-réseau T tel que Py, agisse trivialement sur T/2pT, et sii € N, alors Ry induit

un isomorphisme
Ryt : H (P gy, Bl (Sanp) @ V) = HI(P oy, Ay ® V).

Le gros intérét de descendre de BjR(%Mpm) a %4 est que l'action de P 4, devient

analytique, ce qui permet d’utiliser les techniques du § 2.2.

2.2. Cohomologie de P,,

Sim > v,(2p), soit P, = {((1) Z), bepmZ, del1+pmZ,}. Cest un groupe analytique

p-adique compact et, si u, v € p™Z,, on note (u, v) I'élément (é e") de P,,,. La loi de groupe
s’écrit alors sous la forme

(w1, v1)(ug,v9) = (€™uy + ug, v1 + vg).

Soient U,, et T',, les sous-groupes de P,, topologiquement engendrés par (p™,0) et (0, p™)
respectivement. Ces deux sous-groupes sont isomorphes a Z,, U,, est distingué dans P,,
et on a P,,/U,, ®T,,. En particulier, U,, et I',, n’ayant pas de H?, la suite spectrale de

Hochschild-Serre nous fournit, si V est une représentation® de P,,, un isomorphisme%

H*(P,,, V) = H ([, H' (U, V) = V/((p™,0) — 1,(0,p™) — ).

Soit V une représentation analytique®® de P,,. Soient 9; : V — V, i = 1, 2 les opérateurs
définis par

T x (u,v) = T+ udiz + vdex + O((u, v)?).

Ces opérateurs se comportent comme des dérivations : si 1 € Vi et 29 € V, et si
i =1,2, alors 9;(x1 ® x3) = (0;r1) ® T2 + 11 ® O;ra. Comme Oy = log(p™,0) et Oy — 1 =
log(e™P" (0, p™)) sont divisibles par (p™,0) — 1 et (0,p™) — eP" respectivement, on dispose
d’une application naturelle de V/(d;,0, — 1) dans V/((pm, 0) —1,(0,p™) — epm) qui est

un isomorphisme car V est supposée analytique. On en déduit un isomorphisme
2 ~
H*(Py,, V) = V/(01,0. — 1).

03i.e. un espace vectoriel de dimension finie sur Q, ou .#” muni d’une action continue de P,, agissant
de maniere linéaire.

64Le groupe H'(U,,,V) est isomorphe, en tant que groupe, & V/((p™,0) — 1) mais, comme
(0,v)(u,0)(0,v)~t = (e7Vu,0), 'action de (0,v) € T, sur H(U,,, V) est celle sur V/((p",0) — 1) multi-
pliée par e~?, d’ott 'apparition de e?” dans I'explicitation du groupe HY(T',,, HY(U,,, V)).

65i.e. une représentation de P,, telle que les coordonnées de la matrice de (u,v) dans une base de V

soient les restrictions & p™Z, x p™Z, de fonctions analytiques sur {v,(u),v,(v) > s}, avec s < m.
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PROPOSITION 2.3. — Si 'V est une représentation analytique de P,,, alors
(i) tout élément de H*(P,,, V) est représentable par un 2-cocycle analytique ;
(i) Iimage, dans H?(P,,, V) 2V /(0,05 — 1), d’un 2-cocycle analytique
(u,v), (2,9)) = Cluw),@y) = Z Ciie - UV Ty
i+j+k+£>2

est aussi celle de 5@ (Cluw),(zy)) = €1,0,01 — Coa,1,0 dans V/(0r,0, — 1).

2.3. L’application exp* pour la représentation V; ;

La construction®® de I’application exp* repose sur le résultat suivant qui se démontre en

k

constatant que et e > 7't* () est vecteur propre de 9,—1 pour la valeur propre (k—3—i+/)

et en calculant son image par 0.

PROPOSITION 2.4. — Si v,(M) > v,(2p), et si 1 < j < k —1, alors Uapplication f
tek =2 f induit un isomorphisme de Sy sur (g @ Vi) /(01,0 — 1).

On note resy ; : A ® Vi ; — £y 'application obtenue en composant la projection de
T @ Vi j sur (Jy ® Vi,;)/ (01,05 — 1) avec 'inverse de I'isomorphisme précédent.

Maintenant, soit M > 1 avec v,(M) > v,(2p), soit ¢ € H* (G, Bz () ® V) et soit
(0,7) + c,» un 2-cocycle continu sur ¥,, & valeurs dans B, (#) ® V}.;, représentant
c. L’extension ¢/ JArpe €tant presque étale, 1'application d’inflation induit un isomor-
phisme

HQ(P%MBIR(‘%/MP‘”) ® vk,j) = HQ(g%N17BjR<%) ® V)v
et il existe un 2-cocycle continu (o, 7) — ¢, sur P, & valeurs dans B, () dont
inflation a pour image ¢ dans H*(%,, Bz () ® Vi ;).

Comme v,(M) > v,(2p), on est dans les conditions d’application de la prop. 2.2, et Ry

induit un isomorphisme
Rt : H2(P oy, Bl (S ) © Viey) = HA(P s, Har @ Vi)

I existe donc (cf. 7 prop. 2.3 (i)), un 2-cocycle analytique (o, 7) + ¢ sur P 4, & valeurs
dans %4 ® V},;, ayant méme image que (o, 7) + ¢, dans H?(P s, Big (Hap) @ Vi ).

L’élément resy,; (6 (cl )) de Sy ne dépend d’aucun des choix que I'on a faits; on le
note exp*(c), et 'application exp* induit un isomorphisme

exp* : H*(Z s, BJp (H) ® Viy) — .

66a construction qui suit est un peu ad hoc, mais elle a le mérite de coller aux calculs du paragraphe
suivant. On peut définir une application exp™ pour toute représentation de de Rham de ¢, L extension
finie de % ; la définition de cette application ainsi que celle de représentation de de Rham utilise ’anneau
Bar (£ /) obtenu en complétant & ®q, Bar (). (On aBar (A /A )97 = 2, alors que Bag ()97 =
Q)

57 o ® Vi,; n'est pas une représentation analytique de P _g4,, mais c’est la limite projective des

(J?l\//[ /t") ® Vi ; qui sont des représentations analytiques de P 4, .
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Plus généralement, si W est une représentation de Gal(#5,/.#") d’image finie, on définit

un isomorphisme
exp* : H3(9y,Bin(#) @ W @ V}. ;) — H (G, Hoo @ W)

en choisissant un entier M > 1, v,(M) > v,(2p), tel que ¥, agisse trivialement sur W,

et en restreignant ’application exp*
exp* : H2(Gy, BIR () @ W R Vi) — Hy @ W

précédemment définie a la partie fixe par Gal(#y/%).

2.4. Image du systeme d’Euler de Kato par ’exponentielle duale

2.4.1. Préliminaires. Si M est un entier > 1, et A = ( 5), avec a, 3,7,0 € {1,..., M},

vy 4
on note Yy la fonction caractéristique de A + MMy(Z). C’est une fonction invariante
sous l'action de ¥y, et [ ma ZKato(k, J) est® un élément de H*(¥4,, Vi;) dont on note
zm.a Vimage dans H2(9,,, Bir () @ Vy. ;). Pour démontrer le théoréme 1.9, il suffit® de

démontrer le résultat suivant

PROPOSITION 2.5. — Pour tout couple M, A comme ci-dessus avec v,(M) > v,(2p) et
det A € Z5, on a
* (1) - th—2jpi—) €)
exp (ZM,A) = WM JFQ/Nf, B/MEWJ/M,é/M'

Pour démontrer ceci, nous allons avoir besoin d’écrire un 2-cocycle explicite représentant
2um,a et le suivre a travers les étapes de la construction de 'application exp*. Il y a deux
petits miracles qui permettent de mener le calcul a bien (cf. lemme 2.9 et apparition de
ad — be dans le lemme 2.12).

Comme 21 est fabriqué a partir d’unités de Siegel que 'on peut voir comme éléments
de # et méme de JH#5, C ., nous allons choisir des relevements privilégiés de ces unités
dans B (). Si N est un entier > 1, si a,b € Z? — NZ2, soit [0(q, ¢&¢%)] € Aume(H)
un représentant de Teichmiiller dont I'image dans C(#") est 6(q, ¢%¢%) (on note 0(q, ¢.),
ce qui est noté 0(r,z) dans le n° 1.3.1; méme chose pour les séries d'Eisenstein). Ceci
détermine [0(q, ¢4¢%)] & multiplication prés par (v ue Z,.

%Nous allons faire comme s’il existait une distribution zkao(k, j) telle que I'on ait (cf. th. 1.9)

ZKato,c,d(kvj) = (02 - (c_l, 1) - (d2 - <17d_1>) “ ZKato (K, J)-

Les calculs montrent que ’existence d’une telle distribution est plus que probable, et pour les transformer
en une « vraie » démonstration, il suffit d’appliquer opérateur (¢ — (¢=1,1)) - (d? — (1,d™ 1)) & tous les
objets en présence, ce qui ne fait que compliquer les formules sans modifier les arguments.

69Par linéarité, on en déduit le résultat pour toute fonction & support dans Mg(i)(p) et on en déduit

le cas général en utilisant ’action des homothéties.
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2.4.2. Construction d’un 2-cocycle. Si a,b,c,d € {1,...,p"M} vérifient a = o, b = 3
¢ =7 et d =9 modulo M, soient 1/%(:1;) , 1/)((;:1) et 1/)((:1;)7@ ;4 les fonctions caractéristiques de (a +
Mp"Z,) % (b+Mp"Zy), (c+Mp"Zy) x (d+Mp"Z,) et (* ) +Mp"My(Z,) respectivement.
Notons U; et U, respectivement les ouverts (o+MZ,) X (8+MZ,) et (y+MZ,) x (0+MZ,))
de Z3, et U = U; x Uy que 'on voit comme un ouvert de My(Z,) et méme de GLy(Z,)

puisque det A € Z* et p|M.
Sii=1,2, soit u; € H (f%gM, Dy (Ui7 Zp(l))) la mesure définie par

Jodm=[ e [ule= [ A,
(a+MpnZ)x (b+Mp"Z) (c+MpnZ)x (d+MpnZ)

Soit v = p1 @ pe € H* (G, Z0(U, Z,,(2))).

Sie = 1,2, soit ¥; une base du Z-module des fonctions localement constantes sur U,
constituée de fonctions du type ng”g (resp. @bgzl)), avec n € N et a,b (resp. ¢,d) comme
ci-dessus. Soit ji1 g, (resp. ps,w,) la distribution algébrique sur U; (resp. Us) définie™ par

/w((;;)) 1w, = log[@(q, ql?/[p"Cll\)/Ip”)] et /wg:j) H2 vy, = log[e(Q7 ql@[p"@@[p")]?

si " (resp. ™) appartient & U, (resp. Us).
Yoy (vesp. Y. ;) app P

LEMME 2.6. — Sii = 1,2, alors y; est représenté par le cocycle o +— pi; g, * (0 — 1) pour
tout choix de ¥;.

Démonstration. — Il suffit de revenir a la définition de 'application de Kummer (note 59).

2.4.3. Descente de # a Hrpee. S1 4 = 1,2, soit fi; g, la distribution algébrique sur U,
définie par

/ Uar i, = 10807, Gy Q) et / Vi finw, = 108 0(d, Gy Gl )
si wé”b) (resp. 1/132)) appartient & ¥y (resp. Us).

LEMME 2.7. — Sii = 1,2, alors

(i) fiiw, — fti.w, est une mesure & valeurs dans B, (7).

(ii) L'image de p1; dans H' (9,, Zo(U;, tBi (%)) est représentée par le cocycle o —
fisw, * (0 —1) qui est 'inflation d’un cocycle sur P 4, & valeurs dans %, (U;, tBl; (Hup=<)).

7010g[9(q,q&,§@ et log 0(q, @Cl;) sont des notations commodes, mais ne correspondent pas & des
dléments de IB%IR(,%/ ); le principal probléeme est que le g-développement de log (g, ¢ CE;) admet des

dénominateurs non bornés et donc ne définit pas un élément de J#);. Par contre,

e b (o .
° log[Q(q,ql‘\l/I,Cﬁ/I)] *(c—1)= log% €Qp-t,sio € Gy,

- g & a ~’~a b J—
* 10g0(, 451Gt — Logl6(q, a5y, i) = log sty € 1B (7).
o 10g0(G¢”, qilyr *) —log (G, @i Cho) € L0, [[L]], siw,y € Zy,

sont bien définis; c’est toujours ce type d’expression qui intervient dans les calculs.
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Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) qui, quant a lui, résulte
de ce que [0(q, ¢ i) ~0(d, Gy (i) @ppartient & 14 G LAue () et a pour image 1
dans C(¥), et donc que I’ensemble des log 0(g, (jf\‘/[pnff/[pn) — log[0(q, qfgm Cipn)] est borné
dans tB]; () quand n décrit N et a,b décrivent Z.

Si A; et Ay sont deux G-modules a droite, si z1 € A1 et x5 € Ay, et si 0,7 € G, on note
{1 ®@ z2},, I'élément de Ay @ Ay défini par

{1 @22} = (xl *x (10 — J)) ® (932 * (o0 — 1))

COROLLAIRE 2.8. — L’image de v = ji; @ po dans H2(G s, 2o (U, *Bi (X)) peut se
représenter par linflation de Py, a G, du 2-cocycle (o,7) — {119, ® p2,v, }or-

2.44. Descente de Jp~ a . Par définition de zgatoca(k,j) et de v, on a 2y =
fU ( ) % g) v et, d’apres ce qui précede, zya est la classe du 2-cocycle

(0,7 H/ ) x g) {pen © B2 tor

qui est aussi, d’apres la proposition 2.2, la classe du 2-cocycle

(0,7) — Rm </U ((611#275]') *g) {19, ® /'1’2,\112}0,T)
= [ () 0) Rl © g
LEMME 2.9. — Si ad — bc € Zy, alors
Rat (10g 0(G, Gipn Cripe) - 108 0(G, Gipn Chryn)) = 22" log (", i) - log (&, Giiy)-

Démonstration. — Ce lemme se démontre en regardant les g-développements des loga-

rithmes des unités de Siegel et en utilisant le fait que

(dﬁ&p"é&p”)z(QK/Ip”ég/[p”)j Si pn|a2 + Cj et pn’bz + dj?
sinon,

RM ((qg/[p" 51l\)/[p" )Z (6.71((1/[;7" é:lc\i/[p" )]) =

la condition ad — bc € Z; entrainant miraculeusement que ai+cj et bi + dj sont divisibles
par p" si et seulement si i et j le sont.

COROLLAIRE 2.10. — On peut représenter zy a par le 2-cocycle

. o (aeq + beg)k” o a T oz
(0,7) HETOOP 2 ZW{IOQQ9 O M) ® log 0(¢" ,C]MCf\i/[)}w,

la somme portant sur les quadruplets a,b, c,d d’entiers € {1,...Mp™}, avec a = a, b = 3,
c=7,d= 06 modulo M.
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2.4.5. Passage a l’agebre de Lie. Le cocycle ci-dessus est un 2-cocycle analytique, a valeurs
dans jg/l\v/[ ® Vi, ; son image dans %y par l'application exp* peut donc se calculer en
utilisant les techniques différentielles du § 2.2.

Remarquons que les roles de a, b, ¢ et d ne sont pas tout a fait symétriques car 5”6 est
analytique en z, alors que ¢ n’est défini que pour les valeurs entieres de x. On dit que
(¢ ) = F(? 1) est p"-négligeable si, & a et ¢ fixés, la fonction (z,y) — F(* giﬁ:) est

¢lément de p" O, [[Mz, My, = m ty]] On a alors

pm Y F(E ) € Oxmllp ]
b=03 [M]
d=6 [M]
1<b,d<Mp™

Si f(x1,72) est une fonction de deux variables, on note D; et Dy respectivement les

opérateurs xld et xgd .Sin € N et sia, b sont deux entiers, on pose f( = f(¢®", ¢4 ~M)
LEMME 2.11. — A addition pres d’'un élément p"-négligeable pres, on a

({logG ®log96d} > :% Dslo g@ Dglogé’g;).
Démonstration. — Cela résulte du développement limité

log 0.7, * ((é o) - 1) = p"t- Dy log ) + W

et de ce que Dqlog6 et Dylog6 ont des développements a coefficients entiers.

- Dy log eg”,} + O((u,v)?),

LEMME 2.12. — Si f et g sont a coefficients entiers, si s > 2 —j et a,b,c,d € Z, alors

n n 1 n
(aer + bez)kdtsféyb) (a g+ T—5 (ad — bc) - M : DQQ((:,(i))

est p"-négligeable dans (J?M ® Vi;)/(01,1 — 0a).

Démonstration. — Cela résulte du calcul de (a(1 —d2) 4 b0;) ((aer + b62)k_2tsf(72)g((:zl)) qui

a,

peut se faire en utilisant les formules

8125 = O, 8275 =t (9161 = €9, 8261 =0 8162 = 0 (9262 = €9
bt

.D (n)
o Dafl

OuSG) = 't DG+ S Dafl ) = 1

en modifiant de maniere évidente la derniere ligne pour caluler 0y gg;) et 829321)'

COROLLAIRE 2.13. — A addition d’un élément p™-négligeable prés, on a

(ae; + beg)k 2
resy <m ({log@ ®log66d} )>

(-1

=M1
(j—1)!

a* 17 . Dy log (9((;2) . Dé log 9((32)
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Démonstration. — Cela résulte du lemme 2.11, d’une récurrence utilisant le lemme 2.12,
de la définition de I'application resy ; (cf. prop. 2.4), et de ce que resy ;(t°¢ieh > f(§)) = 0
sis > 2.

Comme Djlog 0(z1, 25) = E, (1, 23), et comme ¢ = (& si b= B[M] et ¢ = ¢ si
d = [M], on en déduit la formule

34 (_1)‘771 . — ] " a o c
M 33 W n1—1>1-i1:loo Z ak l—El(qp 9 QM(I/?/I)E] (qp ) QMCIéA>
a=a [M]

=y [M]
1<a,c<Mp"

exp*(ama) =

On termine la démonstration de la proposition 2.5, en utilisant le lemme suivant :

LEMME 2.14. — <1> ZCE’Y M], 1<e<Mpn E]<qp"q§/[(§/l) = Ej(q7 qK/ICI(\S/I) = E(yj/)M,(S/M
(ii) Si r € N, alors

Tm o > @Bl acl) = MFra (g, a5 () = MTECAD
a=a [M], 1<a<Mpn

Démonstration. — Le (i) se démontre en revenant a la définition. Pour démontrer le (ii),
on part de la formule

i a " a 1 n
E1 (0, ti¢h) = Fa(a”", aiaGi) = F e (@),

et on utilise la formule pour le g-développement de F((f)ﬁ donnée dans la prop. 1.3.

3. FORMES PROPRES POUR LES OPERATEURS DE HECKE

Ce chapitre est consacré a la construction (th. 3.1) d'un systeme d’Euler pour la
représentation p-adique associée a une forme primitive, et aux résultats de théorie d’Iwa-
sawa que 'on peut en tirer (th. 3.2). Nous renvoyons au (v) de la remarque 3.3 pour des

commentaires sur ’articulation des arguments.

3.1. Le systeme d’Euler de Kato associé a une forme primitive

3.1.1. Projection sur un espace propre. Soient N > 1 et k > 2 des entiers, et € un caractere
de Dirichlet modulo N (pas nécessairement primitif). Soit f = > a,q" € Sg(To(N),e)
une forme primitive. En particulier, a; = 1 et Q(f) = Q(az, ..., ay,,...) est une extension

finie de Q. De plus, on a @, = ¢~ *(n)a, quel que soit n € N premier & N, et
JrTWO) =acf, [T =af, [(y 1) =cWf.
si £+ N est un nombre premier et u € Al

Si S est un sous-ensemble fini de &, et si M est un Q( f)-espace vectoriel muni d’actions
des T(¢), T'(¢), ¢ ¢ S et (“;1 2), pour u € U sous-groupe ouvert de Z*, on note M, le
quotient de M par le sous-Q( f)-espace vectoriel engendré par les = x T(¢) — apx, x € M et
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¢ ¢ S. Dans tous les cas que nous aurons a considérer, le théoreme de multiplicité 1 fort
entraine que l'on a z x T'({) = Gyx et x (";1 V) =ce(u)z,siz €M, etsil¢SetueU.

3.1.2. La représentation p-adique associée a une forme primitive. Un exemple d’utilisa-
tion de la construction précédente est la définition de la représentation p-adique associée
a f. Notons fl,N le sous-groupe de SLQ(Z) des matrices (Z 2) avec ¢ = d — 1 = 0 modulo
N. Soit lN“LN I'image inverse de fLN dans Ilq et soit fLN I'intersection” de fl,N et HQ.
On définit™ alors la représentation V; associée a f par

Vy = (H(T1 x5, Sym*?V,) @q, Qu(f)),, ©a, Qp(2 - k).

C’est une Q,(f)-représentation de ¥q de dimension 2, non ramifiée en dehors de Np. Si
¢ 1 pN, le déterminant de 1—Frob, ' X agissant sur V; est 1—a,X+¢(¢)¢(*~1X2. La restriction
de V; a 9q, est de de Rham, de poids de Hodge-Tate 0 et 1 — k; elle est cristalline si
p1 N et le polynéme caractéristique de ¢ sur Dys(Vy) est X2 — a,X + e(p)pF~; elle est
semi-stable si p|N et a, # 0 (auquel cas, a, est la valeur propre de ¢ sur Dg;s(Vy)) et
seulement potentiellement semi-stable si p|N et a, = 0.

3.1.3. La fonction L de f et ses tordues. Si ¢ est une fonction localement constante sur
Z a valeurs dans Q(f), on définit la fonction L(f, ¢, s) par la formule

L(f,¢,8) = > ¢(n)a, n".

n>1

Cette fonction possede un prolongement analytique a tout le plan complexe et il existe

des nombres complexes non nuls Q}“ et 2, tels que, si ¢ est constante modulo Nz, alors

LG .
(2im)7 U:6:1) € Q(f (x) Q; sil<j<k—1eto(—a)

Q(f,(n)-Qf sil<j<k—1let¢(—z)=(-1)¢(x),
(=17 o().

Si ¢ € LC(Z,Q(f)), on définit la fonction ¢ o (—1) par (¢ o (—=1))(z) = ¢(—z) et on
modifie L(f, ¢, j) de maniere a le rendre algébrique en posant

L(f.67) =L LU (L(f=¢+(—1)j¢o(—1),j)+L(f,¢—<—1)j¢o(—1),j)>7

T2 (2im) QF Qr

ce qui permet d’étendre ¢ — i(f, ¢, j) par linéarité a LC(Z, A) pour toute Q( f)-algebre A.

"1Si N > 5, c’est le complété profini du groupe fondamental de la surface de Riemann Y7 (N).
72Vp est la représentation apparaissant au n° 1.5.2; c’est le module de Tate de la courbe elliptique

universelle.
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3.1.4. Caractérisation du systéeme d’Fuler de Kato et applications. On note f* la conjuguée
complexe de f (i.e. f*(2) = f(Z) = D aq").

THEOREME 3.1. — Il existe un unique élément zxao(f) de H'(Yq, .@0(2(”),\/]«)) tel que,
quels que soient j € {0,...,k —2} et ¢ € LC(Z®, Q(f)), on ait™

QS(J:) (t ’ xp)kilij ZKato(f)) = %E<f*? ¢7] + 1) ’ f

Soit A T'algebre de groupe complétée de Gal(Q((p~)/Q) identifié a Z7. Si E est une
extension finie de Q,, alors E ®z, A = Zy(Z2,E) est un produit™ d’anneaux principaux,

exp™ (
Z()

ce qui permet d’associer a un module M de torsion sur E ®z, A sa mesure caractéristique
IM|, définie, composante par composante, a multiplication pres par une unité de E®z, A,
comme le produit des diviseurs élémentaires de M.

Si W est une E-représentation de %q, soient Hi (W) = H'(%q, Zo(Z},W)), i € N, les
modules d’'Iwasawa associés a W ; ce sont des E ®z, A-modules de type fini, nuls si i = 0
ou si ¢ > 3. Si n est un caractere de Dirichlet de conducteur M premier a p, on note
Zkato(f, 1) élément de H{ (Vyg,) défini” par

0t Fon) = [ n()0(ay) mn( 1)
Z;; 7,(p)

THEOREME 3.2. — (i) Hi,(Vigy,) est un Qu(f,n) ® A-module libre de rang 1.
(i) HY, (Vian) et Hiy(Vien)/2Zxato(f,n) sont des Qu(f, 1) ®z, A-modules de torsion, et
|H (Vian) ‘A divise |H (Vyian)/2kato(f, 1 ‘A ]H2(§4QP,A®Vf®n)\A.

REMARQUE 3.3. — (i) On conjecture que 'on a en fait

117, (Vien) |y = [Hiw(Vien)/Zxato(f. 1), - [H*(Zq,, A ® Vig)|a,

ce qui est une des formulations de la « conjecture principale ». Dans cette formulation en
termes « d’éléments zéta », spécialisation aux formes modulaires d'une conjecture générale
de Kato [99], les fonctions L p-adiques n’apparaissent pas. Le lien avec la formulation de
Perrin-Riou [142] s’établit en montrant que la fonction L p-adique est I'image de zgato( f)
par l'exponentielle de Perrin-Riou (c’est le sujet du chapitre 4; voir en particulier les
th. 4.4, 4.11 et 4.15). Remarquons quand méme que la formulation de la conjecture prin-
cipale en termes d’éléments zéta n’impose aucune propriété de « bonne réduction » a la
forme modulaire f, alors qu’il reste du travail pour définir une fonction L p-adique en
toute généralité.

™Dans cet énoncé, t“="2ir désigne le générateur habituel de Z, (1), z, € Z3 désigne la composante de
@ sur Zy, ce qui fait que, [, ¢(x) (t-2,)7 zkato(f) € H (Zq(cy), V#(4)), si ¢ est constante modulo NZ.
Son image par exp* appartient donc & D3, (V(5)) ®q, () Qp(f, () = Qp(f,(n) - f, ce qui donne un sens
a légalité du théoreme, l'identification de D% (V) & Q,(f) - f se faisant via les deux applications exp*
comme expliqué dans U'introduction (cf. n° 0.6.5).

"Sur les caracteres du sous-groupe de torsion de Z,.

"Dans cette formule, on voit 1 comme une fonction sur Z localement constante modulo M.



919-40

(ii) Si W est une E-représentation de ¥q , le module H?(%q,, A ® W) est isomorphe &
H(9q,(¢)), W*(1))*; il est donc nul en général.

(iii) Si le conducteur de f ® n n’est pas divisible par N, la divisibilité ci-dessus n’est
pas optimale : il peut s’étre introduit des facteurs d’Euler en les places divisant N.

(iv) Sous des hypotheses supplémentaires concernant la représentation (satisfaites pour
presque tout nombre premier si f n’est pas de type CM), on peut prouver des résultats

du méme genre sans avoir a inverser p.

(v) La démonstration des théoremes 3.1 et 3.2 est un peu tortueuse. On projette les
systemes d’Euler zka0(k, 7), pour 1 < j < k— 1, sur la composante correspondant & f, ce
qui permet de construire toute une famille (cf. § 3.3) de systemes d’Euler pour V; et ses
tordues. On calcule I'image par I'application exp* des éléments ainsi construits en utilisant
la loi de réciprocité explicite de Kato et en projetant sur la composante correspondant a
f, ce qui nous conduit a calculer le produit scalaire de Petersson de f avec un produit
de séries d’Eisenstein; on utilise la méthode de Rankin (cf. § 3.2) pour ce faire, et le
résultat fait intervenir les valeurs de fonctions L du théoreme 3.1. Ces systemes d’Euler
ne sont pas optimaux’’, mais ils permettent, en utilisant la technique des dérivées de
Kolyvagin [107, 100, 143, 159, 116] de démontrer que H] (V g, ) est un Q,(f, n)®A-module

libre de rang 1 pour tout caractere n. On construit™

alors zgato(f, ) comme combinaison
linéaire, a coefficients dans I’anneau des fractions de Q(f,7) ®z, A, des systémes d’Euler
précédents™ ; le probleme étant de montrer que 1’élément ainsi construit est encore dans
Hi,(Vfey), ce qui se fait en utilisant les calculs précédents pour 'application exp* ainsi que
le fait que I’on a une infinité de choix a notre disposition, ce qui permet de montrer que I'on
n’a pas introduit de pole parasite. Une fois que l'on a rendu le systeme d’Euler optimal,

on peut réutiliser la technique de Kolyvagin pour démontrer le (ii) du théoreme 3.2.

3.2. La méthode de Rankin-Selberg

3.2.1. Le cas général. Soit I' = {(* ") € SLy(Z)b=c=0 [N]}. Soit &1 et &y des

d
caracteres de Dirichlet modulo N (pas nécessairement primitifs). Soient £ > 2, 1 < j <

k—1,et

f= Z anq" € Sp(T,e1) et g= Z bng" € My_;(L', 9),

nE%Z, n>0 ne%Z, n>0

et pas & HY(¥q, (¢, ), W(—1)) comme il est affirmé dans [54]...

"1 y a des tas de facteurs parasites qui interviennent, par exemple & cause de I'introduction de c et
d pour définir zkato,c,qa(k, ), ou de la disparition des facteurs d’Euler en les places divisant N.

"8Pour cette partie de argument, le lecteur est invité & consulter le §13 de [102].

tordus & la Soulé pour passer de V(j) a V.
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des forme propres pour tous les opérateurs T(¢), ¢ premier ne divisant pas N. On a donc

a a 1
L ny . — Y Ek_l
ns < Z ns) H ((1 _ OZ£71€73)(1 — 05572673)’ avec Oy 100y 2 g1< ) ,

n>0 nez[ﬁ]* UN

b b 1 .
S 2 ) g gy o e =06

n>0 neZ[ﬁ]* UN

Soient D(f, g, s) la série de Dirichlet définie par

(f g,s ) (5182,j+2(3_k+1)) Za;(zn

n>0

et E4(7) la série d’Eisenstein (de poids j) définie par

1 Imr \s+ti-k
B(r)= ), (CT+d)J‘<\CT+d\2) '

c=d—1=0 [N]

PROPOSITION 3.4. — Sous les hypothéeses ci-dessus, on a

a,b 1
D f:gas - ( = n> : —— —
( ) Z ns H (1 B ae,ésﬁe,l)(l B 0413,152,2)(1 i ae,zﬁe,l)(l oy, 25@2)

nez[%}* é’fN V& s 7S
I(s) SLu(Z) : T(N)
D = Eq).
(i) (f,9,5) N (f, 9Bs)
Démonstration. — La premiere formule se démontre facteur d’Euler par facteur d’Euler

et est un petit exercice de sommation de séries géométriques. Pour démontrer le (ii), on

utilise le fait que f et g sont des formes modulaires pour ' pour écrire (f, gE,) sous la
a b

forme [FF 7(f, gEL), avec (avec I'oo = {(¢ })eTl, c=0})

C

B =( Y %) ( ; <ffi(§§j(|ﬁ@|z>s+l_k>

(e,N)=1

(e, d)=1
~ ' g169(d) Im7 \sti-k
= L(E162,) +2(s —k+1))- Z (c; —2F<d)j <|CT+d|2> .
- Derae

Par ailleurs, on a

(r()) D(f,q,8) = L(Z162,5 + 2(s — k + 1)) - &'/O%O(/ON?gdﬂys%
L / ?gy”ldaj—zdy

Loo\H# Yy

= LEies,j +2s —k+1))

sp1 dr dy

X
—L(Eiea i +2s k1) % /M > Fomgtom)tma)

1 / =  dr dy
== foEyy ,
N Jrw y?
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le passage de la seconde a la troisieme ligne utilisant l'invariance de la forme volume

hyperbolique d”; dy et le passage de la troisieme & la quatrieme utilisant les formules de
transformations
b b :
(A0 —adier + ), g(S) = e + ()
at +b Im~r . b

t 1 ( ) = , ¢ el.

e ct+d ler + dJ? . (C d)
COROLLAIRE 3.5. — Sous les hypotheses ci-dessus, il existe une constante C(N) € Q*

telle que l'on ait

L(k—1)  T()
(4m)F—1  (—2ir)i

D(f.9.k = 1) = CN)(/ . gBL).

3.2.2. Projection d’un produit de deux séries d’Eisenstein. Si x1 : (Z/M;1Z)* est un ca-
ractere de Dirichlet modulo M; (pas nécessairement primitif), et xo : (Z/MyZ)* est un

caractére de Dirichlet de conducteur My, et si x1x2(—1) = (—=1)*77, on pose

M; Ms

Fgckl;c]z) - ZZXI a)x2(b a ’)L,
=1 b=1 M
ou G(xz2) = Zz/fl x2(b)e?™/M2 et 1a somme de Gauss associée & yo. Un petit calcul

montre que l'on a

(FE=9), T =XXE HAFED ) siy= (" ") €SLy(Z), et b=0 M), c =0 [My].

X1,X2 X1,X27

D’autre part, en utilisant la proposition 1.3, on peut calculer le g-développement Zn€Q+ cnq"”

de F;’j‘;,j , et obtenir la formule

Cn s—(k—1 . _
> =M s = (k=) + 1) Ll 8).

s
neQy

COROLLAIRE 3.6. — Si f est une forme primitive de Si(I'o(N), ), et si M est un multiple
de N, M; et Ms, alors

')

<f F (k= E(j > = C(M>71 ’ (—2i7T)j

X1,X2 70, 1

O R e

Démonstration. — Si f =5 cq, @ng", 0N a a, = 0sin ¢ N. En prenant en compte cette

remarque, la premiere formule de la prop. 3.4, et le calcul du ¢-développement de kal XJQ)

effectué ci-dessus, on obtient

D(f,FED) s) = xg {MOL(f*, x1, s — (k= 5) + 1) - L(f*, x5 1. 9),

et on conclut en utilisant le corollaire 3.5.
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3.3. Projection du systeme d’Euler de Kato

Soit ' SLg(i) un sous-groupe de congruence; soit I son 1mage inverse dans Ilq
et soit T Dintersection de [ avec IIg. On suppose que det : T — Z* est surjectif et

donc que QF Q. Si ¢ € Ho(f,LC(Mg(z(”)),Z)), on définit un élément z4(f,j) €
HY (¥, Do(Z) ,V(k —7))) de la maniere suivante. Soit z4(k, j) € H*(T, @0(2@),\/“))

la mesure définie par
[ ek = [ w(det)ola) malh. )
Z() M2 (Z)(P)

Soit z41(k, 7) l'image de z40(k, j) dans®
H' (%, H'(T, Z0(Z7, Vy))) = H' (9q, 20(Z7), H'(T, Vi),

et soit z4(f, ) la projection de zg(k,j) sur une des composantes de H'(T', V), =
Vi(k—j)", ou r est un entier dépendant de T.

On déduit alors de la proposition 1.10 le fait que la famille ¢y = |, (L4 MZ)NZP) zs(f,7),
M > 1 forme un systeme d’Euler pour V;(k — j). D’autre part, en utilisant la loi de
réciprocité explicite de Kato (th. 1.9) et le cor. 3.6, on montre que 'on peut choisir ¢ de
maniere a ce que ce systeme d’Euler soit non identiquement nul (et méme, si L(f*, j) # 0,
de telle sorte que ¢; ne soit pas de torsion), ce qui permet de faire marcher la machine
des dérivées de Kolyvagin.

4. FONCTIONS L p-ADIQUES DES FORMES MODULAIRES

Dans ce chapitre, on explique comment utiliser la machine de Perrin-Riou (i.e. son ap-
plication exponentielle [141, 145] construite par interpolation des exponentielles de Bloch-
Kato) pour construire la fonction L p-adique attachée a une forme modulaire & partir du
systeme d’Euler de Kato.

La construction de la fonction L p-adique via les symboles modulaires est rappelée au
§ 4.2. La normalisation adoptée est un peu différente de celle de [121], ce qui permet
d’obtenir une distribution sur Z au lieu d’une famille de distributions sur (Z/MZ) x Z,,
M > 1 premier a p. La description de la machine de Perrin-Riou fait ’objet du § 4.3.
Le point de vue adopté est différent de I'approche originale de Perrin-Riou : il utilise la
théorie des (p,I')-modules de Fontaine [75, 37]. L’intérét de cette théorie est de fournir
une description explicite (et quasiment gratuite : th. 4.8 et 4.9) du module d’'Twasawa
HY(“q,, Z0(Z;,V)) associé a une représentation arbitraire V de %q, grace a une applica-
tion Exp*. Si V est cristalline ou semi-stable, on déduit de lois de réciprocités explicites

801, isomorphisme HY (T, Zo(Z®), V}, ;) = Do(Z®)  H (T, V}. ;)) provient de ce que T agit trivialement
sur Z(® et de ce que l'on peut échanger cohomologie et limite projective car on est sous les conditions

de Mittag-Leffler, la cohomologie de T' dans un module fini étant un groupe fini.
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le fait que l'application Exp™® est (& normalisation pres) 'inverse de l'application expo-
nentielle de Perrin-Riou. L'inconvénient d’utiliser les (¢, I')-modules est que I'on atterrit
dans un module DT(V)¥=! qui est un petit peu mystérieux en général, et le gros du travail
consiste a analyser la structure de ce module suivant le type de la représentation V. Cette
analyse fait 'objet des §§ 4.4-4.6. Dans le cas semi-stable, on en déduit (cf. n°4.5.1) une
formule purement locale pour la dérivée, en un « zéro supplémentaire », d’'une fonction L
p-adique, ce qui fournit une démonstration®® (cf. th. 4.16) de la conjecture de Mazur-Tate-
Teitelbaum pour la dérivée premiere de la fonction L p-adique d’une forme modulaire dans
le cas d’un zéro supplémentaire.

4.1. Mesures, distributions et fonctions analytiques

4.1.1. Anneauz de séries de Laurent. Si L est un sous-corps de C,, on note %Z; (resp. &;")
I'anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées) sur le disque v,(T) > 0
et Z, (resp. é"g) I'anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées) sur la
couronne d’épaisseur nulle®? et de valuation 0. Un élément d'un des anneaux ci-dessus est
défini par une série de Laurent ), , ap T, ot a € L quel que soit k € Z, et on a les

équivalences suivantes :

(1) Yopez axTF € & si et seulement si ay = 0 si k < —1 et si la suite de terme général
vp(ay) est minorée;

(i) Y opeg ax TH € Z" si et seulement si ap = 0 si k < —1 et si llir_r}ig)f zu(ag) > 0;

(iil) Y pezanTF € &6 si et seulement si liminf &v,(a;) > 0 et si la suite de terme

k——o0 Ik
général v,(ay) est minorée;

(iv) Yopez axTF € 2y, si et seulement si lim inf —7v,(ag) > 0 et liminf Fvg,(ag) > 0.
k——o0 |K| k—4o00

On a bien évidemment é"LT NZ+ = é‘}f

Si r est un nombre réel, un élément Zkez ap TF de %y, est d’ordre r si la suite de terme
général v,(a;) + rlogk, k > 1, est minorée. On remarquera qu'un élément de %, est
d’ordre 0 si et seulement s’il appartient a @‘"ﬂ , ce qui fournit un moyen de récupérer é"ﬂ a
I'intérieur de 4;,.

PROPOSITION 4.1. — Si h est un entier supérieur ou €gal a la partie entiére de r, alors
quel que soit ng € N, un élément x de %), d’ordre r est entierement déterminé par son

développement de Taylor a lordre h en les (yn — 1, pour n > ny.

81Cette démonstration est une traduction dans le langage des (¢, I')-modules de celle qu’en a donnée,
modulo existence d’un systéme d’Euler relié & la fonction L p-adique, Perrin-Riou [146]; c’est une
variante de celle de Kato-Kurihara et Tsuji [104]. (Cf. note 96 pour des compléments.)

82Sur une couronne 0 < v,(T) <7, out r > 0 dépend de 1’élément considéré.
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4.1.2. Mesures et distributions sur Z,. Si X est un ouvert compact de Z,, soit €°(X, L)
I’espace des fonctions continues sur X a valeurs dans L ; on munit cet espace de la norme
du sup. qui est bien définie puisque X est compact.

Soit aussi LA (X, L) 'espace des fonctions localement analytiques sur X a valeurs dans L ;
si f € LA(X,L) et si a € X, alors il existe un voisinage de a tel que I'on puisse écrire
f(x) sous la forme f(x) = >, cx(r — a)* dans ce voisinage. L'espace LA(X,L) est
naturellement une limite inductive d’espaces de Banach.

Si V est un L-espace vectoriel topologique, on note Zy(X, V) I'espace des mesures sur X
a valeurs dans V (i.e. 'espace des applications linéaires continues de ¢°(X, L) dans V) ; si
fe €’ (X,L) et u € Zp(X,V), on note en général [, f p la valeur de p sur f. On note aussi
2(X, V) T'espace des distributions sur X a valeurs dans V (i.e. I'espace des applications
linéaires continues de LA(X, L) dans V); comme précédemment, si f € LA(X,L) et p €
2(X,V), on note en général [, f 11 la valeur de psur f. Une fonction localement analytique
étant continue, on a une application naturelle de Z,(X, V) dans 2(X, V) qui est injective,
ce qui permet de considérer une mesure comme une distribution d'un type particulier.

A une distribution 1, on associe sa transformée d’Amice <7,(T) qui est une série formelle

%(T)Z:i;(/x(i)u)-T”Z/X(HT)W-

La transformée d’Amice fournit une caractérisation particulierement agréable [2; 3, 56]

définie par

des distributions sur Z, et, en particulier, permet de construire des distributions a partir

de séries entieres®?.

THEOREME 4.2. — L’application p — 7,(T) induit un isomorphisme de 2(Z,,L) sur
R et de Do(Z,,L) sur & .

Une distribution sur X ouvert compact de Z,, est d’ordre r si sa transformée d’Amice est
d’ordre . On note Z,(X, V) I'espace des distributions d’ordre r sur X & valeurs dans V. En
utilisant I'isomorphisme du théoreme 4.2, on peut traduire les résultats sur les fonctions
analytiques par :

(1) une distribution est d’ordre 0 si et seulement si c’est une mesure (il n’y a donc pas
de conflit de notation...);

(ii) Si h est un entier supérieur ou égal a la partie entiere de r, alors quel que soit

i,

ng € N, une distribution d’ordre r est entierement déterminée par les intégrales fz TGy
p

pour n >nget 0 <2 < h.

Finalement, on a le résultat suivant [3, 56, 192, 56] qui permet de construire une dis-

tribution d’ordre r en connaissant les valeurs des intégrales fz ! sy pour m > ng et
P

0<1<h.

83Voir [166] pour les distributions sur Panneau des entiers d'une extension finie de Q,.
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PROPOSITION 4.3. — Soitr € R. Si h est un entier supérieur ou égal a la partie entiere de
r, et si i est une forme linéaire a valeurs dans L sur les fonctions localement polynomaiales

de degré < h telle qu’il existe une constante C telle que l'on ait
‘ / (x—a)"| <C-p""M  quels que soient a € Z, etneN,
a+p"Zy,
alors p s’étend de maniere unique en une distribution d’ordre v sur Z,.

4.1.3. Distributions sur Z. Si X est un ouvert compact de 2, une fonction f : X — L
est dite localement analytique si tout point a = (ay, a]p[) € X possede un voisinage sur
lequel on peut écrire f(z) sous la forme f(z) = > cx(2,—a,)*. Une fonction localement
analytique sur X est donc localement constante par rapport & 27l et localement analytique
par rapport a x,. On note LA(X,L) l'espace des fonctions localement analytiques sur
X a valeurs dans L et Z(X,V) lespace des distributions sur X a valeurs dans V. Si
X = X, x XL ot X, (resp. X/l est un ouvert compact de Z, (resp. de ZM), alors

écrivant Xl comme limite projective d’ensembles finis, on obtient un isomorphisme
P(X,V) = Z,(XP, (X, V)).
Soit 2,(X,V) = Zus(XPL 2,(X,,V)) C 2(X,V) l'ensemble des distributions d’ordre r.

De maniere équivalente, une distribution p sur Z est d’ordre 7 si et seulement si la distri-
bution ¢, — [5 dp(x,)PPL(2!P) 1 est une distribution d’ordre r sur Z,, quelle que soit la
fonction localement constante @l sur XL,

4.2. Formes modulaires et fonctions L p-adiques

Soit f une forme primitive de poids £ > 2, de caractere ¢ et de niveau N. Le facteur
d’Euler en p de L(f, s) peut se mettre sous la forme (1—ap™®)(1—08p~*), ot aw et (3 sont des
entiers algébriques (éventuellement nuls). On suppose dans toute la suite v,(a) < k —1;
en particulier a # 0.

Soit f, la forme modulaire définie par f,(z) = f(z) — Bf(pz). Si § = 0, on a bien
évidemment f, = f, et si § #£ 0, alors f, est de niveau Np, propre pour tous les opérateurs
de Hecke, de valeur propre o pour l'opérateur T, de niveau Np (i.e. 'opérateur U,). Soit
fo = S 4,¢" le g-développement de f,. On a (pp = Qy, sin € Z, ce qui permet de

n=1

prolonger l'application n +— a, & Z[=] en forcant I’équation fonctionnelle a,, = aa, si

1
P
n e Z[%].

Si ¢ € LC.(Q, X 2]7’[,6), soit L(fa, ®,s) = Znez[l] o(n)a,n°. 811 <j<k-—1,on
définit i( fu, ®,7) € Q comme précédemment.
Si ¢ € LC.(Q,, Q) est constante modulo p", on définit sa transformée de Fourier b €

LC.(Qp, Q) par la formule

by =p Y oly)e

y mod p™
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olt m est un entier arbitraire > sup(n, —v,(z)), e 2™ est la racine de 'unité d’ordre une
puissance de p obtenue en utilisant I'isomorphisme Q,/Z, = Z[ |/Z.

Six:Zy— Q est un caractere de Dirichlet de conducteur p*, on a

1 —1/n :
o) = dTX W) s>,
1z,(r) = ;1p-1z,(z) sin=0.
Si ¢, € LC.(Q,,Q), si ¢Pl € LC(Z]p[,Q) et si ¢ € LC.(Q, X Zh’[,Q) est donnée par

la formule ¢(x) = ¢,(z,) - PPl(2/Pl), on définit sa p-transformée de Fourier .Z,¢ comme
I'élément de LC.(Q, x Zl, Q) donné par la formule

Fpd(x) = qu(xp) : Qb]p[(x]p[)'
On étend .%, en une application Q-linéaire de LC.(Q, x 2]7’[,6) dans lui-méme.

THEOREME 4.4. — Sivy(a) < k—1, il existe une unique®® distribution ., d’ordre v,(«)
sur Z, telle que, quel que soit ¢ € LC(Z,Q) et 1 < j <k —1, on ait

/gb Nf, (fmﬁpCbJ)-

De plus, quel que soit ¢ € LA(Z C,), ona

/¢p p, pr! /¢ T)if,a-

Démonstration. — L’ingrédient principal pour démontrer ce théoreme [4, 112, 192, 121]
est la théorie des symboles modulaires qui permet de montrer qu’il existe un Oqy)-résean
A de Q(f) + Q(f)Y; C C tel que frwo P(2)f(z)dz € A quels que soient r € Q et
P € Oq([X] de degré < k — 2, ce qui permet d’utiliser la prop. 4.3.

On note A, la distribution sur Z®) obtenue en multipliant la restriction de ffo @
Z®) par la fonction T, L On définit la fonction L p-adique de f (associée a o) comme la

fonction qui & un caractere® y de Zr , localement analytique, associe la valeur

Lp,a(fa X) = /Z(P)X(x) )\f7a-

Si x est un tel caractere, on définit une fonction L, ,(f, x,s) de la variable s € Z,, en

posant
Lp,a(faX7S) = Lp,a(faX ’ <$p>5) = /2<p) X(l’) ’ <xp>s /\f7a'

On peut voir un caractere de Dirichlet modulo M comme un caractere de Z® constant
modulo pMZ, et la proposition suivante montre que la fonction L p-adique est obtenue

par interpolation des valeurs aux entiers des fonctions L complexes :

84Cf. rem 4.12 pour le cas v,(a) =k — 1.
Bx(zy) = x()x(y) si x,y € 2@,
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PROPOSITION 4.5. — Siv,(a) < k — 1, si x est un caractére de Dirichlet de conducteur
M premier a p, st n est un caractére de Dirichlet de conducteur p™, et si 1 < j < k—1,

alors

B (] Bx( N
Lpalfix - n- (1 a )(1 ) L(f,x,j) sim=0,

p) - X 1e™ omi . LUfxn 1)

o Gor D stm > 1.

4.3. L’application Exp*

4.3.1. (¢,I')-modules. On munit égp et Zq, d'un frobenius ¢ et d’'une action de I' =
Gal(Q,(¢pe)/Qp) via les formules

W(Zaka> — Z&k((l + T)p _ 1)k et ’y(Zaka> — Zak((l + T)chcl(’Y) _ 1)k.

keZ keZ keZ keZ

Ces actions commutent entre elles. Si L est une extension finie de Q,, on étend ces actions
a & " et %, par L-linéarité.

Un (¢, I')-module étale sur 6{[ est un 5E—espace vectoriel D de dimension finie d muni
d’actions semi-linéaires de ¢ et I' commutant entre elles, 'action de ¢ étant étale (= de
pente 0), ce qui signifie qu’il existe une base de D sur é"g telle que les matrices de ¢ et =1

dans cette base soient & coefficients dans ’anneau des entiers de & (pour la valuation
v,(3" ar T%) = infv,(ay,)).

THEOREME 4.6 ([75, 37, 55]). — On dispose d’un foncteur naturelf® V — DT(V) qui
mduit une équivalence de catégories de la catégorie des Li-représentations de dimension
finie de 9q, sur celle des (¢,I')-modules étales sur &l

La théorie des (p, I')-modules ayant déja fait 'objet d’un demi-exposé a ce séminaire [55],

nous ne nous étendrons pas sur la démonstration de ce théoreme. On pourra consulter

8Notons E le corps des fractions de E* = R(Q,) (cf. n°2.1.1) et A = W(E) Panneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans E. Il est naturellement muni d’actions de 9q, et ¢ commutant entre elles
et on dispose d’un plongement de ’anneau des entiers de 5&) dans A commutant aux actions de 9q,
et ¢, a savoir celui envoyant T sur m = ¢ — 1. L’adhérence Aq, de son image dans A est I'ensemble
des séries de Laurent ), _, apm® avec ay, € Z, et limg_,_ vp(ag) = +o0o. On note A I'adhérence pour
la topologie p-adique de I'anneau des entiers de 'extension maximale non ramifiée de Bq, = AQp[ ]
dans B = A[ ], et on pose B = A[ ]. On définit le sous-corps BT des éléments surconvergents de B
comme l'ensemble des éléments x =), p z1], ol (Zr)k>—oo €st une suite d’éléments de E vérifiant
liminfg_, 4o lvE(:vk) > —00, et on pose Bf = BNBf ; ¢’est un sous-corps de B stable par p et 9q, et on a
égp = (BN, si A = Gal(Q,/Qp((p=)), et (BT)?=! = Q. Ceci nous permet de définir un foncteur DT
qui & une Qp—reprebentatlon V de ¥q, associe le (¢, T')-module étale DT(V) = (BT®q, V)” et le foncteur
VT qui & un (¢, T')-module D étale sur é"ép associe le Q,-espace vectoriel VI(D) = (Bf ®B<sz D)#=1. Ces
deux foncteurs sont inverses 'un de 'autre et fournissent une description de I’équivalence de catégories
du théoreme. (On n’a traité dans cette note que le cas des Q,-représentations, mais si on est parti d’'une

L-représentation, tous les objets considérés sont des L-espaces vectoriels.)
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la note 86 pour une description du foncteur D : celui-ci fait intervenir 'anneau BT de

Fontaine qui n’est pas franchement facile a appréhender...

REMARQUE 4.7. — On étend l'action de ¢ et I' sur %1, a Zy[log T| par les formules

T T
¢(log T) = logp(T) = plog T + log % et y(logT) = logv(T) =1log T + log —7(T ) ,
‘pg) converge dans éﬂ et celle

ces formules ayant un sens car la série définissant log
@ dans %, vers un élément d’ordre 1. On munit aussi % [logT] de
I'unique Z;-dérivation N telle que N(log T) = —Z%.

Grace aux travaux de Berger [12, 55], on sait décrire Deis(V) et D (V) en termes de
D1(V), tous ces modules vivant & I'intérieur de % [log T, 1] ® gt D(V), avec t = log(1+T),
et on peut en tirer une « description » (pas treés explicite, mais suffisante pour ce que I'on
veut en faire dans ce texte (prop. 4.10 et 4.14)) de DT(V) en termes de D;s(V), si V est

cristalline, et de Dy (V), si V est semi-stable.

définissant log

4.3.2. (¢,T)-modules et théorie d’Iwasawa. Si D est un (p,T')-module étale sur &, tout
élément 2 de D peut s'écrire de maniére unique sous la forme 3270 (1 + T)'p(x;), ce qui
permet de définir un inverse a gauche ¢ de ¢ par la formule () = zg; ce morphisme
commute a l'action de I' et joue un role trés important [88, 36, 53] pour le calcul de la

cohomologie galoisienne ou la théorie d’Iwasawa des L-représentations de %q, .

THEOREME 4.8. — Si V est une L-représentation de “4q,, on dispose d’un isomorphisme

naturel’

Exp™* : Hl(%Qp, D(Z;,V)) — D (V)¥=1,

L’application Exp* doit son nom au résultat suivant qui se déduit assez facilement [36]
de la formule explicite donnée dans la note 87.

THEOREME 4.9. — Si V est une L-représentation de de Rham de “9q,, sin € N est assez
grand, et si p € H'(Yq,, Z0(Z%,V)), alors ¢ "(Exp*(n)) converge® dans Bl ® V, et

87 Cet isomorphisme est di & Fontaine (non publié) et repose sur les travaux de Herr [88]. II est
parfaitement explicite et utilise Papplication 2 — (1 — ¢)x qui donne naissance a la suite exacte 0 —
Q, — BT — BT — 0. L’autre ingrédient de la construction est le fait que, si 7, est un générateur de
Gal(Q,(Cp=)/Qp(¢pn)), alors 1 — 1, agissant sur DT(V)¥=0 est un isomorphisme (c’est le point délicat de
la théorie). Muni de ces deux ingrédients, on peut décrire I'inverse de Exp* comme suit : si z € DT (V)¥=1,
alors (1 —p)a € DT(V)¥=0 et il existe ,, € DT(V)¥=0 vérifiant (1 —,)z, = (1 —¢)z. Sib, € B ®q, V
est une solution de I’équation (1 — )b, = z,, alors le cocycle o — log chcl('Yn)(,ZLillx + (0 = 1)by)
(sur 9q,(¢,»)) est & valeurs dans V (car tué par 1 — ) et sa classe dans H'(9q, (c,.), V) est 'image de
(Exp*) 'z € H (Y, , Zo(Z};,V)) par Papplication p — fH_anp W

SSBIR et B sont construits a partir de W(E"’) en localisant et en complétant, mais pour des topologies

trop différentes pour que 'on puisse plonger Bf dans BIR : par contre, BT est exactement le sous-ensemble
de B des éléments x = 37~ ) pFlzr] tels que la série k> k(x) pF [x{n] = ¢ "(z) converge dans B
: 9 —k 1/ —k

si n est assez grand. Par ailleurs, on a f1+pﬂzp ™ € HY(Yq,,n), V(—k)) et eXp*(prnzp ™ u) €

t*L(¢pn ) D (V) est nul si k < 0.
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on a

p " M (Exp™( Zexp ( /

) € LG @ Da(V)

Pour pouvoir utiliser I’application Exp* pour construire les fonctions L p-adiques at-
tachées aux formes modulaires, nous allons avoir besoin d’analyser plus en détail la struc-
ture de DT(V;)¥=!,si f est une forme primitive de poids k > 2. On est amené & distinguer
les cas ou la représentation Vy est cristalline, semi-stable ou seulement potentiellement
semi-stable.

4.4. Le cas cristallin

Soit f une forme primitive de poids k£ > 2 et niveau N premier a p. La représentation
V est alors cristalline et, si on factorise le facteur d’Euler en p de la fonction L(f, s) sous
la forme (1 — ap™®)(1 — Bp~°), alors « et 3 sont les valeurs propres de ¢ sur Dgs(Vy).
Pour nous simplifier la vie, nous allons supposer® « # 3 et utiliser le fait que ni o ni 3
ne peuvent étre égaux® a 1 ou p*~'. Soit L = Q,(f,a), et considérons V; comme une
L-représentation de dimension 2 de ¥q,. Comme les poids de Hodge-Tate de V sont 1 —k
et 0, le p-module filtré D = D,,;s(V) est un L-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une
action L-linéaire de ¢ et d’une filtration (D?);cz vérifiant D' = D si ¢ < 0, D! = DF! si
0<i<k—1,et D' =0sii>k—1 (en particulier, cette filtration est completement
déterminée par la donnée de la L-droite D*~! dont f est naturellement une base); il est
isomorphe a 1'un des modules D, 5 ou D, & Dg ci-dessous®.

o si o, € L vérifient v,(a) > v,(8) > 0 et v,(a) + v,(8) = k — 1, on note D, g le
¢-module filtré défini par D, g = L - e, ® L - eg, avec p(e,) = aen, ©(eg) = Peg, et
Dﬁﬂl—L~(ea—i—eﬁ);

e si o, 3 € L vérifient v,(a) = k — 1 et v,(8) = 0, on note D, & Dy le p-module filtré
défini par D, ®Dg = L-e,®L-eg, avec p(e,) = aeq, p(es) = Beg, et (Dy®Dg)k 1t = L-e,.

Les modules D, 5 et D,®Dg sont faiblement admissibles et donc [59], les représentations
Viais(Da @ Dg) et Viis(Da,g) sont des L-représentations cristallines de %q, de dimension
2 dont les poids de Hodge-Tate sont 1 — k et 0. On pose

DL[} = D (VCTiS(Daﬂ)) et DL ® DTﬁ = DT(Vcris(Da @ DB))

PROPOSITION 4.10. — (i) Si o, 8 € L vérifient v,(a) > v,(8) > 0 et vy(a) +v,(5) = k—1,
alors w = we - t' Fe, +wg - t' Feg € L[] @1, Dag appartient a (DL,Q)“’:1 si et seulement
st il existe des distributions p, et pg sur Z,, a valeurs dans L, vérifiant

890n conjecture que c’est toujours le cas : semi-simplicité du frobenius cristallin plus admissibilité
de Dgris(Vy).

P0n a |a| = |3 = p*~1/2 d’apres Deligne.

9Le cas D, @ Dg correspond au cas ol la représentation Vy est scindée; il semble raisonnable de
penser que cela ne peut se produire que si f est de type CM ; Ghate et Vatsal [81] ont démontré que, si
on fixe le niveau et qu’on laise le poids varier, il ne peut y avoir qu’un nombre fini de contre-exemples.
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(a) fto est d’ordre k —1 —v,(a) et pg est dordre k — 1 — v,(5),
(b)* (pa) = p' o+ po et P(pg) = p'="B - g,
c) o~ 2o g = B 2'C% g quels que sotentn >1 et 0<i<k—2,
n z, % - 6 z, Tl l > 1 0<i<k 2
telles que l'on ait wa = [, (1+T)* o et wg = [, (1+T)" ug.
i) 81 o, B € L vérifient vy(a) = k=1, a # p" " et v =0, , alors w €
(if) Si o, B € L vérifient vy(a) =k — 1, a # p*=" et v,(8) = 0, B # 1, al
(DI @ D},)ip:1 si et seulement si il existe des mesures [, €t pig sur Z,, a valeurs dans L,

vérifiant ¥(pa) = prFa - o et Y(ug) = B - pg telles que Lon ait

w:/(1+T)zﬂa't1_k€“+/(1+T)$M6'€6-
z Z,

P

Démonstration. — Le (ii) se démontre comme le (i), mais est plus simple donc nous
n’allons considérer que le (i). La condition (b) est une traduction de 1’égalité ¢(w) = w;
la condition (c) se traduit en terme du développement limité de =" (w) a 'ordre k — 2 et
permet de montrer que w € %1, ® & D, et la condition (a) implique que w est « d’ordre 0 »,
ce qui permet de montrer que w € Df. Dans I’autre sens, I'existence de distributions vient
de ce qu'une solution dans Z;, d’'une équation du type 9 (z) — az € %Z;, on a € L vérifie
vp(a) < 0, appartient & Z;" (resp. Z @ L- 3) si o # 1 (resp. si = 1), et donc est la
transformée d’Amice d’une distribution.

Soit 7, (resp. mg) la projection sur L-e,, (resp. L-es) parallelement a L-eg (resp. L-e, ). 11
ressort de ce qui précede que, si z € H' (%, Z0(Z%,Vy)), alors mo(Exp*(2)) = we-t' e,
oll wy, est la transformée d’Amice d'un élément de Zj_1_,, () (Z,,L). Les mémes arguments
montrent que, si z € H'(%g,, .@0(2<p>,vf)), alors 7, (Exp*(2)) = w, - t' *e,, ot w, est la
transformée d’Amice d’un élément de @k_l_vp(a)(i, L).

THEOREME 4.11. — Si v,(a) > 0, alors ma(f) #0 et, si 0 = (1 + T)=L,

O(ma(Bxp* ol 1) = ([ (14T s giosars) - 747l

P

Démonstration. — C’est une conséquence de la caractérisation (th. 3.1) de zkato(f), de la

définition (th. 4.4) de la mesure fi s« u-1,-1 et de la loi de réciprocité explicite du th. 4.9.

REMARQUE 4.12. — On peut aussi projeter Exp*(zkato(f)) sur la droite propre pour
la valeur propre (. Si v,(8) > 0, le résulat précédent reste valable. Si v,(5) = 0 et la
représentation V; de ¥q, n’est pas une somme directe de deux sous-représentations, alors
ms(f) # 0, et on récupere une distribution d’ordre k—1 qui permet de définir une fonction
L p-adique. Les valeurs de cette fonction L p-adique aux caractéres critiques (i.e. les
Ly s(f,n-x)), pour n d’ordre fini et j € {1,..., k—1}) sont reliées aux valeurs de la fonction

L complexe comme pour «, mais ces valeurs ne suffisent pas a déterminer compléetement la

920n définit 1 (p), si p est une distribution & valeurs dans L, en passant par les transformées d’Amice,
par la formule 7,y = ¥(7,). On a alors [, ¢(z)(p) = fpz ¢(5) 1 quelle que soit la fonction locale-
P P

ment analytique ¢.
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fonction L p-adique; il manque les valeurs pour un entier j quelconque n’appartenant pas
a {l,...,k—1}. Une voie d’approche pour restaurer une unicité est d’utiliser le fait que
la machine de Perrin-Riou fournit des renseignements en tous les caracteres algébriques
pour une fonction L p-adique fabriquée a partir d'un systéme d’Euler®®; on obtient en
particulier, si j = 0, une expression pour L, 5(f,7 - x;) en termes du régulateur [22, 23]
des éléments de Beilinson [8] ou de Scholl [162] (cf. [80] et [146]). Une autre approche
est fournie par les symboles modulaires « en famille » (cf. [150]). Le cas d'une forme
modulaire de type CM est un peu étrange : comme 73(f) = 0, la fonction L que 'on

t94

construit™ s’annule en tous les caracteres critiques et il n’y a aucune raison pour qu’elle

soit identiquement nulle !

4.5. Le cas semi-stable

Supposons maintenant que le niveau de f est divisible par p, mais que a, # 0. La
représentation Vy est alors semi-stable, et le (¢, N)-module filtré D = Dg (V) est un L-
espace vectoriel de dimension 2 muni d’actions L-linéaires de ¢ et N vérifiant la relation
Ny = peN et d'une filtration (D?);cz entierement déterminée par la donnée de la L-droite
D*=1: il est isomorphe & un des modules D, ¢ ci-dessous (avec o = pa, et £ = %

invariant de Fontaine).

Si a € L vérifie 2v,(a) =1 =k — 1 et £ € L, on note D, ¢ le (p, N)-module filtré
défini par D, ¢ = L - e, @ L - Ne,, avec p(e,) = ae, et D’;} =L (eq+-Z - Ne,). (La
relation Ny = ppN entraine que 1'on a de plus ¢(Ne,) = p~'a - Ne, et N(Ne,) = 0.)

Le (¢, N)-module filtré D, ¢ est admissible et V(D4 #) est une L-représentation semi-
stable de ¥q, de dimension 2 dont les poids de Hodge-Tate sont 1 — k et 0. Posons
D! 4, = D/(Vy(Da,#)). Pouwr décrire (D, ,)¥=! a I'intérieur de Z[log T, ] @1 Doz,

nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 4.13. — Si a € L, il existe ¢, € Z[logT] (non unique) vérifiant les conditions

sulvantes :
1+T siagp ™
(1 - ap)- N(ta) = - | sesr
1+T—-p'5 sta=p™,
0 siagp™N,
et (v—plta) l,= . ’
_—(p71}32logT Losia=ph
Démonstration. — On commence par construire £3) = —N({y). Si v,(a)) > —1, on prend

19 de 1a forme ¢, + Z:ﬁ% a@"(T), et on ajuste la constante ¢, pour que ¢a marche. On

93Par construction pour les entiers > 0, et grace a la loi de réciprocité explicite [51, 103, 11] pour les

autres.
940n a quand méme le probléme, pour normaliser cette fonction, de choisir une base de I'espace propre

pour S, le choix évident mg(f) ne marchant pas.
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passe de a & p~la par la formule 86(060/)]9 = E(ao), en ajustant la constante d’intégration. On

définit alors ¢, par la formule

— Foo
l(, = p . 1 <€((X0) lOg ;lj(T> . %(pa—l)nd]n <p—1€&0) log %))

PROPOSITION 4.14. — w = !¢ (wCY “lq T Wayp Nea) € % [logT, %] @1, Da,¢ appartient
a (Dl,z)wﬂ si et seulement si
(1) Wa/p(Gre?" — 1) = p™ Lwa((re?" — 1) mod tF1L(¢n)[[t]], pour n assez grand ;
(ii) il existe®™ des distributions pg €t oy sur Zy,, d valeurs dans L, vérifiant

(a) po est d’ordre k — 1 —v,(a) et piayp est d’ordre k —vy(a),

(b) ¥(ta) = p'Far- o et Y(ptasy) = P - sy,
telles que l'on ait w, = fzp(l + T) g et

Wa/p = / (1 +T)" thayp —I—/ Cpi—ro (L4 T)" = 1) p1q

Z, o

0 si o ¢ pF =N,

i (p—1)logT ¢ s k—1—i
(fszua)p—Q-i—! st =p .

+

Soit 7, la projection sur L - e, parallelement a L - e,/,. Comme dans le cas cristallin,
on déduit de la proposition 4.14 le résultat suivant qui montre que la fonction L p-adique
est I'image du systeme d’Euler de Kato.

THEOREME 4.15. — On a mo(f) # 0 et

O(7o (BExp*(2zkato(f)))) = (/

(14+T)" ufﬁpk_la_l) A E L (F).
ZP

4.5.1. Zéros supplémentaires des fonctions L p-adiques. Ce qui précede va nous permettre

de donner une démonstration d’un théoréme de Kato-Kurihara-Tsuji%

9La distribution s, est déterminée par w, mais j,, /p dépend du choix de £1-x,.
9 (e théoreme [104] fait intervenir 'invariant %~ de Fontaine [115]; un autre candidat pour I'invariant

ZLp« a été proposé par Coleman [45] via sa théorie de l'intégration p-adique. Dans le cas d’une forme
modulaire correspondant a une courbe elliptique E définie sur Q, 1’égalité de ces deux invariants et la
formule L« = £ sont des conséquences faciles du théoréme d’uniformisation de Tate [186]. La formule
du th. 4.16 a été démontrée par Stevens [183] (la démonstration est une généralisation de celle de [85] en
poids 2 ; les deux ingrédients principaux en sont, d’une part, une formule [182] pour l'invariant de Coleman
en termes de dérivées de valeur propres de 'opérateur de Hecke T, et, d’autre part, la construction d’une
fonction L p-adique pour une famille analytique de formes modulaires [183, 134]) avec l'invariant de
Coleman, ce qui permet, en regroupant les théoremes de Stevens et Kato-Kurihara-Tsuji, de montrer (de
maniére trés détournée) que les invariants de Fontaine et Coleman coincident ; ce dernier fait a été vérifié
directement par Coleman et Tovita [48]. (Cf. [94] pour un résultat du méme type, et aussi [58] pour une
démonstration basée sur une formule exprimant l'invariant £y~ de Fontaine en termes de dérivées de
valeurs propres de frobenius, le résultat de Stevens [182] mentionné ci-dessus et un résultat de Kisin [105]

permettant de passer d’une formule a I’autre.)
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THEOREME 4.16. — Si f est une forme pm’mitive de poids k = 2i + 2 > 2, de niveau N
divisible par p, et si la valeur propre de T, est p' = 3, alors Ly, g(f, 25™,0) = 0 et

;;,ﬁ( 71;?_170) = gf* ’ E(f7l + 1)

Démonstration. — Utilisant le th. 4.15, on se ramene a un calcul purement local dans
(DI ,)¥=1 avec a = p't! et £ = Z}«, et on reprend les notations de la proposition 4.14.

Comme (pa) = p'*ajia, on a

/ g = / o' (1=p' o) - po = (1 - ozpi"““)/ ' g
x zZ z

p P

klzp

En particulier, si a # p intégrale fz* 21, ne s’annule que si fz 2, = 0. Par

F=1=i ce qui est le cas sous les hypotheses du théoreme, la fonction

contre, si &« = p
s — [, 2" (x)® o a un zéro trivial en s = 0 et sa dérivée est donnée par la proposition
p

suivante qui permet de conclure.

PROPOSITION 4.17. — Si o = pF=1=%, alors

/ T log x fio = L - Tl
b

Zp

Démonstration. — L’idée est d’évaluer 9((1 — py) - w) = (1 — p" ) - d'w en T = 0;

on note ae, + bNe, le résultat. La fonction w n’est pas définie en T = 0, mais on peut
utiliser 1’équation fonctionnelle 1(w) = w pour prolonger (1 —pyp)-w en 0. Cette équation

fonctionnelle se traduit, en utilisant la relation 1 4+ T = €!, par les identités

Ne,
A=pp) w=w—pp@) = Y (walGe' =D +waspl(Ge' = Vs )
JE(Z/pZ)*
1 ; n—1 e
== ) (wa(finet/p —1><P17"(t;f—_1>
P2 jeanmay

i n—1 —n Nea
b (G — g (Nea)

() (

Cette derniere expression converge pour n assez grand. Notons a,;; (resp. bfj 2) le coefficient

de ' dans le développement de w,((Jne! — 1) (vesp. de w, /p(C}Zne —1)). On a alors

1 (plOé >_("_1) ) 1 pioz —(n—1) ()
JE(Z/p"Z) JE(Z/p"Z)

D’apres le (i) de la prop. 4.14, on a b p "L aﬁlz, ce qui implique en vertu de I'action
de Gal(Q,(¢p=)/Q,), la relation bgf =p ”ﬂa ; pour tout j € (Z/p"Z)*, et finalement,

la relation

=p ' Za.
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Il reste & calculer explicitement a et b pour pouvoir exploiter cette relation. Soit f; = 8¢,
et g; = 9'(log T- 1”)—log T € %, . On peut alors écrire t* - 9w sous la forme wy e, +wyNe,,
avec w, = fz {14+ T)% g et

‘ . —1 ‘
ww=/'fﬂ+TWWMp+/'fﬂ«1+TV—1ma+£5—~ 7' phe - (log T + g;).
Zy » Zp

On a tF=1. (1 —ptlp) - 0w = (1 — pp)wie, + (1 — @)wyNe,. On obtient donc en évaluant

en T =0,
=u—m/amw
Z

p
Pour évaluer (1 — @)ws en T = 0, il faut faire un petit peu attention car les fonctions
ne sont définies en T = 0 que par un procédé de régularisation (si tout était défini en 0,
on obtiendrait 0); le premier et le troisieme terme donnent une contribution nulle (la

contribution du troisieme est nulle car logp = 0), et on obtient

b= (-9 [ srarmr-vm)), = ([ (0= £+ - )

Pour continuer le calcul, nous aurons besoin du lemme suivant.

T=0

LEMME 4.18. — (i) f; se prolonge de maniére unique en une fonction localement analy-
tique sur le disque épointé 0 < v,(z) < +oo vérifiant I’équation fonctionnelle

O A S )}

(y+1)P=2+1

(i) (1—¢)- fﬁ—p;l log ¢(T) se prolonge en une fonction continue sur le disque 0 < v, ().
(iii) Si @ € Z3, alors h, = ((1 —¢) - fi)(1 +T)* = 1) — (1 — ) - fi(T) se prolonge en
une fonction continue sur le disque 0 < v,(z), et on a h,(0) = —1%1 log z.

Démonstration. — Le (i) suit de ce que f; est définie sur une couronne non vide 0 <
vp(2) < 1, r > 0 et de 'équation fonctionnelle f; = pi(f;) + ’%l(logT + g;). Le (iii)
est une conséquence immédiate du (ii) qui suit du (i) et de I’équation fonctionnelle déja

mentionnée que l'on peut réécrire (en appliquant ¢ aux deux membres) sous la forme

—Lloge(M) + o)+ Y AA+T)C—1).
p P1cAL

o(fi) = fi =

Pour terminer le calcul de b, on peut retrancher fz* :c’((l — ) - fi)pa, qui est nul car
P

fz* 2, = 0, & lintégrale ci-dessus, et la rééerire sous la forme
p

i i p—1 i
b= </ x hx(T)Moz>T:0 :/ T hx<0)uoc = - - T logm,ua.

p Z
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4.6. Les cas potentiellement cristallin et potentiellement semi-stable

On peut, en principe, faire la liste, a isomorphisme pres, des D des L-représentations
potentiellement semi-stables de ¥q, de dimension 2, dont les poids de Hodge-Tate sont 0
et 1 —k, mais on ne sait pas décrire les D¥=! en termes de distributions (sauf si 'extension
sur laquelle la représentation devient semi-stable est abélienne), ce qui rend problématique
la construction de fonctions L p-adiques dans ce cas. Mais il est clair que 'on veut que
la fonction L p-adique soit, comme dans les th. 4.11 et 4.15, 'image de Zgao(f*) dans
D'(V)¥=!; notre probléeme est donc juste d’interpréter le résultat.

Remerciements. Ce texte aurait probablement été beaucoup plus superficiel sans le séjour
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