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par

Pierre Colmez

Abstract. � We give a loose introduction to the circle of ideas around the p-adic
local Langlands correspondence.

1. Introduction

L'introduction de méthodes p-adiques pour l'étude des formes modulaires (ou auto-

morphes) a déjà une longue histoire (cf. [127, 92, 93, 40] pour des étapes importantes,

et [69] pour une vue d'ensemble), mais la démonstration du théorème de Fermat par

Wiles [141] a introduit de nouvelles techniques et donné une forte impulsion au sujet.

Cela a débouché sur la création d'un avatar p-adique du programme mis au point par

Langlands [107], mais dont les contours sont encore très �ous. Dans ce texte(1), nous

nous intéressons au seul cas vraiment bien compris, à savoir celui de GL2(Q) pour

lequel les choses marchent tellement bien qu'il est di�cile de ne pas rêver à un énoncé

général même si les travaux portant sur d'autres groupes montrent que la situation

est plus compliquée que ce que l'étude de GL2(Q) pourrait suggérer.

2. Préliminaires

2.1. Nombres p-adiques

On note P l'ensemble des nombres premiers. Si p ∈ P, on note Qp le complété

de Q pour la norme p-adique(2) | |p. La norme | |p est ultramétrique, ce qui fait que

(1)La longueur imposée a fait disparaître beaucoup de détails [54] que j'aurais aimé rajouter ; le

lecteur pourra consulter [22, 14, 25, 24] pour d'autres points de vue.
(2)Si a = pka′ ∈ Z, avec a′ premier à p, on dé�nit la valuation p-adique vp(a) de a par vp(a) = k,

et on pose vp(0) = +∞ ; on a vp(ab) = vp(a) + vp(b), ce qui permet d'étendre vp à Q en posant
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Zp = {x ∈ Qp, |x|p ≤ 1} est un sous-anneau de Qp (c'est l'anneau des entiers p-

adiques), et on a Qp = Zp[ 1p ]. Comme Zp/pnZp = Z/pnZ pour tout n, on obtient

une construction algébrique de Qp en dé�nissant Zp comme la limite projective(3)

lim
←−

Z/pnZ des Z/pnZ, et en prenant pour Qp le corps des fractions de Zp.

L'existence de ces deux points de vue sur Qp permet de mélanger des techniques

d'analyse fonctionnelle classique (espaces de Banach, de Fréchet, etc.) et des tech-

niques très algébriques. Les � 12-16 utilisent pleinement cette possibilité.

Si L est une extension �nie de Qp, la norme | |p et la valuation vp s'étendent de

manière unique à L, et on note OL = {x ∈ L, |x|p ≤ 1} l'anneau des entiers de L,

mL l'idéal maximal {x ∈ L, |x|p < 1} de OL, et kL = OL/mL le corps résiduel de L ;

c'est une extension �nie de Fp = Zp/pZp.

2.2. Adèles

D'après un théorème d'Ostrowski, les complétés de Q sont exactement R et les Qp,

pour p ∈ P. Plonger Q dans R ou Qp revient à � localiser � en ∞ ou en p, ce qui

fournit des informations � locales � et permet de dé�nir des invariants � locaux �.

Pour rétablir un point de vue � global �, on utilise tous les complétés simultanément,

ce qui conduit à l'anneau A des adèles de Q : c'est l'ensemble des (x∞, x2, x3, . . . ), où
x∞ ∈ R, xp ∈ Qp et xp ∈ Zp pour presque tout p. On plonge Q diagonalement dans

A, et alors Q est discret dans A (bien qu'il soit dense dans chacun des complétés),

et A/Q est un groupe compact.

3. Le mystérieux groupe GQ

Soit Q ⊂ C le sous-corps des nombres algébriques. Ce corps contient des nombres

comme
√

2, i =
√
−1,

√
2 + 3 3

√
5,

7
√√

2 + 3 3
√

5, . . . , e2iπ/n, . . . (tous ces nombres

s'expriment à partir de Q par radicaux(4), mais Q contient aussi des nombres qui ne

peuvent pas s'écrire sous cette forme comme les racines du polynôme X5 − X − 1
par exemple (Galois, 1828).) L'objet de la théorie algébrique des nombres est l'étude

de ce corps Q, et en particulier de son groupe de symétries(5) GQ qui est un groupe

topologique(6), encore fort mystérieux malgré plus de 150 ans d'investigations.

vp
`

a
b

´
= vp(a)− vp(b), et on a vp(x + y) ≥ inf(vp(x), vp(y)), ce qui fait que x 7→ |x|p = p−vp(x) est

une norme ultramétrique (i.e. |x + y|p ≤ sup(|x|p, |y|p) sur Q.
(3)Ensemble des (xn)n∈N, avec xn ∈ Z/pnZ et, pour tout n, xn est l'image de xn+1 modulo pn.
(4)I.e. en utilisant uniquement l'addition, la multiplication et l'extraction de racines n-ièmes.
(5)Ensemble des bijections σ : Q → Q respectant l'addition et la multiplication (i.e. σ(x + y) =

σ(x) + σ(y) et σ(xy) = σ(x)σ(y) pour tous x, y ∈ Q).
(6)La topologie considérée est la plus faible rendant continue l'action de GQ sur Q (muni de la

topologie discrète) ; c'est la topologie de groupe pro�ni obtenue en voyant GQ comme la limite

projective des groupes de Galois des extensions �nies de Q.
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On note Qcycl ⊂ Qsolv ⊂ Q les extensions de Q engendrées par les racines de

l'unité e2iπ/n, pour n ≥ 1 (resp. les nombres s'exprimant par radicaux). La théorie

de Galois fournit des surjections GQ � Aut(Qsolv) � Aut(Qcycl) et un isomorphisme

Aut(Qcycl) ∼=
∏

` Z∗
` (on note χ` : GQ → Z∗

` le composé de GQ � Aut(Qcycl) et

Aut(Qcycl) → Z∗
` ; c'est le caractère cyclotomique, et il est caractérisé par le fait que

σ(ζ) = ζχ`(σ), si ζ`n

= 1). D'après le th. de Kronecker-Weber, Aut(Qcycl) est le plus
grand quotient abélien de GQ, et la théorie de Galois implique que Aut(Qsolv) est le
plus grand quotient résoluble de GQ, mais on n'a toujours pas de vraie description de

ce groupe et donc on ne comprend pas vraiment Qsolv.

4. Représentations de GQ et fonctions L

4.1. Représentations géométriques

Une manière naturelle d'essayer de comprendre un groupe est d'étudier ses repré-

sentations. Nous allons nous intéresser aux représentations de GQ de dimension �nie

(égale à 2 la plupart du temps) sur une extension �nie L de Qp, c'est à dire aux es-

paces vectoriels V de dimension �nie sur L munis d'une action L-linéaire continue de

GQ. Une telle action est équivalente à la donnée d'un morphisme continu de groupes

ρV : GQ → GL(V ), et nous parlerons indi�éremment de la représentation V ou de la

représentation ρV .

Dans ce contexte, Fontaine et Mazur [82] ont dégagé la notion de représentation

géométrique, en imposant des conditions � locales � en presque tout ` ∈ P : une

L-représentation irréductible de GQ est géométrique si elle est :

• non rami�ée(7) sauf en un nombre �ni de nombres premiers `,

• potentiellement log-cristalline(8) en p.

Exemples 1. � (i) En dimension 1, les représentations géométriques sont de la

forme χn
pη, où n ∈ Z et η est d'ordre �ni.

(ii) Les représentations d'image �nie sont géométriques.

(iii) Si E est une courbe elliptique dé�nie sur Q, on dispose, sur E(C), d'une loi

d'addition dont l'élément neutre est ∞. Ce groupe est isomorphe à C/Λ, où Λ est

un réseau de C ; l'ensemble E[pn] ∼= 1
pn Λ/Λ des points de pn-torsion est donc un

Z/pnZ-module de rang 2, et est muni d'une action de GQ car la loi d'addition est

donnée par des formules rationnelles à coe�cients rationnels. On dé�nit le module de

Tate comme l'ensemble des (xn)n∈N, avec xn ∈ E[pn] et p · xn+1 = xn, pour tout n.

On obtient de la sorte un Zp-module de rang 2, avec action linéaire continue de GQp ,

et en inversant p, cela nous donne une représentation VE , de dimension 2 sur Qp, qui

(7)Cela signi�e que ρV est trivial sur le sous-groupe d'inertie I`, cf. � 8, et donc qu'elle se factorise

à travers GQ`
/I`

∼= Gal(F`/F`).
(8)Cf. no 10.2 pour la dé�nition de cette notion.
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est géométrique(9). Cet exemple a joué un rôle fondamental pour le développement

de la théorie.

(iv) Plus généralement(10), les représentations provenant de la géométrie (i.e. les

sous-quotients de représentations de la forme Hi
et(X,Qp), où X est une variété al-

gébrique lisse dé�nie sur Q) sont géométriques(11), et Fontaine et Mazur conjec-

turent [82] que toute représentation géométrique provient de la géométrie (à torsion

près par un caractère de la forme χn
p , avec n ∈ Z), ce qui a des conséquences assez

remarquables et plutôt surprenantes(12) au vu du peu de conditions imposées.

4.2. Fonctions L

A une représentation géométrique irréductible V , de dimension d, est attachée

une fonction L complexe L(V, s) =
∏

`∈P
1

P`(`−s) , où P` = 1 + a1,`X + · · · est un

polynôme(13) de degré ≤ d et égal à d sauf pour un nombre �ni de `. Cette fonction L

détermine complètement V (à isomorphisme près), et on peut (conjecturalement [59,

8, 18, 84, 78]) lire sur ses valeurs aux entiers des tas d'informations �nes concernant

la représentation V . Par exemple, si E est une courbe elliptique dé�nie sur Q, l'ordre

du zéros de L(E, s) = L(VE , s) en s = 1 est conjecturalement égal au rang (comme

Z-module) du groupe E(Q) (conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer).

Si V est la représentation triviale (i.e. V = L et ρV (g) = 1 pour tout g), alors

L(V, s) = ζ(s), où ζ est la fonction zêta de Riemann. Elle admet un prolongement

méromorphe à C, holomorphe en dehors d'un pôle simple en s = 1, et une équation
fonctionnelle Γ(s/2)

πs/2 ζ(s) = Γ((1−s)/2)
π(1−s)/2 ζ(1 − s) reliant les valeurs en s et 1 − s. Plus

généralement, si ρV est de la forme χn
p , avec n ∈ Z, alors L(V, s) = ζ(s− n).

(9)Si E a bonne réduction (ce qui est le cas pour presque tout `), la réduction modulo ` induit

un isomorphisme de E[pn] ∼= E(F`)[p
n], et VE est non rami�ée en ` ; que VE soit potentiellement

log-cristalline a été démontré par Fontaine [80] (cf. [41, 42] pour une autre approche).
(10)Si E est une courbe elliptique dé�nie sur Q, alors VE = H1

et(E,Qp)⊗ χp.
(11)Que la représentation Hi

et(X,Qp) soit non rami�ée pour presque tout ` est une conséquence du

fait que X a bonne réduction sauf en un nombre �ni de ` et du théorème de changement de base propre

en cohomologie étale. Qu'elle soit potentiellement log-cristalline a été conjecturé par Fontaine [80],

et est une conséquence des théorèmes de comparaison p-adiques démontrés par Tsuji [133, 134],

Faltings [71] et Nizioª [112, 113] (après des travaux de Tate [132], Bloch-Kato [17], Fontaine-

Messing [83], Kato [96], etc.) par 3 méthodes di�érentes (que ces méthodes fournissent le même

morphisme de comparaison a été démontré par Nizioª [114]) ; la méthode de Faltings a été décorti-

quée par Gabber et Ramero [85, 86], revisitée par Andreatta, Brinon et Iovita [1, 2], et simpli�ée

par Scholze [125] ; une autre voie d'approche a récemment été découverte par Beilinson [9, 10] et

Bhatt [16].
(12)Chacune des conditions locales peut se déformer de manière continue, alors que les représentations

provenant de la géométrie forment un ensemble dénombrable.
(13)On a P` = det

`
1−X(Frob`|V I` )

´
.
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Si V n'est pas de la forme χn
p , on conjecture que la fonction s 7→ L(V, s), qui est

holomorphe dans un demi-plan Re(s) > c, admet un prolongement analytique à C,

avec une équation fonctionnelle du genre de celle de la fonction ζ.

Exemples 2. � (i) Si dim V = 1, le théorème de Kronecker-Weber implique que

L(V, s) est, à translation de la variable près, une fonction L de Dirichlet (i.e. de la

forme
∑

n≥1
χ(n)
ns , où χ : (Z/DZ)∗ → C∗ est un caractère) ; elle admet les propriétés

attendues.

(ii) Si ρV est d'image �nie, L(V, s) est une fonction L d'Artin, et le prolongement

analytique de L(V, s) a été conjecturé par Artin (1923). Le cas de dimension 2 est

en grande partie démontré grâce aux travaux de Langlands-Tunnell [108, 136] et de

Khare et Wintenberger [99, 100] ; le cas de dimension ≥ 3 est totalement ouvert. On

sait quand même, grâce à Brauer, que L(V, s) admet un prolongement méromorphe

à C.

(iii) Si E est la courbe elliptique EA,B,C d'équation y2 = X(X − A)(X + B) (et

A + B = C), et si A = ap, B = bp et C = cp, avec a, b, c entiers et p premier ≥ 5,
Ribet [117], reprenant une suggestion de Frey (basée sur une construction d'Helle-

gouarch) précisée par Serre [128], a prouvé que L(EA,B,C , s) n'avait pas les propriétés
attendues. Comme Wiles [141] a démontré que toutes les L(EA,B,C , s) ont les pro-

priétés attendues, cela lui a permis de démontrer, en�n !, le théorème de Fermat.

5. Formes modulaires et fonctions L

Soit D un entier, et soit Γ0(D) le sous-groupe de SL2(Z) des matrices
(

a b
c d

)
véri-

�ant c ≡ 0 modulo D. Si k ≥ 1 est un entier, et si χ : (Z/DZ)∗ → C∗ est un caractère

de Dirichlet, une forme quasi-modulaire f , de poids k, niveau D et caractère χ, est une

fonction holomorphe sur H = {z, Im z > 0}, telle que f
(

az+b
cz+d

)
= χ(d)(cz + d)kf(z)

quel que soit
(

a b
c d

)
∈ Γ0(D). Une forme quasi-modulaire est en particulier pério-

dique de période 1, et donc a un développement de Fourier (q-développement) du

type f(z) =
∑

n∈Z an(f)qn, avec q = e2iπ z. On dit que f est une forme modulaire

si an(f) = 0 pour n < 0, et s'il existe c > 0 tel que an(f) = O(nc). Cette dernière

condition permet d'associer à f une fonction L dé�nie par

L(f, s) =
(2π)s

Γ(s)

∫ +∞

0

(
f(iy)− a0(f)

)
ys dy

y
=

+∞∑
n=1

an(f)
ns

,

qui possède un prolongement méromorphe à C tout entier et véri�e une équation

fonctionnelle reliant s et k − s. On dit que f est primitive, si L(f, s) est holomorphe

sur C et admet :

• un développement en produit de facteurs d'Euler

L(f, s) =
∏
p|D

1
1− ap(f)p−s

∏
p-D

1
1− ap(f)p−s + χ(p)pk−1−2s

,



6 PIERRE COLMEZ

• une équation fonctionnelle du type Λ(f, k − s) = wΛ(f∗, s), où f∗(z) = f(−z),
w est un nombre complexe de module 1, et Λ(f, s) = Γ(s)

(2π)s Ds/2 L(f, s).
L'existence de formes primitives relève du miracle, mais Atkin et Lehner [3] ont

démontré que les f(az+b
d ), où f décrit les formes primitives de poids k, et a, b, d les

entiers (a 6= 0 et d 6= 0) forment une famille génératrice de l'espace vectoriel engendré

par les formes modulaires � nulles à l'in�ni �, de poids k et de tout niveau.

6. Représentations galoisiennes attachées aux formes modulaires

La conjecture suivante [139] est le point de départ du programme de Langlands [107].

Conjecture 3. � (Taniyama-Weil) Si E est une courbe elliptique dé�nie sur Q, il

existe une forme modulaire fE, primitive de poids 2, telle que L(E, s) = L(fE , s).

Shimura [129, 130, 131] a démontré de nombreux cas de cette conjecture : plus

précisément, Shimura a prouvé que si f =
∑

n≥1 anqn est primitive de poids 2, de
caractère trivial, et si les an sont rationnels, alors il existe une courbe elliptique(14)

Ef telle que L(Ef , s) = L(f, s).
Wiles [141] a prouvé cette conjecture dans le cas des courbes elliptiques EA,B,C ;

ses méthodes ont été ra�nées par Breuil-Conrad-Diamond-Taylor [26], ce qui leur a

permis de démontrer le cas général.

Deligne [57] et Serre [60] ont étendu(15)le résultat de Shimura en poids quelconque :

si f est primitive, il existe une représentation géométrique ρf , irréductible, de dimen-

sion 2 sur une extension �nie Lf de Qp, telle que L(ρf , s) = L(f, s). De plus, cette

représentation est impaire (le déterminant de la conjugaison complexe est −1).
Si on combine la conjecture de Fontaine-Mazur avec la correspondance de Lan-

glands globale, on tombe sur la conjecture suivante qui implique les propriétés conjec-

turales souhaitées pour L(V, s).

Conjecture 4. � Soit V une représentation de GQ, géométrique à poids(16) de Hodge-

Tate distincts, irréductible, de dimension 2. Si V est impaire, alors il existe une forme

(14)La courbe Ef est un quotient de la courbe modulaire Y0(D) = H /Γ0(D), et il a conjecturé que

toute courbe elliptique dé�nie sur Q est de cette forme, ce qui (compte-tenu de ses résultats) renforce

la conjecture de Taniyama-Weil (dans l'utre sens, l'implication � Taniyama-Weil ⇒ Shimura � est

une conséquence de la conjecture de Tate pour les courbes elliptiques prouvée en toute généralité

par Faltings [70]) ; une courbe elliptique de cette forme a une arithmétique extrêmement riche [97].
(15)Ce résultat est une des premières constructions de représentations galoisiennes attachées à des

formes automorphes. Il a été suivi par beaucoup d'autres (cf. [38]) qu'il serait impossible d'énumérer

ici. Signalons juste que toutes les représentations construites satisfaisaient une condition d'auto-

dualité que Harris, Lan, Taylor et Thorne [89] viennent tout juste de faire sauter. Ceci ouvre la

voie à l'établissement d'une version potentielle de la correspondance de Langlands globale (en poids

régulier) sans la condition d'autodualité de [4].
(16)Cf. no 10.2 pour la dé�nition de cette notion.
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modulaire primitive f et n ∈ Z tels que V soit isomorphe à ρf ⊗ χn
p ou, de manière

équivalente, tels que L(V, s) = L(f, s− n).

Remarque 5. � Si V est paire, la conjecture de Fontaine-Mazur implique que V

n'existe pas. Ceci a été démontré par Calegari [32, 33] (avec quelques restrictions sur

la réduction modulo p des représentations considérées).

Les travaux de Wiles [141] fournissent une stratégie pour démontrer ce genre

d'énoncés :

• Démontrer le même énoncé modulo p : si ρ : GQ → GL2(kL) est impaire, alors il

existe une forme primitive f telle que ρ soit isomorphe à(17) ρf . (Ce résultat, conjec-

turé par Serre [128], n'a pas l'air vraiment plus facile que celui que l'on cherche à

démontrer, mais c'est maintenant un théorème grâce aux travaux de Khare et Win-

tenberger [99, 100] avec l'aide de Kisin [103].)

• Classi�er les ρV et les g primitives telles que ρV = ρ = ρg, et montrer que les

deux ensembles sont les mêmes.

Pour que ceci ait une chance de marcher, il faut imposer des conditions � locales � en

tous les nombres premiers ` (cf. �� 7-10 pour la dé�nition des invariants intervenant

dans ces conditions locales), et s'assurer que ces conditions se correspondent bien

(compatibilité entre le local et le global, � 11). Pour ` 6= p, la correspondance de

Langlands locale classique (et sa version modulo p, cf. [137, 138]) nous dit ce qu'il

faut faire ; le cas ` = p est plus délicat et conduit [19, 20, 21] à la correspondance de

Langlands locale p-adique [52] pour GL2(Qp).

7. Formes modulaires et représentations de GL2

Si D ∈ N, soit KD le sous-groupe de GL2(Ẑ) =
∏

`∈P GL2(Z`) des h =
(

a b
c d

)
,

avec c ∈ DẐ. Si χ est un caractère de Dirichlet modulo D, on fabrique un carac-

tère linéaire χ̃ de KD, en posant χ̃(h) = χ(d), où l'on a noté d l'image de d dans

(Ẑ/DẐ)∗ = (Z/DZ)∗. On a alors χ̃(γ) = χ(d), si γ =
(

a b
c d

)
∈ Γ0(D).

Le groupe GL2(A) est le produit restreint(18) de GL2(R) et des GL2(Q`), pour
` ∈ P.

Proposition 6. � (i) Tout élément de GL2(A) peut s'écrire sous la forme γg∞κ,

avec γ ∈ GL2(Q), g∞ ∈ GL2(R)+ = {g ∈ GL2(R), det g > 0}, et κ ∈ KD.

(17)Si V est une L-représentation de GQ, et si M est un OL-réseau de V , la compacité de GQp implique

que M ′ =
P

g∈GQp
g · M est encore un réseau de V , qui est stable par GQp par construction. En

réduisant modulo mL, cela fournit une représentation ρV dont la semi-simpli�ée ne dépend pas du

choix de M .
(18)I.e. l'ensemble des (g∞, g2, g3, . . . ), avec g∞ ∈ GL2(R), g` ∈ GL2(Q`) et g` ∈ GL2(Z`) sauf

pour un nombre �ni de `.
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(ii) Cette écriture est unique à multiplication près de γ à droite par α ∈ Γ0(D) et

de g∞ et κ à gauche par α−1.

Soit f primitive, telle que (cz + d)−kf
(

az+b
cz+d

)
= χ(d)f(z), si

(
a b
c d

)
∈ Γ0(D). On

peut utiliser la décomposition de GL2(A) ci-dessus pour attacher à f une fonction

φf sur GL2(A), grâce à la formule,

φf (x) = χ̃(h)−1
( (a∞d∞ − b∞c∞)1/2

c∞i + d∞

)k
f
(a∞i + b∞
c∞i + d∞

)
, si x = γg∞h et g∞ =

(
a∞ b∞
c∞ d∞

)
.

Le (ii) de la prop. 6 montre que ceci ne dépend pas de la décomposition de x choisie,

et on a φf (γg) = φf (g) pour tous γ ∈ GL2(Q) et g ∈ GL2(A). On note Πf l'espace

engendré par les g 7→ φf (gh), pour h ∈ GL2(A). Par construction, cet espace est muni
d'une action de GL2(A) [ donnée par (h ·φ)(g) = φ(gh)] ; cette action est irréductible,

et comme GL2(A) est essentiellement le produit de GL2(R) et des GL2(Q`), on peut

factoriser(19) Πf sous la forme Πf = Πf,∞ ⊗
(
⊗`∈P Πf,`

)
, où Πf,∞ (resp. Πf,`) est

une représentation de GL2(R) (resp. GL2(Q`)).

8. Groupe de Galois et groupe de Weil de Q`

On �xe une clôture algébrique Q` de Q`, et on note GQ`
le groupe de Galois absolu

Gal(Q`/Q`) de Q` (il revient au même de �xer une extension de | |` à Q ; on peut

alors prendre pour Q` la clôture intégrale de Q` dans le complété de Q pour | |`, et
GQ`

s'identi�e au sous-groupe de GQ qui sont des isométries pour | |`).
On note Qnr

` l'extension de Q` engendrée par les racines de l'unité d'ordre premier

à ` ; c'est une extension galoisienne de Q` de groupe de Galois Ẑ (complété pro�ni

de Z, isomorphe à
∏

p Zp) dont un générateur topologique est le frobenius Frob` qui

envoie une racine de l'unité ζ sur ζ`. On dispose donc d'une surjection de GQ`
sur Ẑ,

et on note I` le noyau : c'est le sous-groupe d'inertie(20) de GQ`
. On dé�nit le groupe

de Weil WQ`
comme l'image inverse de Z ⊂ Ẑ dans GQ`

; on a donc une suite exacte

de groupes 1 7→ I` → WQ`
→ Z → 1, et on note deg l'application de WQ`

dans Z.
On note Qmod

` l'extension de Qnr
` obtenue en rajoutant les `1/n, avec n premier à `.

Alors Qmod
` est une extension galoisienne de Q`, et donc aussi de Qnr

` , et le groupe

d'inertie modérée Imod
` = Gal(Qmod

` /Qnr
` ) est isomorphe à

∏
p6=` Zp. Ce groupe est

(19)Il s'agit d'un produit tensoriel restreint : pour presque tout `, l'espace des invariants de Πf,`

sous l'action de GL2(Z`) est de dimension 1 ; on en choisit une base a`, et ⊗v∈P∪{∞}Πf,v désigne

l'espace des (⊗vxv)v∈P∪{∞} avec x` = a` pour presque tout `.
(20)On peut aussi dé�nir I` comme le sous-groupe des σ tels que σ(x)−x ∈ m` = {y ∈ Q`, |y|` < 1},

si x ∈ OQ`
= {x ∈ Q`, |x|` ≤ 1} ; comme OQ`

/m` est une clôture algébrique de F`, cela fournit un

isomorphisme GQ`
/I`

∼= Gal(F`/F`), et Frob` induit l'isomorphisme x 7→ x` de F`.
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muni d'une action de Frob` par conjugaison
(21), et l'action induite sur chaque Zp est

la multiplication par `.

On note I+
` le noyau de la projection GQ`

→ Imod
` ; c'est un pro-`-groupe (tous ses

quotients �nis sont de cardinal une puissance de `) appelé le sous-groupe d'inertie sau-

vage de GQ`
. Il admet une �ltration par les groupes de rami�cation supérieure(22) [126].

9. La correspondance de Langlands locale classique pour GL2(Q`)

Une représentation du groupe de Weil-Deligne de Q` (ou WDQ`
-représentation),

de dimension d sur L, est un L-espace vectoriel de dimension d muni :

• d'une action continue de WQ`
pour laquelle I` agit à travers un quotient �ni,

• d'un opérateur linéaire N véri�ant ρV (g) ◦ N = `− deg gN ◦ ρV (g), pour tout

g ∈ WQ`
.

La correspondance de Langlands locale(23) est une bijection entre les classes d'iso-

morphismes de WDQ`
-représentations de dimension d sur L et les L-représentations

lisses, admissibles(24), essentiellement(25) irréductibles de GLd(Q`). Cette bijection

est normalisée via les facteurs locaux des fonctions L.

Nous allons expliciter le résultat pour(26) GL2(Q`). Si χ1, χ2 sont des caractères lo-

calement constants de Q∗
` , on note Indlisse(χ1⊗χ2) l'espace des φ : G → L, localement

(21)Si g est un relèvement de Frob` dans Gal(Qmod
` /Q`), alors h 7→ ghg−1 est un automorphisme

de Imod
` qui ne dépend pas du choix de g.

(22)Une description directe de cette �ltration, en termes de l'anneau B+
dR de Fontaine [76, 79],

peut se trouver dans [47]. Il s'agit d'un invariant très �n. En e�et, on dispose, grâce à Jannsen et

Wingberg [94], d'une description par générateurs et relations du groupe topologique GQ`
ou, plus

généralement, du groupe de Galois GK absolu d'un corps local K (i.e. une extension �nie d'un Q`). Il

en résulte que l'on ne peut retrouver, à partir du groupe topologique abstrait GK , que le cardinal du

corps résiduel de K, et donc sa caractéristique `, le degré de l'extension K/Q`, et le nombre de racines

de l'unité d'ordre une puissance de ` dans K. Par contre, Mochizuki [110] a montré qu'à partir de la

�ltration par les groupes de rami�cation supérieure, on pouvait retrouver K (à isomorphisme près).
(23)Cette correspondance a été établie en toute généralité par Harris et Taylor [88], et par Hen-

niart [91] ; une preuve simpli�ée a récemment été obtenue par Scholze [124]. La démonstration de

Harris et Taylor fournit, de surcroît, une réalisation géométrique de la correspondance dans la co-

homologie de tours de revêtements d'espaces de déformations de groupes formels (version locale des

courbes modulaires) ; d'autres réalisations géométriques peuvent se trouver dans [72].
(24) Une représentation Π est lisse si g 7→ g ·v est localement constante pour v ∈ Π ; elle est admissible

si ΠK est de dimension �nie pour tout sous-groupe ouvert K.
(25)Il y a plusieurs normalisations possibles pour la correspondance ; si on veut qu'elle envoie des

L-représentations sur des L-représentations, il faut prendre la normalisation à la Tate [58], et pas la

normalisation unitaire. Par ailleurs, la compatibilité local-global dans la correspondance de Langlands

p-adique suggère fortement [67, 29] qu'il faut inclure quelques représentations non irréductibles du

côté de GLd(Q`).
(26)Dans le cas d = 2, cette correspondance a été établie il y a longtemps (par Jacquet-Langlands [95]

si p ≥ 3, et par Tunnell [135] et Kutzko [106] si p = 2), et on dispose d'une réalisation géométrique

particulièrement satisfaisante [140] ; c'est le seul cas où l'on a une preuve purement locale [30] (les
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constantes, telles que φ
((

a b
0 d

)
g) = χ1(a)χ2(d)φ(g), pour tous g ∈ G et

(
a b
0 d

)
∈ B. On

munit Indlisse(χ1⊗χ2) d'une action de G grâce à la formule (h·φ)(g) = φ(gh). Si δ1, δ2

sont localement constants, on note Blisse(δ1, δ2) la représentation Indlisse(δ2⊗| |−1δ1).

Proposition 7. � (i) Blisse(δ1, δ2) est une représentation irréductible de G sauf si

δ2 = | |−1δ1 ou si δ2 = | |δ1 : dans le premier (resp. second) cas, Blisse(δ1, δ2) est une

extension de St⊗ δ2 par δ2 (resp. de δ1 par St⊗ δ1), où St est la steinberg.

(ii) Si δ2 6= |x|±1δ1, alors Blisse(δ1, δ2) ∼= Blisse(δ2, δ1).

Les composantes de Jordan-Hölder des Blisse(δ1, δ2) sont dites de la série prin-

cipale ; les autres représentations irréductibles, admissibles, lisses, de Gl2(Q`) sont

dites supercuspidales. On les obtient par induction à partir de sous-groupes ouverts

compacts (théorie des types [31, 90]).

Si M est une WDQ`
-représentation de dimension 2, non de la forme δ⊕ δ, on note

LL`(M) la représentation de GL2(Qp) qui lui correspond. Si M est non irréductible,

la semi-simpli�ée de M , vue comme représentation de WQ`
, est de la forme δ1 ⊕ δ2,

et on peut supposer δ2 6= | |−1δ1. Alors LL`(M) = Blisse(δ1, δ2) sauf si N 6= 0 (ce qui

implique que δ2 = | |δ1), où LL`(M) = St⊗ δ1.

Si M est absolument irréductible comme représentation de WQ`
, alors LL`(M) est

supercuspidale.

10. Représentations p-adiques de GQ`

On �xe une extension �nie L de Qp, et on s'intéresse aux représentations continues

ρV : GQ`
→ GL(V ), où V est un L-espace vectoriel de dimension �nie d.

10.1. Le cas ` 6= p. � On note πp la projection de I` sur le facteur Zp de

Imod
`

∼=
∏

p6=` Zp. Grothendieck a remarqué [87] que, pour des raisons topologiques(27),

il existe NV : V → V , et un sous-groupe d'indice �ni I ⊂ I` tel que ρV (h) =
exp(πp(h)NV ) pour tout h ∈ I, et que l'on a ρV (g) ◦N = `− deg gN ◦ρV (g), pour tout
g ∈ WQ`

(ceci implique, en particulier, que NV est nilpotent et commute à l'action

de I`).

Ceci permet d'associer à V une WDQ`
-représentation : on choisit un relèvement

ϕ` de Frob` dans GQ`
, et on munit V de l'action de WQ`

dé�nie par ρ′V (g) =

réalisations géométriques de [88, 72] n'utilisent que des objets locaux, mais les démonstrations du

fait que ces objets réalisent la correspondance font appel à des arguments globaux).
(27)Comme GQ`

est compact, il stabilise un réseau de V , ce qui prouve que l'image de ρV est incluse

dans un sous-groupe isomorphe à GLd(OL). Or le noyau de l'application GLd(OL) → GLd(kL) un

prop-p-groupe d'indice �ni dans GLd(OL), alors que le noyau J de πp est un groupe pro�ni dont

tous les quotients �nis sont d'ordre premier à p. Il s'ensuit que l'application GLd(OL) → GLd(kL)

est injective sur ρV (J), ce qui montre que ρV (J) est �ni, et que la restriction de ρV à I` se factorise

presque par πp.
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ρV (g) exp(−πp(ϕ
− deg g
` )NV ) ; alors le couple (ρ′V , NV ) dé�nit une WDQ`

-représentation

WD(ρV ) dont la classe d'isomorphisme ne dépend pas des choix faits. On ne perd pas

d'information en passant de ρV à WD(ρV ) puisque la donnée de (ρ′V , NV ) permet de

reconstruire ρV sur WQ`
et donc, par continuité, sur GQ`

.

10.2. Le cas ` = p. � Si ` = p, l'image du sous-groupe d'inertie sauvage n'a aucune

raison topologique d'être �nie et, de fait, cette image est en général in�nie. Il s'ensuit

que la classi�cation des représentations p-adiques de GQp
est nettement plus compli-

quée que celle des représentations p-adiques de GQ`
, si ` 6= p, car il y en a beaucoup

plus. Pour tenter d'isoler les représentations venant de la géométrie, Fontaine [80] a

introduit la catégorie des représentations potentiellement log-cristallines(28) qui sont

précisément celles auxquelles on peut attacher une WDQp-représentation (cf. (i) de

la rem. 9). L'énoncé du résultat (th. 8) va demander un peu de préparation.

Si K est une extension �nie galoisienne de Qp, on note GK ⊂ GQp
son groupe de

Galois absolu, et on pose K0 = K ∩ Qnr
p . Une représentation potentiellement log-

cristalline devient log-cristalline sur une extension �nie galoisienne de Qp, et il su�t

donc de décrire celles qui deviennent log-cristallines sur K. Pour ce faire, on dé�nit

les notions suivantes :

• Un (ϕ, N,GQp)-module rationnel sur K est un L⊗K0-module libre muni d'une

action semi-linéaire de ϕ (qui agit sur K0 par Frobp), d'une action semi-linéaire de

GQp agissant à travers le quotient �ni GQp/GK et commutant à ϕ, et d'un opérateur

linéaire N commutant à GQp et véri�ant Nϕ = pϕN .

• Une �ltration sur un (ϕ, N,GQp
)-module ∆, rationnel sur K, est la donnée d'une

suite décroissante de sous-(L ⊗ K)-modules ∆i
K , pour i ∈ Z, de ∆K = K ⊗K0 ∆,

stables par GQp (agissant par g ⊗ g), véri�ant ∆i
K = ∆K si i � 0 et ∆i

K = 0 si

i � 0, et tels que ∆i
K/∆i+1

K soit libre sur L ⊗ K pour tout i. Les poids de Hodge-

Tate de ∆ sont les entiers i tels que ∆−i+1
K 6= ∆−i

K ; ils sont comptés avec multiplicité

rgL⊗K(∆−i
K /∆−i+1

K ).
Si ∆ est un (ϕ, N,GQp

)-module rationnel �ltré (i.e. muni d'une �ltration) sur K,

on peut lui associer deux invariants numériques tN (∆) et tH(∆) dé�nis par

tN (∆) =
1

[K0 : Qp]
vp

(
det ϕ[K0:Qp]

)
et tH(∆) =

∑
i∈Z

i · dimK(∆i
K/∆i+1

K ).

(28)Ces représentations sont appelées traditionnellement potentiellement semi-stables, mais cette

terminologie est en con�it avec la notion de semi-stabilité pour les �brés vectoriels sur une courbe.

Ceci est devenu particulièrement gênant depuis les travaux de Fargues et Fontaine [73, 74] qui

fournissent une démonstration du th. 8 (conjecture � faiblement admissible implique admissible � de

Fontaine [75, 80]) via l'étude des �brés sur le complété de la courbe a�ne Spec(BN=0,ϕ=1
st ) (l'anneau

BN=0,ϕ=1
st (cf. note 29) s'est avéré, à la surprise générale des experts du sujet, être un anneau

principal). La démonstration de Fargues et Fontaine éclaire d'un jour nouveau les démonstrations

antérieures [56, 43, 12, 13, 102] de cette conjecture.
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On dit que ∆ est faiblement admissible si on a tH(∆) = tN (∆) et tH(∆′) ≤ tN (∆′)
pour tout sous-F -espace vectoriel ∆′ de ∆ stable par ϕ et N (∆′K étant muni de la

�ltration induite).

Théorème 8. � La catégorie des représentations devenant log-cristallines sur K est

équivalente à celle des (ϕ, N,GQp)-modules �ltrés faiblement admissibles, rationnels

sur K.

Remarque 9. � (i) Il résulte du théorème que se donner une représentation poten-

tiellement log-cristalline revient à se donner un (ϕ, N,GQp)-module �ltré faiblement

admissible (29), ce qui est un objet nettement plus facile à comprendre (cf. � 14 pour

la construction de tels objets).

(ii) On peut [81, 29] transformer un (ϕ, N,GQp
)-module en WDQp

-module en

faisant agir g ∈ WQp ⊂ GQp par ϕ− deg gg. Réciproquement, on peut transformer un

WDQp-module en (ϕ, N,GQp)-module par une recette un peu plus compliquée qui

peut demander de remplacer L par une extension �nie, ce qui n'est pas gênant pour

ce qui nous intéresse. Les deux recettes sont inverses l'une de l'autre, ce qui permet

de décrire une représentation potentiellement log-cristalline V en terme d'un WDQp-

module Dpst(V ) et d'une �ltration faiblement admissible sur Dpst(V ). Les poids de

Hodge-Tate de V sont alors ceux de Dpst(V ).

11. Compatibilité local-global

Si ` ∈ P, on note ρf,` la restriction de ρf à GQ`
. Le résultat suivant traduit la

compatibilité des correspondances de Langland globale ρf ↔ Πf et locale(30).

Théorème 10. � Soit f une forme modulaire primitive, de poids k ≥ 2.
(i) Si ` 6= p, alors LL`(WD(ρf,`)) = Πf,`.

(ii) ρf,p est potentiellement log-cristalline à poids de Hodge-Tate 0 et k − 1, et

LLp(Dpst(ρf,p)) = Πf,p.

(29) La construction explicite de ce module n'est pas indispensable pour ce que l'on va en faire. Elle

repose sur la contruction d'anneaux Bst ⊂ BdR, munis d'actions continues de GQp et de structures

additionnelles : Bst est muni d'opérateurs ϕ et N commutant à GQp et véri�ant Nϕ = pϕN ; BdR

est muni d'une �ltration descendante par les Bi
dR, pour i ∈ Z, qui est stable par GQp .

Si K est une extension �nie galoisienne de Qp, on a B
GK
dR = K et B

GK
st = K0. Cela fait que,

si V est une Qp-représentation (le cas d'une L-représentation s'en déduit en rajoutant une action

linéaire de L) de GQp , le K0-module libre Dst(V/K) = (Bst ⊗ V )GK est un (ϕ, N, GQp )-module

rationnel sur K (les actions de ϕ et N provenant de Bst, et celle de GQp/GK étant l'action résiduelle

de celle de GQp ), de rang ≤ dimL V . On dit que V devient log-cristalline sur K si Dst(V/K) est de

rang dimL V . La �ltration sur Dst(V/K)K = K ⊗K0 Dst(V/K) est induite par son injection dans

BdR ⊗ V .
(30)Ce résultat, fruit des e�orts de Carayol, Deligne, Langlands, Saito et Scholl [36, 123, 118], a

été amplement généralisé (cf. [38, 4, 34, 35, 89] pour les résultats les plus récents).
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Remarque 11. � (i) Comme WD(ρf,`) détermine ρf,`, il s'ensuit que la connais-

sance de Πf,` détermine complètement ρf,` si ` 6= p. Ce n'est pas le cas (en général)

si ` = p car cette connaissance ne permet de retrouver que la WDQp-représentation

Dpst(ρf,p), mais pas la �ltration qui permettrait de reconstruire ρf,p. La question est

donc : y a-t-il un moyen naturel d'encoder cette �ltration du côté des représentations

de GL2(Qp) ?
(ii) L'idée de Breuil a été que ceci devrait être possible en considérant des complé-

tions p-adiques de la représentation localement algébrique(31) Πalg
f,p = Πf,p ⊗ Symk−2.

Comme Πalg
f,p est de longueur �nie comme représentation de GL2(Qp), elle admet

un complété universel(32) Π̂alg
f,p, et tout complété de Πalg

f,p en est un quotient (on fera

attention au fait que ce complété universel pourrait fort bien être nul). La question

ci-dessus devient : y a-t-il un moyen naturel d'associer un quotient irréductible de

Π̂alg
f,p à une �ltration admissible sur Dpst(ρf,p) ?

12. Représentations p-adiques de GL2(Qp)

Une L-représentation unitaire de G est un L-banach muni d'une action continue

de G laissant stable la boule unité. Nous aurons besoin d'imposer une condition de

�nitude ; on note :

• ReptorsG, catégorie des OL[G]-modules Π, lisses, admissibles(33), de longueur

�nie, et admettant un caractère central (34),

• RepLG, catégorie des L[G]-modules Π munis d'un OL-réseau Π0 stable par G,

tel que Π0 = lim
←−

Π0/pnΠ0 et Π0/pnΠ0 ∈ ReptorsG, pour tout n.

Exemples 12. � (i) Soit s = (δ1, δ2) un couple de caractères unitaires de Q∗
p . On

note δs et ωs les caractères δ1δ
−1
2 χ−1 et δ1δ2χ

−1. On dé�nit B(δ1, δ2) comme l'in-

duite continue(35) du caractère δ2 ⊗ χ−1δ1 de B. L'application φ̃ 7→ φ, où φ(x) =
φ̃
((

0 1
−1 x

))
permet d'identi�er B(δ1, δ2) à l'espace des φ : Qp → L continues, telles

que δs(x)φ(1/x) se prolonge en une fonction continue dans un voisinage de 0, muni
de l'action à gauche de G dé�nie par g · φ = φ ? g, où

(12.1)
(
φ ?

(
a b
c d

))
(x) = δ−1

1 χ(ad− bc)δs(cx + d)φ
(ax + b

cx + d

)
.

(31)Symk−1 désigne la puissance symétrique (k − 1)-ième de la représentation naturelle de dimen-

sion 2 de GL2(Qp) ; qu'il faille considérer Πf,p ⊗ Symk−2 et pas seulement Πf,p est suggéré par la

construction de la représentation ρf ou par la forme de Πf,∞.
(32)On choisit v1, . . . , vk engendrant Πalg

f,p, et on considère le OL[GL2(Qp)]-module M engendré par

v1, . . . , vk ; alors
d
Πalg

f,p = L⊗OL
lim
←−

(M/pnM).

(33)Cf. note 24. D'après [6, 19], l'admissibilité est conséquence des autres conditions.
(34)I.e. il existe ωΠ : Q∗

p → O∗
L tel que

`
a 0
0 a

´
· v = ωΠ(a)v pour tous a ∈ Q∗

p et v ∈ Π.
(35)I.e. l'espace des φ : G → L, continues, telles que φ

``
a b
0 d

´
g) = χ1(a)χ2(d)φ(g), pour tous g ∈ G

et
`

a b
0 d

´
∈ B.
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Alors B(δ1, δ2) est un objet de RepLG, de caractère central ωs, qui est irréductible

sauf si δ2 = χ−1δ1, où l'espace des fonctions constantes est une sous-representation

de dimension 1 isomorphe à δ2 ◦ det et le quotient est St ⊗ (δ2 ◦ det), où St est la

steinberg et est irréductible.

(ii) Les représentations de la forme B(δ1, δ2) et leurs composantes de Jordan-Hölder

sont dites ordinaires. Les objets absolument irréductibles de RepLG qui ne sont pas

ordinaires sont dits supersinguliers. Le � 14 donne un procédé de construction de

représentations supersingulières ; la classi�cation complète de ces objets fait l'objet

de la correspondance de Langlands locale p-adique du � 16.

13. La théorie locale du corps de classe

On note Qcycl
p l'extension de Qp obtenue en rajoutant les racines de l'unité d'ordre

une puissance de p. C'est une extension galoisienne de Qp, et le caractère cyclotomique

χ : GQp
→ Z∗

p , dé�ni par σ(ζ) = ζχ(σ) pour toute racine de l'unité ζ d'ordre une

puissance de p, induit un isomorphisme Gal(Qcycl
p /Qp) ∼= Z∗

p ; on note a 7→ σa l'inverse

de cet isomorphisme.

Le groupe de Galois de l'extension Qnr
p Qcycl

p /Qp est abélien, et il résulte de l'ana-

logue local du th. de Kronecker-Weber que ce groupe est le plus grand quotient abélien

de GQp
. Il s'ensuit que le plus grand quotient abélien de WQp

est isomorphe à Q∗
p

(l'isomorphisme inverse fait agir apk par Frob−k
p sur Qnr

p et par σa sur Qcycl
p , si a ∈ Z∗

p

et k ∈ Z). Cela permet d'identi�er les caractères de Q∗
p et ceux de WQp

.

Si δ est un caractère unitaire de Q∗
p (i.e. si δ est à valeurs dans O∗

L), alors δ se

prolonge par continuité à GQp
, ce qui permet aussi de voir δ comme un caractère

de GQp . On obtient de la sorte une bijection entre les caractères de GQp et les ca-

ractères unitaires de Q∗
p que l'on peut voir comme la correspondance de Langlands

locale p-adique pour GL1(Qp). Par exemple x 7→ x|x|p, qui est unitaire, correspond
au caractère cyclotomique χ. Si δ est un caractère unitaire de Q∗

p , on note L(δ) la

représentation de dimension 1 de GQp
qui lui correspond.

14. Complété universel de représentations localement algébriques

14.1. Construction de WDQp
-modules �ltrés faiblement admissibles

Soient η1, η2 : Q∗
p → L∗ deux caractères localement constants.

• On note ∆(η1, η2) le WDQp
-module dé�ni par(36) ∆(η1, η2) = L e1 ⊕ Le2, et

g(ej) = ηj(g)ej si g ∈ WQp , N(ej) = 0.
• Si η2 = η1| |−1, on note ∆N (η1, η2) le WDQp-module dé�ni par g(ej) = ηj(g)ej

si g ∈ WQp , N(e2) = e1 et N(e1) = 0.

(36)Si η1 = η2, on remplace la formule g(e2) = η2(g)e2 par g(e2) = η2(g)(e2 + e1).
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Si a < b ∈ Z, et si ∆ = ∆(η1, η2),∆N (η1, η2), la philosophie de Breuil nous

dit qu'à une �ltration faiblement admissible sur ∆, à poids de Hodge-Tate −a, −b,

devrait correspondre naturellement un complété de LLp(∆) ⊗ det−b⊗Symb−a−1. Le

th. 13 ci-dessous en fournit une con�rmation éclatante.

Les �ltrations faiblement admissibles sur ∆ sont faciles à classi�er : si on veut qu'il

en existe et que l'objet correspondant soit irréductible, il faut que

a < inf(vp(η1(p)), vp(η2(p))) et vp(η1(p)) + vp(η2(p)) = a + b.

Dans ce cas, il y a une unique �ltration faiblement admissible (à isomorphisme près)

sur ∆(η1, η2), à savoir celle telle que Fili∞∆(η1, η2) = L (e1 + e2) si a < i ≤ b.

Par contre, pour tout L ∈ L, il y a une �ltration faiblement admissible FilL sur

∆N (η1, η2), à savoir celle telle que FiliL ∆(η1, η2) = L (L e1 + e2) si a < i ≤ b, et les

�ltrations correspondant à deux L distincts fournissent des objets non isomorphes.

Soient δ1 = η1x
−a et δ2 = η2x

−b. On note S (a, b) l'ensemble des triplets s =
(δ1, δ2,L ), où δ1 = η1x

−a, δ2 = η2x
−b avec η1, η2, a, b véri�ant les conditions ci-

dessus, et L = ∞ si δs = δ1δ
−1
2 χ−1 6= xb−a−1 (cas générique) et L ∈ P1(L) si

δs = xb−a−1 (cas spécial).

Si s = (δ1, δ2,L ) ∈ S (a, b), on note ∆(s) la WDQp-représentation ∆(η1, η2)
(resp. ∆N (η1, η2)), si L (s) = ∞ (resp. si L (s) ∈ L), et V (s) la représentation

de GQp attachée à (∆(s),FilL ).

14.2. Construction de représentations unitaires de G.

Soit s = (δ1, δ2,L ) ∈ S (a, b).
• On note Balg(s) la représentation LLp(∆(s)) ⊗ det−b⊗Symb−a−1. Si s est gé-

nérique (resp. si s est spécial et L 6= ∞), elle s'identi�e à l'espace des fonctions

φ : Qp → L, localement polynomiales de degré ≤ b− a− 1, telles que δs(x)φ(1/x)
soit polynomiale, de degré ≤ b− a− 1, dans un voisinage de 0 (resp. au quotient de

cet espace par celui des polynômes de degré ≤ b − a − 1), avec action de G donnée

par la formule (12.1).

• On pose u = vp(η1(p)) − a. Si s est générique (resp. spécial), on note B(s)
l'espace des φ : Qp → L de classe(37) C u telles que x 7→ δs(x)φ(1/x) se prolonge en

une fonction de classe C u en 0 (resp. le quotient de cet espace par celui des polynômes

de degré ≤ b− a− 1), avec action de G donnée par la formule (12.1).

• Si s est générique (resp. spécial), on note M(s) le sous-espace de B(s) engendré
par 1 et les δs(x− a) (resp. les(38) δs(x− a) logL (xa)), pour a ∈ Qp ; c'est un espace

stable par G et on note Π(s) le quotient de B(s) par l'adhérence de M(s).

(37)Rappelons [49] que φ est de classe C u si φ(a+x) a un développement limité à l'ordre [u] en tout

a, et si le reste est o(|x|u), uniformément (en a) sur tout compact.
(38)Si L ∈ L, on note logL : Q∗

p → L le logarithme normalisé par logL p = L , et si L = ∞, on

dé�nit logL par log∞ = vp.
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Théorème 13. � (i) Si s est générique, le complété universel de Balg(s) est Π(s),
et Π(s) est un objet irréductible, non nul, de RepLG.

(ii) Si s est spécial, le complété universel de Balg(s) est B(s) ; ce n'est pas une

représentation admissible de G, mais son quotient Π(s) est un objet irréductible, non

nul, de RepLG, et les Π(s) correspondant à deux valeurs de L di�érentes sont non

isomorphes.

Remarque 14. � (i) La description des complétés universels se fait par de pures

méthodes de théorie des représentations de GL2(Qp), cf. [21, 27, 115, 64, 67]. Par
contre, il semble di�cile de prouver, par ces méthodes, que ces complétés universels

sont non nuls(39).

(ii) L'étude des propriétés de Π(s) se fait via la théorie des (ϕ, Γ)-modules rappe-

lée au � 15 ; elle établit un lien direct entre Π(s) et (le (ϕ, Γ)-module attaché à) la

représentation V (s). Le cas spécial a été étudié dans [46] (inédit, mais voir [51]), et la

méthode a été adaptée par Berger et Breuil [15] pour traiter le cas générique. L'idée

de faire intervenir les (ϕ, Γ)-modules a été suggérée par un travail de Breuil [23] dans

lequel il démontrait la non nullité de Π(s), dans le cas où s est spécial et provient

d'une forme modulaire f , en exhibant un élément du dual de Π(s) relié à la fonction L

p-adique associée à f . Or il existe [45] une construction de cette fonction L p-adique

qui utilise le (ϕ, Γ)-module associé à la représentation ρf,p.

(iv) Si s est spécial, B(s) admet la représentation Π(δ1, δ2,∞) parmi ses quotients

irréductibles, alors que Fil∞ ne fait pas partie des �ltrations faiblement admissibles

que l'on peut mettre sur ∆(s). Une manière d'expliquer ce phénomène est de consta-

ter que multiplier e1 par L permet d'écrire (∆(η1, η2),Fil∞) comme la limite de

(∆N (η1, η2),FilL ) quand L →∞.

15. Représentations galoisiennes et (ϕ, Γ)-modules

On pose O+
E = OL[[T ]] et E + = O+

E [ 1p ]. On dé�nit OE comme le complété de O+
E [ 1

T ]
pour la topologie p-adique ; c'est l'anneau des séries de Laurent

∑
k∈Z akT k, avec

ak ∈ OL et limk→−∞ vp(ak) = +∞. On note E = OE [ 1p ] le corps des fractions de OE .

Ces anneaux s'interprètent en termes d'analyse fonctionnelle p-adique [49, 50], ce

qui fournit un guide assez précieux pour munir les modules sur ces anneaux d'actions

diverses et variées.

Remarque 15. � D'après Mahler, les
(

x
n

)
, pour n ∈ N, forment une base orthonor-

male de l'espace C 0(Zp) des fonctions continues sur Zp. Ceci se traduit par :

• l'application f 7→ φf induit un isomorphisme E /E + ∼= C 0(Zp), où φf (x) est, si
x ∈ Zp, le résidu en 0 de la forme di�érentielle (1 + T )−xf(T ) dT

1+T .

(39)On peut y arriver [20, 28] en réduisant modulo p, mais les calculs deviennent vite inextricables.
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• la transformée d'Amice µ 7→ Aµ =
∫
Zp

(1 + T )xµ induit un isomorphisme de

l'espace D0(Zp) des mesures sur Zp [ dual topologique de C 0(Zp)] sur E +.

On munit OE , O+
E , et E d'actions OL-linéaires continues de Γ = Gal(Qcycl

p /Qp)
et du frobenius ϕ, respectant les structures d'anneaux, en envoyant T sur ϕ(T ) =
(1 + T )p − 1 et σa(T ) = (1 + T )a − 1, si a ∈ Z∗

p . Ces actions commutent entre elles.

Si A = OE ou E , un (ϕ, Γ)-module D sur A est un A-module de type �ni muni

d'actions semi-linéaires continues de ϕ et Γ commutant entre elles. Un (ϕ, Γ)-module

D sur OE (resp. E ) est étale si ϕ(D) engendre D comme OE -module (resp. s'il possède

un OE -réseau qui est un (ϕ, Γ)-module étale sur OE ).

On note ΦΓet(E ) la catégorie des (ϕ, Γ)-modules étales sur E . La raison pour

introduire ces objets est l'équivalence de catégories de Fontaine [77].

Théorème 16. � On a une équivalence(40) de catégories RepLGQp
∼= ΦΓet(E ).

Remarque 17. � (i) Ce théorème dit que se donner une L-représentation V de GQp

revient à se donner un (ϕ, Γ)-module D, étale sur E . Si V est potentiellement log-

cristalline, on a donc deux descriptions de V , et on dispose d'une recette [11, 44]

permettant de passer de l'une à l'autre (i.e. une description de Dpst(V ) à partir de D,

et réciproquement), ce qui intervient dans la démonstration du th. 13.

(ii) Un des intérêts de passer de V à D est qu'un (ϕ, Γ) module est naturellement

un P+-module, où P+ est le semi-groupe
(

Zp−{0} Zp

0 1

)
, l'action de P+ étant donnée

par la formule
(

pka b
0 1

)
· z = (1 + T )bϕk ◦ σa(z), si k ∈ N, a ∈ Z∗

p et b ∈ Zp. On

n'est donc plus très loin d'une représentation de G. Si D = E , l'action de P+ laisse

stable E + et donc induit des actions sur C 0(Zp) et D0(Zp). Celles-ci sont les actions
naturelles :((

pka b
0 1

)
·φ

)
(x) =

{
a−1φ(x−b

pka
), si x ∈ b + pkZp,

0 si x /∈ b + pkZp,

∫
Zp

φ
(

pka b
0 1

)
·µ =

∫
Zp

φ(pkax+b) µ.

16. La correspondance p-adique pour GL2(Qp)

Si D est un (ϕ, Γ)-module étale, de torsion sur OE , le plus grand sous-O+
E -module

compact D+ de D, stable par ϕ, permet de reconstruire D : on a D = OE ⊗O+
E

D+.

La description de la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp)
utilise la construction [52, chap. IV] d'un foncteur Π 7→ D(Π) ; celle-ci passe par la

construction d'un objet D+
W (Π), jouant le rôle de D+.

(40)On peut parfaitement utiliser cette équivalence de catégories comme une boite noire ; elle repose

sur la construction d'un anneau A, muni d'actions de ϕ et de GQp commutant entre elles, telles

que Aϕ=1 = OL et Aker χ = OE . Si V ∈ RepLGQp , alors D(V ) = (A ⊗OL
V )ker χ est un objet de

ΦΓet(E ) (l'action de ϕ vient de A, celle de Γ est l'action résiduelle de GQp ) et, comme A⊗OE
D(V ) =

A⊗OL
V , on retrouve V par la formule V = (A⊗OE

D(V ))ϕ=1.
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Si Π ∈ ReptorsG, on choisit W ⊂ Π, de longueur �nie sur OL, stable par GL2(Zp),
engendrant Π comme OL[G]-module. Alors Π est engendré (comme OL-module) par

les
(

pn b
0 1

)
·W , pour n ∈ Z et b ∈ Qp modulo pnZp. On note D+

W (Π) l'ensemble des(41)

µ ∈ Π∨ identiquement nuls sur
(

pn a
0 1

)
·W , si a+ pnZp 6⊂ Zp. Alors D+

W (Π) est stable
par P+, ce qui en fait un (ϕ, Γ)-module sur O+

E , où T agit par
(

1 1
0 1

)
−1, σa par

(
a 0
0 1

)
et ϕ par

(
p 0
0 1

)
. On note D(Π) le (ϕ, Γ)-module D(Π) = OE ⊗O+

E
D+

W (Π) ; il ne dépend
pas du choix de W .

Théorème 18. � (i) Si Π ∈ ReptorsG, alors D(Π) est un (ϕ, Γ)-module étale sur OE .

(ii) Le foncteur Π 7→ D(Π) est contravariant et exact.

Remarque 19. � Le point délicat dans la démonstration de ce théorème est de

prouver que D(Π) est de longueur �nie. L'exactitude du foncteur D permet de se

ramener au cas où Π est irréductible, et on utilise la classi�cation des représentations

irréductibles de Barthel-Livné [6, 7] et Breuil [19].

Si Π ∈ RepLG, on choisit un réseau Π0 de Π stable par G, et on dé�nit D(Π)
par D(Π) = L⊗OL

lim
←−

D(Π/pnΠ). Alors D(Π) est un objet de ΦΓet(E ), et on dé�nit

V(Π) comme le dual de Tate Hom(V,L(χ)), de la représentation V associée à D(Π)
par l'équivalence de catégories de Fontaine. Le foncteur Π → V(Π) est alors covariant
et exact ; c'est la correspondance de Langlands locale p-adique.

Théorème 20. � (i) Si Π est de dimension 1, alors V(Π) = 0.
(ii) Si δ1, δ2 sont unitaires, alors V(B(δ1, δ2)) = L(δ1).
(iii) Si s ∈ S (a, b), alors V(Π(s)) = V (s).
(iv) V induit une bijection de l'ensemble des supersingulières sur l'ensemble des

objets absolument irréductibles de dimension 2 de RepGQp (au moins si p ≥ 5)

Remarque 21. � (i) les points (i) et (ii) sont relativement immédiats.

(ii) Le (iii) est un calcul direct (et fastidieux...) à la base du th. 13.

(iii) La surjectivité dans le point (iv) s'obtient à partir du (iii) par un procédé

de prolongement analytique ([52, chap. II, IV] ou [105]), en utilisant le fait que les

V (s) sont zariski-denses [48, 105, 37, 111] dans l'espace des représentations(42) de
dimension 2 de GQp .

(iv) On peut reconstruire [52, chap. II, IV] la représentation Π à partir du (ϕ, Γ)-
module D(Π). Ceci fournit une description explicite de la bijection V 7→ Π(V ) inverse
de Π 7→ V(Π) du (iv) du théorème. La recette permet de plus d'associer à une

représentation V de GQp
, de dimension 2, qui n'est pas absolument irréductible, une

(41)Π∨ = Hom(Π, L/OL) est le dual de Π, avec action de G dé�nie par 〈g · µ, v〉 = 〈µ, g−1 · v〉.
(42)Il reste un cas, si p = 2, où ceci n'a pas été formellement véri�é : celui où la semi-simpli�ée de la

représentation résiduelle est triviale (à torsion près par un caractère), mais c'est par pure paresse.
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représentation Π(V ) telle que V(Π(V )) = V ; dans ce cas, Π(V ) n'est pas absolument

irréductible et ses composantes de Jordan-Hölder sont ordinaires.

(v) Le fait que dimV(Π) = 2, si Π est supersingulière, n'a rien d'évident a priori.

Cela a été démontré par Paskunas [116] (au moins si p ≥ 5) qui a obtenu une des-

cription complète de la catégorie RepLG en termes de RepLGQp .

(vi) La fonctorialité de la correspondance V 7→ Π(V ) est très utile pour toutes

sortes de questions [68] (par exemple pour établir son existence [105]) ; c'est un gros

avantage de la correspondance p-adique sur la classique. Par contre, il manque (pour

le moment) une réalisation géométrique de cette correspondance. Une telle réalisa-

tion permettrait peut-être d'intuiter la forme que doit prendre la correspondance en

général.

(vii) Emerton [68] a établi une compatibilité entre la correspondance locale p-

adique et une correspondance globale (cf. [27, 23], pour des résultats antérieurs) ;

cela a des applications à la conjecture de Fontaine-Mazur (voir plus bas).

(viii) Le (ii) du th. 22 ci-dessous montre que la correspondance p-adique encode la

classique, et con�rme la philosophie de Breuil.

Si Π ∈ RepLG, on dit que v ∈ Π est localement algébrique si g 7→ g ·v est localement

polynomiale en a, b, c, d et (ad − bc)−1, où g =
(

a b
c d

)
. On note Πalg l'ensemble des

vecteurs localement algébriques de Π ; c'est une sous-G-représentation de Π.

Théorème 22. � Soit V ∈ RepLGQp , absolument indécomposable, de dimension 2.
(i) Π(V )alg 6= 0 si et seulement si V est potentiellement log-cristalline à poids de

Hodge-Tate distincts a < b.

(ii) Si c'est le cas, Π(V )alg = LLp(Dpst(V ))⊗ deta⊗Symb−a−1.

Remarque 23. � (i) On commence par déterminer les vecteurs localement analy-

tiques ([52, chap. V] et [55]) de Π(V ) (on sait qu'il en existe grâce à Schneider-

Teitelbaum [122]) ; cela utilise des ra�nements de la théorie des (ϕ, Γ)-modules [39,

11, 98, 44]. Ensuite, on peut caractériser Π(V )alg en utilisant l'algèbre enveloppante

de l'algèbre de Lie [120] ; c'est l'approche de Dospinescu [61, 63], nettement plus

naturelle que celle de [52, chap. VI].

(ii) Si V n'est pas absolument irréductible ou si s ∈ S (a, b), on peut déterminer

Π(s)alg à partir des composantes de Jordan-Hölder [119, 66, 53, 62, 109] des vecteurs

localement analytiques de Π(s).
(iii) Dans les autres cas, Π(V )alg = Π(V )lc ⊗ deta⊗Symb−a−1 où Π(V )lc est

supercuspidale et ne dépend [52, chap. VI] que du (ϕ, N,GQp)-module Dpst(V ), et
pas de la �ltration, ce qui permet de choisir une �ltration correspondant à une forme

modulaire et d'utiliser les travaux d'Emerton [65, 67, 68] pour démontrer le (ii). La

démonstration a donc recours à un argument global dont il serait bon de pouvoir se

passer.
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(iv) Emerton [68] et Kisin [104] savent, chacun de son côté, en déduire la conjecture

de Fontaine-Mazur dans la plupart des cas, par deux adaptations di�érentes de la

stratégie évoquée au � 6, ce que l'on peut résumer par : � Le prolongement analytique

p-adique permet de démontrer l'existence de prolongements analytiques de fonctions

complexes ! �
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