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Abstract. Motivated by a result of Bost, we use the relationship between Faltings’ heights of abelian
varieties with complex multiplication and logarithmic derivatives of Aiffunctions ats = 0 to
investigate these heights. In particular, we prove that the height of an elliptic curve with complex
multiplication byQ(v/—d) is bounded from below by an effective affine function of thg
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Introduction

Si X est une vaéte alelienne semi-stable&finie sur un corps de nombrés et
pos&dant une direntielle de Mronw € HO(X, Qg‘}mX), la hauteur de Faltings
hra(X) est cefinie par la formule

hea(X) = —ﬁ > Iog‘/a(c)w/\w‘.

oceHom(K,C)

La formule pecedente ne &pend ni du choix d& ni de celui dev. Comme toute
variete alelienne @finie sur un corps de nombres devient semi-stable et admet une
differentielle de Mron sur une extension finie de ce corps de nombres, cela permet
de ckfinir la hauteur de Faltings de n’'importe quelle edialelienne @finie sur

Q.

THEOREME 0 (Bost [B1]).1l existe une constante absoldg telle que siX est
une varéte atelienne @finie surQ, alors hgg(X) > Codim X.

Bost montre [B1] que I'on peut prendr€, = —log2r (attention au fait
gue notre convention pour la hauteur de Faltingsedi#fde celle de Bost de
—(dim X /2) log 2r). La plus petite valeur d@im X ) ~1hg4(X) connue est obtenue
pour la courbe elliptique d’invariarit= 0. On peuttrouver dans [C] une conjecture



360 PIERRE COLMEZ

exprimant la hauteur de Faltings d’'une a&iateliennea multiplication complexe
en termes ded@tivées logarithmiques en= 0 de fonctiond., d’Artin. Comme me

I'a signak Fouvry, on peut utiliser des techniques classiquesat@ithanalytique
des nombres powvaluer ces @rivees logarithmiques. Ceci fournit (modulo cer-
taines conjectures comme la conjecture d’Artin) ueendnstration duésultat de
Bost pour les vagtes algliennes multiplication complexe par ladorie analytique
des nombres. La motivation initiale de ce tradit de voir si on pouvait utiliser
les varétes algliennesa multiplication complexe par un corps cyclotomique (pour
lesquelles les conjectures utédiss dans la@monstration @aedente sont en fait
des tleoemes) pour agiorer le esultat de la courbe elliptique d’invariaht= 0

et essayer deéerminer la constante optimale. Le (i) duébeme 6 ci-dessous
ruine ces espoirs; la raison en est que les corps cyclotomiques ont un discrimi-
nant beaucoup trop gros. Un des corollaires de eegime est que la hauteur des
courbes elliptiquea multiplication complexe tend vers l'infini (suivant le filtre des
compEmentaires des parties finies); ce qui n'estg@adent a priori car elles sont
définies sur des extensions de detgndant aussi vers l'infini. Plusgmsment,

on montre le gsultat suivant:

THEOREME 1. Il existe des constantes € R et b > 0 effectivement cal-
culables telles que si est un entier sans facteur céret E; est la courbe
elliptique @ multiplication complexe par I'anneau des entiers@ig,/—d), alors
h|:a|(Ed) >a+ blog d.

1. Les sultats de ce paragraphe sont une reformulation pour le groupe de Galois
absolu deQ de ©sultats bien connus sur I'algre hilbertienne d’'un groupe com-
pact (cf. [Di]). SoitQ la fermeture algbrique deQ dansC. Si E C Q est un

corps de nombres, notofs le groupe de Galois d@ surE. SoitC(Gq, C) [resp.
CO(gQ, C)] le C-espace vectoriel des fonctions [resp. fonctions centrales] locale-
ment constantes d&, dansC. On munitC(Gq, C) d'un produit scalaire hermitien

(-,+) etd’un produit de convolutior de la mangre suivante. Sit; et A, sont deux
élements de&(Gq, C), on peut trouver un sous-groupe ouvert distiagieGq tel

gueA; et A, sont constants moduld. On pose alors

(A1, A7) = [Go/H| > Ai(g)A2(g),
9€0q/H

Ay Ay(g) = |Go/H|I™Y > Ai(h)Az(h™1g)
heGq/H

et on \erifie que ceséfinitions ne @pendent pas du choix d&. Les caradres des
repesentations continues dg dans de<-espaces vectoriels de dimension finie
[caractres d’Artin] forment une base orthonaemdeC®(Gq, C). SiA € C(Gq, C)
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et H est un sous-groupe ouvert distifigteGo modulo lequeld est constante, on
note A° I' élement de&2®(Gq, C) défini par la formule

A%g) = |Go/H| ™t Y. A(hgh ).
hegQ/H

On \erifie facilement que I'application lgmire ainsi éfinie est la projection ortho-
gonale de&2(Gq, C) surC®(Gq, C) et en particulier que I'on a1 = 2o (A XX

la sommegtant prise sur les caraeces d’Artin, puisque ceux-ci forment une base
orthonornge deC%(Gq, C).

LEMME 2.SipourA € C(Gg, C), oncefinitAY € C(Gg, C)parAY(g) = A(g 1),
alors (A = AV, x) est un nombregel positif ou nul pour tout caraéte d’Artin x.
Démonstration’y est le caraétre d’'une re@sentatiorp de G, que I'on peut
supposer unitaire, auquel cagg~!) est I'adjoint p(¢)* de p(g). Si H est un
sous-groupe ouvert distinguleGo modulo lequeld et x sont constants, on a

(Ax A x)=|Go/H[? Y.  A(h)A(g~*h)x(9)

= |Go/H|™> Y A(h)A(g)x(hg~ ) = Tr(uu®),
g,hEgQ/H
ou I'on a po#
uw=I[Go/H[ " > Alg)rlg),

9€Gq/H

et comme Tfuu*) > 0, cela permet de conclure.

2. Soitc € Gq la conjugaison complexe. On appellera type CM toute fonction
localement constantg deGq dans{0, 1} telle que I'on aitP(g) + ®(hch 1g) = 1
quels que soieng et h appartenanh Go. Si E C Q est un corps CM (i.e. une
extension quadratique totalementimaginaire d’une extension finie totale@edat r
de Q) tel que I'on ait®(gh) = ®(g) quel que soiti € Gg, I'ensembled des

T € Go/Gr = Hom(E,Q) tel que®(r) = 1 est un type CM deE au sens
classique et la fonctionly ¢, € C(Gg,C) introduite dans [C] et dorée par la
formule Ag 5,(9) = |2 N gPg| est aussegalea [E : Q]As, ou 'on a po
Ag = &+ PV, Une congquence du Téoeme 0.3 de [C] est que, &ip ¢, estune
variete alelienne @finie surQ a multiplication complexe par I'anneau des entiers
deFE etdontle type CM esb, la quantié (dim XE@E)—thm(XE,q)E) ne cepend

ni du choix deE ni du choix deXg 4 ,; nous la noteronBg, (). Posons

2(43,0) =Z<A¢,X>% et jan(A3) = S (A, ) log fy.

X X
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ou f, désigne le conducteur de La conjecture suivante est urécriture du (ii)
de la Conjecture 11.2.11 de [C] (voir aussi la Conjecture 0.4 et kecEme 0.3 de
[C]) car(dim X 0,) 1A% 4, = 243.

CONJECTURE 3hga(®) = —2Z(A3,0) — puar(A3).

Soit CM I'ensemble des types CM (dans [@]M désigne le sou§-espace
vectoriel des fonctions localement constantesiuengende par les types CM).
SoitC M1 I'ensemble de® € CM vérifiant la Conjecture 3 €M I'ensemble
des® € CM; tels que, sjy est un caraélre d’Artin \erifiant(Ags, x) # 0, alorsy
vérifie la conjecture d’Artin, c’esk-dire queL(x, s) est une fonction holomorphe
surC. On a par éfinitionCM D> CM; D CM; eton conjecture que ces inclusions
sont desgalies. On sait qué M contient les types CM se factorisantravers

le groupe de Galois d’'un corps cyclotomique pas trop réndfi 2 (de magire
précise, contenu dar@(us,) avecn impair) car la Conjecture 3 est dans ce cas
un treoeme [C, Th. 1I1.2.9] et les seuls caraces erifiant (Ag, x) # O sont
des cara@tres de Dirichlet, caragtes pour lesquels la conjecture d’'Artiregiblit
facilement.

3. Remarquons que en vertu du lemme 2, dala, x) > O pour tout caraétrey.
D’autre part, siy # 1, la non annulation deds, x) entraine que est un caraétre
impair (i.e. \erifiant y (hch~tg) = —x(g) quels que soient et g appartenana
Go). La fonction L d'un tel carackre \erifie uneéquation fonctionnelle du type
A(x,s) = wA(x,1— s), ouw est un nombre complexe de module 1 et'on a
pose

.\ s+1y\ X(D
Aws) = fi (F(S_;)> Lix.s).

™

On peut utiliser la factorisation en produit de Weierstrass de la fondtigns)
pour obtenir la formule

I ,O I 1
-t (e 1)

+ZE—Z};

A(x,p)=0 p A(x,p)=00 p

la somme sur lesézos et les ples deL(y, s) n’étant pas absolument convergente
mais convergeant si on prend la somme sur ceux dont la partie imaginaire est
comprise entre-T etT et que I'on fait tendrd” vers+oo; d’autre part, sj vérifie

la conjecture d’Artin, la somme sur ledlps deA (y, s) estevidemment vide.
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PROPOSITION 4Si® € CMp, alors

1l
hra(®) > % (— log 2 — log 7 + ?éf;) .
2

DemonstrationSi on utilise le fait qué A4, x) = (As,X), que Sip estun Ero
de L(x, s), alorsp est un &ro deL (Y, s), les formules

= log 2r

> (As, x)x(1) = As(1) —
x7#1

FNTEN

Al

et la Conjecture 3, on obtient

1l
hral(®) = % (— log 27 — logm + II:((;Z))>
2

123 (4a.x) ( T Re(")). @)
A

2
x#1 X>0)=0 el

Le résultat est alors une caguence du fait que tous lesras deA (y, s) ont une
partie eelle positive et quéAg, x) > O.

RemarquelLa minoration ainsi obtenue est moins bonne que celle obtenue par
Bost, mais n’importe quel renseignement s@ppéntaire sur la distribution des
zéros de\ (x, s) permet de I'argliorer (cf. Proposition 5 ci-dessous)

PROPOSITION 5ll existe des constantes absolues effectivement calcul@bles
C>, Cstelles que si estun caraatre d’Artin impair \erifiant la conjecture d’Artin,
SiT > 2etsiN(x,T) désigne le nombre deems de la fonctior\(x, s) dont la
partie imaginaire est comprise entrel’ et+7', alors
T T T T
1
sN(x,T)—x(1) | =—log— ——) —=—1o

< Cix(1) + Czlog f, + C3x(1) logT.

Avant de &montrer cette proposition, ce qui constitue un exercice standard de
théorie analytique des nombres (cf. [Da] ou [E] par exemple), tirons en quelques
congquences.
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SoitC M3 le sous-ensemble désc C M, tels que sjy est un caraétre d’Artin
tel que(Aq, x) # 0, alorsL(x, s) ne s'annule pas sur la boule de centre 0 et de
rayon }1. L'hypothése de Riemannggéralisee aurait pour comsjuence Egalie
CMy =CMas.

THEOREME 6. (i) Il existe une constante absolue effectivement calcul@hte 0
telle que si® € C M, alors

r'(3)
(3)

(i) Il existe des constantes absolues effectivement calculabl€s; telles que,
si® € CMas, alors

hFaI((I)) >

(— log 27 — log + > + Capan (A).

NI =

hea(®) < Cs + Coparn(A3).

DémonstrationSi Ty vérifie les iregaliesTy > 2r(C,+1) et42 log 22 — 1o >
C1 + C3log Ty, ce qui est le cas dip est assez grand, la propositioreggdente
implique queN (x,To) > 2log fy, si (A, x) # 0. En regroupant la contribution
dep et 1— p [si ils sont differents, ce qui ne peut se produire que si 'hypsth
de Riemann gréralie est fausse] dans la SOMMNB, (. 5)=0 %, on voit que

-Ci iE 5 NOGTD)  q'or le (i __2
celle-ci est au moinégalea 20172)" d’'ou le (i) avecCy = e

(i) Si ® € CM3etp estun Ero d’une des fonctions(, s) avec(4%, x) # 0,

alors R‘j"z’) + R‘i(_l;@ < inf((Im(p))~2,8). Une inggration par partie nous donne

donc

+00 _
Ao 1P 22 T

etle esultat suit facilement des formules (1) et (2) et de la majorationJgourT')
gue I'on ceduit de la Proposition 5

Remarque(i) On pourra rapprocher le (i) degsultats de Masser etWtholz
majorant le discriminant de 'anneau des endomorphismes d’'un&évatilienne
(IM-W] et [B2, Th. 3.7]) en fonction de sa hauteui (A$) est relé de tes pes
au logarithme du discriminant de 'anneau des entiers du corps de multiplication
complexe) et du de@rde son corps dedinition.

(i) Le (ii) du Théoeme 6 est urenon@ du type ‘conjecturabc’, conjecture
gui a donc des coisjuences sur 'emplacement désas des fonctiong-d’Artin
au voisinage de 0 ou, ce qui revient agmme, de 1 (&ros de Siegel). D'autre part,
j'ignore s'’il est possible dtendre le@sultat de Siegel sur leéms des fonctioné-
de Dirichlet proches de 1 aux fonctiofigd’Artin v érifiant la conjecture d’Artin. Si
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tel était le cas, on enadluirait urenon@& du type (ii) avec des constantes ineffectives
(et une puissance dext au lieu d’'une fonction affine deart) valable pour tout
element de&® M.

COROLLAIRE 7.Soientd > 0tel que—d est le discrimant du corps quadratique
imaginaire Q(v/—d) et E; une courbe elliptiquéx multiplication complexe par
'anneau des entiers d®(1/—d); alors

1 I'(3)\ | Ca
E = | —log2r —1| 2 — logd.
hral(Eq) > 2( 0g2r — logm + F(%) + 7 ogd
En particulier cette hauteur tend vetisso quandd tend verstoo.

Démonstration On a hpg(Ey) = hra(®y4), 0u @4 est le type CM don@
par®,;(g) = 1sig € Gorv=a) et ®,(g) = 0 sinon. Siy, est le caraére de

Dirichlet correspondarit l'extensionQ(v/—d)/Q, alorsAq, = 1 + 1x, et donc
pa(As,) = 2logd, ce qui permet de conclure.

Remarque(i) Le résultat de Siegel auquel il&é fait allusion plus haut et la
Proposition 5 impliquent que, quel que soit- 0, il existe une constanté, > 0
(non effective) telle quéra(Fy) < C.df.

(i) La hauteur de Faltings d’'une courbe elliptique dont 'anneau des endomor-
phismes est un sous-anneau de I'anneau des enti€@$\de d) peut s’exprimer
[N-T] en fonction de celle d’'une courbe elliptique dont 'anneau des endomor-
phismes est 'anneau des entiersla/—d), ce qui permet ditendre le Corollaire
7 a cette situation plusagerale.

4. Revenons la cemonstration de la Proposition 5. Remarquons que remplacer
T parT — e etT + e permet de ne constder que leq” tels que nil" ni —T n’est

la partie imaginaire d’'un&o deA(y, s). La formule des&sidus permet écrire
N(x,T) comme% fois la variation de I'argument d&(x, s) quands parcourt le
rectangleX de sommets 2 iT, 2+ iT, —1 + 1T et —1 — ¢T. L' équation fonc-
tionnelle deA(x, s) montre que cette variation est le double de celle sur le chemin
X' allant de3 — iT & 2— T puis de 2— iT & 2+ T puis de 2+ iT a3 + i7.
NotonsA - (f(s)) la variation de I'argument de la fonctighsur le cheminX’

LEMME 8. SiT € R, alors
Ay (f;/z) =Tlogf, et Axi(r ¢tY2) = _Tlogn

et il existe des constantes, a, telles que

‘AX, (F <S;1>> —TlOg%-i-T < a1




366 PIERRE COLMEZ

2—iT 7/ S % T 7! s
‘AX:(L(X,s))—Im (/1T %dw/ﬂ; %m)‘ < axy(L).

DémonstrationLes deux prengres formules sont dé&sidences, la troisime
est une corequence de la formule de Stirling et la quatne provient de ce que
la difféerencea majorer eségalea la variation de I'argument d&(x, s) sur le
segment{2 — T, 2 + T et du lemme suivant qui montre que I'on peut prendre

az = 2109¢(2).
LEMME 9. SiRe(s) > 2, alors

(C(Z))Xm < Lx, )| < C2XD et |logL(x,s)| < x(1)10g¢(2)

@ <|L(x,8)| < ¢ [log L(x, s)| < x(1)log¢(2).
DémonstrationOn peutécrire L(x, s) sous la formdT], E,(s)7%, ou, sip est

un nombre premiet,(s) est un polydme de deg inferieur ouégala x(1) en

p~*, dont toutes les racines sont des racines de Bugtidont le terme constant est

égala 1. Onadonc

(L=p~? W <|By(s)] < (L+p?)¥Y et
|log Ey(s)| < —x(1)log(1—p ?),
si Rg(s) > 2. Le lemme s’en @duit.

LEMME 10. Il existe des constant&s;, C%, C3, telles que si est un caractre
d’Artin impair vérifiant la conjecture d’Artin et si” € R vérifie |T'| > 2 et n'est
pas la partie imaginaire d'uné&o deL(y, s), alors

2+44iT 11
2m %-HT L(X? S)
La Proposition 5 se &Huit imnédiatement du lemme @edent et du Lemme 8

avecCy = 2C1 + az + a1, C2 = 2C% et C3 = 2C%; la suite de cette note \&tre
consaceea la cemonstration du Lemme 10.

< Cix(1) 4+ C3log fy + C3x (1) log|T|.

LEMME 11. Il existe une constantep telle que siRe(s) = -1, alors
[P(Z)D(52) Y < eo(L+ [Im(s)])*/2.
DémonstrationC’est une corisquence de la formule de Stirling.

COROLLAIRE 12.Sic; = ¢o(2)7 (/2 et siy est un caragre d’Artin, alors
L0, =1+ it)] < e R+ i) V2O,

DémonstrationOn utilise le Lemme 9 qui nous donh&(x, s)| < ¢(2)X si
Re(s) > 2, I'equation fonctionnelle d&(y, s) et le lemme pecedent.
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La fonctionA(y, s) est d'ordre 1 si elle est holomorphe car c’est, déspun
théoeme de Brauer, un quotient de produits de transéasme Mellin de fonctions
Théta qui sont des fonctions d’ordre 1.

LEMME 13. Soit f une fonction holomorphe s@ d'ordre 1. Soientk > 0 et
a < bdes nombresgels. Sila fonctiorf (s) (max(1, |Im(s)|))*2’C estborree surles
droitesRe(s) = a etRe(s) = b, alors elle est borae sur la bande < Re(s) < b.
DémonstrationLa fonction f étant d’ordre 1, quel que sait> 0, la fonction
fe(s) = f(s) exp(e?(s — %5b)?) tend vers 0 quangtend vers I'infini dans la bande
a < Re(s) < b. Ceci impliqgue que cette fonction atteint son maximum sur une
des deux droites Re) = a ou Rds) = b. Un petit calcul montre que si I'on
a|f(s)] < C(max1,|im(s)|))® sur les droites R8) = a et Res) = b et si
e < 1, alors le maximum déf.(s)| sur ces droites est iafieura C'e=%, avec
C' = C(exp(252)?) k¥ e=*. On tire de cette majoration, en posant |Im(s)|~2,
que sia < Re(s) < bet|lm(s)| > 1, alors|f(s)| < eC'|Im(s)|?*, ce qui permet
de conclure.

LEMME 14. Sicy = c1SURcR %ﬂt):/z et si x est un caractre d’Artin impair

vérifiant la conjecture d’Artin, alor$L(x, s)| < X /22 + 5|2 siRe(s) >
-1

Démonstration Le Corollaire 12 et la majoratiofL(x, s)| > ¢(2)XD si
Re(s) > 2 pluslefaitqud.(x, s) estd’ordre 1, entrainentd’ags le Lemme 13, que
la fonctionL(x, s) (14 |Im(s)|)~(3/2x(1) est borige sur la bande 1 < Re(s) < 2
puis que la fonctiors +2) ~2X(M L(y, s) tend vers 0 quangltend vers I'infini dans
le demi-plan Rés) > —1. Ceci implique que cette fonction atteint son maximum
sur ce demi-plan en un point de la droite(Re= —1, ce qui, utilisant la majo-
ration deL(x, s) sur cette droite dor@e au Corollaire 12, permet de terminer la
demonstration.

COROLLAIRE 15.Soit
¢(2)

C3 = C——— sup
¢(4) 224+y2<3,|T|>2

(4+a)+i(b+T)
T

Si x est un caraatre d’Artin impair \erifiant la conjecture d’Artin;I’ un nombre
réel\erifiant|T"| > 2 ets € C vérifiant|s — (2+ 47| < 3, alors

L(x, s) x(1) £3/2)12x (2
I A T S g X()_
‘L(X,ZHT)‘_C?’ KT

Démonstrationll suffit d’utiliser le lemme pecadent et la majoratiofL (x, 2+

iT)| > (89)

2 du Lemme 9.
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LEMME 16. SoientR > 0,¢ > 1, U > 0 et@ = max2, (¢>logq)~1). Soient
s € C et f une fonction holomorphe sur le disque- sg| < ¢R ne s’annulant pas
enso ettelle quaf(s)| < eV|f(so0)| si|s — so| < qR. SiY désigne I'ensemble des
zéros def sur le disqués — so| < R, alors

0) Y] < 44,
(i) quels qque soient < R ets appartenant au disque de centiget de rayonr,

fs) « 1 |_ QRU
o)~ Zs—p| = R-17

Démonstration\oir [E, p. 121-123]

COROLLAIRE 17.SiYy désigne I'ensemble deéms deL(y, s) sur le disque de
centre2 + iT et de rayorR, alors

() [Yr| < 3(x(1)loges + 3 log fy + 2x(1) log|T)),
(ii) ‘LL&:;)) . ﬁ‘ < 16(x(1) logcs + 3 log f,, + 2x(1) log |T|) pour tout
s appartenant au segmef¥ + 7', 2 + iT).

DémonstrationOn applique le Lemme 16 avecs) = L(x, s), so = 2+ iT,
RzZ,qz%etr:%.
On peut alors terminer laainonstration du Lemme 10 [et donc de la Proposition

5]. En effet, la partie imaginaire d _frg sde,, est inerieure en valeur absolie
2

7. Le lemme pecedent montre donc que I'on peut prendte= (3 + 12) logcs,
Ch =2+ BetC} =3 + 2 On peut d'autre part adtiorer C} [et doncCy] en
choisissant pouX’ un demi-rectangle passant pluggde la droite Re) = 1.
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