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2 PIERRE COLMEZ

I. Opérations analytiques sur les (¢, I')-modules

Le but de ce chapitre est de définir, en s’inspirant des formules pour l'image directe d’une
mesure par un difféfomorphisme local ou pour la multiplication d’'une mesure par une fonction
continue, des opérations analytiques sur n’importe quel (¢, ')-module étale. Le cas des mesures
correspond au (¢, I')-module trivial O et méme, plus précisément, & son sous-(p,I')-module
ﬁga = ﬁ;f (I'identité de ﬁga et 6"; rend la convergence des formules bien meilleure dans le cas du

module trivial que dans le cas général ou l'existence des limites est un peu miraculeuse).

Dans tout ce chapitre, les (p, I')-modules considérés sont étales sur Og. Les résultats s'étendent

aux objets de ®I'°*(&) par linéarité.

1.1. Image directe par un difféomorphisme local
1. Le théoréme d’inversion locale

Si U et V sont deux ouverts compacts de Q,, on dit que f : U — V est un difféomorphisme
si f est bijectif, de classe €, et si son inverse est de classe €' (la prop. I.1.1 ci-dessous montre
que cette derniére condition est en fait automatique).

On dit que f: U — V est un difféomorphisme local si f est de classe €, et si f' ne s’annule
pas sur U.

Un difféomorphisme f : a + p*Z, — b+ p‘Z, est dit régulier si v,(f'(z)) est constant sur
a—+ kap et 8’il transforme un systéme de représentants de a + kap modulo p"Z, en un systéme

n—l—f—k‘z

de représentants de b —I—pZZp modulo p p, pour tout n € N.

Proposition 1.1.1. — Soient U,V des ouverts compacts de Qp et f: U — V de classe €. Si
a € U est tel que f'(a) # 0, alors il existe k € N tel que f induise un difféomorphisme régulier
de a + p*Z, sur f(a) + f'(a)p*Z,.

Démonstration. — L’énoncé est invariant par composition a droite et & gauche par des applica-
tions affines, ce qui permet de se ramener au cas a = f(a) = 0 et f'(a) = 1, et '"énoncé étant
local, on peut supposer U C Z,.

Comme f est de classe ¢! sur U, on peut écrire f(z+y)— f(x) — f'(z)y sous la forme ye(z, y),
avec vp(e(x,y)) = a(vp(y)) et a : N — Z tend vers 400 en +oo. En particulier, il existe k € N
tel que kap CUet

vp(e(mr,me — 1)) = 1, sivp(wa—x1) 2 k, et v,(f'(z) —1) =1, sivy(z) > k.
Soit alors F(z,z) =x — f(x) + z. On a
F(z,21) = F(2,22) = (w2 — x1) (e(x1, 22 — 1) + (f'(x1) — 1)),

et comme vy (e(z1, 22 — 1) + (f/(21) — 1)) = 1, si 21,22 € p*Z,, la fonction z — F(z,z) est
contractante sur kap, pour tout z € kap. Elle admet donc un unique point fixe, noté g(z), et

ce point fixe est I'unique solution de I’équation f(x) = z dans kap.
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Enfin, on a v,(f'(z)) =0, si z € kap, et comme vy(e(x,y)) > 1, sl z,y € kap, on en déduit
que vp(f(x +y) — f(x)) = vp(y), ou encore que v,(f(x1) — f(x2)) = vp(x1 — 22), si x1,22 € Zy,.
Ceci permet de montrer :

e que f transforme un systéme de représentants modulo p” en un systéme de représentants
modulo p",

o que vp(g(z1) — g(22)) = vp(f(9(21)) — f(g(22))) = vp(21 — 22), et donc que g est continue,

e que g est surjective puisque son image est compacte, et dense d’aprés le premier point, et
donc que go f = id,

e que g[l] (z,y) = % est bornée sur kap X kap privé de la diagonale.

Pour conclure, il suffit donc de prouver que g est de classe €' ou, autrement dit, que gm
s'étend par continuité a pFZ, x pFZ,, ce qui suit de ce que gz, y) = fMg(y), g(z)) L.

2. Le cas d’un difféomorphisme local de Z, dans 7Z,

Sin € N, la notation [,, désigne un systéme de représentants de Z, modulo p"Z,,.

Soit f : Z, — Z, un difféomorphisme local. Si p est une mesure sur Z,, son image directe par
f est la mesure f,u sur Z, définie par fzp O fept = fzp(gbo f) w. Sa transformée d’Amice est donc

App = / A+ 1) Pp= lim > / (1+T) @y,
Zy i€ly, i+p"Zyp

Par ailleurs, f(z) = f(i) + f'(i)(x — i) + (x — d)e(i,z — i), on e(x,y) — 0, quand y — O,
uniformément pour z € Z,. On en déduit que Ay, , est aussi la limite de

3 / (14 T O+ D0, = / (1+T) (7O FO- ) Res; g, .
i€l, Y1 Zp icl, 7 Zr

Comme (f/éi) f(i)*lif/(i)) = (f/éi) f(li) ) ([1) ]i) et ((1) _1i) oRes;jipnz, = Resynz, 0 ((1) _li), on obtient

finalement :

L SN L

Afop = ngrfoo (fcgz) fgl) JRespnz, ((57')Ap)-
ie€l,

Cette derniére formule a un sens pour n’importe quel (¢, I')-module étale et suggére I’énoncé du

lemme I.1.2 ci-dessous.

Soit D un (¢, I')-module étale sur Opg.

Si D € @I, on dit qu'une suite de familles a, ,,, pour z € X,,, d’éléments de D, tend unifor-
mément vers 0, il existe une suite décroissante (M, )nen de treillis de D vérifiant Nyen M, = 0,
telle que ay,, € M, pour tout x € X,,. Si tel est le cas, on a M,, C DT pour n assez grand, ce
qui permet d’imposer a M, d’étre stable par ¢, si n est assez grand.

Si D € T (0s), on dit qu'une suite de familles a, ,,, pour z € X,,, d’éléments de D, tend

uniformément vers 0, si elle tend uniformément vers 0 modulo p*, pour tout k € N.

Lemme 1.1.2. — Soit f : Z, — Z, un difféomorphisme régulier.
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(i) Si z € D, la suite de terme général
un = (/§ 1) Resynz, (4 7)2)
i€ln,
converge dans D vers une limite f.z qui ne dépend pas du choix des I,, et lapplication fy : D — D
ainsi définie est O -linéaire continue.

(ii) De plus, Resiprz, (fez — un) tend vers 0 quand n — +oo uniformément pour i € I.

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas de torsion par limite projective; on peut
donc supposer D de torsion. L’indépendance de la limite par rapport au choix des I,, suit de son
existence (si on a deux choix, on en fabrique un troisiéme en panachant et l’existence des limites
montre que les trois limites sont égales).
Si i € Zy, soit rni(z) = ™ ((§ 7')z). On a alors
Respnzp(((l) _ll)z) =" (rni(2)) et u, = Z (f/éi) f(li) )cp"(rn,i(z)).
i€lp
Maintenant,

Respniz, ((67')2) = (5 1) Resipnoiz, (2) = Y (571 Resjipnz, (2)
jEInﬁi-i-p”*lZp

= > (Resmz (7)) = > (§77)¢ (rmy(2))
JEINi+pn—1Zy, jEINi+pn—1Zy,

Ceci permet, en notant ¢; ’élément de I,,_; dans la classe de j modulo p" 1 d’écrire uy, — up_1

sous la forme

Uy — Upy_q = Z ((f’éj) f(lj)) - (f/gj) f(i'j))((l)j—lz‘j)) ™ (rn;(2))

Jj€ln
=2 (§79)¢" (95 = ) - rni(2),
JE€In
avec gj = (f’(()j) (1)) et hyj = (f’gij) p*n(f(ij)+f/(Z-lj)(jfij)ff(j))) (et g; — hn; désigne la différence

dans Op[G] et pas dans Mg(Zp)...). Comme f est de classe €1 et comme v,(j —i;) > n — 1, il
existe a : N — N tendant vers 400 en 400, telle que l'on ait

w(f'(G) = (i) 2 aln) et vp(p"(f(i5) + f'(i5) (5 — i) — f(5))) = a(n),

quel que soit j € I,,. On a alors g{lhmj € (1+pa0(">zp P“(?ZP) car vp(f'(z)) = 0 pour tout x € Zy,
étant donné que f est supposé régulier.

Par ailleurs, les fonctions 7, ; sont &r-linéaires continues, la continuité étant uniforme en
n € N et jeZ, carsi M est un treillis de de D, il existe un treillis M’ de D contenant tous les
1,[)”(((1) Ej)z), pour j € Z, et n € N (en effet, on a ((1] _13),2 € M pour tout j € Z, et il existe n(M)
tel que ¢" (M) C DF, pour tout n > n(M)). On en déduit, en utilisant la continuité de 1’action
de (ZO; le) sur D, l'existence de ng et d’'une suite décroissante de treillis (M, )n>n, de D, stables
par ¢, dont 'intersection est nulle, et telle que (g; —hn ;) rn j(2) = g;(1 —gj_lhn,j) (%) € Mp,

pour tout j € Z,, et tout z € M. On a alors u, — up—1 € M,, et donc u, — up—1 tend vers
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0 uniformément sur M, ce qui prouve que la série converge vers une application Op-linéaire
continue. On en déduit le (i).

Le (ii) se démontre de méme en remarquant que, si z € M, alors

1f( k+1
Resitprz, (Untht1 — Untk) = Z (0 f(lj) )" (95 — hnkr1g)  Tok,5(2))
J€Inyk+1, f(4)€Ei+pnZy
appartient & My 141, ce qui implique que Res;yynz, (fx2 — un) € Mpypy1, pour tout i € Z,, et
permet de conclure, vu les conditions satisfaites par les M,,.

3. Le cas général

Si U est un ouvert compact de Q,, et si n est assez grand, la notation I,,(U) désigne un

systéme de représentants de U modulo p"Z,,.

Proposition 1.1.3. — Soient U,V deuz ouverts compacts de Q, et f : U — V', un difféomor-
phisme local.
(i) z€ DRU, la suite de terme général

un =), (J 1) Respnz, ((5 7))
i€l (U)

converge dans (DX Q). vers une limite f.z appartenant @ DXV et ne dépendant pas du choix
des I,(U).
(i1) L’application f, : DRU — DXV ainsi définie est O -linéaire continue.

(iii) Resjypnz, (fez — un) — 0, quand n — +o0, uniformément pour j € V.

Démonstration. — f étant de classe €' et f' ne s’annulant pas, U étant compact, il existe k € N
tel que, pour tout a € U, f soit un difféomorphisme de a + kap sur f(a) + f’(a)kap. En
écrivant U comme une réunion disjointe (finie) de a + p*Z,, pour a € A C U, on obtient une
décomposition de DX U sous la forme D KU = @ueaD K (a + p*Z,), et on est donc ramené a
prouver le résultat dans le cas ott U = a + p*Z,, V = f(a) + f'(a)p*Z, et f est régulier. Nous
aurons besoin du résultat suivant qui résulte d’un calcul immeédiat.

Lemme I.1.4. — Sih € P(Qp) etsi f: U — Q, est de classe €1, alors pour tout x € U, on a

((hof) @) hof(@)y = p(£/@) S@)) ey (o)) foh(a)) — (F'(h) Fb(e) )g(p),

o £(h) est la partie linéaire (&9) de h = (27%).

Soit alors h; = (pkfol(“) f(l‘l)), hoy = (p(f ‘11) et g = hl_1 o f o hy de telle sorte que g : Z,, — 7Z,
vérifie les conditions du lemme I.1.2. Soit I,, = {p™*(j —a), j € Lisx(U)} = hy (L1 (U)); cCest
un systéme de représentants de Z, modulo p" puisque f est régulier. En utilisant le lemme 1.1.4,
on peut écrire u,, sous la forme

wn =D I (95 90) (75§ ) Res g, ((§ 7779) ).
i€l
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Or on a

(73" 9) @ Resyung, = Respng, o (7" ) et (70" 9) (5 717") = (§77)hs

On obtient donc
wn = I (3 (46090 Respoz, (7)1 (2))):
i€,
Comme hy'(z) € DR Z, = D, le terme dans la parenthése tend vers g.(hy'(2)) d’aprés le
lemme I.1.2. On en déduit l'existence de f, et la formule f, = hy o g« 0 hy 1 qui permet de

démontrer la proposition.

Remarque 1.1.5. — (i) Si h € P(Q,) est identifié au difféomorphisme de Q, qu’il induit, alors
hy = h.

(ii) Si f: U — V est un difféomorphisme local, et si h € P(Q,), il ressort de la démonstration
ci-dessus (ou d’un calcul direct) que

(foh)*zf*oh:f*oh* et (hof)*:hof*Zh*Of*.

4. L’image directe d’une composée

Proposition 1.1.6. — Si U, V,W sont des ouverts compacts de Qp, et si f : U —V etg:V —
W sont des difféomorphismes locaux, alors

(gof)* = g+ 0 fs.
Démonstration. — Comme d’habitude, il suffit de traiter le cas ou
U=a+p'Zy,, V=fa)+[f(a)p"Zy,, W =gof(a)+(go[)(a)p"Zy,
et f, g sont des difféfomorphismes réguliers. Posons
hi1 = (p(;c ‘f)’ hoy = (pkf(;(a) f(la))’ hg = (pk(goof)'(a) 9011(‘1))7 fl = h2_1 o f o hi, g1 = h3_1 ogo ha,

de telle sorte que fi et g1 sont des difféomorphismes réguliers de Zj, sur Z,,. On a f = hgo f1 ohl_1
et donc f, = ha o (f1)«o0 hl_l d’apreés la rem. 1.1.5. De méme g = hg o gy o h;l et donc g, =
hso(g1)«ohy ' On en déduit que g o fx = h3o(g1)xo (fi)xohy et (gof)e = hzo(giofi)soh
On est donc ramené a prouver que (g1 o f1)« = (g1)s © (f1)«; autrement dit, il suffit de prouver
le résultat dans le cas U =V = W = Z,, et f, g sont des difféomorphismes réguliers de Z, sur
Z,. On a alors

gu(fu(2) = lim 3 (9§90 )Respz, ((§ 1) f+(2))

n—-+00
i€ln

—dim Y (9U6) 000 )Resyng, (1 D) £.(2)

n—+0oo
JEf~H(In)

Or, d’apres le (ii) du lemme 1.1.2,
Resyrz, (5 ) F+(2) =(§ 71 )Res gy pmz, (£4(2)
=(o W) (ST Resyrz, (5 7)2) + eni(2),
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ol €, ;(2) tend vers 0, quand n tend vers +oo, uniformément pour j € Z,. Comme

([1) —fl(j) )(f’((]j) f(lj)) = (f’(()j) (1)) et (9’(]8(1)) g(fl(j)) ) (f’(()j) g) ((QOf) () 90f( ))

Y

on obtient aussi

GlfE@) = T (OO0 Resyeg, (5 7)7) = (90 e,
Jjef~t(In)

ce qui permet de conclure.

1.2. Multiplication par une fonction continue

1. Généralités. — Soit « : Z,, — Oy, une fonction continue. Si p est une mesure sur Z,, on peut
multiplier p par « : la mesure mq (1) que 'on obtient est définie par fzp dmea(p) = fzp a . Sa
transformée d’Amice est donc
Ao :/ o)1 +T)* p= lim Z/ a(x)(1+T)
Zy i+p"Zp

n—-+00
i€l

Comme « est continue, a(x) — (i) tend vers 0 sur i + p"Z,, uniformément pour ¢ € Z,,. On a

donc aussi

Apo(py = lim Z/ 1+ T)" p= lim a(i) Resiprz, Ay

n—-+o0o n—-+o00
iel, Y vtP Z,, i€l,

Cela suggére le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. — Soient U un ouvert compact de Q, et o € €°(U, 0L). Alors, si z €
D XU, la suite de terme général
Uy = Z a(i) Resiprz, (2)
i€l (U)
tend vers une limite mq(z) € DR U qui ne dépend pas du choiz des I,(U), et Uapplication
me : DXU — DU ainsi définie est O -linéaire continue.

Démonstration. — Si D est de torsion, il existe £ € N tel que D soit tué par p¢. Comme U est
compact, a est uniformément continue et il existe ng € N tel que a + p"°Z, C U, pour tout
a € U, et o mod p’ soit constante modulo p™. La suite u, est alors constante pour n > ng, ce
qui permet de conclure dans le cas ot D est de torsion. Le cas général s’en déduit par limite
projective.

Remarque 1.2.2. — L’action de I' n’a pas été utilisée dans la construction de m, (en effet,
la définition de Res;y,nz, n'utilise que la structure de ﬁ;—module et les actions de ¢ et ). La
méme formule permet donc de définir une application m,, : AKU — AKU, ou A est 'anneau de
Fontaine, et on retrouve my : DXU — DXU en étendant I'application m, & (A®z, V(D))XU,
qui contient D XU, par mq(a ® v) = mq(a) ® v, sia € A et ve V(D).

Proposition 1.2.3. — Si o, € €°(U, 01), alors

Mg 0 Mg = Mg o Mg = Mag.
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Démonstration. — Si D est de torsion, tué par p’, soit ng tel que a+p™ Z, C U, pour tout a € U,
et a et 8 mod p’ soient constantes modulo p™. On a alors Res;yynz, (ma(z)) = a(i) Resiypnz, (2)
pour tout n > ng et tout ¢ € U. On en déduit que
mp(ma(z)) = Y B(i)Resiypnz, (ma(z)) = Y B(i)a(i) Resippz, (2) = mas(2).
i€Ing (U) i€1ny (U)
Ceci permet de conclure dans le cas ot D est de torsion. Le cas général s’en déduit par limite

projective.

Proposition 1.2.4. — Soient U,V des ouverts compacts de Qp. Si f : U — V est un difféo-
morphisme local, et si « € €(V, 0r), alors

fxo Meaof = Mq © S
Démonstration. — Comme dans la démonstration de la prop. [.1.3, on peut se ramener, quitte a
subdiviser U, au cas ou f est un difféomorphisme régulier de U sur V' ; en particulier, vy, (f'(z)) = r
est constant sur U et f(I,,(U)) est un systéme de représentants de V' modulo p™*", pour tout n
assez grand.

Maintenant, si D est de torsion, on a maof(2) = > cp, 1) @(f (1)) Resippnz, (2), pour tout n
assez grand, et donc

fromaop(z) = Tim > (1§ 1)Respnz, ((§ 77)maor(2))

= lim > (MO )a(f(i) Resyz, (5 7)2)

i€l (U)
Par ailleurs, il résulte du (iii) de la prop. I.1.3 et de ce que f est un difféomorphisme régulier, que
(f’éi) f(li) )Respnzp (((1) _li)z) — Res () ypntrz, (f+z) tend vers 0 uniformément pour i € U, quand
n tend vers +00. On a donc aussi
feomaop(z) = lim > alj)Resjpuirg, (fo2) = ma o fu(2).
Jef(In(U))

Ceci permet de conclure dans le cas d’un module de torsion; le cas général s’en déduit par limite
projective.

Comme Resyr = my,,, on déduit des prop. 1.2.3 et 1.2.4 les résultats suivants.

Proposition 1.2.5. — Soient U' C U et V des ouverts compact de Q.
(i) Si f:U — V est un difféomorphisme local, alors Resy) o f« = fi o Resyr.
(ii) Si o € €%(U, O1), alors me o Resyr = Resyr 0 my,.

1.3. Dualité

Proposition 1.3.1. — (i) Si U est un ouvert compact de Q,, si « € €°(U, 0%), et six € DRU

ety € DRU, alors {mqa(x), me-1(y)}q, = {2.¥}q,-
(i) Si f : U — V est un difféomorphisme entre deux ouverts compacts de Qp, et si x € DXRU

ety € DRU, alors {fsx, fiytq, = {7,v}q,-
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Démonstration. — Par définition, on a
ma(z) = lim Y ali)Resiypnz, (x) et maa(y) = LHm > a(i) " Resiypnz, ().
i€l (U) i€ln(U)

Ceci permet, en utilisant 'orthogonalité de DX U et DXV si U NV = ), de montrer que

{ma(ﬂf)amml(y)}Qp:nEIfoo Z {a(i) Resitprz, (z), (i) 'Resiypnz, () }q,
€I, (U)

nEI—EOO Z( ){Resl+pnzp< )7 Resi+pnzp (y)}Qp7
i€l (U

et tous les termes de la derniére somme sont égaux a {x,y}q,, par orthogonalité de DRU et
DXV si UNV = . Ceci démontre le (i).

Si U est un ouvert compact de Q,, assez grand pour que = € DRU etye DRU, et si z est
x ou y, alors

fax= lim Y (F ) Resynz, ((§717)2)-

i€l (U)

Maintenanﬁ, (f /éi) f gi) JResprz, ((§ 7)) et (f /éi) f gi) JResprz, ((§ 7')y) appartiennent respecti-
vement & DX (f(i) + f(i)p"Zp) et DX (f(i) + f'(¢)p"Z,). Or f étant un difféomorphisme, les
f()+ f'(4)p™Zy, pour i € I,(U), sont disjoints, si n est assez grand. On en déduit, en utilisant

la P(Qp)-équivariance de { , }Qp et Porthogonalité de DX U et DRV si UNV =0, que

{fer, feydq, = Tim > {(V 10 )Respnz, ((57)2), (7777 )Respnz, (5 7)) o,
Ze]n )
= lim > {Respz, ((§71)). Resprz, (5 7')v) b,
i€l (U)
= lim 37 {(§ 7 )Resiapz, (@), (§ 1) Resiprz, (1)},
1€l (U)

= lim ) {Resijpng,(z), Resippz, (1)}, = {z.v}q,
Ceci démontre le (ii) et termine la démonstration de la proposition.

I.4. Torsion par un caractére. — Si D est un (¢, I')-module étale sur O, et si § : Q; — O7F
est un caractére continu, on définit un (¢,I')-module D ® 4, isomorphe & D en tant que Og-
module (on note x +— z®4 isomorphisme de D sur D ® §), en tordant les actions de ¢ et ' par

4, c’est-a-dire en posant :
0a(z®0) = (0(a) 04 ()R et p(z®d) = (d(p) p(x))R0.

Lemme I.4.1. — (i) Sig= (%) € P(Qp) et siz€ DRQy, alors g- (2®6) = (d(a)g-2) 4.
(i) Si U est un ouvert compact de Q,, et si z € DX Q,, alors Resy(z ® 0) = (Resyz) ® 0.
(iii) Si z € DRU et sia € €°U, OL), alors ma(z ® §) = ma(2) ® 6.
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(iv) Si U est un ouvert compact de Qp, si f : U — Q, est un difféomorphisme local, et si
z€ DRU, alors fo(2®6) = (fiomgsop(2)) ® 4.

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Compte-tenu du (i) et de l'additivité de Resy, il suffit
de vérifier le (ii) pour U = a + p"Z, C Z,, auquel cas le résultat suit de la formule Resqtpnz, =
(1+T)* om0t o (14+T)" %, et du fait que z — 2z ®J commute aux multiplications par (1+7)¢
et (1+7)"% et commute a @™ et ¢ a multiplication prés par des facteurs d(p)” et d(p)~" qui
ont le bon gotit de se compenser.

Le (iii) et le (iv) se démontrent par le méme genre de techniques; nous ne traiterons que le
(iv) qui est le plus délicat. En revenant a la définition, et en utilisant les (i) et (ii), on obtient :

fod) = tm 3 (SO0 Res, (57 (99)

i€l (U)

Ceci permet de conclure.

II. Construction de représentations de GL3(Q,)

Dans ce chapitre, on construit (th. I1.1.4) une représentation DXsP! de G a partir de n’importe
quel (¢, I')-module D et de n’importe quel caractére unitaire continu 0 de Q. Cette représenta-
tion de G n’a aucune raison d’avoir de bonnes propriétés en général, mais on montrera que si D
est irréductible de rang 2 (sur O ou &) et si § est judicieusement choisi, alors D Ks P! vit dans
une suite exacte

0 —II(D)*®§ — DXs P! — II(D) — 0,

de représentations de G, ot II(D) est une représentation unitaire de G. La correspondance
D — II(D) posséde, elle, les propriétés que l'on souhaite d’une correspondance de Langlands
locale p-adique (via l’équivalence de catégories de Fontaine pour passer des (¢, I')-modules au
représentations p-adiques de ng).

I1.1. La représentation D X; P! de G

Soient D un (¢, I')-module étale et ¢ : Qp — O] un caractére continu. On dispose d’une action
de P(Q,) sur le module DX Q,, (resp. (DX Q,), si D € ®T°(&)) ; on la prolonge en une action
de B en faisant agir un élément (g 3) du centre par multiplication par §(d). La représentation
de B ainsi obtenue est notée D X5 Q,, (resp. (D X5 Qp)s)-

Remarque II.1.1. — (i) En partant de %y(Z,), I'action de B que I'on obtient sur (Zy(Z,) X;
Qp)y = Z0(Qp) est celle définie par
ar +b

@) (50) - p= [ odo(=—)n
QP Qp
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(ii) Soit II(6) I'espace des fonctions continues ¢ : Q, — L, telles que z — d(z)¢p(1/z) se
prolonge par continuité en 0. On munit I1(§) d’une action de G, avec g- ¢ = ¢p* g1, et

ar +b
)

(gb* (ZZ))(I’) = 5(c:v—|—d)<;5(cx+d )

Si p € T1(6)*, soient pu; = Resz,p et 2 = Reszp((l) (1)),u les éléments de Zy(Z,) définis par

| o@m = (n1z,0) et [ o) = (1) 10,0)
Z, Zy

Comme P! s’obtient en recollant, via (? (1)):6' deux copies de Z), le long de Z,, 'application
i — (p1, po) induit un isomorphisme de I1(4)* sur

Do(Zp) W5 P = { (11, p2) € Do(Zp) x P0(Zy), Resg (n2) = ws(Reszs (1))},

avec fz* dws(\ fz* x)¢(1/z) X. De plus, Papplication
Resq, : I1(6)* = %(Z,) K5 P! — %y(Z,) K5 Qp,

envoyant g sur (pu(™),en, ou u(™ e PDo(Zyp) est défini par fzp o) p = <(p0n (1))“7 1zpd>>, est

B-équivariante.

Nous allons imiter cette description de II(0)* a partir de %y(Z,) pour construire une repré-
sentation D X5 P! de G, et une application B-équivariante Resq, : D X P! — D Xs Q, dont
I'image est incluse dans (D Ks Q,)p, si D € ®I'*(&).

1. Construction

Sig = (‘gg) € G, et si U est un ouvert compact de Q, ne contenant pas —%, on note
ag € €°(U, 01) la fonction définie par ay(z) = §(cx + d). Comme g induit un difféomorphisme
de U sur gU qui est un ouvert compact de Q, puisque U ne contient pas —5, on dispose des
opérateurs mg, : DU — DU et g, : DU — DX gU et on note Hy : DU — DX gU

Iopérateur g, o M-

Lemme I1.1.2. — (i) Sig= ( ) alors Hy est la multiplication par §(d).
(i) Sig=(2Y) €G, et siz€ DR U, alors

— ' 1—i
Hy(2) = lim > S(ci+d) (9899 ) Respng, ((§77)2).
ZEIn )
Démonstration. — Le (i) est immeédiat. Si D est de torsion, et si n est assez grand, on a

Resi prz,Ma,(2) = 6(ci + d)Res;ypnz,z, d’aprés la note 1.2.2; la formule du (ii) s’en déduit
en revenant a la définition de g.. Le cas général en résultant par limite projective, cela permet

de conclure.
Soit ws : DX Zy — DK Zy la restriction de Hy, et soit

DRs P! = {z=(21,22) € D x D, Resz: (22) = w(;(Resz;(zl))}.
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Remarque I11.1.3. — (i) Le lemme II.1.2 fournit la formule suivante pour ws : D X Z7 —
DXZ; :

ws(z)= lim D" 0@ (7h ) Respz, ((377)2).
1€Z; mod p™

(ii) On peut aussi utiliser la formule Resynz, o ((1) *11) = ((1) ’1’) o Resjiprz, et le fait que la
0

multiplication par §(i) coincide avec 'action de ( i), pour obtenir :

%
0
ws(z) = lim Z (
noree 1€Z% mod p™
P

2671 % )ReSi+anp (Z)

(iii) On peut enfin traduire la premiére formule purement en termes de (¢, I')-modules; on

obtient (en ayant fait le changement de variable i +— i~1) :

ws(z)= lim Y 6T+ D)o (L4 T) T 2) = g 0w (2).
1€Z} mod p™

Les trois expressions ci-dessus ont chacune leur utilité.

Si U est un ouvert compact de Qp, et si z = (21, 22) € D Ks P!, on définit Resy(2) € DX U,

par
Resy(z) = Resynz, (21) + Hy (ReswUmpzp (22)) = Resynpz, (21) + Hy (ReswUmzp(zg)),
I’égalité des deux expressions résultant de la condition Resz;(zg) = ws (Resz;(zl)).
Théoréme II.1.4. — Il existe sur D Ks P! une unique action (g,2) +— g -z de G telle que
Resy (g - 2) = Hy(Resg-1ynz, (1)) + Hgw (Res(guw)-10mpz, (22)),
pour tout ouvert compact U de Q.

Démonstration. — En appliquant la formule ci-dessus pour U = Z, et g = id, on voit que 1'on
doit avoir Resz,(z) = 21, et en faisant de méme pour U = Z,, et g = w, on obtient

Resz, (w - z) = Hy(Resz:(21)) + Respz, (22) = Resz: (22) + Respz,, (22) = 22.
On en déduit 'unicité car g - z doit étre égal a
(Resz, (g - 2), Resg, (w- (g 2))) = (Resg, (g - 2), Resz, (wg - 2))),
si on veut une action de groupe, et que l'on a imposé
Resz,(9-2) = Hy (Resngpmzp(zl)) + Hyy (Res(gw)qumpzp(@)) ,
Resz, (wg - 2)) = Hyg (Reswngpmzp(zl)) + Hypguw (Res(wgw)qumpzp (22)) )

Il reste & vérifier que ceci définit bien une action de groupe. Nous aurons besoin des deux lemmes

suivants.

Lemme I1.1.5. — Si g1,92 € G, alors Hy, g, : DXU — DX g19oU est égal a Hy, o Hy,, si ni

g2U, nt g1g2U, ne contiennent oo.
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Démonstration. — En utilisant les prop. 1.1.6, 1.2.3 et 1.2.4, on obtient

Hg1 © H92 = (gl)* 0 May, © (92)* 0 May, = (91 o 92)* O My, 0g2)ag,

et un calcul immédiat montre que g1 0 g2 = g192 et (ag, © g2)0g, = g, 9., ce qui permet de

conclure.
Lemme I1.1.6. — Si g~ 'U ne contient pas 0o, alors Resys o Hy = HgoResg-1y.
Démonstration. — On a, d’apreés la prop. 1.2.5,
Resy o Hy = Resy 0 g« 0 mg, = g« © ReSg—lU 0 Mg, = Gx © Mg, © ResgflU =H,o ResgqU.
Revenons & la démonstration du théoréme. Soient donc z = (21,22) € DXs P, g, h € G et
h-z = (x1,22) € DXs P! D’aprés ce qui précéde, on a
Reszp(g . (h . Z)) = Hg (Resg_lzpﬂzp ($1)) + ng (ReS(gw)—1zpﬂpr (:L‘g))
Comme
T = Hh (Reshqumzp (21)) + th (Res(hw)*lzpﬂpzp (22))
x9 = Hyn (Res(wn)-12,0z, (21)) + Huwhw (Reswhuw)-12,0pz, (22))

le terme H, (ReSg—lzpmzp (z1)) peut se réécrire en utilisant les lemmes II.1.6 et 11.1.5, sous la

forme

H, (Resg—lzpmzp (Hh (Resp-17,0z, (21)) + Hnw (ReS(hu)-12,0pz, (22)) ))
=Hgn (Res(gn)-12,nn-12,02, (21)) + Honw (ReS(ghuw)-12,0(hw)-12,pz, (22))

De méme, H 4, (Res(gw)ﬂzpmpzp (xg)) peut se réécrire sous la forme

Hgy (Res(gw)—lz,,mpzp (Hwh (Res(wn)—1z,nz, (21)) + Huwhw (ReS(whw)-12,pz, (Zz))))
—4dgh (Res(gh)—1Zpﬁ(wh)—lpzpﬂzp (Zl)) + thw (Res(ghw)—lZpﬂ(whw)—lpzpﬂpzp (22))
Or (gh)~'Z,Nh"1Z,NZ, et (gh) ' Z,N(wh)'pZ,NZ, forment une partition de (gh) "1Z,NZ,, ce
qui fait que la somme des deux termes faisant intervenir z; est égale a Hyp, (RGS(gh)—l mezp(zl))-
De méme, la somme des deux termes faisant intervenir zp est égale a Hgp,, (Res(ghw)_1zpmpzp (22)),
ce qui montre que 1’on a
Resz, (g - (h-2)) = Resz,(gh - 2)).

En appliquant ceci au triplet (w, g, h - z) au lieu du triplet (g, h, z), on en déduit que
Resz,(w - (g- (h-2))) = Resg,(wg - (h-2))),
et en faisant de méme avec les triplets (wg, h, z), puis (w, gh, z), on obtient
Resz, (w- (g- (h-2))) = Resg, (wgh - 2) = Resz, (w - (gh - 2)).

Comme on a déja démontré plus haut que Resz,(g- (h-2)) = Resz,(gh-2), on en déduit I'égalité
de g (h-z) et gh-z. Ceci permet de conclure.
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Remarque II.1.7. — (i) On a établi en cours de route que si z = (z1,22) € D Ks P!, alors
21 = Resz,z et 22 = Resz, w - 2.

(ii) Si U,V sont des ouverts compacts de Q,, tels que U et wV forment une partition de P!,
avec U contenant 0, Papplication z +— (Resy(2), Resy (wz)) induit un isomorphisme de D Xs P
sur (DX U) @ (DX V), I'isomorphisme réciproque étant

(y1,y2) = (Resz,nuy1 + Hu(Reswz,nvy2), Resz, nvye + Hy(Reswz,nuy))-
Ceci s’applique & U = Zy, et V = pZ,, ou a U = pZ, et V = Z, ; en particulier, la connaissance

de Resz,z et Respz, wz, ou celle de Respz,z et Resz, wz, détermine z.

2. Squelette de l'action de G
Siv: DXRZ, — DKZy, est une involution, soit

DR;, Pt ={(21,20) € D x D, Reszx 22 = t(Reszz21)}.

Si z = (21,22), on définit Resz,z par Resz,z = 2z1. On remarquera qu'un élément (21, z2) de
DX, P! est entiérement déterminé par la donnée de Resz, 21 et Respz, 22, ou celle de Res,z, 21
et Resz, 22.

On définit un squelette d’action de G sur D K, P! en posant, si z = (21, 22) :

o (09) 2= (22,21)

eSiaeQ alors (39) 2= (6(a)z1,6(a)z).
e Sia € Zy, alors (8(1)) z = (ao)zl,é(a)(aalg)zg).
e Siz = (g?) alors Respz,2' = (89) - 21 et Resg, w2’ = §(p)i(22).

© SibepZy etsiz = (}8)- 2 alors Resz,z’ = (§ %) - 21 et Respz,wz’ = up(Respz, (22)), on
up=6""1+0b) ({7 ) oto ((1"61’)2 b(li*‘b)) oLo ((1) 1/(11+b)) sur D X pZ,,.

Il n’y a aucune raison pour que ceci définisse une action de G (une telle action serait unique
puisque G est engendré par w, le centre, les ( ) pour a € Zj (0 1) et les ( ) pour b € pZ,,
mais pour obtenir une action de G, il faudrait que les relatlons entre ces générateurs soient
respectées). De fait, la seule involution ¢ fournissant une action intéressante de G est ¢« = wy,
mais considérer un ¢ général ajoute un peu de flexibilité. Nous allons commencer par vérifier que
t = wg donne bien naissance & une action de G. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 11.1.8. — Si v = ws, les Or-modules D X, P! = DXs P! sont munis du méme
squelette d’action de G. En particulier, le squelette d’action de G sur D X, P! supporte une
action de G.

Démonstration. — 11 s’agit de vérifier que l'action de G sur D X; P! est bien donnée par les
formules ci-dessus avec ¢ = wg. Les deux premiéres formules sont des évidences. La troisiéme suit
de ce que (&9) commute & Resz,, si a € Z;, et donc Resz, (&9) -2z = (89)Resz,z = (89)21,

et de ce que w(g9) = (89)( 61 ?)w donc

Reszpw(g (1]) cz=90(a )Reszp( 0 (1)) Cwz = 6(&)(“61 ?)Reszpwz = 5(@)(“61 (1))22.



CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) 15

, N pO0Y . _ (pO _ (prO
Pour démontrer lla quatriéme, on remarque que Respzp( o 1) z = ( 01 )Reszpz = ( 01 )zl, et
p~ 0\ —
comme Resz, o ( 0 1) =1 oResz,, on a

Resz,w((h 9)2) = 6(p)Resz, (1”61 ?)wz = 6(p)v (Resz,wz) = 6(p)i(22).

Enfin, pour démontrer la derniére, on remarque que, si b € pZ,, alors ((1) ll’) laisse stable Zj, et
w(pZp). On a donc Resz, (§4) -2 = (§?)Resz,z = (§?)z1, et

Respz, w(§ 1)z = (w(§§)w)Resyz,wz = (w(§ §)w)Resyz, 2.

Or

-1 _
w(bPw= ("5 0 (67w Jw (g D7),

De plus, ((1) (b“‘})fl) envoie pZ, dans 1 + pZ,, et w et ((bJBI)Q b(bf‘l)) laissent stables 1 + pZ,,.
L’action de w se fait donc & travers wg chaque fois que w apparait dans la formule ci-dessus pour
w((l) ll’ )w. On tombe donc bien sur la formule définissant wy, ce qui permet de conclure.

Proposition I1.1.9. — Si M est un sous-PT-module de D stable par 1, et si MW®Z, est stable
par wg, alors M W5 Pl = {(21,20) € DRs P, 21,25 € M} est stable par G.

Démonstration. — C’est évident sur les formules du squelette d’action.

Lemme I1.1.10. — Soit M un (p,v, P(Zy))-module et v : M X Zy — M K Z; une involution
telle que le squelette d’action sur Ms, X P! supporte une action de G. Soient My O M des
sous-O'r,-modules de M vérifiant :

o My et My sont stables par P(Z,),

e My et My sont stables par Resyz, et Y(Mo) C My, (M) C Mo,

o MyRZy et My X Zy sont stables par .
Alors Mo R P! = {(21,22) € M K5, P, 21,29 € Mo} est stable par GLo(Zy).

Démonstration. — 11 est clair sur les formules du squelette d’action que My X P! est stable par
w et (ZO; (1]) ; il suffit donc de vérifier la stabilité par ((1] le ). Soient donc b € Zy, et z = (21,22) €

My X P! On a aussi z = 2 + wRespz, 22 et donc ((1)11’) T ((1)11’) -2+ ((l)ll’)w(g(l)) h(22).

Maintenant, ((1) ?)Zl =1+ T)bzl € My =MyXZ, C Mg P!. 11 suffit donc de se consacrer

au second terme que l'on peut réécrire sous la forme w(éJ ?)w(éplb)w “(y1 + y2), avec y; =

Resz: (1(22)) € My WZj et yo = Respz, (Y(22)) € My W pZy. 1l résulte alors des hypothéses

sur My que w((l)plb)w ~y1 € M1 ®Z,. On en déduit que (gg)w((l)plb)w ~y1 € My X pZ,, puis

que w(p O)w((l) plb)w -y1 € My X P'. Enfin, on déduit de la formule du squelette d’action pour

(épf’) agissant sur D X w(pZ,) 'appartenance de ((1] plb)w ~y2 & My R w(pZy), et donc celle de

w(h (l))w((l] plb)w 2 & Mo X w(pZ,) C My X P Ceci permet de conclure.
3. Torsion par un caractére

Proposition I1.1.11. — Sin,d sont deux caracteres continus de Qy, alors

D(n) Ry,2 P* = (D X5 P') ® (n o det).
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Démonstration. — Si g = (¢%) € G, on note a4 au lieu de oy la fonction z — n(cz + d). Si

U est un ouvert compact de Qp, et si z € D W U, une application successive des (iii), (iv) du
lemme [.4.1 et de la prop. 1.2.4, nous donne :
Hypp o(2 ® 1) = gi(may o (2©10) = gx(ma, . (2) @n)

= an]og/og_1 O g« (mozéngyg(z)) ® =9g«0° mnog’ (m@§n27g(z)) ® UR

Comme ¢'(z) = %, on a
n(ad — be)
(nog'(x)) maénz’g@) = m&f@x + d) = n(ad — be)d(cx + d),

et donc M.y o Mo, = Mgy s , = n(ad — be)mg, . Ceci permet de conclure.

4. Dualité

Lemme I1.1.12. — (i) Sih € G, si U est un ouvert compact de Q) tel que hU ne contient pas
00, et six € D Xs-1 P! et y € DXs P, alors

{Respu(h - x),Respu(h - y) }q, = {Resy(z), Resy ()} q,-

(i) Soit (1L;c; Ui) 11 (HjeJ V;) une partition finie de P! en ouverts compacts tels que oo
n’appartienne a aucun des U; et 0 n’appartienne a aucun des Vj. Alors, si x € D Xs-1 P! et
y € DXs P, la somme

> {Resy, (z), Resu, () }q, + > _{Resyy, (w - ), Resyy, (w - y) }q,
icl jeJ

ne dépend que de x et y et pas de la partition de PT.

Démonstration. — On a

{Respy(h - x),Respu(h-y)}q, = {h - Resy(z),h - Resy(y)}q,
={he(my-1(Resy (2))), hu(1ma), (Resu (y))) }q, = {Resu(z), Resu(y)}q,

la derniére égalité s’obtenant en appliquant le (ii) puis le (i) de la prop. 1.3.1. Ceci démontre
le (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que le résultat reste inchangé si on raffine la partition,
ce qui suit de 'orthogonalité de DRIU et DRV si UNV = 0, et qu'il reste aussi inchangé si on
transforme un U; en Vj, ce qui suit du (i) appliqué a h = w.

On note { , }p1 "accouplement sur (D X;-1 P!) x (D X3 P') dont le (ii) du lemme précédent

affirme l'existence (il est & valeurs dans L/&p, Of, ou L suivant que D est un objet de ®T'L

PIet(0g) ou ®T°(&)). En partant de la partition Z, [[w(pZ,) de P!, on obtient la formule

{(217 22)7 (217 zé)}Pl = {Zlv Zi} + {Respzng, Respzpzé} = {Zh Zi} + {¢(22)7 w(zé)}7
la derniére égalité venant de ce que Resyz, = @9 et {p(2), p(2')} = {z,2'}.

Théoréme I1.1.13. — L’accouplement { , }p1 est parfait et G-équivariant.
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Démonstration. — On a {z,y}p:1 = {Resz,(z),Resz,(y)} + {Respz, (w - ), Resyz, (w - y)}. On
déduit la perfection de { , }p1 sur (DX;-1 P)x (DXsP1) de celle de { , } sur (DKRZ,) x (DKZ,)
et sur (D X pZ,) x (DX pZ,).

Pour montrer que { , }p1 est G-équivariant, on peut, si g € G, partitionner P! sous la forme
Ui [[U2[1Us ] Uy de telle sorte que :

e U; ne contienne pas oo et gU; ne contienne pas oo,

e U, ne contienne pas oo et gUs ne contienne pas 0,

e Us ne contienne pas 0 et gUs ne contienne pas oo,

e U, ne contienne pas 0 et gUy ne contienne pas 0.
Alors

{g T, 9 y}Pl = {Reng1 (g : J?), ResgU1 (g : y)}Qp + {Resng2 (wg : l‘), Res'ngQ (wg ’ y)}Qp
+{Resgu; (g - ), Resgus (9 - ¥) tq, + {Reswgu, (wg - 7), Reswgu, (wg - v) }q,,

et en appliquant le (i) du lemme I1.1.12 & h = g pour Uy, h = wg pour Us, h = gw pour Us et
h = wgw pour Uy, on obtient

{9-2,9-ylpr = {Resy, (), Resy, (y) }q, + {Resp, (2), Resu, (v) }q,
+{Resyu; (w - x), Resyus (w - y) }q, + {Reswr, (w - ), Resyu, (w - y)}q, = {z,y}p1.
Ceci permet de conclure.

5. Lien entre D X5 P! et D K Q,

Soit ¢ : DX Z), — D K Zy une involution. On suppose que les formules du squelette d’action
définissent une action de G' sur D X, P! (c’est, d’aprés la prop. I1.1.8, le cas si ¢ = w;, et donc
ce qui suit s’applique a D X5 P1).

Proposition I1.1.14. — (i) Si z € DR, P!, alors (Reszp(pg ?)z)neN appartient ¢ DX Q.
(ii) L’application Resq, : D Xs, P! — D X; Q, ainsi définie est B-équivariante.
(iii) Si U est un ouvert compact de Qy, alors Resyr o Resq, = Resy.
(iv) Le noyau de Resq, est (0, D™) = {(0,a), o € D" }.

Démonstration. — En revenant aux formules du squelette d’action pour I'action de (g (1)), on
obtient

Reszp((pal (1)) -z) = 5(p)_1Reszp (w(? (1)) cwz) = 5(p)_1(5(p)¢(Reszpw -wz)) = Y(Resg,2).

Autrement dit, Resz, o (pgl (1)) = tpoResgz,, ce qui permet de démontrer le (i). La commutation de
Resq, a l'action de g € B suit alors formellement des formules du squelette d’action et de ce que,
par hypothése, ces formules définissent une action de G. Le (iii) est immédiat sur la définition,
si U C Zp; le cas général s’en déduit en utilisant le (ii). Enfin, si 2 = (21,22) € D K5, P!, les
propriétés suivantes sont équivalentes (la derniére équivalence suit de la définition de D™) :

® Resq,z = 0;

® Resz,z =0 et Resy-ngz, ;7,2 =0, pour tout n € N;

e z1 =0 et Resz, prnz,22 = Resz, pnz, w2z = w(Respfan_pzpz) =0, pour tout n € N;
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e z1 = 0 et 20 = Resynz, 20 € p"(D), pour tout n € N;
e 21 =0et 29 € D",

Ceci permet de conclure.
Remarque I1.1.15. — Si D € I'**(&), I'image de Resq, est incluse dans (D X5 Q,)s.

Le module (D X5 Q). s’identifie naturellement a un sous-B-module de D X, P! (si U est un
ouvert compact de Q, et z € DXU, alors (Reszmez, w(Reswzmez)) est un élément bien défini
de D X5, P1). Il n’en est pas de méme de D X5 Q, (il y a une condition & l'infini). Le résultat
suivant permet de considérer D= (DX Qp)pe comme un sous-P(Qp)-module de D K, P! ce

que nous ferons sans plus de commentaires.

Lemme II1.1.16. — (i) Si z € D, alors Res,-—nz () a une limite dans D Xs, P!
(ii) L application v : D — D X5, P! qui s’en déduit est P(Qy)-équivariante.
(iii) On a Resq, o = id sur D.

Démonstration. — Res,-nz 2z — Respi-ng z = Resp—nz;z s’écrit, dans D K5, P! sous, la forme
(0,10 Res, ;) = (0.10(7y"0) - Reszy (% 9)2) = (0.5() " (%) ¢)1(Resg (7 9)2)).

Or Resz: (pn O)Z = @”(Resp—nzzz) tend vers 0 car Resp—nzzz tend vers 0 dans D. On en déduit

01
que 5(p)_"(pg O)L(Reszz»;(p(;1 ?)z), qui est égal a d(p) "™ (L(RGSZ; (pg (l))z)) tend aussi vers 0,

et donc que Res)-nz z — Respi-nz, 2 tend vers 0 dans D Xs, P!. Ceci permet de démontrer le
(1). Le reste suit, par continuité, de la prop. 11.1.14.

Lemme I1.1.17. — Si z € D est tel que Respnz,z — 0 pour la topologie p-adique quand n —

400, alors w -z € D.

Démonstration. — Ecrivons z sous la forme z = (z1,22) € D X, P!. Si Resynz,2 — 0 pour la
topologie p-adique, w - z est somme de la série zo + > 1 6(p)" 7" («(Resz: (¢ "Respnz, 21))),

qui est une série convergeant dans D.

I1.2. Les sous-modules D! X; P! et D' X; P! de D X P!

Le module D K P! est un @e-module, et comme g est 'extension du banach %O(Zp, Or)
par son dual, le module D X5 P! est topologiquement du méme type. Or ce que 1'on cherche en
vue d’une correspondance de Langlands locale p-adique, ce sont des représentations de G « de
type banach ». Il semble probable que, dans le cas général, on ne puisse pas dévisser DXs P! par
des représentations de G dont une est de type banach et I'autre de type dual de banach, mais
dans les cas ou il est raisonnable d’espérer que c’est le cas (i.e. en dimension 2, avec le bon choix
de ¢), tout se passe bien comme nous le verrons.

On note :
e Repy,.<G la catégorie des 1 [G]-modules II, lisses (i.e. g — ¢ - v est localement constante

sur G, pour tout v € II), de longueur finie (un tel module est alors automatiquement admissible
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au sens que IT¥ est de longueur finie sur &7 pour tout sous-groupe ouvert compact K de G),
admettant un caractére central,

® Repy, G la catégorie des O -modules 11, sans torsion, séparés et complet pour la topologie
p-adique, munis d’une action &r-linéaire de G telle que II/p*II € Rep,,,sG pour tout k € N,

e Rep; G la catégorie des L-banach II munis d’une action de G et d’'un O -réseau stable par
G qui est un objet de Rep,, G (une telle représentation est dite unitaire).

Dans la suite,

e une Op-représentation de G' désigne un objet de Repy,,sG ou de Repg, G,

e une représentation p-adique de G désigne un objet de Repy,,sG, Repy, G ou RepG.

Sid: Q — OF est un caractére continu, on note respectivement RepforSG , Rep‘sﬁLG et Rep‘sLG
les sous-catégories de Repy,, G, Repg, G et Repy, G constituées des objets sur lesquels (8 2) €7
agit par multiplication par d(a).

1. Propriétés conditionnées a la stabilité par G. — Si D est un (¢, I')-module étale et si § €

—

T (0L), soit
D*R; P! = {z € DX; P!, Resq,z € D' K Q,}.

Remarque II.2.1. — (i) Si D € ®T°"(0), alors DI Q, est la limite projective des D,ﬁg X Q.
oit Dy = D/pFD, et donc D? K5 P! est la limite projective des DEC Ks Pl;si D € ®I°(&), et si
Dy est un Og-réseau de D stable par ¢ et T, alors Df Ks P! = L - (Dg Xs P1).

(ii) Si D € ®I'**(0), alors D*XQ,, est un sous-&-module saturé de DX Q,, et donc D¥X; P!
est un sous-0r-module saturé de D X5 PL.

On définit le sous-@r-module D! K5 P! de D X5 P! de maniére un peu différente suivant que
D est un objet de ®I'E BT (Og) ou ®I(&) :

tors»

e si D est un objet de @It ou ®T (&), on pose DIXsP! = {2 € DXsP!, Resq,z € D'XQ,},
o si D € ®I'°Y(0), le sous-Op-module (D* Ky Pl),s = {z € DXs P!, Resq,z € D'XQ,} de
DXsP! n’est pas forcément saturé ; on note DX P! son saturé (i.e. Pensemble des z € DX P!

tels que p*z € (D X; P!),s pour tout k assez grand).

Remarque I1.2.2. — (i) Si D € ®I'**(Os), alors (D X5 Pl), est la limite projective des
(D/pFD)E X5 P! et D X5 P! est I'intersection de D K5 P! avec (L - D)! K5 P,

(ii) Dans tous les cas, D!X; P! est un sous-&7-module de D*K5P! (c’est clair si D est un objet
de ®TEE. ou BI(&); si D € T (O), cela suit de ce que DF Xs P! est saturé dans D Xs P1).
De plus, D% K5 P! contient le sous-P(Qp)-module Dt (D' Qp)pc de D = (DX Qp)pe-

(iii) Le module (D!X;P') /(D RsP) s’injecte dans (D*RQ,)/(D'XQ,) = D*/D? (resp. dans
son quotient par son sous-&-module de torsion) si D est un objet de ®T'¢ . ou ®T(&) (resp. si
D € ®T°*(0)). 1l en résulte que D! K P! = D X5 P! si D est irréductible de rang > 2 sur &
ou sur Og.

(iv) Si D € @I (0k), alors (D' K5 P')/(D! K5 P'),s s’injecte dans le sous-&r-module de

torsion de Df/D"%; c’est donc un @'7-module de longueur finie.
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Comme Resq, est B-équivariante, D! P! et D!X5 P! sont stables par B, mais pas, a priori,
par G.

Remarque I1.2.3. — (i) Si D" X; P! et D! X5 P! sont stables par G, alors ils sont compacts.
En effet, ils sont fermés dans D X P! car Resq, est continue, et si X € {Dﬁ, Dh}, alors X X; P!
est inclus dans {z € D X P?, Resz,z € X et Resz,w -z € X} qui est compact. On en déduit
que D! K5 P! est le plus grand sous-@r-module compact de D K5 P! stable par G : en effet,
I'image d'un tel ensemble par Resq, est compacte et stable par P(Q,), et donc est incluse dans
D' Q,.

(ii) Sous la méme hypothése, Resq, induit une surjection de DI K5 P! sur D'X Q,. En effet,
I'image est compacte et donc fermée et elle contient Dt qui est dense dans D' X Q,. Par contre,
D! Xs P! n’a aucune raison, en général, de se surjecter sur D! X Q,.

tors

Lemme I1.2.}. — Soient D € ®I et § : Q, — 07, un caractere continu. St M est un
sous-Or,-module ouvert compact de D K5 P, stable par G et contenant D" Ks-1 P, alors son

orthogonal M~ est un sous-Or-module ouvert compact de D RP', stable par G et contenu dans
DR P!L.

Démonstration. — M~ est stable par G et fermé car { , }p1 est continu et G-équivariant. De
plus, M C D* K P! d’aprés le (i) de la rem. 11.2.3, et donc M~ contient D™+ X Z,. Comme il
est stable par G, il contient aussi D+t K Z, +w - (Dt K Z,), ce qui prouve que M~ est ouvert.
Il ne reste donc plus qu’a prouver qu'il est contenu dans D? X P'. Or M contient D! X P! qui
contient DT X Z,,, ce qui implique que tout élément z de M L vérifie {Resz,z,2z} = 0, pour tout
x € DT. Cette derniére condition équivaut a Resz,z € DY par définition de Df, et M1 étant
stable par G, on a Reszp(pn O)z € DY, pour tout n € N, et donc z € D' X P1. Ceci permet de

01
conclure.

Lemme II.2.5. — Soient D € ®T'¢ et : Q, — 07, un caractere continu. St DX P! possede

tors

un sous-Or,-module ouvert compact M stable par G, alors D K5 P est stable par G.

Démonstration. — Commencons par remarquer que I'image M’ de M par Resq, est compacte
et stable par P(Q,) puisque M I'est. Comme de plus, M est ouvert dans D X P!, son image
par Resz, engendre D. Il en résulte, d’aprés le th. II1.1.5, que M’ contient DY Q,. Maintenant
DY P! est, par construction, stable par P(Qp); il en est donc de méme de M + (D"RP). Soit
alors z € D' PL. 1] existe y € M tel que Resq,(z —y) = 0, ce qui signifie, d’aprés le (iv) de la
prop. I11.1.14, que z — y est de la forme (0, a), avec « € D™. On a alors w -z = (a,0) +w - y, et
comme (a, 0) € DFX P!, on en déduit que M + (D K P!) est stable par w, et donc aussi par G.
Son orthogonal M’ est alors un sous-&;-module ouvert compact de DKP!, qui est stable par G
et inclus dans DX P! d’aprés le lemme I1.2.4. On déduit donc de ce qui précéde, appliqué a M’
et D au lieu de M et D, que D?X P! est un sous-@r-module ouvert compact de D X P!, stable
par G. En réitérant le raisonnement en partant de I'orthogonal de D! K P! (inclus dans DIXP!
d’apres le lemme 11.2.4), on en déduit que DI X P! est un sous-&r-module ouvert compact de
DX P!, stable par G.
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Proposition II.2.6. — D" Rs P! est stable par G si et seulement si D K5 P! Uest.

Démonstration. — Le cas D € ®I'Y(&) se déduit du cas D € PT°*(Og) en tensorisant par L ; on
suppose donc que D est un (¢, I')-module étale sur &g dans ce qui suit.

Commencons par supposer que D? Ks P! est stable par G et montrons que D! X5 P! est. Il
suffit de vérifier que D! ;P! est stable par w. Soit P € 0y [X], unitaire, tel que P(¢)) tue D#/D?.
Sia= (pgl (1)), alors P(«) envoie DﬁﬁQp dans D“&Qp, et donc aussi D!RKP! dans D!RXP!. Soit
z € D'XPL. D’aprés ce qui précéde, on a P(a)-z € D'XP! et comme DIRP! est, par hypothése,
stable par w, on a w-P(a)-z € D'XP!. Maintenant w-P(a) = Q(a™)-w, ot Q(X) = P(6(p)X)
est un polynéme unitaire & coefficients dans &r, et on a Q(a™!) - (w - 2) € DR P! D’aprés la
prop. I11.1.15, cela implique w - z € D¥ K P!, ce qui permet de conclure.

Supposons maintenant que D! X5 P! est stable par G. Si k € N, soit Dy, = D/p*D. L'image
de D X5 P! dans Dy, K5 P! est stable par G pour tout k. Or cette image est compacte puisque
DiX;s P! lest (rem. I1.2.3) et ouverte car D!X; P! contient Dt+ qui se surjecte sur ]_~)k++, ce qui
fait qu'elle contient (D * K Zy,)+w- (D} " K Z,). On est donc dans les conditions d’applications
du lemme I1.2.5; on en déduit la stabilité de D,E XsP! par G et, en passant a la limite projective
(si D € ®I*(Oy)), celle de (DI K5 P1), et de son saturé D K PL.

Ceci permet de conclure.

2. La représentation conditionnelle II(D) de G. — On suppose que D'X; P! est stable par
G, et on note II(D) le quotient de D X5 P! par D X P!

Lemme I1.2.7. — (i) Si D € ®TS ., alors TI(D) € Rep,,,G-

(ii) Si D € ®I**(Og), alors II(D) € Repy, G.
(iii) Si D € (&), alors II(D) € Rep.G.

Démonstration. — Le (i) a déja été démontré (lemme 11.2.5). Si D € ®I'Y(O), alors II(D)
est le quotient de (D Ks P')/(Df Ks P1),, qui est la limite projective des II(D/p* D), par son
sous-Or-module de torsion, ce qui permet de déduire le (ii) du (i). Le (iii) s’en déduisant en

tensorisant par L, cela permet de conclure.
On rappelle que I'on dispose d'une application résy : D X Q,, — Dﬁ/Dh.

Lemme I1.2.8. — Si z € D vérifie résg(z) = 0, alors il existe x € Dt ety € D tels que

Zz=r+w-y.

Démonstration. — D’aprés la prop. II1.1.17, on peut écrire z sous la forme z + 3/, avec x € D+
et y' € D vérifiant Resynz,y’ — 0 p-adiquement, quand n — +o0o. D’aprés le lemme I1.1.17, il
existe y € D tel que ¥ = w - y. Ceci permet de conclure.

On définit une application résy, : D s P! — D! /D% en posant rése(2) = réso(w - 2).

Corollaire I1.2.9. — (i) Tout élément de D X5 P! dans le noyau de réso peut s’écrire sous la
forme z=x+w-y, avecx € D, et y € DT
(i) D! Ry P = Dt +w- D7 [resp. (DX Pl)ps = Dt +w - Dt si D € I ()]
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Démonstration. — Le (i) suit directement (en appliquant w) du lemme I1.2.8. Pour démontrer le
(i), on commence par remarquer que 'on peut écrire tout élément z = (21, zp) de(t) D X5 P!,
sous la forme Res,z, (21) +w- 22, et comme 2z € DP, on a réss(2) = 0. Il résulte alors du (i) qu'il
existe y € Dt tel que 2 = z—w-y € D. Par ailleurs, Dt C DX;P!, et donc w- D+ C DiX;PL.
On en déduit I'appartenance de z & Dn (Du Xs Pl) = D+, ce qui permet de conclure.

Corollaire I1.2.10. — (i) Si D € T

torss Lapplication 1éso est identiquement nulle sur D K

P! et induit la suite exacte suivante de B-modules :
0 — D/D* — II(D) — D*/D% — 0.

(ii) Si D est irréductible de rang > 2 sur Og ou &, alors l'injection naturelle de D/D“‘ dans
II(D) est un isomorphisme de P(Qy)-modules.

Démonstration. — Le (i) suit directement du cor. I1.2.9. Le (ii) est une conséquence du cor. 11.2.9
et de ce que DF/ D est de torsion (resp. nul) si D € ®T°% () est irréductible de rang > 2 et de
ce que D est saturé dans D Xs PL.

Proposition I1.2.11. — Si D € ®T¢ ., alors D"R Q, est le dual (de Pontryagin) de D/D™.

tors
Démonstration. — Si z € l~?, il existe n € N tel que z — Res,-nz 2 € DT. Autrement dit, il
existe n tel que 'image de z modulo D soit dans I'image de D W p™"Z, = ¢~ (D). On en
déduit que D / D est la réunion croissante des @ ™(D)/e ™(D") ou, ce qui revient au méme,
la limite inductive des D/D™ relativement aux applications de transitions toutes égales a . Son
dual est donc la limite projective des D relativement aux applications v, ¢’est-a-dire D X Q,.

Ceci permet de conclure.

Corollaire I1.2.12. — (i) Si D est un (o, T)-module irréductible sur ke, alors D/DT est un
P(Qp)-module irréductible.
(ii) Si D € ®TE . alors D/DY est un O, [P(Qp)]-module de longueur finie.

tors’

Démonstration. — Le (i) résulte, par dualité, du cor. II1.1.6. Le (ii) s’en déduit, par dévissage, en
utilisant 1’exactitude des foncteurs D — D et D — D™ et la finitude du &-module DT /D™,

Corollaire I1.2.13. — TI(D) est un objet de Repyy.sG.
Démonstration. — La seule chose qui n’ait pas déja été vérifiée est qu’il est de longueur finie

sur Op[G], or il est déja de longueur finie sur 0 [P(Q,)] d’aprés le corollaire précédent et le
cor. 11.2.10.

WsiDe BT (0¢), il faut remplacer D K5 P! par (D K5 P!),s dans tout ce qui suit.
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3. Dualité. — On suppose encore que D X; P! est stable par G.
Théoréme I1.2.14. — D'Xs P! et DRy P! sont exactement orthogonauz pour { , }p1.

Démonstration. — Notons simplement D? X P! et D K P les espaces D Kz P! et DF ;- P1L.
Comme D! X P! est stable par w et que {, }p1 est équivariant sous l'action de w, il suffit,
compte-tenu du (ii) du cor. 11.2.9, de prouver que DR P! est orthogonal & l~)+, pour démontrer
Iorthogonalité de D? X P! et D' K P, Soit donc & = (x1,x2) € DI XK P!, et soit y € D*. On
peut décomposer y sous la forme yo + yT, avec yo € D™ et yT € D**. On a alors {z,yo}p1 =
{x1,90} = 0 puisque yg € D™ C DT, et ; € D"

Par ailleurs, y* est la limite de ResprpyJr dans D X P'. On en déduit que

{a:,y+}P1 = ngrfoo{x,Resp—nzpy“‘}Qp = nEIfoo{ReSp_"sz’Resp_nzpy+}Qp

- nEI-ﬁr-loo{(pn(ReSp_nsz)’ (pn(ReSP_nzpy—’—)} - nEI—iI}oo{ReSZP ((p(? ? )'I) ’ Reszp ¢n(y+)},

p" 0
passage a la limiteomlontre que {x,y"}p1 = 0. On en déduit l'orthogonalité de DiR P! et
D'RPL

Maintenant, si D est de torsion, I'inclusion de (D! IP1) dans D' K P! a déja été démontrée
(lemme 11.2.4), ce qui permet de conclure, si D € ®T'¢ .

Supposons maintenant D € ®T(O,) et posons Dy, = D/p*D si k € N. Alors :

e on a des suites exactes

et comme Reszp(( )x) varie dans D" qui est compact, tandis que ¢©"(y™) tend vers 0, un

O—>Dm—>(Dh®P1)ns—>Dh®Qp_’0 et 0—>D2r—>D2®P1—>D,i®Qp—>O,

e la réduction modulo p¥ induit une surjection de (D! X P'),q sur D,i X P!

e il existe ¢ € N tel que p© tue le conoyau de D" — Dp" pour tout k& € N.

On en déduit que I'image de (D X P'),, contient pC(Dl,hc X P'), et donc que si z € DR P! est
orthogonal & D! P! (ce qui équivaut & ce que z soit orthogonal a (D X P1),¢ qui est la limite
projective des D,hC X P), alors p°z est orthogonal & DEC XP!, pour tout k& € N. Il résulte donc du
cas de torsion que, modulo p¥, on a p¢z € Di@Pl, et donc que p°z € h£1 DE@PI = (D'XP), et
z € D'RPL. Dot le résultat si D € ®T°(0) ; le cas D € ®T°(&) s’en déduisant en tensorisant

par L, cela permet de conclure.

Corollaire I1.2.15. — D"Rs_1 P! est stable par G, et si Il = D Kg—1 P'/D Ks-1 P!, alors
DF X5 P est le dual de 11 tandis que D Ks—1 P est le dual de T = TI(D).

4. Résultats en famille

Soit S une Op-algeébre quotient de Op[[X7, ..., Xy4]|, sans p-torsion et de corps résiduel k.
On note mg I'idéal maximal de S. Alors S est la limite projective des S,, = S/m% et S, est une
O'r-algébre finie pour tout n. On note 2" I'espace analytique Spec S. Si s € Z°(0L), on note mg
I'idéal premier de S lui correspondant.

On note SR la limite projective des S, ®e, Og, que 'on munit d’actions S-linéaires de ¢
et I', en faisant agir ¢ par 1 ® ¢ et v € I par 1 ® 7y sur chaque S,, ®g, Og.
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Un (p,I')-module étale sur S®0s est un (SO s)-module libre® de rang fini, muni d’actions
semi-linéaires commutant entre elles de ¢ et I', telles que ¢(D) engendre D sur S®0s. Un tel
module peut étre vu comme une famille de (p, I')-modules étales sur O variant analytiquement
sur 2 :sis e Z(0L), alors Dg = D ®g (S/ms) est un (¢, I')-module étale sur Opg.

Si D est un (¢, I')-module étale sur S®0, et si d € 9\(5), on définit le S[G]-module D K5 P!
par les formules du § II.1, et alors D Xs P! est la limite projective des (S, ®s D) Xs P!, ce qui
en fournit une définition alternative, les S,, ®s D pouvant étre vus comme des objets de ®I'¢t
en oubliant 'action de .S,,.

On définit D' C D comme la limite projective des (S, ®g D). L’action de ¢ passant a la
limite, on dispose du S[P(Q,)]-module Df X Q,,. On définit (D Xs P1),s comme I'image inverse
dans DX P! de D" XQp par Resq,. Sis € 27(0L), la réduction modulo m, envoie (DX P) .

On définit D comme la limite projective des 55 ®p, (Sn ®s D), et on note D+ T'ensemble

des z € D tels que ¢"(z) — 0 quand n — +o0.

Lemme I1.2.16. — La réduction modulo my induit des surjections
D — DY et DTt — Dt

Démonstration. — Cela suit de 'exactitude a droite du foncteur — D et de l'exactitude du
foncteur D — D+,

Soient D un (¢, I')-module étale sur SROs et 6 : Q, — S un caractére continu. On suppose
que (D/X;Pl), est stable par G, et on note II(D) le S[G]-module (D X5 P') /(D K5 P')ys.

Proposition 11.2.17. — Si s € 2 (0y), alors DE s Pl est stable par G, et Uapplication natu-
relle II(D) — II(Dy) est surjective, ot II(Ds) = (D K; Pl)/(DE Xs Pl).

Démonstration. — Si A est un quotient fini de S et si Dy = A ®g D, 'image de D% K5 P! dans
D4 K5 P! est compacte, stable par G, et contient M = DXJF puisque D? K5 P! contient D+
et que l'application naturelle D+ - EXJF est surjective. Comme M + w - M est un ouvert de
D4 X5 P!, on est dans les conditions d’application du lemme I1.2.5, ce qui permet d’en déduire
la stabilité de D% K5 PL.

Sise Z(0L),si A= S/mg (et donc A = 0r), et si A, = S, ®g A, alors A,, est fini pour tout
n et A est la limite projective des A,,. Comme le module (DE; Xs Pl),s est la limite projective
des D,hqn Xs P!, il est stable par G ; il en est donc de méme de Di Xs P

Enfin, Papplication z +— (Reszpz,cp_l(Respzpw : z)) est un isomorphisme de S-modules de
D X5 P! sur D@ D. On en déduit la surjectivité de (D X5 P1) — (Ds X5 P1); et donc celle de
II(D) — II(Dy).

() La théorie marche aussi bien avec “de type fini” au lieu de “libre de rang fini”, mais nous n’en aurons pas besoin.

De méme, 'hypothése “S sans p-torsion” n’est pas vraiment nécessaire.
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I1.3. (¢,I')-modules de rang 2 et représentations de GL2(Q,)

1. La représentation II(D) de GL2(Qp) attachée a un (p,I')-module de rang 2

Si D est un (¢, T')-module libre de rang 2 sur @, le module A2D est libre de rang 1 et donc
de la forme O ® 0, ot 0, est un caractére continu de Qj dans 7. On note :

e 0p le caractére défini par 6p(z) = (x|z]) 716, (z) (le choix d'un isomorphisme A?D = G047,
fournit des isomorphismes x — = ® 551 de Dsur D et x— 2 ® 6p de D sur D),

e DXP! le G-module D s, P! son caractére central est donc dp,

e wp: DXZ; — DXZy I'involution wy,.

Comme on est en dimension 2, I'irréductibilité de D équivaut a ce que H°(2#", V(D)) = 0,
ou & ce que D™ = 0, ou encore & ce que D! /Du soit de torsion sur 07 ; elle implique que
DR P! = DR P

Théoréme I1.3.1. — (i) Le sous-module D' X P! de DX P! est stable par G.
(ii) La représentation TI(D) = (D X P1)/(D* K PY) est un objet de Repy, G, et DiR P! est

naturellement isomorphe a II(D)* ® 0p. On a donc une suite exacte
0 — II(D)*®dép — DRP' — II(D) — 0.

Remarque II.3.2. — (i) Le (i) du théoréme implique les points (ii) et (iii) d’apres le cor. I11.2.15,
a I'exception de I'isomorphisme DX P! 2 II(D)* ® 6p. Celui-ci suit de ce que D = D ® 4§}, et
donc que II(D)* 2 TI(D)* ® 6p.

(ii) La démonstration du (i) du théoréme se fait par prolongement analytique & partir, au
choix, du cas cristallin ou du cas triangulin; cela demande de montrer que la correspondance
D +— II(D) se comporte bien en famille. C’est 'objet du th. I1.3.4 ci-dessous.

Le résultat suivant est la clé permettant de contourner la pauvre convergence des formules
définissant 'action de G. On pose € = (1 — @)D¥=! et €' = (1 — ap)D¥=", avec o = dp(p)~*;
alors ¢ et ¢ sont des sous-modules de D X Z.

Proposition I1.3.3. — Si D est irréductible, alors wp(€) =€ et wp(€') = €.

Démonstration. — Soit € %. 1l existe donc # € DY~ tel que z = (1 — )T = Resz:#. On
peut prolonger # de maniére unique en un élément de D! X Q, fixe par (75 (1)) Maintenant,
I’hypothése D irréductible équivaut & ce que D™ = 0, et donc, d’aprés la prop. 11.1.14, a ce
que fq, induise un isomorphisme B-équivariant de DR P! sur D! Q. On peut donc voir
comme un élément de D! X P! fixe par (fg ?) Alors w - & € DY R P! est fixe par (5D(p)_1(€ (1)),
et donc Resg, (w-z) € D¢:5D(p)_1, et la restriction de w - ¥ & Z,, appartient a ¢’'. Comme cette
restriction est w - Reszz% = wp(x), on en déduit l'inclusion wp(%) C €. Les mémes calculs

montrent que wp(€”’) C €, et comme wp est une involution, cela permet de conclure.

On reprend les notations du n® 4 du § II.1, et on suppose, dans toute la suite de ce §, que D
est un (o, I')-module étale de rang 2 sur S®0,. Le module A%D est libre de rang 1 et donc de la
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forme (S®0) @ &), ou &, € 9\(5) On note, comme d’habitude, dp 1’élément de ,/?\(5’) défini
par 6p(z) = (z|z|) 10 (x) et DX P! le S[G]-module D K, P!.

Théoréme II.3.4. — (i) Le sous-module D* X P! de DX P! est stable par G.
(ii) Sis € Z(0L), alors DIRP! est stable par G, la représentation II(D;) = (szPl)/(DE,x
P') est un objet de Repy, G et lapplication naturelle TL(D) — TL(Dy) est surjective.

Démonstration. — On remarque que le (i) implique le reste en vertu de la prop. I11.2.17. La
démonstration du (i) se fait en trois étapes.

e On commence par démontrer que si 2 contient une suite zariski-dense (s,)nen de points
de Z(01) telle que le (i) soit vrai pour Dy, pour tout n € N, alors le (i) est vrai pour D et
pour Dy, pour tout s € 2°(0r).

e On vérifie, par un calcul direct, que le (i) est vrai pour un (¢, I')-module cristallin.

e On montre que 'on peut incorporer n’importe quel (¢, I')-module de rang 2 dans une famille
analytique comportant une sous-suite zariski-dense de points cristallins.

2. Réduction & une famille zariski-dense. — Dans tout ce qui suit, (s,)nen est une suite de
points de 2 (0r.), zariski-dense dans 2, et si n € N, alors I, = mgz, N---Nmg, . On suppose que
le (i) du théoréme est vrai pour Ds, , quel que soit n € N, et notre but est de montrer qu’alors
il est vrai pour D et, quel que soit s € 27(0), pour Ds.

Lemme I1.8.5. — La suite d’idéauz (I,)nen tend vers 0 : quel que soit k € N, il existe N € N
tel que I, Cmg, sin > N.

Démonstration. — Supposons le contraire. Comme la suite I, est décroissante, cela signifie qu’il
existe k € N tel que I, ¢ m@“, quel que soit n € N. Soit donc, si n € N, un élément f,
de I,, n’appartenant pas a m@“. Comme S est compacte, quitte & extraire une sous-suite de la
suite (fn)neN, on peut supposer que cette suite a une limite f dans S. De plus, la topologie de
S /mg+1 étant discréte, la suite f, est stationnaire modulo mlgﬂ et f n’appartient pas a mgﬂ;
en particulier, f # 0. Maintenant, par construction, f,(s;) = 0si i < n, et donc, par passage a la
limite, f(s;) = 0 quel que soit @ € N, ce qui est contraire a la zariski-densité de la suite (s,)neN-

Ceci permet de conclure.
Lemme 11.8.6. — Si x € D est tel que z(s,) € Dgn, quel que soit n € N, alors x € D",

Démonstration. — Commencons par démontrer, par récurrence sur n, qu'il existe a, € D% et
b, € I, - D, tels que x = a,, + by, quel que soit n € N.

e Pour n = 0, cela résulte de la surjectivité de DF — DEO.

e Si le résultat est vrai pour n — 1, on a par hypothése b, _1 € I,,_1 - D. Soit fo € I,,_1 tel que
vp(fo(spn)) réalise le minimum des v, (f(sy)), pour f € I,—1. On a alors

bp_1 € Din N fo(sn)D = f0(5n>D5n'
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Maintenant, grace a la surjectivité de D% — Dgn, on peut trouver y, € D tel que fo(s,)yn(5n) =
bp—1(sn). En posant b, = b,—1 — foyn, on a

by € (In—1 - D) N (mg, - D) = I, - D.

On obtient la décomposition voulue a 'ordre n, en posant a, = an—1 + foYn-
Maintenant, il résulte du lemme I1.3.5, que b,, tend vers 0 dans D quand n tend vers 400 ; on
a donc x = lim,_,y a, dans D, et le résultat suit de la compacité de Db,

Lemme I1.3.7. — DX P! est stable par G.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que (D#KP1), est stable par G. Soit donc z € (DRP!),
et soit g € G. Si k€ N, on a Reszp((pok ?) 'z(sn)) € DEn, pour tout n € N. Il en résulte que
Resq,2(sn) € DEn X Q, et z(sp) € Din X P!, pour tout n € N. Comme Dgn X P! est, par
hypothése, stable par G, on en déduit que g- z(s;,) € DEn X P!, pour tout n € N. Par définition,
cela signifie que Reszp((pg ?)g . z(sn)) € DEH, pour tous k,n, et donc, d’aprés le lemme I11.3.6,
que Reszp((p(;C ?)g . z) € D%, pour tout k¥ € N. On en déduit Pappartenance de Resq,g - 2 a

Di R Q,, et donc celle de g - z & (DF R P1),. Ceci permet de conclure.

III. Appendice : compléments sur D X Q, et ses sous-modules

IT1.1. Le foncteur D — DX Q,
1. Ezactitude du foncteur D — D! X Q,

Théoréeme II1.1.1. — Si0 — D; — D — Dy — 0 est une suite ezacte de (p,I")-modules étales
sur Og, la suite 0 — Dtlt XQ, — DIK Q, — Dg X Qp, — 0 de P(Qp)-modules est exacte.

Démonstration. — L’exactitude a gauche est une évidence; celle au milieu suit de ce qu’un
élément du noyau appartient a Dq X Q,, et est bornée et donc appartient a D% X Q. Il ne reste
donc que 'exactitude & droite & vérifier. Soit My un treillis de D ayant pour image Dg dans D.
Soit M 'adhérence dans D de la somme des treillis ¢" (M), pour n € N. Il résulte des propriétés
de D¥ que M est un treillis de D ; de plus, M est stable par ¢ et a pour image Dg dans Doy par
construction.

Soit alors z = (z(™),eN € Dg X Q,. On peut choisir, pour tout n € N, un relévement u(™)

de 2(™ appartenant a M. Si k € N, soit y = (y,gn))neN la suite d’éléments de M définie par

y,in) =u sin >k, et y,gn) = " F(u®), sin < k. Comme M est compact, il en est de méme de
MN et la suite y; admet une valeur d’adhérence y = (y(n))neN € MN qui est une suite bornée
puisqu’a valeurs dans un treillis. De plus, comme 1/1(y,2n+1)) = y,in), si k > n+ 1, un passage
4 la limite montre que ¥(y™*Y) = ¢y quel que soit n € N. Autrement dit, y € D K Q,.
Finalement, I'image de y; dans DY est = pour tout k; il en est donc de méme de celle de 3. Ceci

permet de conclure.
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2. Les sous-P(Qp)-modules de D* X Q,. — Soit D un (p,')-module étale sur O.

Lemme IIT.1.2. — Soit M C D! Q, un sous-Op-module fermé, stable par P(Qp), et, si
ke Z, soit M*) Pensemble des x € D tels qu’il existe z = (z("))nez e M, avec z(¥)
(1) M®*) = MO quel que soit k € Z ;
(ii) MO est un sous—ﬁ;—module de D! stable par v, qui agit surjectivement, et par T.
(iti) M = MO K Q,,.

=x. Alors

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que l'inclusion M C M(©) X Q,. Reste
I'inclusion M©) X Q, C M a vérifier. Soit z = (z(n))nez e MO K Q,. Si k € N, il existe
Uy = (u,(cn))nez € M tel que u,(f) = 20 car M®) = MO Par définition de la topologie sur
DI Q,, la suite uy, tend vers z dans DIX Q, quand k tend vers 400, et M étant supposé fermé,

cela implique z € M, ce qui permet de conclure.

Remarque II1.1.3. — Si M est un sous-Op-module compact de D X Q,, stable par P(Q,),
alors M) = Resz, M est un sous—ﬁ;(f—module compact de D sur lequel ¥ agit surjectivement ;
on a donc M© c Df et M ¢ D! Q.

Proposition II1.1.4. — Si A=kg, Og ou &, si D est un (¢,I')-module étale sur A, si M est
un sous-A-module de D stable par i et T, et si M engendre D en tant que (@,T')-module, alors
M =D.

Démonstration. — Si i € N, soit (¢*)*M le sous-A-module de D engendré par ¢'(M). Si k € N,
soit My, = Zfzo(go*)iM. Comme ¥((¢*)!M) = (¢*) "1 M, et comme (M) C M par hypothése,
on a Y(Myi1) C My quel que soit k& € N. Par ailleurs, la suite M}, est une suite croissante de
sous-A-modules de D ; elle est donc stationnaire, et la limite est stable par ¢ par construction, et
par I' puisque M lest et ¢ commute a I'. C’est donc le (¢, I")-module engendré par M et notre
hypothése selon laquelle M engendre D en tant que (¢,I')-module se traduit par l'existence de
k € N tel que My = D. Ceci implique

D = *(D) = F(My) € My = M,
et permet de conclure.

Théoréme III.1.5. — Soit D un (p,T')-module étale sur Og. Si M est un sous-Op-module
fermé de D* R Q,, stable par P(Q,), alors il existe un sous-(p,T')-module Dy de D tel que

D'RQ,Cc MCDIRQ,.

Démonstration. — Soit M©) Tensemble des x € D tels qu'il existe z = (2("),en € DF K Q,
avec 2(9) = z. D’apres le lemme I11.1.2, on a M = MO K Q,, et quitte a remplacer D par le
sous-(p, I')-module de D engendré par MO on peut supposer que M engendre D en tant que
(¢,T)-module. Soient D = D/myD, M = M/m M et Y = M© /mp M©) Par construction,
M=m"x Qp et Y engendre D en tant que (o, ')-module sur ke.

Maintenant, I’hypothése selon laquelle M est stable sous 'action de P(Q,) se traduit par la
stabilité de M sous cette action et par le fait que M(O) est un sous—k::g—module de D stable par
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I' sur lequel v agit de maniére surjective (lemme I11.1.2). Comme (T PFz) = T—*1(x), on en
déduit le fait que le sous-kg-espace vectoriel de D engendré par M(O) est stable par ¢ et I' et
donc, d’aprés la prop. I11.1.4, est égal au sous-(p, I')-module de D qu’il engendre, c’est-a-dire &
D en d’autres termes, M(O) est un réseau de D. Par ailleurs, comme M est stable par P(Q,),
cela implique que M©) est un sous—ﬁ;f—module de D inclus dans D?; comme de plus M est
compact puisque c’est I'image du compact M par I'application z — 2(0) et que son image dans D
est un réseau, cela implique que M(© est un treillis de D. Maintenant, M(©) est stable par Y et
comme DY est le plus petit treillis de D ayant cette propriété, on en déduit inclusion D? ¢ M©),

ce qui permet de conclure.

Corollaire IT1.1.6. — Si D € ®T'**(kg) est irréductible, alors DR Q,, est un P(Q,)-module

topologiquement irréductible.

Corollaire IT1.1.7. — Soit D € ®TY(&). Si M est un sous-L-espace vectoriel fermé de (DX
Qp)p stable par P(Qp), alors il existe un sous-(p,I')-module Dy de D tel que

(D'RQ,), C M C (D'RQ,)

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le th. I1I1.1.5 & My = M N (Dg X Qp), ot Dy est un
Og-réseau de D stable par p et I'.

Corollaire IT1.1.8. — Si D € ®T°Y(&) est irréductible, alors (D*X Q) est un P(Qy)-module

topologiquement irréductible.

3. Lien entre D! X Q, et DIX Q,

Proposition II1.1.9. — Si D est un (p,T')-module étale sur Og, Uapplication Resz, induit un
isomorphisme de D* X Qp/Du X Q,p sur D!/D".

Démonstration. — 1 induit une surjection de D* / D¥ sur lui-méme et donc une bijection puisque
D! et D! sont des treillis de D. Il s’ensuit que Iapplication (x(”))neN — 29 induit un isomor-
phisme de (Dﬁ/Dh)ﬁQp sur D/ D% Maintenant, la surjectivité de ¢»—1 sur D? (cf. prop. I111.1.12)
permet de montrer que I'application naturelle D* X Q, — (D*/ DMK Q) est surjective, et donc
que D* X Q,/D* K Q, = (D*/D") K Q,. Le résultat s’en déduit.

Corollaire II1.1.10. — D'K Qp/Dh X Q, est de dimension < dimg, D sur OF,.

Corollaire IT1.1.11. — (i) Si D € ®TY(O) est irréductible, de rang > 2, alors D*XQ, /DX
Q, est un Or-module de torsion.
(i) Si D € ®T°Y(&) est irréductible, de dimension > 2, alors (DF X Q) = (D* K Q,)p.

Proposition II1.1.12. — Si P € Or[X] nest pas nul modulo mp, alors P(y) : D' — DY est
surjectif.

Démonstration. — Commengons par supposer que D est de torsion. Dans ce cas, y € (P(z/J)D“)J-
equivaut & (P(¢) - y,z) = 0 pour tout z € D!, et donc aussi & P(y) -y € Dt. Comme P n’est

pas nul modulo my, cette derniére condition équivaut a y € D% (le sous-&r-module engendré
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par les " (P(p) - y) est d’indice fini dans celui engendré par les ¢"(y), et I'inclusion du premier
dans un treillis implique donc celle du second). Ceci permet de conclure si D est de torsion. Le

cas général s’en déduit en utilisant la compacité de D?.

Proposition II1.1.13. — Soit P € O1[X] non nul modulo my,.

(i) Si D est un (¢,T)-module étale sur O, alors P((} 1)_1) . DFXQ, - D'"XQ, est
surjectif.

(i) Si D € ®T(&), alors P((h (1))71) (DPRQ,), — (DY Q,), est surjectif.

Démonstration. — Remarquons que P((h 1)_1) (@) pen = (P@) - M), en. D’aprés la
prop. II1.1.12, P(¢)) : D% — D" est surjectif. Il existe donc y*) € D! tel que P(¢)) - y*) = 2,
et comme 1 : D! — DP est surjective, il existe y;, = (y,(cn))neN € D'® Q, tel que ylgk) = yk,
on a alors P(w)y,gn) = 2™ pour tout n < k. La compacité de D K Q, permet de prendre
une valeur d’adhérence y = (y(”))neN de la suite (yx)ren; un passage a la limite montre que
P(w)y(") = 2™ pour tout n € N, et donc que z est dans Pimage de P((o 1) 1). Ceci démontre

le (i) et, le (ii) étant une conséquence immédiate du (i), cela permet de conclure.

Proposition II1.1.14. — Soit P € O [X] vérifiant P(0) € OF.
(i) Si z € D wérifie P(¢) - z € D¥, alors z € DF.
(ii) DPW)=0 = (DHPWI=0 " ¢t done DPWI=0 est compact.

Démonstration. — 1l suffit de prouver que (D/Dﬁ) ¥)=0 = 0, ce qui suit de la nilpotence
topologique de ¢ sur D/D*.

Proposition II1.1.15. — Si z € DX Q,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ze D'RQ,;
(i) il existe P € OL[X], non nul modulo mp, tel que P((} 1)) 2 € D'RQ,.

Démonstration. — Il n’y a que I'implication (ii)=-(i) & prouver. On peut factoriser P sous la forme
P = PtPYP~ habituelle, et les inverses formels de P+((0 1)) et P‘((%7 [1))) convergeant sur
DuﬁQp et DXQ, pour la topologie p-adique, cela permet de se ramener au cas ou P = PV et donc
de supposer que P est unitaire et P(0) € 0. Soit d le degré de P, et soit Q(X) = XIP(X1).
On a alors Q((g [1))_1) ze DI Qp, ce qui se traduit, si z = (20M),en par Pappartenance de
Q) - 2(") & D! pour tout n € N. La prop. 111.1.14 permet alors d’en déduire appartenance de
2" a D! ce qui permet de conclure.

4. L’application résg : D — D! /D"
Soit D un (¢, T')-module étale sur Og. Si z € D, il existe une suite (,,)nen d’éléments de D*

telle que 9™ (z) — x,, — 0 (c’est une des propriétés fondamentales de D*). Or 1) est inversible (car
surjective) sur D#/DP qui est un @-module de type fini, et donc

M (wn) =T (@ag1) = T (@ — () = 07 @ — " (2))
tend vers 0 dans D*/D?, ce qui implique que (¢~ (2))nen @ une limite dans Df /D% On note

résg(z) cette limite.



CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS DE GL2(Q,) 31

Si D € ®T°(&), on définit résy : D — D!/D en choisissant un @g-réseau Dy de D stable par
p et ' et en étendant par L-linéarité ’application résg : Dy — Dg / Dg définie ci-dessus.

Proposition III1.1.16. — Soit D un (¢,T')-module étale.
(i) Si z € D, alors :
o 16s0(04(2)) = 0a(réso(2)), pour tout a € Zy,
o 1és0(p(2)) = w1 (réso(2)) et réso(v(2)) = P(réso(2)),
o 1ésg(Respnz,2) = réso(z), pour tout n € N.
(i) réso(z) = 0 si et seulement si il existe x € DP tel que Respnz,(z — x) tende p-adiquement

vers 0 quand n — —+o00.

Démonstration. — Le (i) est immédiat sur la définition de résg (la derniére propriété suit de la
seconde et de ce que Resynz, = ¢™ o 9"). Maintenant, comme réso(z) = 0 si x € DY, on déduit
du (i) que réso(z) = 0 s'il existe z € D? tel que Respnz, (2 — z) tende p-adiquement vers 0.

Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas ot D est étale sur Oy, le cas
D € dT°(&) s’en déduisant en tensorisant par L. Soit ¢ € N — {0} tel que p° tue le sous-
Or-module de torsion (D*/D%) s de D¥/DF. D’aprés la propriété fondamentale de D, il existe
ny € N tel que ™ (z) € D + p?D, et I'hypothése résp(z) = 0 implique que l'on a alors
Y"(z) € Db + p%D. Comme 1) : D! — D est surjectif, on en déduit 'existence de z; € Df
tel que Y™ (z — x1) € p**D. Comme 1éso(1)™ (2 — 1)) = 0, et comme p° tue (D?/D) o, cela
implique que réso(p~ Y™ (z—x1)) = 0 puisque résg(p~ Y™ (z—11)) = p°réso(p~ 2™ (z—z1)). En
réitérant le raisonnement précédent, cela nous fournit ng € N et zg € D! tels que ¢™2 (p~ Y™ (z—
x1) — Y™ (z2)) € p?**D et donc Y™ T"2(z — 1 — pCag) € p3°D. Une récurrence immeédiate nous
fournit donc des entiers n; et des éléments x; de D tels que

Yt Ee (g — = p ey @ pHFDD  bour tout k € N.

Soit alors & = Zj:of pU=Deg; s cest un élément de D! qui vérifie ¥ (z — ) € p*D (et donc
Resynz, (2 — ¢) € p*D) pour tout n > ny + - - - + ng. On en déduit le résultat.

Proposition II1.1.17. — Soit D un (¢,I")-module étale.
(i) Si z€ DX Q, (resp. z € (DR Qyp)p), alors :
e réso((89)-2) = (89) -réso(z), pour tout a € Q.
o 1éso(Resynz,2) = réso(z), pour tout n € Z.
(ii) réso(z) = 0 si et seulement si il existe x € DV tel que Resynz, (2 — ) tende p-adiquement

vers 0 quand n — —+00.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) de la prop. I11.1.16. Maintenant,
comme Resg, z € DY siz € Dt (car DT = (D" Qp)pc), on déduit du (i) que résg(z) = 0 s'il
existe x € D7 tel que Resynz, (2 — x) tende p-adiquement vers 0.

Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas ot D est étale sur Og, le cas D €
PT° (&) s’en déduisant en tensorisant par L. Soit ¢ € N — {0} tel que p° tue le sous-0-module
de torsion (Dﬁ/Dh)tOrs de Dﬁ/Dh. Comme ci-dessus, il existe m; € N tels que "™ (Resz,z) €
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D* 4 p%D, et I'hypothése résy(z) = 0 implique que 'on a alors 1™ (z) € D* + p?*D. Par ailleurs
Y™((D/p*D)**) = (D/p°D)%, si n > 0 (c’est une des propriétés fondamentales de DF). Il existe
donc ny > my et xy € (D/p°D)*™T, tel que ¥ (x1) = ™ (Resz,z) modulo p®. Maintenant,
le foncteur D +— D+ étant exact, on peut relever z; en #; dans DTF, et par construction,
on a " (Resz,(z — 1)) € p**D. Comme réso(¥™ (Resz, (z — Z1))) = 0, et comme p° tue
(D*/D%)tors, cela implique que réso(p~ Y™ (Resz, (2 — Z1))) = 0 puisque réso(p~ )™ (Resg, (z —
1)) = p°réso(p~ 2™ (Resz, (2—21))). En réitérant le raisonnement précédent, cela nous fournit
ng € N et & € DV tels que ¢™2(p—cy™ (Resz, (z — #1)) — ¥"™ (Resz,&2)) € p*“D et donc
YMt2(Resy, (2 — &1 — p°@2)) € p*°D. Une récurrence immédiate nous fournit donc des entiers
n; et des éléments z; de D7 tels que

YT (Resg, (2 — 31 — -+ — p*=Yeg)) e p**+IP - pour tout k € N.

Soit alors z = Zj:oi’ PG, ; cest un élément de DY qui vérifie Y™ (Resz, (2 — x)) € p*D (et

donc Resynz, (2 — ¢) € p**D) pour tout n > ny + -+ - + ny. On en déduit le résultat.
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