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par
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Résumé. — Ce texte est un exposé des résultats de base d’analyse fonctionnelle
sur Qp. L’accent est mis principalement sur l’espace des fonctions de classe C r et
son dual des distributions d’ordre r, le point étant que ces espaces se sont retrouvés
jouer un rôle important en théorie de Langlands p-adique.

Abstract. — This text is a compilation of basic results in functional analysis
over Qp. The stress is mainly put on the space of C r-functions and on its dual
of distributions of order r, the point being that these spaces have come to play an
important role in p-adic Langlands theory.
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Introduction

Le but de ce texte est de présenter et de démontrer les résultats d’analyse fonc-
tionnelle p-adique dont on a besoin [7, 8] en vue de la correspondance de Langlands
locale p-adique pour les représentations de la série principale de GL2(Qp). On donne
en particulier plusieurs caractérisations des fonctions de classe C r, si r est un réel
positif, chacune ayant son intérêt propre :
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• l’étude de la dérivation d
dx : C r(Zp, L) → C r−1(Zp, L) repose sur la décomposi-

tion en vaguelettes,
• la décomposition (de Mahler) sur la base des polynômes binomiaux fournit, par

dualité, une caractérisation agréable des distributions d’ordre r en termes de l’ordre
de leur transformée d’Amice.

C’est cette dernière description qui permet de construire des distributions tempé-
rées à partir de la théorie des (ϕ,Γ)-modules, ce qui nous fournit un pont entre le
monde des représentations p-adiques du groupe de Galois absolu de Qp et certains
espaces fonctionnels p-adiques qui se trouvent être reliés à certaines représentations
unitaires de GL2(Qp).

La plupart des résultats de ce texte sont parfaitement classiques, et le lecteur est
invité à consulter les travaux cités dans la bibliographie pour d’autres points de vue.
Il trouvera un dictionnaire entre analyse fonctionnelle p-adique et anneaux de séries
de Laurent dans [9, § I.1].

I. Espaces fonctionnels p-adiques

I.1. Espaces de Banach p-adiques. — Ce § ne contient que des généralités sur
les espaces de Banach p-adiques.

1. L-banach. — On normalise la valuation p-adique vp sur Cp par vp(p) = 1. Si L est
un sous-corps fermé de Cp, on note OL = {x ∈ L, vp(x) ≥ 0} l’anneau de ses entiers,
mL = {x ∈ L, vp(x) > 0} l’idéal maximal de OL, et kL = OL/mL son corps résiduel.

Si B est un L-espace vectoriel, une valuation vB sur B est une fonction à valeurs
dans R ∪ {+∞}, qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) vB(x) = +∞ si et seulement si x = 0 ;
(ii) vB(x+ y) ≥ inf(vB(x), vB(y)) quels que soient x, y ∈ B ;
(iii) vB(λx) = vp(λ) + vB(x) quels que soient λ ∈ L et x ∈ B.

Un L-banach B est un L-espace vectoriel topologique, la topologie étant définie par
une valuation vB pour laquelle il est complet. Une application f : B1 → B2 est un
morphisme de L-banach si elle est L-linéaire et continue ; c’est une isométrie de B1

dans B2 si vB2(f(x)) = vB1(x), pour tout x ∈ B1.

Exemple I.1.1. — (i) Si I est un ensemble, soit `∞(I, L) l’ensemble des familles
bornées (ai)i∈I d’éléments de L. On munit `∞(I, L) de la valuation v`∞ définie par
v`∞((ai)i∈I) = infi∈I vp(ai), ce qui en fait un L-banach.

(ii) Soit `0∞(I, L) le sous-espace de `∞(I, L) des suites (ai)i∈I d’éléments de L

tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies. C’est un L-
banach comme sous-L-espace vectoriel fermé d’un L-banach. C’est aussi l’adhérence
dans `∞(I, L) de l’espace des suites n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.
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(iii) Plus généralement, si I est un ensemble, et si B est un L-banach, l’espace
`∞(I,B) (resp. `0∞(I,B)) des suites (ai)i∈I d’éléments de B, qui sont bornées
(resp. qui tendent vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies), muni
de la valuation v`∞ définie par v`∞((ai)i∈I) = infi∈I vB(ai), est un L-banach.

La plupart des résultats classiques de la théorie des espaces de Banach réels res-
tent valables pour les L-banach (le théorème de Hahn-Banach demande un peu de
précaution). En particulier, on a les résultats suivants.

Proposition I.1.2. — (i) Si f : B1 → B2 est un morphisme de L-banach, alors
f−1 est continu et donc f est un isomorphisme de L-banach (théorème de l’image
ouverte).

(ii) Une limite simple d’applications linéaires continues sur un L-banach est conti-
nue (théorème de Banach-Steinaus).

2. Bases orthonormales et bases de Banach. — La théorie des espaces de Banach
p-adiques est très loin d’être aussi riche que son homologue archimédienne ; elle se
rapproche plutôt de celle des espaces de Hilbert réels. En particulier, la notion suivante
remplace celle de base hilbertienne dans un espace de Hilbert.

Définition I.1.3. — Soit B un L-banach. Une famille (ei)i∈I d’éléments de B est
une base orthonormale de B de B si l’application (ai)i∈I 7→

∑
i∈I aiei, de `0∞(I, L)

dans B, est une isométrie. On dit que c’est une base de Banach si cette application
est seulement un isomorphisme de L-banach. Autrement dit, une famille (ei)i∈I est
une base orthonormale de B si et seulement si :

(i) tout élément x de B peut s’écrire de manière unique sous la forme d’une série
convergente x =

∑
i∈I aiei, où les ai sont des éléments de L tendant vers 0 suivant le

filtre des complémentaires des parties finies,
(ii) vB(x) = infi∈I vp(ai).

C’est une base de Banach si elle est bornée et vérifie la condition (i), ce qui implique,
d’après le théorème de l’image ouverte, la propriété suivante.

(ii’) il existe une constante C ≥ 0 telle que, pour tout x ∈ B, on ait l’encadrement
−C + infi∈I vp(ai) ≤ vB(x) ≤ C + infi∈I vp(ai).

Une famille (ei)i∈I d’éléments de B est orthogonale s’il existe une famille (λi)i∈I
d’éléments de L telle que, quelle que soit la famille (xi)i∈I d’éléments de L, on ait
vB(

∑
i∈I xiλiei) = infi∈I vp(xi). Une base orthonormale est donc orthogonale.

Exemple I.1.4. — Si I est un ensemble, et si i ∈ I, on note δi la suite dont tous
les termes sont nuls sauf celui d’indice i qui est égal à 1. Par définition, ou presque,
les δi, pour i ∈ I, forment une base orthonormale de `0∞(I, L).

Proposition I.1.5. — Si L est de valuation discrète, et πL est une uniformisante
de L, alors :

(i) Tout L-banach possède des bases de Banach.
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(ii) Un L-banach possède des bases orthonormales si et seulement si vB(B) = vp(L).
De plus, sous cette hypothèse, si on note B0 = {x ∈ B | vB(x) ≥ 0}, alors (ei)i∈I
est une base orthonormale de B si et seulement si (ei)i∈I est une base algébrique du
kL-espace vectoriel B = B0/πLB

0.

Démonstration. — Si B est un L-banach muni de la valuation vB , alors v′B , définie
par v′B(x) = vp(πL) ·

[ vB(x)
vp(πL)

]
, est une valuation sur B, équivalente à vB , à valeurs

dans vp(L), ce qui permet de déduire le (i) du (ii). Supposons donc que vB(B) = vp(L),
et montrons que (ei)i∈I est une base orthonormale de B si et seulement si (ei)i∈I est
une base algébrique du kL-espace vectoriel B.

Soit (ei)i∈I une famille d’éléments de B0 telle que la famille (ei)i∈I soit une base
du kL-espace vectoriel B. Soient S un système de représentants de kL dans OL,
contenant 0, et s : kL → S l’inverse de la réduction modulo πL. Si x ∈ B0, on peut
écrire x comme une somme finie

∑
i∈I aiei, où les ai sont des éléments de kL presque

tous nuls. Soit s(x) =
∑
i∈I s(ai)ei. Par construction, on a x− s(x) ∈ πLB0.

Si x ∈ B0, définissons par récurrence une suite xn d’éléments de B0 par x0 = x

et xn+1 = 1
πL

(xn − s(xn)). On a alors x =
∑k
n=0 π

n
Ls(xn) + πk+1

L xk+1 quel que soit
k ∈ N. On peut écrire s(xn) =

∑
i∈I sn,iei, où les sn,i sont des éléments de S presque

tous nuls, ce qui montre que si on pose ai =
∑+∞
n=0 π

n
Lsn,i, alors la suite des ai tend

vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies. Ceci montre que l’appli-
cation (ai)i∈I 7→

∑
i∈I aiei est une surjection de `0∞(I) sur B. Si a = (ai)i∈I ∈ `0∞(I)

vérifie v`∞(a) = 0, on a
∑
i∈I aiei 6= 0 modulo πL car les ei, pour i ∈ I, forment

une base de B. Ceci implique que 0 ≤ vB
( ∑

i∈I aiei
)
< vp(πL), et comme on a sup-

posé que vB(B) = vp(πL), on en déduit que vB
( ∑

i∈I aiei
)

= 0 et que l’application
(ai)i∈I 7→

∑
i∈I aiei est une isométrie de `0∞(I) sur B. Ceci prouve que si les ei,

pour i ∈ I, forment une base de B, alors les ei, pour i ∈ I, forment une base ortho-
normale de B.

Supposons maintenant que les ei, pour i ∈ I, forment une base orthonormale de B.
Si x ∈ B, on peut choisir x̃ ∈ B0 ayant pour image x modulo p. Comme vB(x̃) ≥ 0,
on peut écrire x̃, de manière unique, sous la forme x̃ =

∑
i∈I aiei, où ai ∈ OL tend

vers 0 à l’infini. Il en résulte que la réduction ai modulo πL de ai est nulle sauf pour
un nombre fini de i (on a ai 6= 0 si et seulement si vp(ai) = 0), et que x =

∑
i∈I aiei

est une combinaison linéaire des ei ; les ei forment donc une famille génératrice de B.
Enfin, si

∑
i∈I aiei = 0 dans B, et si ãi ∈ OL a pour image ai modulo πL, alors

x =
∑
i∈I ãiei ∈ pB0, et donc vB(x) > 0. Comme vB(x) = infi∈I vp(ãi), cela implique

vp(ãi) > 0, et donc ai = 0, pour tout i ∈ I. Il s’ensuit que les ei forment une famille
libre, et donc une base, de B.

Ceci permet de conclure.

3. Le dual d’un L-banach. — Si B est un L-banach, on note B∗ le L-espace vectoriel
des formes L-linéaires continues f : B → L. Muni de la topologie forte définie par la
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valuation vB∗ donnée par la formule

vB∗(f) = inf
x∈B−{0}

vp(f(x))− vB(x),

cet espace est un L-banach. On peut aussi munir B∗ de la topologie faible de la
convergence simple (topologie la plus faible telle qu’une suite fn, n ∈ N, ait pour
limite f , si et seulement si, quel que soit x ∈ B, fn(x) tend vers f(x) quand n

tend vers +∞). D’après le théorème de Banach-Steinaus, B∗ est aussi complet pour
la topologie faible, mais l’espace ainsi obtenu n’est un L-banach que si B est de
dimension finie.

Proposition I.1.6. — Soit I un ensemble.
(i) Si b = (bi)i∈I ∈ `∞(I, L), et si a = (ai)i∈I ∈ `0∞(I, L), la série

∑
i∈I biai

converge dans L.
(ii) Si fb(a) désigne la somme de la série

∑
i∈I biai, l’application b 7→ fb est une

isométrie de `∞(I, L) sur le dual de `0∞(I, L).

Démonstration. — La seule chose non totalement évidente est la surjectivité de l’appli-
cation b 7→ fb. Soit donc f ∈ `0∞(I, L)∗. Comme f est continue, si on pose bi = f(δi),
on a vp(bi) ≥ v`0∞(I,L)∗(f), ce qui prouve que b = (bi)i∈I ∈ `∞(I, L). Mais alors f −fb
est nul sur le sous-espace de `0∞(I, L)∗ engendré par les δi ; comme celui-ci est dense
et f − fb continue, cela implique f = fb. Ceci permet de conclure.

Remarque I.1.7. — Soit δ∗
i l’élément de `0∞(I, L)∗ défini par δ∗

i (δj) = 1, si j = i, et
δ∗
i (δj) = 0, si j 6= i. On montre facilement que, si f ∈ `0∞(I, L)∗, alors f est somme de

la série
∑
i∈I f(δi)δ∗

i dans `0∞(I, L)∗, muni de la topologie faible (la série ne converge
pas pour la topologie forte, sauf si I est un ensemble fini).

4. Produit tensoriel de L-banach. — Soient B1 et B2 deux L-banach. Si z ∈ B1⊗LB2,
on définit vB1⊗B2 comme le maximum des infj∈J(vB1(xj) + vB2(yj)) pour toutes les
écritures possibles de z sous la forme

∑
j∈J xj ⊗ yj . Ceci munit B1 ⊗L B2 d’une

semi-valuation, et on note B1⊗̂LB2 le séparé complété de B1 ⊗L B2 pour cette semi-
valuation. C’est le produit tensoriel complété de B1 et B2.

Proposition I.1.8. — Si I est un ensemble et B est un L-banach, alors `0∞(I, L)⊗̂LB
est isométrique à `0∞(I,B).

Démonstration. — L’espace `0∞(I, L) ⊗L B est le sous-espace de `0∞(I,B) des suites
(ai)i∈I telles que le sous-L-espace vectoriel de B engendré par les ai, i ∈ I, soit de
dimension finie. Il contient en particulier l’espace des suites (ai)i∈I d’éléments de B,
avec ai = 0 en dehors d’un sous-ensemble fini de I. Comme cet dernier espace est dense
dans `0∞(I,B), il suffit de vérifier que la valuation v définie ci-dessus sur `0∞(I, L)⊗LB
est celle induite par l’inclusion de `0∞(I, L)⊗L B dans `0∞(I,B).
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Soit donc z =
∑
j∈J xj⊗yj ∈ `0∞(I, L)⊗LB. On peut écrire xj , de manière unique,

sous la forme xj =
∑
i∈I ai,jδi, avec ai,j ∈ L, tendant vers 0 quand i tend vers l’infini.

On a alors

inf
j∈J

(v`∞(xj) + vB(yj)) = inf
j∈J, i∈I

(vp(ai,j) + vB(yj)) ≤ inf
i∈I

vB
( ∑
j∈J

ai,jyj
)

= v`∞(I,B)(z).

Ceci étant vrai pour toute écriture de z sous la forme z =
∑
j∈J xj ⊗ yj , on en déduit

l’inégalité v(z) ≤ v`∞(I,B)(z).
Pour montrer l’inégalité dans l’autre sens, partons d’une écriture de z sous la

forme z =
∑
j∈J xj ⊗ yj , et choisissons une base er, r ∈ R, du sous-L-espace vectoriel

(de dimension finie) de B engendré par les yj , j ∈ J . Écrivons aussi, comme ci-
dessus, xj sous la forme xj =

∑
i∈I ai,jδi, avec ai,j ∈ L, tendant vers 0 quand i tend

vers l’infini. Soient bi,r, r ∈ R, les coordonnées de zi =
∑
j∈J ai,jyj dans la base

des er, r ∈ R. Il existe I0 ⊂ I fini, tel que vB(bi,rer) > v(z) si i /∈ I0. Soit alors
ar =

∑
i∈I−I0 bi,rer ∈ `

0
∞(I, L). On peut écrire z sous la forme

z =
∑
r∈R

ar ⊗ er +
∑
i∈I0

δi ⊗ zi.

On peut donc minorer v(z) par

min
(

inf
r∈R

v`∞(ar) + vB(er), inf
i∈I0

vB(zi)
)
≥ min

(
inf
r∈R

v`∞(ar) + vB(er), v`∞(I,B)(z)
)
,

et comme on a v`∞(ar) + vB(er) > v(z) par construction, on en déduit l’inégalité
v(z) ≥ v`∞(I,B)(z) que l’on cherchait à établir. Ceci permet de conclure.

Corollaire I.1.9. — (i) Si B1 et B2 sont des L-banach et si (ei)i∈I et (fj)j∈J sont
des bases orthonormales de B1 et B2, alors (ei⊗fj)(i,j)∈I×J est une base orthonormale
de B1⊗̂LB2.

(ii) Si B est un L-banach, si (ei)i∈I est une base orthonormale de B, et si K est
un sous-corps complet de Cp contenant L, alors (ei)i∈I est une base orthonormale du
K-banach K⊗̂LB.

I.2. Fonctions continues sur Zp

1. Polynômes binomiaux. — Soit C 0(Zp, L) l’ensemble des fonctions continues de Zp
dans L. Comme Zp est compact, toute fonction continue sur Zp est bornée. Ceci
permet de munir C 0(Zp, L) de la valuation vC 0 définie par vC 0(φ) = infx∈Zp vp(φ(x)),
ce qui en fait un L-banach.

Si n ∈ N, soit
(
x
n

)
le polynôme défini par(

x

n

)
=

{
1 si n = 0
x(x−1)...(x−n+1)

n! si n ≥ 1.

Proposition I.2.1. — Si n ∈ N, alors vC 0

((
x
n

))
= 0.



8 PIERRE COLMEZ

Démonstration. — On a
(
n
n

)
= 1 et donc vC 0

((
x
n

))
≤ 0. D’autre part, si k ∈ N,(

n+k
n

)
est le nombre de manière de choisir n objets parmi n + k et est donc entier.

On en déduit le fait que vp
((
n+k
n

))
≥ 0 quel que soit k ∈ N, et comme n + N est

dense dans Zp, cela implique que vp
((
x
n

))
≥ 0 quel que soit x ∈ Zp, ce qui permet de

conclure.

2. Coefficients de Mahler des fonctions continues. — On définit la k-ième dérivée
discrète φ[k] d’une fonction φ par récurrence à partir des formules

φ[0] = φ et φ[k+1](x) = φ[k](x+ 1)− φ[k](x),

et, si n ∈ N, on définit le n-ième coefficient de Mahler an(φ) de φ, par la formule
an(φ) = φ[n](0). On a aussi

φ[k](x) =
k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
φ(x+ k − i) et an(φ) =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
φ(n− i).

Lemme I.2.2. — Si Pn désigne le polynôme binomial
(
x
n

)
, alors

(i) P [k]
n = Pn−k si k ≤ n, et P [k]

n = 0 si k > n ;
(ii) ak(Pn) = 0 si k 6= n, et ak(Pn) = 1 si k = n.

Démonstration. — Cela se démontre par une récurrence immédiate à partir de la
formule

(
x+1
n+1

)
−

(
x
n+1

)
=

(
x
n

)
.

Théorème I.2.3. — (Mahler) (i) Si φ ∈ C 0(Zp, L), alors
a) limn→+∞ an(φ) = 0,
b)

∑+∞
n=0 an(φ)

(
x
n

)
= φ(x) quel que soit x ∈ Zp.

(ii) L’application φ 7→ a(φ) = (an(φ))n∈N est une isométrie de C 0(Zp, L) sur
`0∞(N, L).

Corollaire I.2.4. — Les
(
x
n

)
, pour n ∈ N, forment une base orthonormale de

C 0(Zp, L).

Démonstration. — Le corollaire est immédiat. Passons à la démonstration du théo-
rème.
• La formule définissant an(φ) montre que l’on a vp(an(φ)) ≥ vC 0(φ), pour tout

n ∈ N. L’application φ 7→ a(φ) est donc continue de C 0(Zp, L) dans `∞(N, L), et on
a v`∞(a(φ)) ≥ vC 0(φ).
• Le sous-espace B de C 0(Zp, L) des φ tels que a(φ) ∈ `0∞(N, L) est fermé

dans C 0(Zp, L) puisque `0∞(N, L) est fermé dans `∞(N, L).
• Si a = (an)n∈N ∈ `0∞(N, L), la série

∑+∞
n=0 an

(
x
n

)
converge normalement

dans C 0(Zp, L) en vertu de la proposition I.2.1, et la somme φa de cette série
vérifie vC 0(φa) ≥ v`∞(a). D’autre part, le lemme I.2.2 nous fournit la formule
φ

[k]
a (x) =

∑+∞
n=0 an+k

(
x
n

)
et donc a(φa) = a.
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• L’application φ 7→ a(φ) est injective car « a(φ) = 0 » implique « φ(k) = 0 quel
que soit k ∈ N », et N est dense dans Zp.

Maintenant, si φ ∈ B, on a φ−φa(φ) = 0 puisque a(φ−φa(φ)) = 0 et a est injective.
Donc φ ∈ B implique que φ satisfait le b) de la propriété (i) du théorème. De plus,
on a

v`∞(a(φ)) ≥ vC 0(φ) = vC 0(φa(φ)) ≥ v`∞(a(φ)),

ce qui montre que φ satisfait aussi la propriété (ii) du théorème. Pour démontrer le
théorème, il suffit donc de prouver le a) du (i) ou, autrement dit, B = C 0(Zp, L).
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme I.2.5. — Si φ ∈ C 0(Zp, L), il existe k ∈ N tel que vC 0(φ[pk]) ≥ vC 0(φ) + 1.

Démonstration. — Comme Zp est compact, φ est uniformément continue, et il existe
k ∈ N tel que l’on ait vp(φ(x + pk) − φ(x)) ≥ vC 0(φ) + 1 quel que soit x ∈ Zp.
Maintenant, on a

φ[pk](x) = φ(x+ pk)− φ(x) +
( pk−1∑
i=1

(−1)i
(
pk

i

)
φ(x+ pk − i)

)
+ (1 + (−1)p

k

)φ(x).

Tous les termes de la somme
∑pk−1
i=1 ont une valuation ≥ vC 0(φ) + 1 car

(
pk

i

)
est

divisible par p, et (1 + (−1)p
k

)φ(x) est nul si p 6= 2 et de valuation ≥ vC 0(φ) + 1,
si p = 2. Comme on a choisi k de telle sorte que vp(φ(x + pk) − φ(x)) ≥ vC 0(φ) + 1
quel que soit x ∈ Zp, on a vC 0(φ[pk]) ≥ vC 0(φ) + 1, ce qui permet de conclure.

Revenons à la démonstration de l’égalité B = C 0(Zp, L). Une utilisation répétée
du lemme précédent, alliée à l’identité (φ[k1])[k2] = φ[k1+k2], permet de montrer que,
si C ≥ 0 et si φ ∈ C 0(Zp, L), il existe N ∈ N tel que vC 0(φ[N ]) ≥ C. Comme
vp(an(φ)) ≥ vC 0(φ[N ]), si n ≥ N , cela montre que an(φ) tend vers 0 quand n tend
vers +∞.

I.3. Décomposition en ondelettes des fonctions continues

1. Fonctions localement constantes et fonctions continues. — Si h ∈ N, on note
LCh(Zp, L) l’ensemble des fonctions de Zp dans L dont la restriction à a+ phZp est
constante, quel que soit a ∈ Zp. On note LC(Zp, L) l’espace des fonctions localement
constantes sur Zp, à valeurs dans L. Comme Zp est compact, c’est la limite inductive
(i.e. la réunion croissante) des LCh(Zp, L), pour h ∈ N.

Lemme I.3.1. — LC(Zp, L) est dense dans C 0(Zp, L).

Démonstration. — Zp étant compact, toute fonction continue sur Zp est uniformément
continue. Autrement dit, si φ ∈ C 0(Zp, L) et C ≥ 0, il existe m ∈ N tel que, si
vp(x − y) ≥ m, alors vp(φ(x) − φ(y)) ≥ C. Soit φm la fonction localement constante∑pm−1
i=0 φ(i)1i+pmZp

. Si x ∈ Zp, il existe i ∈ {0, . . . , pm − 1} tel que x ∈ i + pmZp et



10 PIERRE COLMEZ

vp(φ(x) − φm(x)) = vp(φ(x) − φ(i)) ≥ C par construction de m ; on en déduit que
vC 0(φ− φm) ≥ C, ce qui permet de conclure.

Si i ∈ N, on note `(i) le plus petit entier n vérifiant pn > i. On a donc

`(0) = 0 et `(i) =
[ log i
log p

]
+ 1, si i ≥ 1.

Proposition I.3.2. — (i) Les 1i+p`(i)Zp
, pour 0 ≤ i ≤ ph − 1, forment une base

de LCh(Zp, L).
(ii) Les 1i+p`(i)Zp

, pour i ∈ N, forment une base de LC(Zp, L).
(iii) Les 1i+p`(i)Zp

, pour i ∈ N, forment une base orthonormale de C 0(Zp, L).

Démonstration. — Par définition, les 1i+phZp
, pour 0 ≤ i ≤ ph − 1, forment une base

de LCh(Zp, L). Comme

1i+p`(i)Zp
=
ph−`(i)−1∑

j=0

1i+jp`(i)phZp
, si i ≤ ph − 1,

la matrice permettant de passer des 1i+p`(i)Zp
aux 1i+phZp

, pour 0 ≤ i ≤ ph − 1, est
triangulaire, à coefficients entiers, avec des 1 sur la diagonale. On en déduit le (i),
le (ii), ainsi que le fait que (ai)i∈N 7→

∑
i∈N ai1i+p`(i)Zp

induit une isométrie de
l’espace des suites nulles en dehors d’un ensemble fini sur LC(Zp, L) (muni de la
valuation vC 0). Comme l’espace des suites nulles en dehors d’un ensemble fini est
dense dans `0∞(N, L), l’application ci-dessus se prolonge en une isométrie de `0∞(N, L)
sur l’adhérence de LC(Zp, L) dans C 0(Zp, L), et comme cette adhérence n’est autre
que C 0(Zp, L), d’après le lemme I.3.1, cela permet de conclure.

Définition I.3.3. — On appelle base d’ondelettes la base orthonormale de C 0(Zp, L)
constituées des 1i+p`(i)Zp

, pour i ∈ N. Si φ ∈ C 0(Zp, L), et φ =
∑
i∈N bi(φ)1i+p`(i)Zp

est la décomposition de φ en ondelettes, les bi(φ), i ∈ N, sont les coefficients d’am-
plitude de φ.

2. Coefficients de Mahler des fonctions localement constantes. — Si z ∈ L vérifie
vp(z − 1) > 0, la série φz(x) =

∑+∞
n=0

(
x
n

)
(z − 1)n converge normalement d’après la

proposition I.2.1 et définit donc une fonction continue φz(x) de x ∈ Zp. D’autre part,
si k ∈ N, on a φz(k) = zk, ce qui nous permet de noter de manière plus parlante
x 7→ zx la fonction x 7→ φz(x). On a zx+y = zxzy quels que soient x, y ∈ Zp car cette
formule est vraie si x, y ∈ N, et N2 est dense dans Z2

p.

Un cas particulièrement utile est celui où z est une racine de l’unité d’ordre une
puissance de p. Si zp

n

= 1, on a zx+p
nk = zx quel que soit k ∈ N et donc zx = zy,

si y ∈ x+ pnZp, ce qui fait que la fonction zx est localement constante.

Proposition I.3.4. — (i) Si L contient µph , les ζx, pour ζ ∈ µph , forment une base
de LCh(Zp, L).
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(ii) Si L contient µp∞ , les ζx, pour ζ ∈ µp∞ , forment une base de LC(Zp, L).

Démonstration. — On a ∑
ζph=1

ζx =

{
ph si x ∈ phZp,
0 sinon,

et la fonction caractéristique de a+ phZp est donc 1
ph

∑
ζph=1 ζ

x−a. Ceci montre que
les ζx, pour ζ ∈ µph , engendrent LCh(Zp, L), et comme il y en a le bon nombre, cela
permet de conclure.

Si i ∈ N, et si j ∈ N, posons

αi,j =
1
p`(i)

∑
ζ∈µ

p`(i)

ζ−i(ζ − 1)j .

Lemme I.3.5. — On a
αi,j = 0 si j < i,

αi,j = 1 si i = j,

vp(αi,j) ≥
[

j−p`(i)−1

p`(i)−p`(i)−1

]
si j ≥ i.

Démonstration. — Si j < i, on a ζ−i(ζ − 1)j =
∑−(i−j)
k=−i

(
j
k

)
ζk, et comme i < p`(i),

la condition −i ≤ k ≤ −(i − j) implique que k n’est pas un multiple de p`(i). En
sommant sur ζ ∈ µp`(i) , on obtient 0 comme annoncé.

Si j = i, le même raisonnement montre que seul k = 0 va contribuer, et donc
αi,j = 1.

Passons au cas j > i. Comme α0,j = 0, si j ≥ 1, on peut se contenter de traiter
le cas i ≥ 1. Notons, comme d’habitude, ζpn une racine primitive pn-ième de l’unité,
et Fn le corps Qp(ζpn). Ceci permet de réécrire αi,j sous la forme

αi,j =
1
p`(i)

`(i)∑
n=1

TrFn/Qp

(
ζ−ipn (ζpn − 1)j

)
.

Comme vp(TrFn/Qp
(x)) ≥ n +

[
vp(x) − 1

p−1

]
, et comme vp(ζpn − 1) = 1

pn−pn−1 , on
obtient

vp(αi,j) ≥ inf
1≤n≤`(i)

(
n− `(i) +

[ j

pn − pn−1
− 1
p− 1

])
=

[ j − p`(i)−1

p`(i) − p`(i)−1

]
,

car la condition j > i ≥ p`(i)−1 fait que le minimum ci-dessus est atteint pour n = `(i).
Ceci permet de conclure.
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Remarque I.3.6. — On peut démontrer l’égalité B = C 0(Zp, L) du théorème de
Mahler en utilisant ce qui précède. On déduit de l’identité

1i+p`(i)Zp
(x) =

1
p`(i)

∑
ζ∈µ

p`(i)

ζx−i =
1
p`(i)

∑
ζ∈µ

p`(i)

+∞∑
j=0

ζ−i(ζ − 1)j
(
x

j

)
,

la formule an(1i+p`(i)Zp
) = αi,n. Comme vp(αi,n) tend vers +∞ quand n tend vers +∞

(lemme I.3.5), cela prouve que B contient les 1i+p`(i)Zp
, et donc aussi LC(Zp, L).

Comme B est fermé et LC(Zp, L) est dense dans C 0(Zp, L), cela permet de conclure.

3. Coefficients d’amplitude des fonctions localement constantes. — Les résultats de
ce no serviront dans l’étude des coefficients de Mahler des fonctions de classe C r.
Soit φ ∈ LCh(Zp, L), et soient

φ(x) =
ph−1∑
i=1

bi(φ)1i+p`(i)Zp
(x) =

+∞∑
j=0

aj(φ)
(
x

j

)
les décompositions en ondelettes et de Mahler de φ.

Proposition I.3.7. — Si j ≤ ph−1, alors vp(bj(φ)) ≥ infi≤j
(
vp(ai(φ))+`(j)−`(i)

)
.

Démonstration. — En utilisant la formule

1i+p`(i)Zp
(x) =

1
p`(i)

∑
ζ∈µ

p`(i)

ζx−i =
1
p`(i)

∑
ζ∈µ

p`(i)

+∞∑
j=0

ζ−i(ζ − 1)j
(
x

j

)
,

on obtient aj(φ) =
∑ph−1
i=0 αi,jbi(φ). En utilisant le lemme I.3.5, on en déduit la

formule bj(φ) = aj(φ)−
∑
i<j αi,jbi(φ), et la minoration

vp(bj(φ)) ≥ inf
(
vp(aj(φ)), inf

i<j

(
vp(bi(φ)) +

[ j − p`(i)−1

p`(i) − p`(i)−1

]))
.

Comme[ j − p`(i)−1

p`(i) − p`(i)−1

]
=≥

[p`(j)−1 − p`(i)−1

p`(i) − p`(i)−1

]
≥

[p`(j)−`(i) − 1
p− 1

]
≥ `(j)− `(i),

une récurrence sur j permet de conclure.

Proposition I.3.8. — Si `(i) = h, alors vp(bi(φ)) ≥
(
inf`(j)≥h vp(aj(φ))

)
− 1.

Démonstration. — Soient cj , pour j ∈ N, les coefficients de Mahler de la fonc-
tion continue x 7→ φ(x + ph−1) − φ(x). Si on note Pk,h le polynome défini par
Pk,h(x) =

(
x+ph−1

k

)
−

(
x
k

)
, on a cj =

∑
k>j ak(φ) aj(Pk,h). Comme les coefficients

de Mahler de Pk,h sont à valeurs dans Z puisque Pk,h(Z) ⊂ Z, on en déduit l’in-
égalité inf`(j)=h vp(cj) ≥ inf`(j)≥h vp(aj(φ)), ce qui prouve que démontrer l’inégalité
vp(bi(φ)) ≥ inf`(j)=h vp(cj)− 1 suffit pour démontrer la proposition.
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Comme ζx+p
h−1−i − ζx−i = 0 si ζ ∈ µph−1 , on obtient cj =

∑ph−1
i=0 βi,jbi(φ), avec

βi,j = 0 si `(i) ≤ h− 1, et

βi,j =
1
ph

∑
ζ∈µ

ph−µ
ph−1

ζ−i(ζp
h−1

− 1)(ζ − 1)j =
1
ph

TrFh/Qp

(
ζ−i
ph (ζp − 1)(ζph − 1)j

)
.

Pour démontrer l’inégalité voulue, notons I l’intervalle [ph−1, ph − 1] de N, notons B
la matrice {1}× I des bi(φ), pour i ∈ I, C celle des cj , pour j ∈ I, et M celle des βi,j ,
avec (i, j) ∈ I × I. On a alors C = BM .

Par ailleurs, si i ∈ I, posons ui = (ζph − 1)i. Les ui, pour i ∈ I, forment une base
de (ζp−1)OFh

sur Zp. On note (u∗
i )i∈I , la base de Fh sur Qp duale de la base (ui)i∈I .

Les u∗
i , pour i ∈ I, forment donc une base de p−hOF sur Zp. De même, si j ∈ I,

posons vj = (ζp − 1)ζ−j
ph . Les vj , pour j ∈ I, forment une base de (ζp − 1)OFh

sur Zp.
On note (v∗

j )j∈I , la base de Fh sur Qp duale de la base (vj)j∈I . Les v∗
j , pour j ∈ I,

forment donc aussi une base de p−hOF sur Zp.
Maintenant, comme M est la matrice des p−hTrFh/Qp

(uivj), pour (i, j) ∈ I × I, la
matrice inverse de M est celle des phTrFh/Qp

(u∗
j v

∗
i ), pour (i, j) ∈ I × I. Elle est donc

à coefficients dans phTrFh/Qp
(p−2hOFh

) = p−1Zp. Ceci permet de conclure.

I.4. Fonctions localement analytiques

1. Fonctions analytiques sur un disque fermé. — Si a ∈ L, et r ∈ R, soit B(a, r) le
disque fermé {x ∈ Cp, vp(x−a) ≥ r}. Une fonction φ : B(a, r) → Cp est L-analytique
s’il existe une suite ak(φ, a), k ∈ N, d’éléments de L, telle que vp(ak(φ, a)) + kr tend
vers +∞ quand k tend vers +∞, et φ(x) =

∑+∞
k=0 ak(φ, a)(x − a)k quel que soit

x ∈ B(a, r). On note An(B(a, r), L) l’ensemble des fonctions analytiques sur B(a, r),
et on munit An(B(a, r), L) de la valuation vB(a,r) définie par

vB(a,r)(φ) = inf
k∈N

vp(ak(φ, a)) + kr,

qui en fait un L-banach.

Remarque I.4.1. — Les 1B(a,r)
(x−a)k

p[kr] , pour k ∈ N, forment une base de Banach
de An(B(a, r), L), et même une base orthonormale si r ∈ Z. On en déduit le fait que,
si K est un sous-corps complet de L contenant a, alors

An(B(a, r), L) = L⊗̂KAn(B(a, r),K).

Proposition I.4.2. — Si φ1 ∈ An(B(a, r), L), et si φ2 ∈ An(B(a, r), L), alors
φ1φ2 ∈ An(B(a, r), L) et vB(a,r)(φ1φ2) = vB(a,r)(φ1) + vB(a,r)(φ2).

Démonstration. — Soient ak = ak(φ1, a), bk = ak(φ2, a) et ck =
∑k
i=0 aibk−i. On a

vp(ck) + kr ≥ inf
0≤i≤k

(
(vp(ai) + ir) + (vp(bk−i) + (k − i)r)

)
≥ inf(vB(a,r)(φ1) + inf

j≥k/2
(vp(bj) + jr), vB(a,r)(φ2) + inf

i≥k/2
(vp(ai) + ir),
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ce qui prouve que vp(ck) + kr → +∞ quand k → +∞, que φ1φ2 ∈ An(B(a, r), L), et
que vB(a,r)(φ1φ2) ≥ vB(a,r)(φ1) + vB(a,r)(φ2).

Maintenant, soit i0 (resp. j0) le plus petit entier i (resp. j) tel que

vp(ai) + ir = vB(a,r)(φ1) (resp. vp(bj) + jr = vB(a,r)(φ2)).

Si k0 = i0 + j0, alors vp(aibk0−i) + k0r > vB(a,r)(φ1) + vB(a,r)(φ2) si i 6= i0, et donc
vp(ck0) + k0r = vp(ai0bj0) + k0r = vB(a,r)(φ1) + vB(a,r)(φ2). On en déduit l’inégalité
vB(a,r)(φ1φ2) ≤ vB(a,r)(φ1) + vB(a,r)(φ2), ce qui permet de conclure.

Proposition I.4.3. — Si φ ∈ An(B(a, r), L), alors

vB(a,r)(φ) = inf
x∈B(a,r)

vp(φ(x)).

Démonstration. — Commençons par supposer que l’on a a = 0 et r = 0. Alors
φ(x) =

∑+∞
k=0 akx

k, où vp(ak) tend vers +∞ quand k tend vers +∞. L’inégalité
infx∈B(a,r) vp(φ(x)) ≥ infk∈N vp(ak) = vB(0,0)(φ) est immédiate.

Pour démontrer l’inégalité infk∈N vp(ak) ≥ infx∈B(a,r) vp(φ(x)), commençons par
remarquer que vp(ak) atteint son minimum pour un certain k0 ∈ N. En divisant tout
par ak0 , on se ramène au cas où infk∈N vp(ak) = 0. Soit alors φ la réduction de φ
modulo mCp

. Ceci fait de φ un élément non nul de Fp[x], et, si x ∈ OCp
ne se réduit

pas en un zéro de φ modulo mCp
, on a φ(x) 6= 0, ou encore vp(φ(x)) = 0. On en déduit

l’égalité infk∈N vp(ak) = infx∈B(a,r) vp(φ(x)).
Maintenant, s’il existe c ∈ Cp tel que vp(c) = r, on peut appliquer ce qui précède

à g ∈ An(D(0, 0), L) définie par g(x) = φ(cx + a), et dans le cas général, on écrit
B(a, r) comme la réunion croissante de B(a, rn), avec rn ∈ vp(Cp) tendant vers r en
décroissant, pour conclure.

2. Fonctions localement analytiques sur Zp. — Si h ∈ N, soit LAh(Zp, L) l’espace
des fonctions φ : Zp → L dont la restriction à a + phZp est la restriction d’une
fonction L-analytique φa,h sur B(a, h), quel que soit a ∈ Zp. On munit LAh(Zp, L)
de la valuation vLAh

définie par

vLAh
(φ) = inf

a∈Zp

vB(a,h)(φa,h),

qui en fait un L-banach. D’après la proposition I.4.3, si S contient un système de
représentants de Zp/phZp, on a aussi vLAh

(φ) = infa∈S vB(a,h)(φa,h).

Soit LA(Zp, L) l’espace des fonctions localement analytiques sur Zp. Comme Zp
est compact, c’est la limite inductive des LAh(Zp, L), h ∈ N, et on le munit de la
topologie de la limite inductive.

Remarque I.4.4. — En revenant à la définition de vB(a,h), on peut aussi donner la
description suivante de vLAh

: si a ∈ Zp, il existe une suite ak(φ, a), k ∈ N, d’éléments
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de L, telle que l’on ait φ(x) =
∑+∞
k=0 ak(φ, a)

(
x−a
ph

)k
, quel que soit x ∈ a+ phZp. On

a alors vB(a,h)(φa,h) = infk∈N vp(ak(φ, a)), et donc

vLAh
(φ) = inf

a∈S
inf
k∈N

vp(ak(φ, a)),

si S ⊂ Zp contient un système de représentants de Zp/phZp.

Étant donné h, on peut écrire tout entier n de manière unique sous la forme

n = (m(n) + 1)ph − i(n)

avec 1 ≤ i(n) ≤ ph et m(n) ∈ N. Soit alors eh,n(x) la fonction

eh,n(x) = 1n+phZp
(x)

(x+ i(n)
ph

)m(n)
.

Lemme I.4.5. — Les eh,n pour n ∈ N forment une base orthonormale de
LAh(Zp, L). Plus précisément, si φ ∈ LAh(Zp, L) et si φi(x) = φ(−i + phx),
alors :
• φi est analytique sur Zp et donc φi(x) =

∑
m∈N αi,mx

m, où αi,m → 0,

• φ =
∑ph

i=1

∑
m∈N αi,meh,(m+1)ph−i =

∑
n∈N αi(n),m(n)eh,n,

• vLAh
(φ) = infn∈N vp(αi(n),m(n)).

Démonstration. — Cela suit de l’identité φ(x) =
∑ph

i=1 1−i+phZp
(x)φi

(
x+i
ph

)
et de la

description de la valuation vLAh
donnée dans la rem. I.4.4, car {−i, 1 ≤ i ≤ ph} est

un système de représentants de Zp modulo phZp.

Corollaire I.4.6. — On a LAh(Zp, L) = L⊗̂QpLAh(Zp,Qp) quel que soit le sous-
corps fermé L de Cp.

3. Coefficients de Mahler des fonctions localement analytiques. — Le résultat sui-
vant, dû à Amice, permet de décrire les fonctions localement analytiques en termes
de leurs coefficients de Mahler.

Théorème I.4.7. — Les [ n
ph ]!

(
x
n

)
pour n ∈ N forment une base orthonormale de

LAh(Zp, L).

Corollaire I.4.8. — Si φ ∈ C 0(Zp, L), les conditions suivantes sont équivalentes :
• φ ∈ LA(Zp, L) ;
• lim inf 1

nvp(an(φ)) > 0.

Démonstration. — Il existe h tel que φ ∈ LAh(Zp, L), et alors, d’après le th. I.4.7, on
a lim inf 1

nvp(an(φ)) ≥ 1
(p−1)ph . Réciproquement, si lim inf 1

nvp(an(φ)) > 0, il existe
h ∈ N tel que lim inf 1

nvp(an(φ)) > 1
(p−1)ph . Alors ([ n

ph ]!)−1an(φ) tend vers 0 et
φ ∈ LAh(Zp, L).
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Passons à la démonstration du théorème. Posons gn(x) = [ n
ph ]!

(
x
n

)
. Notre but est

de prouver que les gn, pour n ∈ N, forment une base orthormale de LAh(Zp, L). Pour
cela, nous allons prouver que :
• gn appartient à la boule unité Bh de LAh(Zp, L),
• la matrice exprimant les réductions gn, pour n ≤ (m + 1)ph − 1, en fonction

des eh,n, pour n ≤ (m + 1)ph − 1, est une matrice inversible, pour tout m ∈ N (ces
deux derniers points sont une conséquence du lemme I.4.9, comme il est expliqué juste
avant la démonstration dudit lemme).

D’après le lemme I.4.5, les eh,n, pour n ∈ N forment une base orthormale de
LAh(Zp, L), ce qui implique, d’après la prop. I.1.5, que les eh,n, pour n ∈ N, forment
une base algébrique de Bh/pBh sur Fp. Le second point implique alors qu’il en est
de même des gn, pour n ∈ N, ce qui, d’après la prop. I.1.5, implique que les gn, pour
n ∈ N, forment une base orthormale de LAh(Zp, L), ce que l’on veut démontrer.

Si j ∈ {1, . . . , ph}, soit gn,j le polynôme défini par gn,j(x) = gn(−j + phx). On a
donc

gn,j(x) = [
n

ph
]!

1
n!

n−1∏
k=0

(−j − k + phx).

Lemme I.4.9. — (i) gn,j est à coefficients dans Zp.
(ii) Sa réduction gn,j modulo p vérifie :
• gn,j = 0 si j > i(n),
• deg(gn,j) = m(n) si j = i(n),
• deg(gn,j) ≤ m(n) si j < i(n).

Ce lemme permet de terminer la démonstration du th. I.4.7. En effet, le (i) implique
que gn appartient à la boule unité de LAh(Zp, L). Le (ii) se traduit par l’existence
d’éléments αj,m ∈ Fp, pourm ≤ m(n), nuls si j > i(n), tels que gn,j =

∑m(n)
m=0 αj,mx

m.
D’après le lemme I.4.5, on a alors gn =

∑
m(k)≤m(n) αi(k),m(k)eh,k. Maintenant, si

n ≤ (m+1)ph−1, alors m(k) ≤ m(n) implique que k ≤ (m+1)ph−1. Il en résulte que
les gn, pour n ≤ (m+1)ph−1, s’expriment en termes des eh,k, pour k ≤ (m+1)ph−1.
On note Mm la matrice ainsi obtenue. Le (ii) du lemme implique alors que si on
découpe la matrice Mm en blocs de taille ph× ph, on obtient une matrice triangulaire
supérieure par blocs et chacun des blocs diagonaux est triangulaire inférieur avec des
éléments inversibles sur la diagonale (cette inversibilité résulte du second point du
lemme). La matrice Mm est donc inversible, ce qui montre que le lemme I.4.9 fournit
les points manquant pour démontrer le th. I.4.7.

4. Démonstration du lemme I.4.9. — Soit Kn,j = {k ≤ n − 1, vp(j + k) ≥ h}.
L’application k 7→ j + k induisant une bijection de Kn,j sur l’ensemble des entiers de
[j, j+n−1] = [0, j+n−1]− [0, j−1] divisibles par ph, on a |Kn,j | = [ j+n−1

ph ]− [ j−1
ph ],

et donc |Kn,j | = m(n) + 1 si j > i(n) et |Kn,j | = m(n) si j ≤ i(n).
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On a gn,j = cn,jfn,j , où cn,j ∈ Q∗ et

fn,j =
∏

k∈Kn,j

(
x− j + k

ph
) ∏
k/∈Kn,j

(
1− phx

j + k

)
∈ Zp[x]

a pour réduction fn,j =
∏
k∈Kn,j

(
x − βk) modulo p, où βk ∈ Fp est la réduction

modulo p de j+k
ph . Comme le degré de fn,j est le cardinal de Kn,j , le lemme est

équivalent aux résultats suivants :
• vp(cn,j) ≥ 0, pour tout j,
• vp(cn,j) = 0, si j = i(n),
• vp(cn,j) > 0, si j > i(n).

On obtient la relation cn,j
∏
k∈Kn,j

(−j−k
ph

)
= [ n

ph ]! 1
n!

∏n−1
k=0(−j − k) en identifiant

les termes constants. On a donc

cn,j = [
n

ph
]!

1
n!

∏
k∈Kn,j

ph
∏

k/∈Kn,j

(−j − k).

vp(cn,j) = vp([
n

ph
]!)− vp(n!) +

∑
0≤k≤n−1

inf(vp(j + k), h).

En utilisant l’identité vp(n!)− vp([ nph ]!) =
∑h
`=1

[
n
p`

]
, et

n−1∑
k=0

inf(vp(j+ k), h) =
h∑
`=1

∣∣{k ≤ n− 1, vp(j+ k) ≥ `}
∣∣ =

h∑
`=1

(
[
n+ j − 1

p`
]− [

j − 1
p`

]
)
,

on en déduit la formule

vp(cn,j) =
h∑
`=1

(
[
n+ j − 1

p`
]− [

j − 1
p`

]− [
n

p`
]
)
.

Comme [x+y] ≥ [x]+[y], chacun des termes de la somme est ≥ 0, et donc vp(cn,j) ≥ 0,
ce qui démontre le premier point.

Pour démontrer le second, on utilise la formule −[−ab ] = [a−1
b ] + 1, valable quels

que soient a ∈ Z et b ∈ N− {0}, ce qui nous donne

vp(cn,i) =
h∑
`=1

([m(n)ph − 1
p`

]
−

[ i(n)− 1
p`

]
−

[m(n)ph − i(n)
p`

])

=
h∑
`=1

(
(m(n)ph−` − 1) +

(
1 +

[−i(n)
p`

])
−

(
m(n)ph−` +

[−i(n)
p`

]))
= 0.

Enfin, pour démontrer le troisième, constatons que [n+j−1
ph ] − [ j−1

ph ] − [ n
ph ] = 1, si

j > i(n), et donc vp(cn,j) ≥ 1.
Ceci permet de conclure.
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I.5. Fonctions de classe C r

1. Fonctions dérivables et fonctions de classe C r. — Une fonction φ : Zp → L est
dérivable en x0 ∈ Zp, si la quantité φ(x0+h)−φ(x0)

h admet une limite quand h tend
vers 0. La limite est alors notée φ′(x0). Une fonction est dérivable à l’ordre 1 si elle
est dérivable en tout x0 ∈ Zp ; une fonction dérivable à l’ordre 1 est en particulier
continue. Plus généralement, on définit par récurrence sur k la notion de fonction
dérivable à l’ordre k : φ est dérivable à l’ordre k si elle est dérivable à l’ordre k − 1,
et si sa dérivée (k − 1)-ième est dérivable à l’ordre 1.

Si r ≥ 0, on dit que φ : Zp → L est de classe C r, s’il existe des fonctions
φ(j) : Zp → L, pour 0 ≤ j ≤ [r], telles que, si l’on définit εφ,r : Zp × Zp → L et
Cφ,r : N → R ∪ {+∞}, par

εφ,r(x, y) = φ(x+ y)−
[r]∑
j=0

φ(j)(x)
yj

j!
et Cφ,r(h) = inf

x∈Zp, y∈phZp

vp(εφ,r(x, y))− rh,

alors Cφ,r(h) tend vers +∞ quand h tend vers +∞.

Remarque I.5.1. — En prenant y = 0, on voit que, si r ≥ 0, et si φ est de classe C r,
alors φ(0) = φ et φ est continue. Dans le cas r = 0, on retombe donc sur la définition
de fonction uniformément continue et, Zp étant compact, une fonction est de classe C 0

si et seulement si elle est continue.

On note C r(Zp, L) l’ensemble des fonctions φ : Zp → L qui sont de classe C r. On
munit C r(Zp, L) de la valuation v′C r définie par

v′C r (φ) = inf
(

inf
0≤j≤[r], x∈Zp

vp(
φ(j)(x)
j!

), inf
x,y∈Zp

vp(εφ,r(x, y))− rvp(y)
)
,

ce qui en fait un L-banach.

Remarque I.5.2. — Sur un intervalle compact de R, une fonction dérivable à
l’ordre k, dont la dérivée k-ième est continue, est de classe C k avec les définitions ci-
dessus (en remplaçant la valuation p-adique par la norme usuelle). Sur Zp, l’exemple
suivant montre qu’il n’en est rien. Tout élément x de Zp peut s’écrire de manière
unique sous la forme

∑+∞
n=0 p

nan(x), avec an(x) ∈ {0, . . . , p − 1}, ce qui permet de
définir une fonction φ : Zp → Zp grâce à la formule φ(x) =

∑+∞
n=0 p

2nan(x). On a
alors vp(φ(x)−φ(y)) ≥ 2vp(x− y) quels que soient x, y ∈ Zp, ce qui montre que φ est
dérivable, de dérivée nulle, en tout point, (elle est donc dérivable à n’importe quel
ordre) bien que φ ne soit localement constante au voisinage d’aucun point. Or il est
facile de voir que φ n’a de développement limité à l’ordre 2 en aucun point.
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2. Propriétés locales des fonctions de classe C r. — Le but de ce no est de montrer
que, si φ est de classe C r, alors les φ(j) sont les dérivées successives de φ et donc que
l’on retombe sur le développement limité naturel de φ.

Lemme I.5.3. — Soit C(N) =
∑N
n=1 vp(n!), et soit ak, pour 0 ≤ k ≤ N , une famille

d’éléments de L. Alors, quel que soit h ∈ Z,

inf
0≤k≤N

(
vp(ak) + kh

)
≥ inf
x∈phZp

vp

( N∑
k=0

ak
xk

k!

)
− C(N).

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur N , le résultat étant
trivial si N = 0. Si N ≥ 1, soient P,Q ∈ L[x] définis par

P (x) =
N∑
k=0

ak
xk

k!
et Q(x) =

N−1∑
k=0

ak
xk

k!
.

Alors, quels que soient x ∈ Qp et h ∈ Z, on a

aN = p−Nh
N∑
j=0

(−1)N−j
(
N

j

)
P (x+ jph).

En prenant x ∈ phZp, on obtient la minoration vp(aN ) + Nh ≥ infx∈phZp
vp(P (x)).

On en tire la minoration vp(Q(x)) ≥ infx∈phZp
vp(P (x)) − vp(N !), et l’hypothèse de

récurrence implique que

inf
0≤k≤N−1

(
vp(ak) + kh

)
≥ inf
x∈phZp

vp(Q(x))− C(N − 1) ≥ inf
x∈phZp

vp(P (x))− C(N),

ce qui permet de conclure.

Proposition I.5.4. — Si r ≥ 1, et si φ ∈ C r(Zp, L), alors φ est dérivable en tout
point. De plus,

(a) φ′ ∈ C r−1(Zp, L) et il existe C0(r) ∈ R tel que v′C r−1(φ′) ≥ v′C r (φ) − C0(r),
quel que soit φ ∈ C r(Zp, L).

(b) (φ′)(j) = φ(j+1) si j ≤ r − 1.

Démonstration. — Il est clair sur la définition que limy→0
φ(x+y)−φ(x)

y = φ(1)(x), si φ
est de classe C r, et donc que φ est dérivable en tout point, de dérivée φ′(x) = φ(1)(x).
Par ailleurs, en développant εφ,r(x, y + z)− εφ,r(x+ y, z), qui est égal à(

φ(x+ y + z)−
[r]∑
j=0

φ(j)(x)
(y + z)j

j!

)
−

(
φ(x+ y + z)−

[r]∑
j=0

φ(j)(x+ y)
zj

j!

)
,

on obtient, si vp(z) ≥ h et vp(y) ≥ h, la minoration

vp

( [r]∑
j=0

zj

j!

(
φ(j)(x+ y)−

[r]−j∑
k=0

φ(j+k)(x)
yk

k!

))
≥ rh+ Cφ,r(h).
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D’après le lemme I.5.3, cela implique que, si vp(y) ≥ h, alors

vp

(
φ(j)(x+ y)−

[r]−j∑
k=0

φ(j+k)(x)
yk

k!

)
≥ (r − j)h+ Cφ,r(h)− C([r]).

On en déduit, si 0 ≤ j ≤ [r], l’appartenance de φ(j) à C r−j(Zp, L), la minoration
v′C r−j (φ(j)) ≥ v′C r (φ) − C([r]), et l’identité (φ(j))(k) = φ(j+k) si j + k ≤ [r]. Ceci
permet de conclure.

Remarque I.5.5. — (i) Une récurrence immédiate montre, ô surprise, que φ(j) est
la dérivée j-ième de φ. De plus la minoration v′C r−j (φ(j)) ≥ v′C r (φ)−C([r]), obtenue
au cours de la démonstration de la proposition I.5.4 est meilleure que celle que l’on
obtiendrait par récurrence en utilisant la prop. I.5.4.

(ii) On a obtenu, au cours de la démonstration, la minoration suivante, si j ≤ [r],

Cφ(j),r−j(h) ≥ Cφ,r(h)− C([r]).

(iii) Nous montrerons plus loin (prop. I.5.16) que d
dx induit une surjection de

C r(Zp, L) sur C r−1(Zp, L), si r ≥ 1.

Proposition I.5.6. — Si φ1 : Zp → Zp est de classe C r, et si φ2 : Zp → L est de
classe C r, alors φ2 ◦ φ1 : Zp → L est de classe C r.

Démonstration. — Cela marche exactement de la même manière que pour la compo-
sition des développements limités dans le cas archimédien.

3. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe C r. — Il semble naturel
de penser qu’une fonction localement analytique est de classe C r, pour tout r > 0.
La proposition suivante montre que c’est bien le cas.

Proposition I.5.7. — Si h ∈ N, et si r ≥ 0, alors LAh(Zp, L) ⊂ C r(Zp, L). De
plus, si φ ∈ LAh(Zp, L), alors

v′C r (φ) ≥ vLAh
(φ)− rh.

Démonstration. — Soit φ ∈ LAh(Zp, L). On a vp( 1
j!φ

(j)(x)) ≥ vLAh
(φ)−hj quels que

soient x ∈ Zp et j ∈ N. Par ailleurs, on a

εφ,r(x, y) =

{∑
j>r

φ(j)(x)
j! yj si vp(y) ≥ h,

φ(x+ y)−
∑[r]
j=0

φ(j)(x)
j! yj si vp(y) < h.

On en déduit la minoration vp(εφ,r(x, y)) ≥ vLAh
(φ)+([r]+1)(vp(y)−h) si vp(y) ≥ h,

et comme ([r]+1)vp(y)−rvp(y) tend vers +∞ quand vp(y) tend vers +∞, cela montre
que φ ∈ C r(Zp, L). De plus, la minoration v′C r (φ) ≥ vLAh

(φ)−rh se déduit facilement,
en revenant à la définition, de la formule ci-dessus pour εφ,r(x, y) et de la minoration
vp( 1

j!φ
(j)(x)) ≥ vLAh

(φ)− hj. Ceci permet de conclure.
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4. Coefficients d’amplitude des fonctions localement polynomiales. — Soit I une par-
tie de N. Si h ∈ N, on note LPIh(Zp, L) l’ensemble des fonctions de Zp dans L dont la
restriction à a + phZp est un polynôme de la forme

∑
i∈I aix

i, quel que soit a ∈ Zp.
On note LPI(Zp, L) l’espace des fonctions localement polynomiales sur Zp, à valeurs
dans L et à degrés dans I. C’est la limite inductive des LPIh(Zp, L), pour h ∈ N.

Si I est une partie de R, on note LPIh(Zp, L) et LPI(Zp, L) respectivement, les
espaces LPI∩Nh (Zp, L) et LPI∩N(Zp, L).

Proposition I.5.8. — Soit r ≥ 0.
(i) Les 1i+p`(i)Zp

·
(
x−i
p`(i)

)k, pour 0 ≤ i ≤ ph− 1 et 0 ≤ k ≤ [r], forment une base de

LP[0,r]
h (Zp, L).
(ii) Les 1i+p`(i)Zp

·
(
x−i
p`(i)

)k, pour i ∈ N et 0 ≤ k ≤ [r], forment une base de

LP[0,r](Zp, L).

Démonstration. — Il suffit d’adapter les arguments de la démonstration des (i) et (ii)
de la prop. I.3.2.

Si i ∈ N et k ∈ N, on note ei,k,r l’élément de LP[0,r] défini par

ei,k,r(x) = p[`(i)r]1i+p`(i)Zp
(x) ·

(x− i

p`(i)
)k
.

Lemme I.5.9. — (i) Les ei,k,r, pour 0 ≤ i ≤ ph − 1 et 0 ≤ k ≤ r, forment une base
de LP[0,r]

h (Zp, L).
(ii) Les ei,k,r, pour i ∈ N et 0 ≤ k ≤ r, forment une base de LP[0,r](Zp, L).

Démonstration. — Immédiat.

Lemme I.5.10. — Si r ≥ 0 et si k ≤ r, alors

v′C r (e0,k,r) = 0 et v′C r (ei,k,r) ≥ [`(i)r]− r`(i) + r − k ≥ −1, si i ≥ 1.

Démonstration. — Le cas i = 0 est immédiat. Supposons donc i ≥ 1 (et donc `(i) ≥ 1),
et notons φ la fonction ei,k,r.
• Si j ≤ r, et si x ∈ Zp, alors

vp
(φ(j)(x)

j!
)
≥ [`(i)r]− j`(i) ≥ [`(i)r]− k`(i) ≥ [`(i)r]− r`(i) + r − k.

• On a εφ,r(x, y) = p[`(i)r]
(
1i+p`(i)Zp

(x+y)−1i+p`(i)Zp
(x)

)(
x+y−i
p`(i)

)k. En particulier,
εφ,r(x, y) = 0, si vp(y) ≥ `(i), ou si ni x ni x+ y n’appartiennent à i+ p`(i)Zp.

— Dans le cas vp(y) ≤ `(i)− 1 et x+ y ∈ i+ p`(i)Zp, on a

vp(εφ,r(x, y))− rvp(y) ≥ [`(i)r]− r(`(i)− 1) ≥ [`(i)r]− r`(i) + r − k.

— Dans le cas vp(y) ≤ `(i)− 1 et x ∈ i+ p`(i)Zp, on a

vp(εφ,r(x, y))− rvp(y) = [`(i)r] + k(vp(y)− `(i))− rvp(y) ≥ [`(i)r]− r`(i) + r − k.
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Ceci permet, en revenant à la définition de v′C r , de conclure.

Lemme I.5.11. — Si r ≥ 0, si h ∈ N, et si bi ∈ L, pour i ≤ ph − 1, alors

v′C r (
∑

i≤ph−1

biei,0,r)− r ≤ inf
i≤ph−1

vp(bi).

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur h, le cas h = 0 étant
trivial. Soit φ =

∑
i≤ph−1 biei,0,r. Comme les ei,0,r sont localement constantes et donc

de dérivées nulles, on a εφ,r(x, y) = φ(x+ y)−φ(x). En particulier, en tenant compte
du fait que ei,0,r est constante modulo ph−1Zp, si i < ph−1, on obtient

εφ,r(i, ph−1) =

{
p[hr]bi+ph−1 si 0 ≤ i ≤ ph−1 − 1,

p[hr](bi+ph−1 − bi) si ph−1 ≤ i ≤ ph − 1.

On en déduit que

inf
ph−1≤i≤ph−1

vp(bi) = −[hr]+ inf
0≤i≤ph−ph−1−1

vp(εφ,r(i, ph−1)) ≥ v′C r (φ)+(h−1)r−[hr].

En particulier, infph−1≤i≤ph−1 vp(bi) ≥ v′C r (φ)− r. De plus, v′C r (ei,0,r) ≥ [hr]−hr+ r

et
∑
i≤ph−1−1 biei,0,r = φ−

∑
ph−1≤i≤ph−1−1 biei,0,r, et donc

v′C r (
∑

i≤ph−1−1

biei,0,r) ≥ inf
(
v′C r (φ), inf

ph−1≤i≤ph−1
vp(bi) + v′C r (ei,0,r)

)
= v′C r (φ),

ce qui permet de conclure, en utilisant l’hypothèse de récurrence pour h− 1.

Si φ ∈ LP[0,r](Zp, L), on note bi,k(φ), pour i ∈ N et 0 ≤ k ≤ r, les coefficients
d’amplitude de φ, i.e. les coefficients de φ dans la base des ei,k,r.

Proposition I.5.12. — Si r ≥ 0, il existe C ′0(r) tel que, pour tout φ ∈ LP[0,r](Zp, L),
on ait

inf
i∈N, 0≤k≤r

vp(bi,k(φ)) ≥ v′C r (φ)− C ′0(r).

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur [r]. En dérivant, cela
permet d’utiliser l’hypothèse de récurrence pour minorer infi∈N, 1≤k≤r vp(bi,k(φ)) sous
la forme souhaitée (en utilisant le (i) de la prop. I.5.4 pour minorer v′C r−1(φ′) en
fonction de v′C r (φ)). On minore les valuations des coefficients restants en considérant
φ1 = φ −

∑
i∈N, k≥1 bi,k(φ)ei,k,r, et en utilisant le lemme I.5.11 et la minoration

v′C r (ei,k,r) ≥ −1 pour minorer v′C r (φ1).

5. Décomposition en vaguelettes des fonctions de classe C r. — Le but de ce no est
d’exhiber une base de Banach agréable de C r(Zp, L), et ce, dans le but de démontrer
(prop. I.5.16) la surjectivité de d

dx : C r(Zp, L) → C r−1(Zp, L) annoncée dans la
rem. I.5.5.
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Proposition I.5.13. — Soit r ≥ 0. Si φ ∈ C r(Zp, L), et h ∈ N, soit φh l’élément
de LP[0,r]

h défini par

φh(x) =
ph−1∑
i=0

1i+phZp
(x)

( [r]∑
k=0

φ(k)(i)
k!

(x− i)k
)
.

Alors
(i) vLAh+1(φh+1 − φh) ≥ rh+ Cφ,r(h)− C([r]).
(ii) φh tend vers φ dans C r(Zp, L) quand h tend vers +∞.

Démonstration. — Il résulte du (i) de la prop. I.5.7, et de ce que Cφ,r(h) tend vers +∞,
que φh a une limite dans C r(Zp, L). Comme par ailleurs, φh(i) = φ(i) si i ∈ N et
ph− 1 ≥ i, cette limite coïncide avec φ sur N, et donc partout par continuité. Il suffit
donc de prouver le (i). Or φh+1(x)− φh(x) est égal à

ph−1∑
i=0

p−1∑
a=0

1i+aph+ph+1Zp

[r]∑
k=0

(
φ(k)(i+ aph)

(x− i− aph)k

k!
− φ(k)(i)

(x− i)k

k!

)
,

et un petit calcul montre que
[r]∑
k=0

(
φ(k)(i+ aph)

(x− i− aph)k

k!
− φ(k)(i)

(x− i)k

k!

)

=
[r]∑
j=0

pj(h+1)

j!

(
φ(j)(i+ aph)−

[r]−j∑
`=0

φ(j+`)(i)
(aph)`

`!

)(x− i− aph

ph+1

)j
,

et la prop. I.5.4 (ou plutôt le (ii) de la remarque I.5.5) nous fournit la minoration

vp

(
φ(j)(i+ aph)−

[r]−j∑
`=0

φ(j+`)(i)
(aph)`

`!

)
≥ Cφ,r(h)− C([r]) + (r − j)h.

On en déduit que vLAh+1(φh+1 − φh) est minoré par

inf
j≤[r]

(
vp(

pj(h+ 1)
j!

) + Cφ,r(h)− C([r]) + (r − j)h
)

= rh+ Cφ,r(h)− C([r]),

ce qui permet de conclure.

Théorème I.5.14. — La famille des ei,k,r, pour i ∈ N, 0 ≤ k ≤ r, est une base de
Banach de C r(Zp, L).

Démonstration. — Le lemme I.5.10 montre que (bi,k) 7→
∑
i∈N, 0≤k≤r bi,kei,k,r est une

application continue de `0∞(N×{0, . . . , [r]}) dans C r(Zp, L). La proposition I.5.12 im-
plique que cette application est un isomorphisme de L-banach de `0∞(N×{0, . . . , [r]})
sur l’adhérence de LP[0,r](Zp, L) dans C r(Zp, L), et comme cette adhérence n’est
autre que C r(Zp, L), d’après la prop. I.5.13, cela permet de conclure.
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Définition I.5.15. — On appelle base de vaguelettes la base de Banach de C r(Zp, L)
constituée des ei,k,r, pour i ∈ N, 0 ≤ k ≤ r. Si

∑
i∈N

∑
0≤k≤r bi,k(φ)ei,k,r est la

décomposition de φ ∈ C r(Zp, L), en vaguelettes, les bi,k(φ) sont les coefficients d’am-
plitude de f .

Proposition I.5.16. — (i) Si r ≥ 1, la dérivation d
dx induit une surjection de

C r(Zp, L) sur C r−1(Zp, L) ; son noyau est l’adhérence de LC(Zp, L) dans C r(Zp, L).
(ii) Plus généralement, si j est un entier ≥ 1, et si r ≥ j, l’opérateur

(
d
dx

)j
induit une surjection de C r(Zp, L) sur C r−j(Zp, L) ; son noyau est l’adhérence de
LP[0,j−1](Zp, L) dans C r(Zp, L).

Démonstration. — Il suffit de remarquer que( d
dx

)j
ei,k,r = k(k − 1) · · · (k − j + 1)ei,k−j,r−j ,

pour déduire, d’une part la surjectivité de
(
d
dx

)j : C r(Zp, L) → C r−j(Zp, L) du
théorème précédent, et, d’autre part, le fait que le noyau de

(
d
dx

)j est l’adhérence de
l’espace engendré par les ei,k,r, avec k ≤ j − 1 ; comme cet espace est précisément
LP[0,j−1](Zp, L), cela permet de conclure.

6. Coefficients de Mahler des fonctions de classe C r. — Le but de ce no est de ca-
ractériser les fonctions de classe C r en termes de leur développement de Mahler.

Théorème I.5.17. — Si r ≥ 0, si φ ∈ C r(Zp, L), et si φ =
∑+∞
n=0 an(φ)

(
x
n

)
est la

décomposition de Mahler de φ, alors vp(an(φ)) − r`(n) tend vers +∞ quand n tend
vers +∞. De plus, la valuation vC r , définie sur C r(Zp, L) par la formule

vC r (φ) = inf
n∈N

(
vp(an(φ))− r`(n)

)
est équivalente à la valuation v′C r .

Corollaire I.5.18. — Les p[r`(n)]
(
x
n

)
, pour n ∈ N, forment une base de Banach de

C r(Zp, L).

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate du théorème ; la dé-
monstration du théorème va demander un peu de préparation.

Proposition I.5.19. — Si r ≥ 0, il existe C1(r) tel que, quels que soient h ∈ N et
φ ∈ LAh(Zp, L), on ait

vC r (φ) ≥ vLAh
(φ)− rh− C1(r).

Démonstration. — En utilisant le th. I.4.7, et l’inégalité `(k) ≤ log(k+1)
log p +1, on obtient

la minoration

vC r (φ)− vLAh
(φ) ≥ inf

k∈N
vp([

k

ph
]!)− r

log(1 + k)
log p

− r.
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Comme vp(a!) = a−Sp(a)
p−1 , si Sp(a) est la somme des chiffres du développement de a

en base p, on en déduit la minoration vp(a!) ≥ a
p−1 −

log(a+1)
log p , et écrivant k sous la

forme k = pha+ b, avec 0 ≤ b ≤ ph − 1, la minoration

vp([
k

ph
]!)− r

log(1 + k)
log p

=vp(a!)− r
log(pha+ b+ 1)

log p

≥ a

p− 1
− log(a+ 1)

log p
− rh− r

log(a+ 1)
log p

,

ce qui montre que l’on peut prendre pour C1(r) le minimum de a
p−1−(1+r) log(a+1)

log p −r
pour a ≥ 0.

Corollaire I.5.20. — Il existe C2(r) ∈ R telle que l’on ait vC r (φ) ≥ v′C r (φ)−C2(r)
quel que soit φ ∈ C r(Zp, L).

Démonstration. — Il résulte de la prop. I.5.19, et de ce que vLA`(i)(ei,k,r) = [r`(i)],
que l’on a vC r (ei,k,r) ≥ −1 − C1(r) quels que soient i ∈ N et 0 ≤ k ≤ r. Comme
les ei,k,r, pour i ∈ N et 0 ≤ k ≤ r forment une base de Banach de C r(Zp, L), cela
permet de conclure.

Ceci démontre une des deux inégalités dont on a besoin pour établir le th. I.5.17.
Pour démontrer l’autre, il suffit, par densité, de la vérifier pour les éléments de
LP[0,r](Zp, L), et pour cela, il s’agit de minorer les coefficients d’amplitude d’un élé-
ments de LP[0,r](Zp, L), en termes de la valuation vC r .

Soit φ ∈ LC(Zp, L), et soient

ph−1∑
i=0

bi(φ)1i+p`(i)Zp (x) = φ(x) =
+∞∑
j=0

aj(φ)
(
x

j

)
,

les décompositions en ondelettes et de Mahler de φ.

Proposition I.5.21. — Soit r ≥ 0. Si vp(aj(φ)) ≥ r inf(h, `(j)) pour tout j ∈ N,
alors

(i) vp(bi(φ)) ≥ r`(i) quel que soit i ≤ ph − 1, si r < 1 ;
(ii) vp(bi(φ)) ≥ r`(i)− 1 quel que soit i ≤ ph − 1, si r ≥ 1.

Démonstration. — Si r < 1, on utilise la minoration de la prop. I.3.7. Celle-ci nous
permet de minorer vp(bi(φ)) par

inf
j≤i

(vp(aj(φ))+`(i)−`(j)) ≥ inf
j≤i

(r`(j)+`(i)−`(j)) ≥ r`(i)+(1−r) inf
j≤i

(`(i)−`(j)) ≥ r`(i).

Si r ≥ 1, on fait une récurrence sur h en utilisant la minoration de la prop. I.3.8
qui montre que la minoration que l’on cherche à démontrer est vérifiée si `(i) = h, et
si vp(ai(φ)) ≥ rh quel que soit i ≥ ph−1. Considérons alors

φ′ = φ−
∑
`(i)=h

bi(φ)1i+phZp
=

∑
i≤ph−1−1

bi(φ)1i+p`(i)Zp
,
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et, si j ∈ N, soit a′j = aj(φ′). Comme vp(bi(φ)) ≥ rh− 1 si `(i) = h, on a

vp(a′j) ≥ inf(vp(aj(φ)), inf
`(i)=h

vp(bi(φ))) ≥ r inf(h− 1, `(j)).

L’hypothèse de récurrence pour h−1 permet donc de montrer que vp(bi(φ)) ≥ r`(i)−1
si `(i) ≤ h− 1, ce qui permet de conclure.

Corollaire I.5.22. — Soit r ≥ 0, soit φ ∈ LC(Zp, L), et soit φ =
∑+∞
i=0 bi(φ)1i+p`(i)Zp ,

la décomposition de φ en ondelettes. Alors
(i) si r < 1, vp(bi(φ)) ≥ r`(i) + vC r (φ) quel que soit i ∈ N ;
(ii) si r ≥ 1, vp(bi(φ)) ≥ r`(i) + vC r (φ)− 1 quel que soit i ∈ N.

Lemme I.5.23. — Il existe C3(r) ∈ R tel que, si φ =
∑
i∈N

∑
0≤k≤r bi,kei,k,r, où

les bi,k sont des éléments de Cp presque tous nuls, alors

vC r (φ)− C3(r) ≤ inf
i∈N, 0≤k≤r

vp(bi,k).

Démonstration. — Celle-ci se fait par récurrence sur [r].
• Si [r] = 0 (i.e. si r < 1), la condition 0 ≤ k ≤ r implique k = 0. Comme les bi,k

sont presque tous nuls, il existe h tel que bi,k = 0 si `(i) > h. On déduit alors du (i)
du cor. I.5.22 que l’on a vp(p[`(i)r]bi,0) ≥ vC r (φ) + `(i)r quel que soit i ≤ ph − 1. On
en déduit l’inégalité infi∈N, 0≤k≤r vp(bi,k) ≥ vC r (φ), ce qui permet de conclure.
• Si [r] ≥ 1, soit φ′ la dérivée de φ. On peut écrire φ′ sous la forme

φ′ =
∑
i∈N

∑
0≤k≤r−1

(k + 1)bi,k+1ei,k,r−1.

Or vC r−1(φ′) ≥ vC r (φ) (en effet, si φn =
(
x
n

)
, alors φ′n =

∑
k≤n−1 an,k

(
x
k

)
, où

vp(an,k) ≥ −`(n) car
∑+∞
n=0 φ

′
n(x)T

n = (1 + T )x log(1 + T ) ; il en résulte que
vC r−1(φ′n) ≥ vC r (φn), pour tout n ∈ N, et on en déduit le résultat annoncé). On
déduit donc de l’hypothèse de récurrence (i.e. de l’équivalence des valuations vC r−1

et v′C r−1), l’existence d’une constante C ′0(r) ∈ R telle que

inf
i∈N, 1≤k≤r

vp(kbi,k) ≥ vC r (φ)− C3(r − 1)− C ′0(r),

et donc que

inf
i∈N, 1≤k≤r

vp(bi,k) ≥ vC r (φ)− C3(r − 1)− C ′0(r)− sup
1≤k≤r

vp(k).

Soit φ0 =
∑
i∈N bi,0ei,0,r = φ−

∑
i∈N

∑
1≤k≤r bi,kei,k,r. On a alors

vC r (φ0) ≥ inf
(
vC r (φ), inf

i∈N, 1≤k≤r
vp(bi,k) + vC r (ei,k,r)

)
≥ vC r (φ)− C3(r − 1)− sup

1≤k≤r
vp(k)− C1(r),
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d’après le lemme I.5.10 et la minoration obtenue ci-dessus. Ceci permet, en utilisant
le (ii) du cor. I.5.22, d’en déduire la minoration

inf
i∈N

vp(bi,0) ≥ vC r (φ)− C3(r − 1)− sup
1≤k≤r

vp(k)− C1(r)− 1.

Ceci permet de conclure.

Revenons à la démonstration du th. I.5.17. D’après le cor. I.5.20 et le lemme I.5.23,
l’application (an)n∈N 7→

∑
n∈N an

(
x
n

)
induit un isomorphisme de L-banach, de

l’espace des suites d’éléments de L vérifiant vp(an) − r`(n) → +∞ quand n tend
vers +∞, sur un sous-espace fermé de C r(Zp, L). Comme l’image contient LA(Zp, L)
qui, d’après la prop. I.5.13, est dense dans C r(Zp, L), cela permet de conclure.

I.6. Propriétés locales des caractères de Q∗
p . — Si L ∈ L, on définit la branche

du logarithme logL : C∗
p → Cp comme étant l’unique fonction localement analytique

dont la dérivée est x−1 et qui vérifie les équations fonctionnelles

logL (xy) = logL x+ logL y quels que soient x, y ∈ C∗
p et logL p = L .

Si L = ∞, on pose logL = vp. L’équation fonctionnelle logL x = logL a + logL
x
a ,

alliée avec le fait que logL (x) = −
∑+∞
n=1

(1−x)n

n (resp. log∞(x) = 0), si vp(x− 1) > 0,
montre que, dans tous les cas, logL est analytique sur a + p1+vp(a)Zp, quel que soit
a ∈ Q∗

p .

Si δ : Q∗
p → C∗

p est un caractère continu, la quantité log δ(u)
log u ne dépend pas du

choix de u ∈ Z∗
p − µ(Qp) : en effet, (η, v) 7→ (1 + 2p)vη induit un isomorphisme de

groupes de µ(Qp)× Zp sur Z∗
p , et si u = (1 + 2p)vη, alors

δ(u) = δ(1 + 2p)vδ(η), log u = v log(1 + 2p) et log δ(u) = v log δ(1 + 2p)

car δ(η) est une racine de l’unité, ce qui nous donne log δ(u)
log u = log δ(1+2p)

log(1+2p) , si v 6= 0. On
note cette quantité w(δ). La continuité de δ implique l’existence de n(δ) ≥ 1 tel que
vp(δ(x)− 1) ≥ vp(2p), si vp(x− 1) ≥ n(δ), et on a alors

δ(x) = exp(w(δ) log x) =
+∞∑
n=0

(
w(δ)
n

)
(x− 1)n, si x ∈ 1 + pn(δ)Zp.

En utilisant l’équation fonctionnelle δ(x) = δ(a)δ(xa ), on en déduit que δ est analytique
sur a+ pn(δ)+vp(a)Zp, quel que soit a ∈ Q∗

p .

Si φ ∈ LA(Zp, L), si n ∈ N, on note φ ◦ p−n : Zp → L la fonction de support pnZp,
dont la restriction à pnZp est donnée par la formule φ◦p−n(x) = φ(p−nx). Le résultat
suivant est immédiat.

Lemme I.6.1. — Si φ ∈ LAh(Zp, L), et si n ∈ N, alors φ ◦ p−n ∈ LAh+n(Zp, L), et

vLAh+n
(φ ◦ p−n) = vLAh

(φ).
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Lemme I.6.2. — Si φ ∈ LA(Z∗
p , L), si α ∈ L∗, et si k ∈ N, alors la série

+∞∑
n=0

αnnkφ ◦ p−n

converge dans C r(Zp, L) si 0 ≤ r < vp(α).

Démonstration. — Il existe h ≥ 1 tel que φ ∈ LAh(Zp, L). Si n ≥ 0, alors, d’après la
prop. I.5.19 et le lemme I.6.1, on a

vC r (αnnkφ ◦ p−n) ≥ nvp(α) + vLAh+n
(φ ◦ p−n)− r(h+ n)− C1(r)

= n(vp(α)− r) + vLAh
(φ)− rh− C1(r),

ce qui montre que vC r (αnnkφ ◦ p−n) tend vers +∞ si vp(α) − r > 0, et permet de
conclure.

Proposition I.6.3. — Soit δ : Q∗
p → L∗ un caractère continu vérifiant vp(δ(p)) > 0,

soit L ∈ L ∪ {∞}, et soit k ∈ N. Alors δ · logkL tend vers 0 en 0, et la fonction
obtenue en prolongeant par continuité est de classe C r sur Qp pour tout r vérifiant
0 ≤ r < vp(δ(p)).

Démonstration. — Soit c(L ) = inf(0, vp(L )) si L ∈ L, et c(L ) = 0 si L = ∞. On
a alors

vp((logL x)kδ(x)) ≥ vp(x)vp(δ(p)) + kc(L);

on en déduit le premier point. Par ailleurs, comme δ et logL sont localement analy-
tiques sur Q∗

p , il suffit de regarder ce qui se passe en 0, et on peut donc se contenter
d’étudier la restriction de δ · logkL à Zp. Si i ∈ N, notons fi la restriction de δ · logiL
à Z∗

p , et posons L ′ = L si L ∈ L, et L ′ = 1 si L = ∞. Comme

δ(pnx) logkL (pnx) = δ(p)nδ(x)(nL ′ + logL x)k = δ(p)n
k∑
i=0

(
k

i

)
(nL ′)k−ifi(x),

la restriction de δ · logkL à pnZ∗
p est égale à

δ(p)n
( k∑
i=0

(
k

i

)
(nL ′)k−ifi ◦ p−n

)
,

et donc la restriction de δ · logkL à Zp (prolongée par continuité en 0), est égale à

+∞∑
n=0

δ(p)n
( k∑
i=0

(
k

i

)
(nL ′)k−ifi ◦ p−n

)
,

ce qui permet d’utiliser le lemme I.6.2 pour conclure.



FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE 29

II. Duaux

II.1. L’anneau R+ et certains de ses sous-espaces. — On note R+ l’anneau
des séries entières f =

∑+∞
n=0 anT

n, à coefficients dans L, qui convergent si vp(T ) > 0.
Une telle série définit donc une fonction analytique sur le disque ouvert B(0, 0+).

Si h ∈ N, soit uh = 1
(p−1)ph = vp(ζph+1 − 1). On munit R+ de la topologie de

Fréchet définie par la famille de valuations vB(0,uh), h ∈ N.

Un élément f =
∑+∞
n=0 bnT

n de R+ est d’ordre r, si vp(bn) + r`(n) est borné infé-
rieurement quand n tend vers +∞. On note R+

r le sous-ensemble de R+ des éléments
d’ordre r, et on munit R+

r de la valuation vr définie par vr(f) = infn∈N vp(bn)+r`(n),
ce qui en fait un L-banach. Notons que ce que nous appelons « ordre » est souvent
appelé ordre de croissance logarithmique dans la littérature (la série log(1 + T ) est
d’ordre 1).

L’espace R+
0 des séries à coefficients bornés est aussi noté E + ; il s’identifie à

l’anneau des fonctions analytiques bornées sur B(0, 0+).

Lemme II.1.1. — f ∈ R+
r si et seulement si infh∈N

(
vB(0,uh)(f) + rh

)
6= −∞. De

plus, la valuation vr est équivalente à la valuation v′r définie par

v′r(f) = inf
h∈N

(
vB(0,uh)(f) + rh

)
.

Démonstration. — Si f(T ) =
∑
n∈N anT

n ∈ R+, alors v′r(f) est égal à

inf
h∈N

(
inf
n∈N

(
vp(an) +

n

(p− 1)ph
+ rh

))
= inf
n∈N

(
vp(an) + inf

h∈N

( n

(p− 1)ph
+ rh

))
Si n = 0, le minimum ci-dessus vaut 0. Si n ≥ 1, La fonction x 7→ n

(p−1)px + rx atteint
son minimum en 1

log p log
(
n log p
(p−1)r

)
, et en prenant h =

[
logn
log p

]
= `(n) − 1 ≥ logn

log p − 1,
on obtient l’encadrement

r(`(n)− 1) +
r

log p
(1 + log

log p
(p− 1)r

) ≤ inf
h∈N

( n

(p− 1)ph
+ rh

)
≤ p

p− 1
+ r(`(n)− 1).

On en déduit le résultat.

Corollaire II.1.2. — Si f est d’ordre r et g est d’ordre s, alors fg est d’ordre r+s.

Démonstration. — On a vB(0,uh)(fg)+(r+s)h =
(
vB(0,uh)(f)+rh

)
+

(
vB(0,uh)(g)+sh

)
,

pour tout h ∈ N. On en déduit le résultat et la minoration v′r+s(fg) ≥ v′r(f) + v′s(g).

II.2. Distributions continues. — On appelle distribution continue sur Zp une
forme linéaire continue sur LA(Zp, L), c’est-à-dire une forme linéaire sur LA(Zp, L)
dont la restriction à chaque LAh(Zp, L) est continue. En particulier, si µ est une
distribution continue, on peut considérer µ comme un élément du dual de LAh(Zp, L),
et donc définir sa valuation vLAh

(µ).
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On note D(Zp, L) l’ensemble des distributions continues sur Zp, à valeurs dans L, et
on munit D(Zp, L) de la topologie de Fréchet définie par la famille de valuations vLAh

,
pour h ∈ N.

Si µ ∈ D(Zp, L), on écrira en général µ(f) sous la forme plus parlante
∫
Zp
f(x)µ(x)

ou simplement sous la forme
∫
Zp
f µ.

A une distribution continue µ, on associe la série formelle

Aµ(T ) =
∫
Zp

(1 + T )xµ(x) =
+∞∑
n=0

Tn
∫
Zp

(
x

n

)
µ(x),

appelée transformée d’Amice de µ.

Si vp(z) > 0, alors x 7→ (1 + z)x =
∑+∞
n=0

(
x
n

)
zn est localement analytique, ce qui

permet de calculer l’intégrale
∫
Zp

(1 + z)xµ(x), si µ ∈ D(Zp, L).

Lemme II.2.1. — Si µ ∈ D(Zp, L), et si vp(z) > 0, alors
∫
Zp

(1+ z)xµ(x) = Aµ(z).

Démonstration. — Il existe h ∈ N tel que vp(z) > uh, ce qui implique que la série∑+∞
n=0

(
x
n

)
zn converge vers (1 + z)x dans LAh(Zp,Cp) car zn

[ n

ph ]! tend vers 0. On en

déduit le résultat.

Théorème II.2.2. — L’application µ 7→ Aµ est un isomorphisme d’espaces de Fré-
chet de D(Zp, L) sur R+. De plus, si µ ∈ D(Zp, L), et si h ∈ N, on a

vB(0,uh)(Aµ) ≥ vLAh
(µ) ≥ vB(0,uh+1)(Aµ)− 1.

Démonstration. — Soit µ une distribution et Aµ(T ) =
∑+∞
n=0 bnT

n sa transformée
d’Amice. En utilisant le th. I.4.7, on montre que, quel que soient h ∈ N et n ∈ N,

vp(bn) ≥ vLAh
(µ) + vLAh

((
x

n

))
= vLAh

(µ)− vp

([ n
ph

]
!
)
≥ vLAh

(µ)− nuh.

Ceci permet de montrer que Aµ converge sur B(0, u+
h ) pour tout h, et donc appartient

à R+, et aussi que vB(0,uh)(Aµ) ≥ vLAh
(µ).

Réciproquement, si f =
∑+∞
n=0 bnT

n ∈ R+, alors pour tout h ∈ N et tout n ∈ N,

vp

([ n
ph

]
!bn

)
≥ vp(bn) +

[ n

ph+1

]
≥ vp(bn) + nuh+1 − 1 ≥ vB(0,uh+1)(Aµ)− 1,

et tend vers +∞ quand n tend vers +∞. Ceci montre que l’on peut définir une
distribution continue µ sur Zp, en posant

∫
Zp
f µ =

∑+∞
n=0 bnan(f). De plus, on a

vLAh
(µ) = inf

n∈N
vp

([ n
ph

]
!bn

)
≥ vB(0,uh+1)(Aµ)− 1.

Ceci permet de conclure.
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II.3. Distributions tempérées et mesures

1. Transformées d’Amice des distributions tempérées. — Soit r ≥ 0. Une distribution
continue µ sur Zp est dite d’ordre r si elle s’étend par continuité à C r. On note
Dr(Zp, L) l’ensemble des distributions d’ordre r que l’on munit de la valuation v′Dr

définie par

v′Dr
= inf
f∈C r(Zp,L)−{0}

(
vp

( ∫
Zp

f µ
)
− vC r (f)

)
,

ce qui fait de Dr(Zp, L) le dual topologique de C r(Zp, L).
Une distribution est dite tempérée, s’il existe r ∈ R+ telle qu’elle soit d’ordre r.

On note Dtemp l’espace des distributions tempérées.

Proposition II.3.1. — L’application µ 7→ Aµ induit une isométrie de Dr(Zp, L)
muni de la valuation v′Dr

sur R+
r muni de la valuation vr.

Démonstration. — C’est, via la prop. I.1.6, une simple traduction du th. I.5.17.

2. Mesures. — Une distribution d’ordre 0 est aussi appelée une mesure. Par défi-
nition, l’espace D0(Zp, L) des mesures est donc le dual topologique de l’espace des
fonctions continues. La prop. II.3.1 permet de construire une mesure à partir d’une
série entière dont les coefficients sont bornés. On peut aussi utiliser le fait que les fonc-
tions localement constantes sont denses dans les fonctions continues, ce qui permet de
définir une mesure, comme expliqué ci-dessous, en ne connaissant que les intégrales∫
Zp

1a+pnZp
µ(x) pour a ∈ Zp et n ∈ N.

Soit µ une mesure sur Zp. Si a ∈ Zp et n ∈ N, soit µ(a+pnZp) =
∫
Zp

1a+pnZp
µ(x)

la mesure de a+pnZp. Comme a+pnZp est la réunion disjointe des a+ jpn+pn+1Zp
pour 0 ≤ j ≤ p− 1, on a µ(a+ pnZp) =

∑p−1
j=0 µ(a+ jpn + pn+1Zp). De plus, comme

vC 0(1a+pnZp
) = 0, les µ(a+pnZp) sont bornés. Si f est une fonction continue sur Zp,

alors
∑pn−1
a=0 f(a)1a+pnZp

tend vers f dans C 0(Zp, L) et donc

∫
Zp

f(x)µ(x) = lim
n→+∞

pn−1∑
a=0

f(a)µ(a+ pnZp),

formule qui ressemble beaucoup à une somme de Riemann.
Réciproquement, si on se donne une famille µ(a+pnZp), a ∈ Zp, n ∈ N, d’éléments

de L vérifiant les conditions :
(i) µ(a+ pnZp) = µ(b+ pnZp) si vp(a− b) ≥ n,
(ii) µ(a+ pnZp) =

∑p−1
j=0 µ(a+ jpn + pn+1Zp),

(iii) il existe C ∈ R tel que vp(µ(a+ pnZp)) ≥ C pour tous a ∈ Zp et n ∈ N,
les propriétés (i) et (ii) permettent d’étendre µ en une forme linéaire sur LC(Zp, L),
et la propriété (iii) permet de montrer que vp(µ(f)) ≥ vC 0(f) + C, ce qui permet
d’étendre µ, par continuité, à C 0(Zp, L).
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3. Distributions tempérées et sommes de Riemann. — La prop. II.3.1 caractérise
les distributions tempérées en termes de leurs transformées d’Amice, ce qui per-
met de construire une distribution tempérée à partir d’une série entière de rayon
de convergence 1, vérifiant des conditions de croissance. La connaissance de la trans-
formée d’Amice d’une distribution est équivalente à la connaissance des

∫
Zp
xiµ(x),

pour i ∈ N. Le théorème suivant permet de construire une distribution d’ordre fini
en ne connaissant que les intégrales du type

∫
a+pnZp

xiµ(x) pour a ∈ Zp, n ∈ N et
0 ≤ i ≤ N . Cette construction généralise celle des mesures donnée au no précédent et
est très importante pour les applications arithmétiques.

Si I est une partie de N, on note DI
alg(Zp, L) l’ensemble des distributions

algébriques sur Zp (de degré ∈ I), c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires
sur LPI(Zp, L). Un élément µ de DI

alg(Zp, L) est donc équivalent à la donnée des
valeurs

∫
a+pnZp

xiµ(x) pour i ∈ I, a ∈ Zp et n ∈ N avec les relations de compatibilité
évidentes ∫

a+pnZp

xiµ(x) =
p−1∑
k=0

∫
a+kpn+pn+1Zp

xiµ(x).

On a une application naturelle de D(Zp, L) dans DI
alg(Zp, L) quel que soit I ⊂ N.

Si I est une partie de R, on pose DI
alg(Zp, L) = DI∩N

alg (Zp, L)

Théorème II.3.2. — (i) Si µ ∈ Dr(Zp, L), il existe C ∈ R tel que, quels que soient
a ∈ Zp, k ∈ N et n ∈ N, on ait

vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)k
µ
)
≥ C − rn.

(ii) Réciproquement, si N ∈ N∪{+∞} est ≥ [r], si µ ∈ D
[0,N ]
alg (Zp, L) est telle qu’il

existe C ∈ R tel que, quels que soient a ∈ Zp, k ≤ N et n ∈ N, on ait

vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)k
µ
)
≥ C − rn,

alors µ se prolonge de manière unique en une distribution d’ordre r sur Zp.

Démonstration. — (i) La fonction φa,n,k, définie par φa,n,k(x) = 1a+pnZp(x)
(
x−a
pn

)k
appartient à LAn(Zp, L) et on a vLAn(φa,n,k) = 0. On en déduit, en utilisant la
prop. I.5.19, la minoration

vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)k
µ
)
≥ v′Dr

(µ)+vC r (φa,n,k) ≥ v′Dr
(µ)+vLAn(φa,n,k)−nr−C1(r),

ce qui démontre le (i) avec C = v′Dr
(µ)− C1(r).
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(ii) Pour démontrer le (ii), introduisons le sous-espace D
[0,N ]
r (Zp, L) des éléments

µ ∈ D
[0,N ]
alg (Zp, L) tels que la quantité

vDr,N (µ) = inf
a∈Zp, k≤N,n∈N

(
vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)k
µ
)

+ rn
)

soit finie. D’après le (i), l’application naturelle ι de D(Zp, L) dans D
[0,N ]
alg envoie

Dr(Zp, L) dans D
[0,N ]
r (Zp, L), et on est ramené à démontrer que la restriction de

ι à Dr(Zp, L) induit un isomorphisme de Dr(Zp, L) sur D
[0,N ]
r (Zp, L).

La restriction de ι à Dr(Zp, L) est injective puisque LP[0,N ](Zp, L) est, d’après la
prop. I.5.13, dense dans C r(Zp, L). Il ne reste donc que la surjectivité à prouver. Soit
µ ∈ D

[0,N ]
r (Zp, L). Si i ∈ N, et si k ∈ {0, 1, . . . , [r]}, posons

bi,k =
∫
Zp

ei,k,r µ =
∫
i+p`(i)Zp

p[r`(i)]
(x− a

pn
)k
µ.

On a donc vp(bi,k) ≥ vDr,N (µ) − 1 quels que soient i ∈ N et k ∈ {0, 1, . . . , [r]}. Il
existe donc, d’après le th. I.5.14, un unique élément µ̃ de Dr(Zp, L) tel que, quels que
soient i ∈ N et k ∈ {0, 1, . . . , [r]}, on ait

∫
Zp
ei,k,r µ̃ = bi,k.

Soit λ = ι(µ̃) − µ. C’est, par construction, un élément de D
[0,N ]
r (Zp, L) dont la

restriction à LP[0,r](Zp, L) est identiquement nulle. Maintenant, si k ≤ N , et sim ∈ N,
on peut écrire

∫
a+pnZp

xk λ sous la forme

pm−1∑
i=0

( k∑
j=0

(
k

j

)
(a+ ipn)k−j

∫
a+ipn+pn+mZp

(x− (a+ ipn))j λ
)
.

Comme les termes avec j ≤ r sont nuls, et ceux avec j > r ont une valuation supérieure
ou égale à

(
infr<j≤k(j − r)(n + m)

)
+ vDr,N (λ), et comme cette dernière quantité

tend vers +∞ quand m tend vers +∞, cela permet de montrer que
∫
a+pnZp

xk λ = 0
quels que soient a ∈ Zp, k ≤ N et n ∈ N. On en déduit l’égalité µ = ι(µ̃), ce qui
prouve que ι est surjective et permet de conclure.

4. Autres valuations naturelles sur Dr(Zp, L). — La valuation v′Dr
dont nous avons

muni Dr n’est pas toujours très commode. La prop. II.3.3 ci-dessous permet, suivant
les cas, d’en choisir une plus adaptée, la valuation vDr

étant, en général, la plus
naturelle.

Proposition II.3.3. — (i) Si on définit vDr
(µ), pour µ ∈ Dr(Zp, L) par la formule

vDr
(µ) = inf

n∈N
vLAn

(µ) + rn = inf
a∈Zp, k∈N, n∈N

(
vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)k
µ
)

+ rn
)
,

alors vDr
(µ) est une valuation sur Dr(Zp, L) équivalente à la valuation v′Dr

.
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(ii) Si N ∈ N est ≥ [r], et si on définit vDr,N (µ), pour µ ∈ Dr(Zp, L) par la formule

vDr,N (µ) = inf
a∈Zp, k≤N,n∈N

(
vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)k
µ
)

+ rn
)
,

alors vDr,N (µ) est une valuation sur Dr(Zp, L) équivalente à la valuation vDr
.

(iii) Si N ∈ N est ≥ [r], et si on définit v′Dr,N
(µ), pour µ ∈ Dr(Zp, L) par la

formule

v′Dr,N (µ) = inf
a∈Zp, n∈N

(
vp

( ∫
a+pnZp

(x− a

pn
)N

µ
)

+ rn
)
,

alors v′Dr,N
(µ) est une valuation sur Dr(Zp, L) équivalente à la valuation vDr,N .

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des conséquences du th. II.3.2 et du théorème
de l’image ouverte. Pour démontrer le (iii), constatons que v′Dr,N

(µ) ≥ vDr,N (µ). Par
ailleurs, si k ≤ N , il existe α0,k, . . . , αN,k ∈ Q, tels que xk =

∑N
i=0 αk,i(x − i)N . On

a alors, quels que soient a ∈ Zp et n ∈ N,

(x− a

pn
)k =

N∑
i=0

αk,i
(x− (a+ ipn)

pn
)N
.

On en déduit la minoration vDr,N (µ) ≥ v′Dr,N
(µ) + inf0≤i,k≤N vp(αi,k). Ceci permet

de conclure.

II.4. Opérations sur les distributions

1. Masses de Dirac. — si a ∈ Zp, soit δa la masse de Dirac en a, c’est-à-dire la
mesure qui à φ associe φ(a). Sa transformée d’Amice est (1 + T )a.

Comme les polynômes sont denses dans R+, l’espace vectoriel engendré par les
masses de Dirac (et même celui engendré par les masses de Dirac aux entiers ≥ 0) est
dense dans D(Zp, L) (et dans Dr(Zp, L) muni de la topologie faible, si r ≥ 0).

2. Multiplication par une fonction. — Si µ est une distribution sur Zp et f est une
fonction localement analytique sur Zp, on définit la distribution fµ par la formule∫
Zp
φ (fµ) =

∫
Zp

(fφ)µ. On peut de même multiplier une mesure par une fonc-
tion continue ou, plus généralement, une distribution d’ordre r par une fonction de
classe C r.
• Multiplication par x. On a x ·

(
x
n

)
= ((x− n) + n)

(
x
n

)
= (n+ 1)

(
x
n+1

)
+ n

(
x
n

)
. On

en déduit la formule

Axµ(T ) = ∂Aµ(T ), où ∂ = (1 + T )
d

dT
.

• Multiplication par zx si vp(z − 1) > 0. D’après le lemme II.2.1, si vp(y − 1) > 0,
et si λ est une distribution continue sur Zp, alors

∫
Zp
yxλ(x) = Aλ(y−1). Appliquant

ceci à λ = zxµ, on obtient Aλ(y− 1) = Aµ(yz − 1) quel que soit y ∈ B(0, 0+). On en
déduit la formule

Azxµ(T ) = Aµ((1 + T )z − 1).
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• Division par x. Le résultat n’est bien défini qu’à addition près d’un multiple de la
masse de Dirac en 0. Comme la division par x est l’inverse de la multiplication par x,
la transformée d’Amice de x−1µ est une primitive de (1 + T )−1Aµ(T ), le choix de la
constante d’intégration correspondant à l’indétermination sus-mentionnée.

3. Restriction à un ouvert compact. — C’est la multiplication par la fonction ca-
ractéristique de l’ouvert compact. Si n ∈ N et b ∈ Zp, la fonction caractéristique
de b+ pnZp est x 7→ p−n

∑
η∈µpn

η−bηx. Cela se traduit, au niveau des transformées
d’Amice, par la formule

AResb+pnZp (µ)(T ) = p−n
∑
η∈µpn

η−bAµ((1 + T )η − 1).

Si k ≥ 1 et F ∈ R+, notons ∂−kF une solution G de l’équation différentielle
∂kG = F , ce qui fait que ∂−kF n’est bien déterminé qu’à addition près d’un polynôme
de degré ≤ k − 1 en log(1 + T ).

Proposition II.4.1. — Soient n ∈ N, b ∈ Zp et k ∈ Z. On a alors∫
b+pnZp

xk µ = p−n
∑
η∈µpn

η−b∂kAµ(η − 1),

si k ≥ 0 ou si k ≤ −1 et b /∈ pnZp.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des discussions précédentes.
Si k ≤ −1, l’indépendance du membre de droite par rapport au choix de ∂kAµ suit
de ce que log η = 0 si η ∈ µpn et de ce que

∑
η∈µpn

η−b = 0 si b /∈ pnZp.

4. Dérivée d’une distribution. — Si µ ∈ D(Zp, L), on définit sa dérivée dµ par :∫
Zp

φ(x) dµ =
∫
Zp

φ′(x)µ et donc Adµ(T ) = log(1 + T ) ·Aµ(T ).

On remarquera qu’en p-adique, il n’est en général pas possible de définir la primitive
d’une distribution, car au niveau des transformées d’Amice, cette opération corres-
pondrait à la division par log(1 + T ) qui a une infinité de zéro sur B(0, 0+).

5. Actions de Z∗
p , ϕ et ψ. — Ces actions permettent de faire le lien entre la théorie

des (ϕ,Γ)-modules et celles des distributions.

• Si a ∈ Z∗
p , et si µ ∈ D(Zp, L), on définit σa(µ) ∈∈ D(Zp, L) par :∫

Zp

φ(x)σa(µ) =
∫
Zp

φ(ax)µ, et on a Aσa(µ)(T ) = Aµ((1 + T )a − 1).

• On fait agir ϕ sur une distribution µ par :∫
Zp

φ(x)ϕ(µ) =
∫
Zp

φ(px)µ, et on a Aϕ(µ)(T ) = Aµ((1 + T )p − 1).
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• Si µ est une distribution sur Zp, on note ψ(µ) la distribution sur Zp définie par∫
Zp

φ(x)ψ(µ) =
∫
pZp

φ(p−1x)µ, et on a Aψ(µ) = ψ(Aµ),

où ψ : R+ → R+ est défini par ψ(F )((1 + T )p − 1) = 1
p

∑
ηp=1 F ((1 + T )η − 1).

Les actions de Z∗
p , ϕ et ψ vérifient les relations suivantes :

(a) ψ ◦ ϕ = id ;
(b) ψ ◦ σa = σa ◦ ψ et ϕ ◦ σa = σa ◦ ϕ, si a ∈ Z∗

p .

Par ailleurs, « ψ(µ) = 0 » si et seulement si « µ est à support dans Z∗
p », et

ResZ∗
p
(µ) = (1− ϕ ◦ ψ) · µ.

6. Convolution des distributions. — Si λ et µ sont deux distributions, on définit leur
convolée λ ∗ µ par ∫

Zp

φ λ ∗ µ =
∫
Zp

( ∫
Zp

φ(x+ y) λ(x)
)
µ(y).

En prenant pour φ la fonction x 7→ zx, avec vp(z − 1) > 0, on démontre que l’on a
Aλ∗µ(z) = Aλ(z)Aµ(z) quel que soit z ∈ B(0, 0+), et donc que Aλ∗µ = AλAµ.

Pour donner un sens à l’intégrale double ci-dessus, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme II.4.2. — Si φ ∈ LAh(Zp, L), les dérivées de φ appartiennent à LAh(Zp, L).
De plus, vLAh

(
pnhφ(n)

n!

)
≥ vLAh

(φ) quel que soit n ∈ N et la suite de terme général

vLAh

(
pnhφ(n)

n!

)
tend vers +∞ quand n tend vers +∞.

Démonstration. — Soit S un système de représentants de Zp modulo phZp. Si x0 ∈ S,
alors pnhφ(n)(x)

n! =
∑+∞
k=0

(
n+k
n

)
an+k(φ, x0)(x−x0

ph )k. Comme
(
n+k
n

)
est entier, on en

déduit l’inégalité

vB(x0,h)

(pnhφ(n)

n!
)
≥ inf
k≥n

vp(ak(φ, x0)) ≥ inf
k≥0

vp(ak(φ, x0)) ≥ vB(x0,h)(φ).

On en déduit la minoration voulue, et le fait que la suite de terme général
vLAh

(
pnhφ(n)

n!

)
tend vers +∞ est une conséquence du fait que la suite vp

(
ak(φ, x0)

)
tend vers +∞.

Pour prouver que l’intégrale double définissant λ ∗ µ converge, il suffit d’écrire
φ(x+ y), pour x ∈ x0 + phZp, sous la forme

φ(x+ y) =
+∞∑
n=0

pnhφ(n)(x0 + y)
n!

(
x− x0

ph
)n.
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Comme vp
( ∫

x0+phZp

(
x−x0
ph

)n
λ
)
≥ vLAh

(λ), la série

∑
x0∈S

+∞∑
n=0

( ∫
x0+phZp

(x− x0

ph
)n
λ
)
· p

nhφ(n)(x0 + y)
n!

converge dans LAh(Zp, L) d’après le lemme II.4.2, ce qui permet de conclure.

Proposition II.4.3. — (i) La convolée de deux mesures est une mesure.
(ii) Plus généralement, si λ est d’ordre r et µ d’ordre s, alors λ∗µ est d’ordre r+s.

Démonstration. — C’est, modulo le lemme II.1.1 et la prop. I.4.2, immédiat sur les
transformées d’Amice.

Remarque II.4.4. — La formule Aλ∗µ = AλAµ montre que si δa ∗ µ = µ quel que
soit a ∈ Zp, alors µ = 0. Il n’y a donc pas de distribution continue sur Zp, invariante
par translation ; autrement dit, il n’y a pas de mesure de Haar p-adique.

7. Distributions à support ponctuel. — Si X est un fermé de Zp, une distribution µ

sur Zp est à support dans X, si on a
∫
Zp
φµ = 0 pour tout φ ∈ LA(Zp, L) qui est telle

qu’il existe un ouvert contenant X sur lequel φ est identiquement nulle.

Proposition II.4.5. — Si r ≥ 0, et si a ∈ Zp, une distribution d’ordre r, à support
dans {a} est une combinaison linéaire des dérivées diδa, i ≤ r, de la masse de Dirac
en a.

Démonstration. — On peut se ramener à a = 0 en convolant avec δ−a. Soit alors
µ ∈ Dr(Zp, L) à support dans {0}. On peut écrire µ sous la forme

µ = λ+
[r]∑
i=0

( ∫
Zp

xi

i!
µ
)
· diδ0,

où λ ∈ Dr(Zp, L) vérifie
∫
Zp
xi λ = 0 si 0 ≤ i ≤ r, et on est ramené à prouver que

λ = 0. Comme µ est à support {0}, il en est de même de λ, et comme les 1Zp · xi,
pour 0 ≤ i ≤ r, forment une base d’un supplémentaire, dans LP[0,r](Zp, L), de l’espace
des fonctions identiquement nulles dans un voisinage de 0, on a

∫
Zp
φλ = 0, quel que

soit φ ∈ LP[0,r](Zp, L). La densité (prop. I.5.13) de LP[0,r](Zp, L) dans C r(Zp, L)
permet de conclure.

Proposition II.4.6. — (i) Si (an)n∈N est une suite d’éléments de L telle que la série∑+∞
n=0 anX

n converge sur tout Cp, la série
∑+∞
n=0 and

nδ0 converge dans D(Zp, L) vers
une distribution de support {0}.

(ii) Réciproquement, si µ ∈ D(Zp, L) est une distribution de support {0}, il existe
une suite d’éléments de L telle que la série

∑+∞
n=0 anX

n converge sur tout Cp et telle
que µ =

∑+∞
n=0 and

nδ0.
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Démonstration. — Pour démontrer le (i), il suffit, d’après le théorème de Banach-
Steinaus, de vérifier que

∑+∞
n=0 anφ

(n)(0) converge, pour tout φ ∈ LA(Zp, L), ce qui
est immédiat puisque vp(φ(n)(0)) ≥ vLAh

(φ) + vp(n!) − nh, quel que soit n ∈ N,
si φ ∈ LAh(Zp, L).

Passons au (ii). Soit µ une distribution à support {0}. Si n ∈ N, soit bn =
∫
Zp
xn µ.

Comme µ est supposée à support {0}, on a aussi bn = pnh
∫
Zp

1phZp
(x)( x

ph )n µ, quel
que soit h ∈ N. On en déduit la minoration vp(bn) ≥ nh + vLAh

(µ) quels que soient
n ∈ N et h ∈ N, ce qui montre que la série

∑+∞
n=0

bn

n!X
n converge sur Cp tout entier.

D’après le (i), la série
∑+∞
n=0

bn

n! d
nδ0 converge alors dans D(Zp, L), et la somme λ de

cette série vérifie
∫
Zp
xn λ = bn =

∫
Zp
xn µ, quel que soit n ∈ N. Les polynômes étant

denses dans LA(Zp, L), cela implique µ = λ, ce qui permet de conclure.

II.5. Distributions sur Qp

1. Distributions sur Qp et familles de distributions sur Zp. — Une distribution µ

sur Qp est un élément du dual D(Qp) de l’espace LAc(Qp) des fonctions localement
analytiques à support compact dans Qp. Si µ est une telle distribution, et si n ∈ N,
on note µ(n) l’élément de D(Zp) défini par∫

Zp

φµ(n) =
∫
p−nZp

φ(pnx)µ,

si φ ∈ LA(Zp). Il n’est pas difficile de vérifier que l’on a ψ(µ(n+1)) = µ(n), pour
tout n ∈ N. Réciproquement, si (µn)n∈N est une famille de distributions sur Zp
vérifiant ψ(µn+1) = µn, pour tout n ∈ N, alors il existe une unique distribution µ

sur Qp telle que l’on ait µ(n) = µn, quel que soit n ∈ N : si φ ∈ LAc(Qp) est à support
dans p−nZp, alors

∫
Qp

φ(x)µ =
∫
Zp
φ(p−nx)µn, la relation ψ(µn+1) = µn permettant

de montrer que
∫
Zp
φ(p−nx)µn ne dépend pas du choix de n tel que φ soit à support

dans p−nZp.

On définit la transformée d’Amice Aµ de µ par la formule Aµ = (A (n)
µ )n∈N, où

l’on a noté A
(n)
µ la transformée d’Amice de µ(n).

Proposition II.5.1. — L’application µ 7→ Aµ, associant sa transformée d’Amice
à une distribution sur Qp, induit une bijection de D(Qp) sur l’ensemble des suites
F = (F (n))n∈N d’éléments de R+ vérifiant ψ(F (n+1)) = F (n), pour tout n ∈ N.

Démonstration. — C’est une simple traduction du résultat correspondant sur Zp.

2. Action du sous-groupe mirabolique de GL2(Qp). — On munit D(Qp) d’une action
de P (Qp) = {

(
a b

0 1

)
, a ∈ Q∗

p , b ∈ Qp} en posant∫
Qp

φ(x)
(

a b

0 1

)
? µ =

∫
Qp

φ(ax+ b)µ.
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Si n ∈ N est tel que pna ∈ Zp et pnb ∈ Zp, et si φ est une fonction à support dans Zp,
on a ∫

p−nZp

φ(pnx)
(

a b

0 1

)
? µ =

∫
p−n−vp(a)Zp

φ(pnax+ pnb)µ,

ce qui, appliqué à φ(x) = (1 + T )x, nous donne

A
(n)(
a b

0 1

)
?µ

(T ) = (1+T )p
nbA (n+vp(a))

µ ((1+T )p
−vp(a)a−1), si n ≥ sup(−vp(a),−vp(b)).

On remarquera que, si µ ∈ D(Qp), et si n ∈ Z, alors µ(n) est aussi donné par la
formule

µ(n) =
(

pn 0

0 1

)
? (Resp−nZp

µ) = ResZp
(
(

pn 0

0 1

)
? µ).

Proposition II.5.2. — Si µ est une distribution sur Qp, si b ∈ Qp et si m ∈ Z,
alors quel que soit n ∈ N tel que bpn ∈ Zp et n+m ∈ N, on a

pm
∫
−b+pmZp

(x+ b)j µ = p−(j+1)n
∑

η∈µpn+m

∂j((1 + T )bp
n

A (n)
µ (T ))|T=η−1 .

Démonstration. — On a

pm
∫
−b+pmZp

(x+ b)j µ =p−(j+1)npn+m

∫
−bpn+pm+nZp

(x+ pnb)j µ(n)

=p−(j+1)npn+m

∫
pm+nZp

xj µ(n) ∗ δbpn

=p−(j+1)n
∑

η∈µpn+m

∂j((1 + T )bp
n

A (n)
µ (T ))|T=η−1 .

3. Distributions tempérées sur Qp. — Une distribution µ sur Qp est d’ordre r si µ(n)

est d’ordre r quel que soit n ∈ N ; elle est globalement d’ordre r si elle est d’ordre r et
s’il existe Cr(µ) ∈ R telle que, quel que soit n ∈ N, on ait vDr

(µ(n)) ≥ nr+Cr(µ). On
note Dr(Qp) l’espace des distributions globalement d’ordre r sur Qp que l’on munit
de la valuation vDr(Qp) définie par

vDr(Qp)(µ) = inf
n∈N

vDr
(µ(n))− nr,

ce qui en fait un espace de Banach. On a aussi

vDr(Qp)(µ) = inf
a∈Qp, n∈Z, i∈N

(
vp

( ∫
a+pnZp

(x− a)i µ
)
− (i− r)n

)
On en déduit la formule

vDr(Qp)(
(

pm 0

0 1

)
? µ) = vDr(Qp)(µ) +mr quel que soit m ∈ Z.
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4. Vecteurs propres pour l’action de ψ. — La théorie d’Iwasawa fournit des distri-
butions sur Zp, qui sont vecteurs propres de l’opérateur ψ. La proposition suivante
montre que ces distributions s’étendent naturellement en des distributions sur Qp.

Proposition II.5.3. — Soit α ∈ L∗ avec vp(α) ≥ 0. Si µ ∈ D(Zp) vérifie l’équation
fonctionnelle ψ(µ) = α−1µ, il existe une unique distribution µ̃ sur Qp dont la restric-
tion à Zp est µ et qui vérifie l’équation fonctionnelle

(
p 0

0 1

)
? µ̃ = αµ̃. De plus, si µ

est d’ordre vp(α), alors µ̃ est globalement d’ordre vp(α).

Démonstration. — Commençons par constater que, si µ̃ est une distribution sur Qp

dont la restriction à Zp est nulle et qui vérifie
(

p 0

0 1

)
? µ̃ = αµ̃, alors

Resp−nZp
µ̃ =

(
p−n−1 0

0 1

)
? ResZp(

(
pn+1 0

0 1

)
? µ̃)) = αn+1

(
p−n−1 0

0 1

)
? ResZp µ̃ = 0,

ce qui implique que µ̃ est identiquement nulle. On en déduit l’unicité d’une distribution
µ̃ vérifiant les conditions de la proposition. Passons à son existence.

Si n ∈ N, soit µn = αnµ. Comme ψ(µn+1) = µn, il existe une unique distribution µ̃
sur Qp telle que l’on ait µ̃(n) = µn quel que soit n ∈ N. Par construction, la restriction
de µ̃ à Zp est µ0 = µ, et on a, quel que soit n ∈ N,

Resp−nZp
(
(

p 0

0 1

)
?µ̃− αµ̃) =

(
p−n 0

0 1

)
? ResZp(

(
pn 0

0 1

)
? (

(
p 0

0 1

)
? µ̃− αµ̃))

=
(

p−n 0

0 1

)
? (µ̃(n+1) − αµ̃(n)) =

(
p−n 0

0 1

)
? (αn+1µ− αn+1µ) = 0.

Ceci prouve que
(

p 0

0 1

)
? µ̃ − αµ̃ est identiquement nulle et donc que µ̃ vérifie les

conditions demandées.
Enfin, si µ est d’ordre r = vp(α), alors vDr (µ̃

(n))− nr = vDr (α
nµ)− nr = vDr (µ),

ce qui prouve que µ̃ est globalement d’ordre r sur Qp.

II.6. Distributions sur P1(Qp)

1. Conditions de croissance à l’infini. — Soit D(a, n) = a+pnZp, si a ∈ Qp et n ∈ Z,
et soit D(∞, n) = {x, vp(x) ≤ −n}, si n ∈ Z.

On note T̂ (L) l’ensemble des caractères continus de Q∗
p dans L∗. Si δ ∈ T̂ (L), on

note LA(P1(Qp)(δ)) l’espace des fonctions φ localement analytiques sur Qp telles que
δ(x)φ(1/x) se prolonge en une fonction analytique sur Qp. Si φ ∈ LA(P1(Qp)(δ)), on
dit que φ a un pôle d’ordre < r (resp. d’ordre ≤ r) en l’infini, si δ(x)φ(1/x) a un zéro
d’ordre > r − vp(δ(p)) (resp. d’ordre ≥ r − vp(δ(p))) en 0.

On note D(P1(Qp)(δ)) le dual de LA(P1(Qp)(δ)). Si µ ∈ D(P1(Qp)(δ)), on note
µ1 la restriction de µ à Zp et µ2 la distribution sur Zp définie par∫

Zp

φ(x)µ2 =
∫
D(∞,0)

δ(x)φ(1/x) µ.
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On note aussi ιδ l’involution de D(Z∗
p) définie par∫

Z∗
p

φ(x) ιδ(µ) =
∫
Z∗

p

δ(x)φ(1/x) µ.

On a alors ResZ∗
p
(µ2) = ιδ(ResZ∗

p
(µ1)), et réciproquement, si on part de deux distribu-

tions µ1, µ2 sur Zp dont les restrictions à Z∗
p vérifient la condition ci-dessus, alors on

peut recoller µ1 et µ2 en un élément de D(P1(Qp)(δ)). Par contre, il n’est en général
pas possible d’étendre une distribution sur Qp en un élément de D(P1(Qp)(δ)) ; il y
a une condition de croissance à l’infini.

On dit que µ ∈ D(P1(Qp)(δ)) est d’ordre ≤ r si les distributions µ1 et µ2 ci-dessus
appartiennent à Dr(Zp). On note Dr(P1(Qp)(δ)) l’ensemble des éléments d’ordre ≤ r

de D(P1(Qp)(δ)), et on munit Dr(P1(Qp)(δ)) de la valuation vDr(P1(Qp)) définie par

vDr(P1(Qp))(µ) = inf(vDr
(µ1), vDr

(µ2))

qui en fait un espace de Banach. On peut aussi voir Dr(P1(Qp)(δ)) comme le dual
de l’espace C r(P1(Qp)(δ)) des fonctions φ de classe C r sur Qp telles que δ(x)φ(1/x)
se prolonge par continuité en une fonction de classe C r sur Qp.

2. Estimées préliminaires. — Les estimées de ce no serviront au no suivant pour pro-
longer à P1(Qp) des distributions sur Qp.

Lemme II.6.1. — Si δ ∈ T̂ (L), si i ∈ N, si a ∈ Q∗
p , si n ≥ 1 + vp(a) et si

m ≥ sup(n, n(δ) + vp(a)), alors 1D(a,n)(x)δ(x)(logL x)i ∈ LAm(Qp) et

vLAm
(1D(a,n)(x)δ(x)(logL x)i) ≥ vp(a)vp(δ(p)) + i inf(0, vp(L )).

Démonstration. — On se ramène à a = 1 en faisant le changement de variable x = ay,
auquel cas le résultat s’obtient en revenant à la définition de n(δ) et en développant.

Lemme II.6.2. — Si µ ∈ Dr(Qp), si δ ∈ T̂ (L), et si L ∈ L, il existe une constante
C(r, i, δ,L ) ∈ R telle que, si n ∈ Z et i ∈ Z, alors

vp

( ∫
p−nZ∗

p

δ(x)(logL x)i µ
)
≥ (r − vp(δ(p)))n+ vDr

(µ) + C(r, i, δ,L ).

Démonstration. — On a∫
p−nZ∗

p

δ(x)(logL x)i µ =
∫
Z∗

p

δ(p−nx)(logL (p−nx))i
(

pn 0

0 1

)
? µ

= δ(p)−n
∫
Z∗

p

δ(x)(logL x− nL )i
(

pn 0

0 1

)
? µ.

On en déduit la minoration

vp

( ∫
p−nZ∗

p

δ(x)(logL x)i µ
)
≥ −n vp(δ(p)) + vDr

(
(

pn 0

0 1

)
? µ)

+vLAn(δ)(1Z∗
p
· δ(x)(logL x− nL )i)− n(δ)r,
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et le résultat suit, avec C(r, i, δ,L ) = −n(δ)r+ i inf(0, vp(L )), du lemme II.6.1 et de
ce que vDr

(
(

pn 0

0 1

)
? µ) = vDr

(µ) + nr, en écrivant 1Z∗
p

sous la forme
∑p−1
a=1 1D(a,1).

Lemme II.6.3. — Soient r ≥ 0 et µ ∈ Dr(Qp).
(i) Si i < r est un entier naturel, alors limn→+∞

∫
D(0,−n)

xi µ = 0.
(ii) Si φ ∈ LA(P1(Qp)(δ)) a un pôle d’ordre < r en ∞ et si k ∈ N, la suite de

terme général
∫
D(0,−n)−D(0,0)

(logL x)kφµ admet une limite
∫
Qp

φµ quand n→ +∞.

Démonstration. — Si i ∈ N, on a vp(
∫
D(0,−n)

xiµ) ≥ vDr
(µ) + (i − r)(−n) qui tend

vers l’infini quand n tend vers +∞ si i < r, ce qui démontre le (i).
Pour prouver le (ii), il s’agit de vérifier que, si

∑
i<r−vp(δ(p)) aix

i converge
sur D(∞, n0) et donc, si vp(ai)− in0 → +∞ quand i→ −∞, alors la série double∑

n≥n0+1

∑
i<r−vp(δ(p))

ai

∫
p−nZ∗

p

xiδ(x)(logL x)k µ

converge. Or, d’après le lemme II.6.2 (appliqué au caractère xiδ), on a

vp(ai
∫
p−nZ∗

p

xiδ(x)(logL x)k µ) ≥ vp(ai) + (r − vp(δ(p))− i)n+ C

= vp(ai)− in0 + (r − vp(δ(p))− i)(n− n0) + C ′,

avec C,C ′ ∈ R. Ceci permet de conclure car vp(ai)− in0 + (r− vp(δ(p))− i)(n− n0)
tend vers +∞ si i < r − vp(δ(p)) tend vers −∞ ou si n tend vers +∞.

3. Prolongement à P1(Qp) de distributions sur Qp. — Soit r ≥ 0, et soit δ ∈ T̂ (L)
vérifiant vp(δ(p)) = 2r. Notre but est de montrer qu’alors tout élément de Dr(Qp) se
prolonge naturellement en un élément de Dr(P1(Qp)(δ)). De manière précise, nous
allons prouver le résultat suivant.

Proposition II.6.4. — Si µ ∈ Dr(Qp), et si µδ ∈ D(P1(Qp)(δ)) est la distribution
définie par
•

∫
P1(Qp)

φµδ = limn→+∞
∫
D(0,−n)

φµ si φ a un pôle d’ordre < r en ∞,
•

∫
D(∞,0)

δ(x)xi µδ = 0 si r − vp(δ(p)) ≤ i ≤ 0,
alors µδ est d’ordre r.

Démonstration. — Pour calculer l’ordre de µδ, il s’agit de calculer celui de la distri-
bution µ′ sur Zp définie par∫

Zp

φ(x)µ′ =
∫
D(∞,0)

δ(x)φ(1/x)µδ,

et pour ce faire, il s’agit de minorer vp(
∫
D(a,n)

(x−apn )iµ′), pour a ∈ Zp, n ∈ N et i ∈ N.
Il y a deux cas.
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• n > vp(a). Dans ce cas, on a
∫
D(a,n)

(x−apn )iµ′ =
∫
Qp

φa,n,i µ, avec

φa,n,i(x) = 1D(a−1,n−2vp(a))(x) · δ(x)x−i
(1− ax

pn
)i
.

Si m = sup(n−2vp(a), n(δ)−vp(a)), on a φa,n,i ∈ LAm(Qp), et écrivant ( 1−ax
pn )i sous

la forme pi(m−n)ai(x−a
−1

pm )i, on obtient, en utilisant le lemme II.6.1 pour le caractère
x−iδ, la minoration

vLAm(φa,n,i) ≥ (i−vp(δ(p)))vp(a)+ ivp(a)+ i(m−n) = −2rvp(a)− i(m−n+2vp(a)).

On en déduit la minoration

vp

( ∫
D(a,n)

(
x− a

pn
)iµ′

)
≥vDr(Qp)(µ) + vLAm

(φa,n,i)− rm

=vDr(Qp)(µ) + (i− r)(2vp(a) +m)− in.

Comme 2vp(a) +m ≥ n avec égalité si n ≥ vp(a) + n(δ), on obtient finalement

vp

( ∫
D(a,n)

(
x− a

pn
)iµ′

)
≥ vDr(Qp)(µ)− rn si i ≥ r (ou si n ≥ vp(a) + n(δ)).

• n ≤ vp(a). On a alors D(a, n) = D(0, n) et donc∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ′ =

∫
D(∞,n)

δ(x)x−i
(1− ax

pn
)i
µδ =

i∑
j=0

(
i

j

)(−a
pn

)j ∫
D(∞,n)

δ(x)x−j µδ.

On en déduit la minoration

vp

( ∫
D(a,n)

(
x− a

pn
)iµ′

)
≥ inf

0≤j≤i
vp

( ∫
D(∞,n)

δ(x)x−j µδ
)
.

Par ailleurs, on a (avec les conventions évidentes si n ≤ 0)∫
D(∞,n)

x−jδ(x)µδ =


∑+∞
i=n+1

∫
p−iZ∗

p
x−jδ(x)µ si j > vp(δ(p))− r = r,∑n

i=1

∫
p−iZ∗

p
x−jδ(x)µ si j ≤ vp(δ(p))− r = r.

Ceci permet, en utilisant le lemme II.6.2, de minorer vp(
∫
D(∞,n)

x−jδ(x)µδ) par{
(j − r)n+ vDr

(µ) + C(r, δ) si j > r,

(j − r)(n− 1) + vDr
(µ) + C(r, δ) si j ≤ r.

Comme n ≥ 0 puisque µ′ est à support dans Zp, on obtient finalement la minoration

vp

( ∫
D(a,n)

(
x− a

pn
)iµ′

)
≥ vDr (µ)− rn+ C(r, δ).

Les deux minorations ci-dessus montrent que µ′ est d’ordre r et qu’il existe C ′(r, δ)
tel que vDr

(µ′) ≥ vDr
(µ) + C ′(r, δ), ce que l’on cherchait à démontrer.
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4. Restriction à Qp de distributions sur P1(Qp). — On suppose encore que l’on a
vp(δ(p)) = 2r. On note ν[i]

δ (resp. ν[i]
0 ) l’élément de D(P1(Qp)(δ)) défini par∫

P1(Qp)

φ ν
[i]
δ =

1
i!
di

dxi
(δ(x)φ(1/x))|x=0

(
resp.

∫
P1(Qp)

φ ν
[i]
0 =

1
i!
di

dxi
(φ(x))|x=0

)
.

C’est une distribution dont le support est réduit à ∞ (resp. 0).
D’après la prop I.6.3, on a xi ∈ C r(P1(Qp)(δ)) si i < vp(δ(p))− r = r. L’intégrale∫

P1(Qp)
xiµ est donc bien définie si i < r et µ ∈ Dr(P1(Qp)(δ)). Soit

τ≥r : Dr(P1(Qp)(δ)) → Dr(P1(Qp)(δ))

µ 7→ µ−
∑

0≤i<r

( ∫
P1(Qp)

xiµ
)
ν

[i]
0 .

Remarque II.6.5. — (i) τ≥r est la projection de Dr(P1(Qp)(δ)) sur le sous-espace
des µ vérifiant

∫
P1(Qp)

xiµ = 0 si 0 ≤ i < r, parallèlement à ⊕0≤i<rL · ν[i]
0 .

(ii) Si µ ∈ Dr(Qp) et si µδ ∈ Dr(P1(Qp)(δ)) est la distribution définie au
lemme II.6.3, alors τ≥r(µδ) = µδ.

Proposition II.6.6. — Si r ≥ 0, l’application

ResQp
◦ τ≥r : D(P1(Qp)(δ)) → D(Qp)

induit une suite exacte

0 →
(
⊕0≤i<r L · ν[i]

0

)
⊕

(
⊕0≤i≤r L · ν[i]

δ

)
→ Dr(P1(Qp)(δ)) → Dr(Qp) → 0

de L-banach.

Démonstration. — Comme d’habitude, si µ ∈ Dr(P1(Qp)(δ)), on note µ1 la restriction
de µ à Zp et µ2 la distribution sur Zp définie par

∫
Zp
φ(x)µ2 =

∫
D(∞,0)

δ(x)φ(1/x),
ce qui fait de µ1 et µ2 des éléments de Dr(Zp). La condition ResQp

(µ) = 0 est alors
équivalente à ce que µ2 soit à support 0 et la formule

ker(ResQp
◦ τ≥r) =

(
⊕0≤i<r L · ν[i]

0

)
⊕

(
⊕0≤i≤r L · ν[i]

δ

)
est une traduction du (i) de la remarque II.6.5 et du fait qu’une distribution sur Zp,
d’ordre r, et à support 0, est une combinaison linéaire des ν[i]

0 , pour i ≤ r.
La surjectivité de ResQp

◦ τ≥r est une conséquence de la prop II.6.4 et du (ii)
de la remarque II.6.5. Pour conclure, il s’agit donc de montrer, d’une part, que, si
µ ∈ Dr(P1(Qp)(δ)) vérifie

∫
P1(Qp)

xiµ = 0 si 0 ≤ i < r, alors ResQp(µ) ∈ Dr(Qp), et,
d’autre part, que µ 7→ ResQp

(µ) est continue. Pour ce faire, on est amené à étudier
les intégrales

∫
D(a,n)

(
x−a
pn

)i
µ, pour i ∈ N, a ∈ Qp et n ∈ Z.

• Si a ∈ Zp et n ≥ 0 (i.e. si D(a, n) ⊂ Zp), on a

vp

( ∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ
)

= vp

( ∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ1

)
≥ vDr

(µ1)− rn.



FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE 45

• Si a /∈ Zp et n > vp(a) (i.e. si D(a, n) ∩ Zp = ∅), on a∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ =

∫
Zp

φa,n,i µ2,

où φa,n,i est la fonction qui a été introduite au cours de la démonstration de la
prop. II.6.4. On en déduit, comme dans cette démonstration, la minoration

vp

( ∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ
)
≥ vDr

(µ2)− rn si i ≥ n (ou si n ≥ vp(a) + n(δ)).

• Si a = 0, n < 0 et i < r, on a, grâce à l’hypothèse
∫
P1(Qp)

xiµ = 0 si i < r,∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ = −p−ni

∫
Qp−p−nZp

x−iδ(x)µ2 = −p−ni
+∞∑
k=0

∫
p−n−kZ∗

p

x−iδ(x)µ2.

On en déduit la minoration vp
( ∫

D(a,n)

(
x−a
pn

)i
µ
)
≥ vDr (µ2)−rn+C(r, δ), en utilisant

le lemme II.6.2.
• Si a = 0, n < 0 et i ≥ r, on a alors,∫

D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ =

∫
pnZp

(p−nx)iµ

= pj
∫
pn+1Zp

(p−n−1x)jµ+
p−1∑
b=1

∫
pnb+pn+1Zp

i∑
j=0

(
i

j

)
bi−jpj

(x− pnb

pn+1

)j
µ.

Or, on a déjà constaté que vp
( ∫

pnb+pn+1Zp

(
x−pnb
pn+1

)j
µ
)
≥ vDr

(µ2) − (n + 1)r. On en
déduit que

vp

( ∫
pnZp

(p−nx)iµ
)
≥ inf

(
i+ vp

( ∫
pn+1Zp

(p−n−1x)iµ
)
, vDr

(µ2)− (n+ 1)r
)
,

et une récurrence descendante immédiate (utilisant i ≥ r) montre que l’on a

vp

( ∫
pnZp

(p−nx)iµ
)
≥ vDr (µ2)− (n+ 1)r

quel que soit n < 0.
• Si a /∈ Zp et n ≤ vp(a) (i.e. si D(a, n) ∩ Zp 6= ∅ et D(a, n) 6⊂ Zp), alors on a

D(a, n) = D(0, n) et∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ =

i∑
j=0

(
i

j

)
(p−na)i−j

∫
pnZp

(p−nx)jµ,

ce qui permet d’utiliser les deux minorations précédentes pour obtenir

vp

( ∫
D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ
)
≥ vDr

(µ2)− (n+ 1)r.



46 PIERRE COLMEZ

Les minorations précédentes montrent que ResQp
µ ∈ Dr(Qp) et qu’il existe C ∈ R

tel que

vDr(Qp)(ResQp(µ)) ≥ inf(vDr (µ1), vDr (µ2)) + C = vDr(P1(Qp))(µ) + C,

ce qui permet de conclure.
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