LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Q) :
VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES

par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous déterminons les vecteurs localement analytiques des représenta-
tions de la série principale unitaire de GL2(Qp)

Abstract. — We identify the locally analytic vectors of representations from the
unitary principal series of GL2(Qp)
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Introduction

0.1. Notations

Soit p un nombre premier. On fixe une cléture algébrique Qp de Qp, et on note
Yq, = Gal(Q,/Q,) le groupe de Galois absolu de Q, et Wq, C ¥9q, son groupe
de Weil (qui est dense dans ¥Yq, ). Si g € Wgq,, on note deg(g) € Z I'entier défini
par g(z) = 2" s x € F,. Soit x : 9q, — Z, le caractére cyclotomique. Si
Foo = Qp(py=), alors Hq, = kery = Gal(Qp/Foo), ce qui permet de voir x aussi
comme un isomorphisme de I' = 9q, /Hq, = Gal(F./Q,) sur Z ; on note a — 0,
son inverse.

On fixe une extension finie L de Q,, et on note &1 I'anneau de ses entiers. Soit

é\(L) I'ensemble des caracteres continus ¢ : Qj — L*. La notation est justifiée par

—

le fait que .7 (L) est ensemble des points L-rationnels d’une variété analytique 7.
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On note juste z € J(L) le caractére induit par I'inclusion de Q,, dans L, et |z| le

caractére envoyant z € Qj sur pr®) Si§ e ﬁL), on note w(d) son poids, défini

par w(d) = 7101%)2(;‘)7

L’abélianisé Wg‘; de Wq, est isomorphe & Qj d’aprés la théorie locale du corps de

ol u € Zy n’est pas une racine de 'unité.

—~

classes, ce qui permet de voir un élément de 7 (L) aussi comme un caractére continu

de Wq,. De maniére explicite, si g € Wq, et 6 € J (L), alors §(g) est défini par la
formule

5(g) = 8(p)~ 29 5(x(g)).

Si § est unitaire (i.e. si § est & valeurs dans 07), alors J§ se prolonge par continuité a
“q,, ce qui permet aussi de voir 6 comme un caractére de 9q,, et w(d) est alors le
poids de Hodge-Tate généralisé de 0. Par exemple z|z|, qui est unitaire, correspond
au caractére cyclotomique x ; son poids est 1 et il sera noté y dans D'article.

On note :

e G le groupe GL2(Q,),

Q; Q
.B:(OPQS

o« Z={(2?), acQ}} le centre de G,
o P = (Qo; le) le mirabolique,

) le borel supérieur,

o N = (} ) 'unipotent supérieur,
0

S
o T=(7y Q:
e PT C P le semi-groupe (Zf’_o{o} Zr),
e AT = AN Pt le semi-groupe (ZP_O{O} %) que I'on décompose sous la forme
AT = & x A% avec &T = (P(I: (1)) et AY = (Zo; (1)) (si » > 1, on note A™ le sous-
142p"Z,, 0 0
groupe( b Pl)deA),

e w la matrice (9}).

) le tore maximal déployé, et A = (Cé; (1)) son sous-groupe,

0.2. La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL»(Q,)

On dispose [14] & présent d’une correspondance V' +— II(V) associant & une L-
représentation V' de ¥q,, de dimension 2, une représentation unitaire admissible de
G = GL2(Q,). Cette correspondance satisfait aux espoirs de Breuil [5] dans le cas
potentiellement semi-stable (en particulier, elle encode la correspondance locale clas-
sique).

e Si V' est absolument irréductible, il en est de méme de II(V) (et méme de la
restriction de II(V') & B);

o si V= = L(01) @ L(d2), alors II(V)* = B(d1,02) @ B(d2,d1)™, ou la représen-
tation B(d;,d3_;) est I'induite continue de B & G du caractére unitaire d3_; ® §;x !
de B [défini par (65 ® 6;x 1) (& 5) = d3-i(a)d;(d)(d|d])~*].

La construction de la correspondance V' — II(V) s’appuie sur ’équivalence de
catégories Rep;¥q, = ®I'*'(&) de Fontaine [20] entre représentations de ¥q, et
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(¢, T)-modules étales, et ses raffinements [9, 22] ®I'*%(&) = dI*t(&1) = dI*t(R),
ou # désigne 'anneau de Robba (i.e. 'ensemble des fonctions analytiques f sur une
couronne 0 < v,(T) < r(f), ot r(f) > 0 dépend de f), &7 désigne I’ensemble des
éléments bornés de Z et & est le complété de &7 pour la valuation p-adique. Si
V € Rep.9q,, on dispose donc de (p,I')-modules D € ®I*Y(&), Dt € ®I°(&7) et
Dyig € ®I'°(%) (le module DT est le moins intéressant, mais c’est lui qui permet de
passer de D & D, et vice-versa car D = & ® g+ D et Dyig = Z Qg+ D).

Si V est de dimension 2, on construit des faisceaux G-équivariants sur P! = P1(Q,)
dont les sections globales D X P!, DT X P! et D,;, X P! fournissent une description
de la représentation II(V') et de ses vecteurs localement analytiques TI(V)®" : on a
des suites exactes de G-espaces vectoriels topologiques

0—-TI(V)*®wp - DRP! - TI(V) — 0,
0 — (TI(V)™)* ® wp — Dyig M P — IL(V)™™ — 0,

oll wp désigne le caractére Y~ !detV de Qp vu comme caractere de G en composant
avec le déterminant (le module DT X P! permet de passer de D K P! & Dy, K P,
mais n’a pas vraiment d’intérét en lui-méme). Le caractére central de TI(V) est wp ;
c’est donc le déterminant de V & multiplication prés par linverse xy~! du caractére
cyclotomique.

Dans cet article, on s’intéresse de plus prés a la représentation II(V)?". En
particulier, on calcule son module de Jacquet ou plutot son dual J*(II(V)*") =
HO(N, (TI(V)2)*) (1l s’agit donc du module de Jacquet naif, qui controle les mor-
phismes vers la série principale, et pas de celui d’Emerton [18] qui controle les
morphismes depuis la série principale). Cela nous permet de répondre a des questions
de Breuil et Emerton concernant les vecteurs localement analytiques des représenta-
tions de la série principale unitaire qui correspondent [13, 2, 28] aux représentations
triangulines | ce qui signifie [10] que le (¢, I')-module D, est triangulable c’est-a-dire
est une extension de deux (¢,I')-modules de rang 1 sur & (non étales si V est
irréductible)]. On peut aussi obtenir ces représentations de la série principale unitaire
par complétion de certaines induites analytiques de caractéres (non unitaires) du
borel ; cette description joue d’ailleurs un grand role dans la théorie (au moins pour le
moment) : c’est grace & elle que I’on peut vérifier que le module DX P! se décompose
sous la forme ci-dessus dans le cas de la série principale unitaire, le cas général s’en
déduisant par prolongement analytique.

Comme on s’intéresse aux vecteurs localement analytiques, il est commode de
changer un peu de point de vue et de privilégier le module D,;;. On part donc de
A € PT°(Z), de rang 2 ; on note V(A) (ou souvent, simplement V) la représentation
de Yq, qui lui correspond, et on note IT(A) la représentation TI(V(A))** de telle
sorte que la suite exacte ci-dessus devient :

O—>H(A)*®wA—>A@P1—>H(A)—>O.
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On note aussi A% le sous-&T-module des éléments de A d’ordre 0 et Al le &-module
& @t AV (si A = Dy, alors Al = DF et Al?) = D). On a alors le résultat suivant.

Théoreme 0.1. — J*(II(A)) est non nul si et seulement si A est triangulable.

Autrement dit, J*(II(A)) est non nul si et seulement si II(A[?) est de la série
principale unitaire. Si A est triangulable, on peut décrire explicitement le module
J*(II(A)) et en déduire la structure de la représentation II(A), mais cela va demander
d’introduire un certain nombre de no(ta)tions.

0.3. (¢,I)-modules triangulables de rang 2. — La classification des (p,T')-
modules triangulables de rang 2 se rameéne a celle des (¢, I')-modules de rang 1 et de
leurs extensions, ce qui fait ’objet d’'une bonne partie de [10] et [8].

Side 9\([/), on note Z(0) le (¢,T') module obtenu en multipliant ’action de ¢
sur Z par d(p) et celle de o, € T par §(a). On note souvent un élément de Z(0)
sous la forme x ® §, avec x € Z; les actions de ¢ et o, sont alors données par
o(z®3d) = (0(p)p(z)) ®d et o,(x®0) = (d(a)oa(z)) ®J. Le module Z(5) admet une
base canonique sur Z, a savoir 1 ® J, qui est propre sous les actions de ¢ et I' pour
le caractére 9.

On a alors le résultat suivant [10, th. 0.2].

Proposition 0.2. — (i) Si D est un (¢,T')-module de rang 1 sur %, il existe un
unique 6 € L/?\(L) tel que D = Z(0).

(i) Si 91,02 € ?(L), alors Ext' (%(52), #(6,)) est un L-espace vectoriel de dimen-
sion 1 sauf si 51551 est de la forme x™%, avec i entier > 0, ou de la forme |x|2?, avec
i entier > 1; dans ces deus cas, Ext'(%(02), %#(01)) est de dimension 2 et ’espace

projectif associé est naturellement isomorphe ¢ P1(L).

o~

On note . Pensemble des (d1,d2,.Z), ou (61,d2) est un élément de 7 (L) X
fﬁ\(L) et £ € Proj(Ext*(%(52),#(51))), cet espace étant identifié & PO(L) = {oo}
(resp. P1(L)) si Ext'(#(62), #(61)) est de dimension 1 (resp. 2). Si s = (61, d2,.Z), on
note A(s) le (¢,T')-module extension de Z(d2) par Z#(01) déterminé, & isomorphisme
prés, par .Z. On a donc une suite exacte de (¢, ')-modules

0— Z(61) = A(s) — Z(52) — 0.
On note % le sous-ensemble de . constitué des s vérifiant les conditions

vp(01(p)) +vp(d2(p)) =0 et v, (01(p)) > 0.
Si s € (L), on associe a s les invariants u(s) € Q4 et w(s) € L définis par
u(s) = vp(01(p)) = —vp(d2(p)) et w(s) =w(d1) — w(d2).
On partitionne .7 sous la forme .7, = Z8 [[ /IS [[ 75 [ 72 [[ 2, ou

e .7.% est ensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier > 1;
o .7 est Pensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ = oo;
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o .75 est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ # oo}
o 7™ est I'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) = w(s);
o .72 est ’ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) > w(s).

Enfin, on pose %y = L8 [[ 78 [ 75F, et on note .71 (resp. .7IR) 'ensemble
des s € Fip; tels que w(s) € Z—{0} (resp. w(s) € N—{0}). Alors /IR = 7t [ .7cris
et .ZHT est la réunion disjointe de .ZIR et de #HT N .7 qui est I'image de /7!
par Papplication (81,82,.Z) — (z=*®)6y, 29)6,, £) (on a d’ailleurs .2 = oo dans
cette situation).

Le résultat suivant |10, th. 0.5] rassemble les principales propriétés de A(s).

Proposition 0.3. — Soit s € .&.

(i) A(s) € ®T°Y(R) et est irréductible si et seulement si s € Sy (si s € S22, alors
A(s) n’est pas étale et si s € ., alors A(s) est étale mais pas irréductible).

(ii) Si s = (01,02,.Z) et s’ = (81,04, L") sont deuz éléments distincts de Sy, alors
A(s) 2 A(s') si et seulement si s,s' € S et §) = 2§y, 8 = z7w)§,.

Remarque 0.4. — L’application s = (0;,02,00) — s = (x%() 5y, 272§, 00) est
une involution de .#%. Les points fixes de cette involution sont dits exceptionnels;
ce sont les s tels que w(s) € N — {0} et §; = 2(%)4,.

Si s € A, on note V(s) la L-représentation de %q, qui lui est associée. Cette
représentation est trianguline par construction ; réciproquement, si V' est trianguline,
de dimension 2, et irréductible, alors il existe s € F,, tel que V = V(s). Le résultat
suivant [10, th. 0.8] donne une bonne idée du genre de propriétés de V(s) que I'on
peut lire sur s.

Proposition 0.5. — Soit s € L.

(i) Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(d1) et w(ds).

(if) Si w(d1) € Z (i.e. si 01 est localement algébrique), alors

o V(s) est cristabéline (i.e. devient cristalline sur une extension abélienne de Q,)
si et seulement si s € S,

o V(s) est la tordue d’une représentation semi-stable (non cristalline) par un ca-
ractére d’ordre fini si et seulement si s € 75,

e V(s) est de Hodge-Tate si et seulement si s € ST et elle est de Rham si et

seulement si s € S IR,

0.4. La série principale localement analytique. — Remarquons que J*(IT) est
stable par B; c’est donc un B-module sur lequel N agit trivialement. Le th. 0.6 ci-

dessous décrit ce module dans le cas de TI(A(s)). Si n1,m2 € J (L), on note 11 & 12
le caractére de B défini par

(m ®@n2)(§ ) = m(a)nz(d).
Si s € Sy, on note J*(s) le B-module J*(II(A(s))).
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Théoréme 0.6. — Soit s € Sy

(i) Sis € 0% — (NS0T ou sis € S5, alors J*(s) 207 @05 x.

(i) Si s € 728N ST alors J*(s) = (67 @05 x) @ (267 @ =G5 y).

(iil) Si s € .7, alors J*(s) = (07 @05 'x) @ (2=, ' @av )5 ) sauf si s est
exceptionnel ot ces deux caractéres sont égauz et J*(s) = (67 @051 x) ® ((1) ”P(‘;/d)).

Si 5 est un caractére localement analytique de B, on note Ind*'n l’induite lo-
calement analytique de B & G de 7. Si Il est une représentation localement ana-
lytique de G, et si u € J*(II) est un vecteur propre pour l'action de B pour le
caractére n (i.e. g- u=mn(g) p, si g € B), alors v — by, OU &, : G — L est définie par
by (9) = (1, g-v), est un morphisme G-équivariant de II dans Ind*"'n. On peut utiliser
cette propriété et le th. 0.6 pour décrire complétement la représentation II(A(s)).

Sin,me € f?\(L), on note B*(ny,n2) la représentation localement analytique
Ind® (n; ® mx~') de G. On remarque que, dans tous les cas, ;' ® &, 'x est un
caractére de B apparaissant comme sous-module de J(s); il existe donc un mor-
phisme G-équivariant ps, non identiquement nul, de TI(A(s)) dans B?*"(d9,d1). On
a alors le résultat suivant, ot 'on a noté J5 le caractére x 1010, 1 (on dit que s est
générique si 65 ¢ {z*, k € N} et spécial dans le cas contraire, ce qui inclut le cas
s € ..

Théoréme 0.7. — Si s = (01,02,L) € S, alors ps est une surjection. De plus :
(i) Si s est générique, le noyau de ps est isomorphe & B*(d1,02) ; on a donc une
suite exacte 0 — B*(61,d2) — II(A(s)) — B*(d3,01) — 0.
(ii) Si s est spécial, alors B*(d1,02) contient une sous-représentation W (d1,02) de
dimension k + 1. Si St™ (01, 02) est le quotient de B* (61, d2) par W (01,02), on a un
isomorphisme naturel

Ext(%(52), 2(51)) = Ext*(W (61, 62), St* (61, 62)),

et une suite exacte 0 — Eo — II(A(s)) — B*(02,61) — 0, o Eg est lextension de
W (61, d2) par St** (01, 02) correspondant G l'extension de Z(02) par Z#(01) déterminée
par £ .

Remarque 0.8. — (i) D’aprés [24], on a dimy, Ext'(B*"(6y,61), B*(61,082)) = 1, si
8s ¢ {z¥, k € N}. Il en résulte que II(A(s)) est 'unique extension non triviale de
Ban((SQ, 51) par Ban((51, 52)

(i) Si 0, = 2%, avec k € N, alors Ext! (%(d2), (1)) est naturellement isomorphe
a Hom(Qy, L). L’extension de W (d1,d2) par St*(d1,02) correspondant & un élément
non nul ¢ de Hom(Qy, L) est celle considérée par Breuil [5, 6].

(iii) Dans tous les cas, la représentation unitaire II(V(s)) (dont II(A(s)) est ’en-
semble des vecteurs localement analytiques) est la complétion universelle unitaire de

Ker ps (c’est la conjonction de résultats éparpillés dans la littérature, a savoir [2] pour
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le cas s € .7 non exceptionnel, [28] pour le cas exceptionnel, [5, 6] pour le cas
s € .75 et (19, th. 5.3.7] (qui s’appuie sur [13]) pour le reste).

(iv) Le théoréme a aussi été démontré par Liu, Xie et Zhang [27]. Le point clé des
deux démonstrations est le méme, & savoir un dévissage du module A(s) XP? sous la
forme d’une suite exacte de G-modules

0— Z(6,) RP" - A(s) K P — 2(5,) RP! — 0,

la projection de A(s) X P! sur Z(d2) X P! donnant naissance & I'application p, ci-
dessus. Les deux(!) stratégies pour aboutir a ce résultat sont par contre complétement
orthogonales. Celle de Liu, Xie et Zhang utilise la description de II(V(s)) comme
complétion universelle pour identifier un sous-module de II(A(s)) et, par dualité, un
quotient de II(A(s))*. La notre utilise la détermination du module de Jacquet dual
pour montrer que B*"(dy,d1) est un quotient de TI(A(s)); elle est indépendante(?)
de [2, B, 6, 13] et permet en [ait d’en retrouver certains résultats.

(v) Le théoréme répond a des questions de Breuil et Emerton (cf. [5, conj. 4.4.1]
et [18, conj. 6.7.3 et 6.7.7]). Dans les cas s € .7 et .72% N AT on peut utili-
ser lautre vecteur propre de J*(s) pour obtenir des renseignements supplémentaires
sur TI(A(s)). Dans le cas s € .78, cela permet de démontrer (cf. prop. 4.14) une
conjecture de Breuil [2, conj. 5.3.7 et 5.4.4] (cf. [25] pour une autre démonstration) .

Une analyse des composantes de Jordan-Holder de TI(A(s)) couplée avec des ré-
sultats d’Emerton [17] permet de déterminer les vecteurs localement algébriques de
II(A(s)), et donc de retrouver le résultat [14, th. VI.6.50] selon lequel la correspon-
dance locale p-adique encode la classique dans le cas de la série principale unitaire.

On note TI(A(s))*8 I’ensemble des vecteurs localement algébriques de TI(A(s))
pour laction de SLo(Q,) [si le caractére central §102x ' est localement algé-
brique, alors TI(A(s))*® I'ensemble des vecteurs localement algébriques de TI(A(s))].
Si k € N, on note Sym” la représentation algébrique de @, puissance symétrique
k-iéme de la représentation standard de G C GLy(L) sur L?; si ) est un caractére
localement constant de B, on note Ind"**®y 'induite lisse de B 4 G de 1.

Théoréme 0.9. — Soit s = (61,02,.%) € FLirr.
(i) TI(A(s))¥8 #£ 0 si et seulement si s € SR,
(i) Si s € .75, alors TI(A(s))*28 = St ® Sym“ )~ @ 6, et est irréductible.
(iii) Si s € L2, alors

II(A(s))"8 = (Ind"™*(|2]d,2' " @ |2] 1)) ® Sym” ! @ 6,

(D Dospinescu [16] a trouvé une démonstration directe de la stabilité du sous-module %2 (51) X P!
par G, ce qui fournit une troisiéme maniére d’aboutir au résultat.

(2)Pas totalement car Pexistence de la correspondance de Langlands locale p-adique se démontre par
prolongement analytique & partir du cas de la série principale unitaire...
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et est irréductible, sauf si 55 = x5~ ou si 5, = |z| 221 ququel cas TI(A(s))¥®
est une extension de Sym™®) ™' @ 85 par St @ Sym® ! @ 4.

0.5. Céoukonfaikoi

Cet article contient quatre chapitres de natures assez distinctes et un appendice
complétant la premiére partie.

e Le premier chapitre est consacré & une nouvelle démonstration de la prop. 0.2.
Cette démonstration reprend les techniques d’analyse fonctionnelle p-adique déja uti-
lisées par Chenevier [8] pour une version en famille. Nous dévissons la situation com-
plétement de maniére & obtenir une description des extensions de Z(d2) par Z(01)
la mieux adaptée possible & la description des vecteurs localement analytiques des
représentations de la série principale. Nous avons aussi un peu modifié le point de vue
en remplacant le complexe 0 — D — D @& D — D — 0 habituel par la cohomologie
du semi-groupe AT et sa décomposition issue de la suite spectrale de Hochshild-Serre
déduite de la suite exacte 1 — & — AT — A° — 1. (I’appendice contient un cer-
tain nombre de sorites sur ce sujet ; en particulier des formules explicites (lemme A.2)
concernant la dualité.) C’est relativement cosmétique comme modification, mais cela
a 'avantage de mettre sur le méme plan les cas p = 2 et p # 2; cela supprime aussi
des problémes de normalisation induits par le choix d’un générateur de Zy.

e Le second chapitre regroupe des résultats de [30] concernant la série principale
analytique. Ils sont complétés par la détermination des extensions de W(d1,d2) par
St* (81, d2).

e Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude du module A K {0} = Nypeng™(A),
si A est un (p,I')-module étale sur Z. Ceci est crucial pour la détermination® du
module de Jacquet dual J*(II(A)) de II(A), si A est de dimension 2. Notons que
létude de D™ = Npeng™(D), si D € PI°Y(&), joue un grand role dans [12].

e Dans le dernier chapitre, on utilise les résultats du troisiéme pour déterminer
le module de Jacquet dual de II(A), puis on utilise ce que I'on obtient pour dévis-
ser le module A(s) X P!. Enfin, on utilise les résultats du second pour décrire le
module II(A(s)).

0.6. Remerciements

Cet article a pour origine une question que m’a posée Matthew Emerton pendant
I'Ecole d’été de 2008. Je le remercie de me I’avoir mentionnée. Je remercie le pro-
gramme CEFIPRA d’avoir financé le séjour au Tata Institute en juillet-aott 2010 au
cours duquel une premiére version de cet article a été terminée. Je remercie aussi
les universités UCLA et UC Berkeley (et 'Institut Miller qui a financé le séjour a

(8) Dospinescu [16] a remarqué que 1’on pouvait aussi utiliser 1’action infinitésimale [15] de N au lieu
de ¢ pour calculer J*(II(A)).
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Berkeley) pour leur hospitalité en janvier-février et a 'automne 2011; des parties
conséquentes de cet article y ont été écrites.

1. Cohomologie de Z(9)

Ce chapitre est consacré a la démonstration d’une version renforcée (th. 1.38) du
(ii) de la prop. 0.2 qui décrit 'espace Ext'(Z(d2),%(61)) des extensions de Z(dz)
par #(d1), si 1,02 sont des caracteres de Qp. Cette démonstration repose sur le
dévissage 0 — 2(Z,) — #Z — LA(Z,) @ x~' — 0 de Z fourni par le dictionnaire
d’analyse fonctionnelle p-adique (n° 1.2), et sur U'interprétation de Ext*(%(82), Z(61))
en terme de cohomologie du semi-groupe AT que I'on dévisse en utilisant la suite
spectrale de Hochschild-Serre (n° 1.3).

1.1. L’anneau de Robba %. — Soit ({yn)n>0 un systéme compatible de racines
p"-iémes de I'unité (i.e. (ﬁnH =(m, 1 =1et (,#1;si p=2, onpart de g =—1
au lieu de ¢; = 1). Sin € N, on note F,, le corps Q,((pn) (et donc Fy = Q,), et on
pose L, = L QqQ, F,.

Sin > 1, on pose 7, = v,({pn — 1) = W (si p=2, on pose r, = 5), et on
note &1%7»] Ianneau des fonctions L-analytiques sur la couronne C,, = {z€C,, 0<
vp(2) < 7y} que l'on voit comme un sous-ensemble des séries de Laurent Y, ., apT"
A coefficients dans L. Alors &107»] est un anneau de Fréchet-Stein (tout idéal fermé
est principal), la topologie de Fréchet étant définie par la famille de valuations plrern]
pour b > n, avec, si f =, 5 arT",

plrosrn] — rbgvi}(lf)ﬁrn vp(f(2)) = min (%Ielg(vp(ak) + k), ]irelg(vp(ak) + rnk)).
On définit Panneau de Robba Z comme la réunion des &/%"] pour n > 1; on le munit
de la topologie de la limite inductive. On note Z* l'intersection de Z et L[[T]] (c’est
lanneau des fonctions L-analytiques sur le disque unité {z, v,(z) > 0}).

On munit anneau & d’un frobenius ¢ : c’est un endomorphisme de L-algébres,
continu, envoyant 7" sur (1 +7)? — 1. On munit aussi #Z d’une action continue de T,
respectant les structures de L-algébres, o, envoyant T sur (1 + 7)* — 1. Les actions
de ¢ et ' commutent entre elles.

On dispose d’un inverse & gauche ¢ de ¢, défini par 1[1(Zf;01(1 +T)oo(fi)) = fo-
Cet inverse commute a ', et on a ¥(fp(g9)) = gv(f), pour tous f,g. En particulier,

k bk ok by, (1+1)%7" 2 si b€ przy,
V(1 +T)0"(2)) = " ((1+1T)°) _{O bz,

On note 0 lopérateur (1 +T)%. On a oy = ppod, oy = p tpod et
doo,=a0,00,siacZy.
Soit t = log(1+T). C’est un élément de Z+ vérifiant Ot = 1, p(t) = pt, ¥(t) = p~ 't

et 04(t) = at si a € Z3. On note L{{t}} le sous-anneau de Z* des Y . ant",
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otl (an)nen est une suite d’éléments de L telle que ) anz”

z € C,; ce sous-anneau est stable par 0, ¢, 1 et I.
Sin > 1, on note ¢, U'injection de &£1°7»] dans L, [[t]] envoyant f sur f((pnet/P" —1).
Alors ¢, commute a ', et on a tp11 09 =ty et 10 =Trg . /k, ©lntr-
Sif=>czanT™ €, on pose réso(fdTl) =a_;.

converge pour tout

Proposition 1.1. — Si f € Z, on a :
o 1és (cra(f)l‘i—TT) = a " lrésg (fl‘i—TT), pour tout a € Zy,
° réso(go(f)li—TT) = réso(w(f)l‘i—TT) = réso(fli—TT),
. réso(ﬁf%) = réso(df) =0.

Démonstration. — Pour les deux premiers points, cf. [12, prop. 1.2.2]; le dernier est
immédiat.

1.2. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique

1.2.1. Quelques faisceauz P -équivariants sur Z,. — On note LA(Z,) l'espace des
fonctions localement analytiques sur Z,, a valeurs dans L, et 2(Z,) le dual topologique
de LA(Z,); c’est l’espace des distributions sur Z, & valeurs dans L.

Sipe P(Zy), on définit sa transformée d’Amice A,, par la formule

aur) = [ aeryn= X () (2) w2l

Si f € #, on définit ¢y : Z, — L par la formule
or () = reso((L+T) " f(T) 157)-

Proposition 1.2. — (i) p— A, (T) induit un isomorphisme 2(Z,) = Z*.

(i) Le sous-anneau L{{t}} de ZT est I'image de lespace des distributions & sup-
port {0} par p— A,.

(iii) f — ¢ induit un isomorphisme X%+ = LA(Zy).

(iv) On a fz,, drp=r1és0(0_1(f)A, li—TT) sifeR etye DLy).

Démonstration. — C’est une combinaison du th. 1.1.4 de [14] et de la prop. 11.4.6
de [11], & ceci prés que l'on a changé le signe de = dans la définition de ¢;.

Soit P le semi-groupe (Z,,B{O} Z»). On munit % d’une action de PT en posant
(Peb) - F=(0+T)¢ 00u(f), sikeN,acZyetbeZ,

On munit LA(Z,) et 2(Z,) d’actions de P* en posant :

e k .
((pgaif)'¢)($):{¢( T2 ) €b+pZy, /Z (b(poai)).’u/:/z d(pFaz+b) p.

bS]

0 siz¢b+prZ,, .
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Si § € 7(L), on peut voir § comme un caractére de P+ en posant 5(at) =é(a).
Si M est un PT-module, on note M ®  le PT module M avec action de Pt tordue
par 0. (Le PT-module Z @ § est en général noté Z(9).)

Proposition 1.3. — Les applications p — A, et f — ¢y induisent la suite exacte
suivante de Pt -modules topologiques :

0— 2(Z,) - % — LA(Z,) ®x ' — 0.

Démonstration. — La Pt-équivariance est une conséquence des calculs suivants qui
utilisent & plein la prop. 1.1 (remarquons que x~'(a) = a~ ' sia € Z% et x 7' (p) = 1) :

Jasry ey = |

P

(4T = (1) oou( [ (14T)" )

P ZP

¢(Pka b)z(x) =1réso((p 5 )(poa b)z 125) = réso (oa((1+T) "/ *0F(2)) 142)

0 1
= a_lréso(zb ((1+T)(b @)/a k( ) i itT )
- (flréso((l +T)(bfx)/p “ 7TT) Hpa d)z( ) size b—|—ka,,,
0 siz €b+phZ,.

Si U est un ouvert compact de Z,, on note 1y sa fonction caractéristique. On
peut décomposer U comme une réunion disjointe finie [], ;i + p"Z,, et on définit
Resy sur #Z par la formule Resy = Ziel Res;ypnz,, oi I'on a posé Res;pnz, =
(§1)opm om0 (§ 7). (Ceci ne dépend pas du choix de la décomposition [12,
§ II1.1].) On note #Z X U I'image de Resy.

La restriction Resy, les opérateurs v, 0, et la multiplication par t s’interprétent
aussi simplement en termes du dictionnaire.

Proposition 1.4. — (1) Si f € Z, ona :
® Oy (@) = (¥(95))(2), avee (Y(9))(x) = d(pz),
® OResy f = Resyoy, avec Resyp = 1y ¢,
® pof(z) =zds(2),
o Oip(z) = =P ().

(ii) Si 2(Z,), on a :

o w<A ) Aw(u)’ an fz ¢¢ ) fpz ¢(%) p et donce (8 ?)w<u) = ReSpr,u;
d ReSUA,u = AResU/u avec pr ¢ Resyp = fU dp= fzp 1ugp,
o 0A, = Ay,
o Sipe PZ,), alors tA, = Aq,, ot fzp ¢pdp = fzp ¢ (x) .

Démonstration. — Pour le (ii), voir [11, § IL4]. En ce qui concerne le (i), on a :
o dyple) = réso((L + I)7"0(f) 1%7) = réso(((L + T)"*f) 197)
véso ((1+T) 77" f 145) = ¢¢(px).
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by () (x/p") six € prZ,,
v . " = (Resyz, 9)(@).
0 sixz ¢ p"Zy,

Ceci démontre le résultat si U = p"Z,,. Le cas U = i+ p"Z, s’en déduit, grace & la

i ¢Respnzpf( ) ¢tp ¢n(f( )

prop. 1.3, en conjuguant par (§ 1), et le cas général par linéarité.
o dof(x) =reso((A((L+T)"f) +x(1+T)""f) {5) = zp5(x).
o Oi5(x) = réso((l +7T)~ ””tfH_T) d“ires()((l +7)~ ””fH_T) = f¢>’f(x).

Remarque 1.5. — Il ressort de la prop. 1.4 que U — Z XU est un faisceau sur Z,,
équivariant pour I’action de P (agissant sur Z, par (&%) -z = az +b), et que la
suite exacte de la prop. 1.3 est une suite exacte de faisceaux Pt-équivariants sur Z,,.

Ezercice 1.6. — (i) Montrer que ¢(z) = 12233_1 sif=-1 log (T) (calculer Of).

(ii) On rajoute & # un élément logT vérifiant ¢(log T) plogT + log :ﬁp ,

Y(logT) = Il)logT et dlogT = 1+ 7. Vérifier que la formule diogr = 1z, 27!
est compatible avec le (i) et les formules de la prop. 1.4.

1.2.2. Dualité. — On définit un accouplement { , } sur Z(§) x Z(xd~ ') par la
formule

{f®bg®x0~'} =18s0(0_1(f)g lciTT)

Proposition 1.7. — L’accouplement { , } identifie Z(5) au dual topologique de
R(x0~'). De plus, si z € Z(0) et 2/ € Z(x6 1), alors :
o {g-2,9-72'} ={z,2'} pour tout g € PT,
o {9(2), 2"} = {z,0(2)} et {z,9()} = {¢(2), 2},
e {Resyz, 2’} = {Resyz,Resyz'} = {2z, Resyz’} pour tout ouvert compact U de Z,,,
e {0z,2'} = {2,072}, ot l'on a posé O(f @n) = (0f) @n sin € é\(L)
o {tz,2/} = —{z,t}.

Démonstration. — Pour I'identification avec le dual et les deux premiers points, cf. [12,
prop. I11.2.3] et [14, § 1.1]. La propriété d’adjonction de Resy pour U quelconque suit
du cas particulier U = ¢ + p"Z,, ot 'on a Resy = ( ’) optoyYmo ( i), pour
lequel on peut appliquer le premier point puis deux fois le second puis de nouveau le
premier; la formule {Resyz, 2’} = {Resyz, Resyz’} suit de la propriété d’adjonction
et de ce que Resy est un projecteur [ Resy (Resy(z)) = Resy(2) ].

Le quatriéme point suit de ce que doo_1 = —g_10d et (0f) g+ f(dg) = d(fg),
ce qui fait que 'on a,siz=f®det 2/ =g® x5 1,

—{02,2"} +{2,02'} = rés (0(0-1(f)g) ﬁ) =0.
Enfin, le cinquiéme est immédiat sur la formule définissant { , } si on remarque

que o_1(t) = —t.

Remarque 1.8. — L’accouplement { , } est nul sur Z1(8§) x Z+(x6~1). Il induit
donc un accouplement sur Z+(8) x (Z/%Z*)(x67 1) 2 (2(Z,) ®6) x (LA(Z,) @671).
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Le (iv) de la prop. 1.2 montre que l’accouplement ainsi obtenu est l’accouplement
naturel donné par 'intégration. Nous laissons au lecteur le plaisir d’expliciter ce que
deviennent les formules de la prop. 1.7 quand on les traduit en termes d’intégration
sur Zp.

1.2.8. Le théoréeme d’Amice. — Terminons ce § par une démonstration du théoréme
d’Amice (cor. 1.11) par dualité. Si h € N, soit PDj, le sous-&-module de L[[T]] des
Y oneN a"T"/[ﬁ]!, ou les a,, appartiennent & O7y,.

Lemme 1.9. — PDy, est le sous-Op[[T]]-module de PDy engendré par @h(ﬁﬁo).

3 h n
Démonstration. — Comme o"(T) — " € pO1[[T]], la matrice exprimant les £ (T)

en termes des T2 est triangulaire supérieure, a coefficients dans O [[T]], avec des 1
sur la dlagonale. Le résultat s’en déduit.

Si h € N, on note LA (Z,) Pensemble des ¢ : Z, — L, analytiques sur a + p”’Zp
pour tout a € Z,, et on note LAY la boule unité de LA,(Z,) :ona ¢ € LAY si et
seulement si, pour tout a € Z, (il suffit de le vérifier pour a décrivant un systéme de
représentants modulo p"), la fonctlon z — p(a+ptz) est de la forme 3% o ', avec
«a; € Oy, pour tout ¢ et a; — 0 quand ¢ — +oc.

Proposition 1.10. — Si f = anl an T, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) vp(a,) > fup([ﬁ]!) et vp(an,) — vp([ﬁ]!) — 400 quand n — +0o.

(ii) z — {2z, f} s’étend en une forme linéaire continue de PDy, dans O7y,.

(iii) ¢; € LAY.

Démonstration. — L’équivalence entre (i) et (ii) est immédiate. Dans le cas h = 0,
I'équivalence entre (i) et (iii) vient de ce que la matrice des n!(?) en fonction des z"
est triangulaire supérieure, & coeflicients dans Z,, avec des 1 sur la diagonale. Dans
le cas général, le lemme 1.9 implique que (ii) équivaut & z — {(1+ T)l h(z),fl e oL
et donc & ce que z — {z,9"((1 +T)~f)} € Or, pour tout z € PDy et tout i € Z,.
Or le cas h = 0 montre que ceci équivaut a ce que ¢yn((14+7)-i5) € LA, pour tout
i € Zyp, et comme Qyn(4y-if)(T) = ¢ (phx + i), cela équivaut & ¢y € LA}. Ceci
permet de conclure.

Corollaire 1.11. — Les [I:—H'(fl), pour n € N, forment une base orthonormale de
LAy (Zy).
Démonstration. — C’est une traduction de 1’équivalence entre les (i) et (iii) de la

prop. 1.10.
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1.3. Extensions de (p,T')-modules et cohomologie de A™

On s’intéresse aux (¢, I')-modules extensions de #(d2) par Z(61). Le calcul du
groupe Ext!(2(82), #(61)) = Ext' (%, %(9)), avec § = 65 161, a été effectué dans [10];
ces résultats ont été complétés par Liu [26] et repris par Chenevier [8] en utilisant le
dictionnaire d’analyse p-adique pour dévisser le module #(9). Dans ce qui suit, nous
poussons la méthode de Chenevier un peu plus loin, ce qui nous permet de donner
une description plus précise du groupe Ext'(%(82),%(51)), description qui nous sera
utile pour déterminer les vecteurs localement analytiques dans le cas spécial.

Pour ce faire, remarquons qu’'un (¢, T')-module est un A*-module, ot AT est le
sous-semi-groupe (ZPB{O} (1)) de P*t, et qu’on a un isomorphisme Ext' (%2, Z(5)) =
HY(AY,2(5)) : si D est une extension de #Z par Z(9), et si e € D est un relévement
de 1 € Z, alors g — (g — 1) - e est un l-cocycle sur AT qui est un cobord si et
seulement si I'extension est scindée. Le calcul de H'(A*, %(6)) se fait en utilisant la
suite exacte 0 — 2(Z,) ® § — Z(6) — LA(Z,) @ x "' — 0 de AT-modules et les
résultats suivants pour lesquels nous renvoyons 4 ’appendice A.

Ona AT = &+ x A%, ot &+ est le semi-groupe (1’; ?) et A° le groupe (ZO; (1)) On
note ¢ = (‘O’ (1)) le générateur de @ et oy, si a € Zjy, I'élément (8 (1)) Tout élément
g de AT s’écrit alors, de maniére unique, sous la forme gpk(g)aa(g) = aa(g)gpk(g), avec
k(g) € N et a(g) € Z}. Enfin, on peut décomposer A° sous la forme A x A', ou A
est un groupe fini et A! est un groupe topologiquement isomorphe & Z, et dont on
note o, un générateur (alors u est un générateur de 1 + 2pZ,).

Si M est un L-espace vectoriel topologique muni d’une action continue de A™, la
suite spectrale de Hochschild-Serre nous fournit des isomorphismes

HO(AY, M) = HO(A°, HO(®*, M) et H2(A*, M) = H'(A°, H'(&*, M),
et une suite exacte
0— HY(A°, HO(®T M) — HY (AT, M) — H°(A°, H(®+, M)) — 0.

De plus, H' (A%, My) = HY(A, H (A, My)), si My = H?(®*, M) et j = 0,1. Comme
HO(®*, M) et H'(®+, M) s’identifient respectivement au noyau et conoyau de ¢ — 1
agissant sur M, et HY(A', My) et H'(A', My) & ceux de o, — 1 agissant sur My, cela
donne une description parfaitement concréte des groupes H*(A*, M).

Par ailleurs, si M et M™ sont en dualité, M™ est muni d’actions des semi-groupes
opposés @~ = YN et A~ de ® et AT, et on a le méme dévissage de HI(A~, M*)
que ci-dessus en remplacant AT, ®+T M par A=, d~, M*.

Proposition 1.12. — On suppose que :

e (p—1)-M et (¢ —1) - M* sont fermés dans M et M*,

e (0, — 1) My est fermé dans My, si My est un des modules H’(®+ M), pour
j=0,1, et H(®~, M*), pour j =0, 1.
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Alors on a des identifications naturelles :
HI(A=,M*) = H* T (AT, M)* et HY (AT, M)= H*9(A~,M*)*, pourj=0,1,2.
1.4. Cohomologie de & et ®~. — Soit § € ?(L) On a déja expliqué comment
voir § comme un caractére de AT C PT; on peut aussi le voir comme un caractére

de A~ en posant §(¢)"0,) = §(p)~"d(a). Le dual du AT-module M ® § est alors le
A~ -module M* @ §~1.

1.4.1. Les groupes H'(®*,LA(Z,) ® §) et H(®*, 2(Z,) ® 6 '). — La proposition
suivante détermine la structure de H(X, M), comme A° module, si X = &+, &~ et
M = LA(Zy) ® 6 ou M = Z(Z,) ® d (si n est un caractére de Zy, on note L(n)
le L-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel o, € A° agit par multiplication par

n(a)). On a bien évidemment H*(X, M) =0, si i # 0, 1.

Proposition 1.13. — Les images de ¢ — 1 et ¢ — 1 sont fermées dans LA(Z,) ® 6
et 9(Z,) @571, De plus :
(i) HY(®T,LA(Z,) ®6) =0 et HY(®~,2(Z,) @67 1) = 0.
(i) Si é(p) ¢ {p*, i € N}, alors
e HY(®+,9(Z,) ® 67 ') = HY(®+,9(Z,) ®671) =0,
e H'(®1,LA(Z,) ® §) = LA(Zy) ®6 et HY(®,2(Z,)® 6 ') = P(Zy) @ 51,
e HY(®~,LA(Z,) ® 6) = H'(®~,LA(Z,) ® §) = 0.
(iii) Si d(p) = p?, avec i € N, alors
e HY(®T, 9(Z,) @ 6~ 1) 2 HY(®T,2(Z,) @6~ ') = L(z'6 1),

(
(

0— L(z7'6) — LA(Z}) ® 6 — H'(®",LA(Z,) ® 6) — L(z7'6) — 0
(267" — HY®,2(Zp) @6 ") — (L3 ®5 ' — L") — 0
(

o HO(®~,LA(Z,) ® 8) = H'(®~,LA(Z,) ® 6) = L(z~5).

Démonstration. — H°(®+, M ®6) et H°(®~, M ® §) sont les noyaux de d(p)p — 1 et
5(p)~1y — 1 agissant sur M, et HY(®T, M ®6) et H(®~, M ® ) sont les conoyaux
de §(p)p — 1 et §(p) 11 — 1 agissant sur M. La proposition est donc la combinaison
des lemmes 1.16, 1.18, 1.19 et 1.20 ci-dessous.

Remarque 1.14. — (i) Dans le cas §(p) = p, avec i € N, le sous-espace L(z~%J) de
LA(Z})®0 est la droite engendrée par 1z z', Vapplication de H'(®*,LA(Z,)®4) dans
L(2715) est celle qui envoie le cocyle g — ¢, sur ¢4 (0). Le sous-espace L(z16~1) de
H(®~, 2(Z,)®0~") est la droite engendrée par d'Dirg, 'application de Z(Z%) @6~
dans L(z'671) est p— [,. 2.
P

(ii) Les modules LA(Z,) ® 6 et 2(Z,) ® 6~ ' sont duaux 'un de autre. Comme

les images de ¢ — 1 et ¢ — 1 sont fermées, on sait a priori que H’(®* LA(Z,) ® J)
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et H'=I(®F,2(Z,) ® §~') sont duaux l'un de lautre. Cela peut se vérifier sur la
description qu’en donne la proposition.

1.4.2. Un peu de topologie. — Dans tous les énoncés qui suivent, « isomorphisme »
signifie « isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques ». Grace au théoréme de
I'image ouverte pour les banach et les fréchets, il suffit en général de vérifier 1a bijecti-
vité (la continuité est le plus souvent claire) pour prouver qu'un morphisme L-linéaire
est un isomorphisme.

Lemme 1.15. — (i) Soit E un L-espace vectoriel topologique. Si X est un sous-
espace fermé, de codimension finie, de E, alors tout sous-espace de E qui contient X
est fermé dans E.

(ii) Si E est un L-banach (ou, plus généralement, un L-fréchet), et siu: E — E
est continue, alors Im(u) est fermée dans E si elle est de codimension finie.

Démonstration. — Le (i) suit juste de ce que E/X est séparé (puisque X est fermé)
et de dimension finie, et donc tout sous-espace de F/X est fermé.

Pour démontrer le (ii), on choisit un supplémentaire F' de Im(u) dans E. L’hypo-
thése implique que F est de dimension finie et donc est un banach (ou un fréchet si
Pon préfere). L’application id®u : F @ E — E est surjective, et si on note G le noyau
de u, elle induit un isomorphisme de F' & E/G = F ¢ Im(u) sur F, ce qui permet de
conclure puisque Im(u) est fermée dans F' @ Im(u).

1.4.8. Actions de ¢ et ¢ sur LA(Z,)

Lemme 1.16. — Soit a € L*.
(i) Sia¢ {p~ ie N}, alors 1 —arp: LA(Z,) — LA(Z,) est un isomorphisme.
(i) Si v =p~*, avec i € N, le noyau de 1 — ap : LA(Z,) — LA(Z,) est L -1z '
et 1 — ayp induit un isomorphisme de {¢ € LA(Z,), ¢(V(0) = 0} sur lui-méme.

Démonstration. — Si ¢ est dans le noyau de 1 — at), c’est que ¢(x) = ag(px), pour
tout x. Alors ¢(z) = a"¢(p"z), pour tout z, ce qui montre que ¢ est analytique
sur Z, tout entier, et que si ¢p(z) = 3,5, aix’ sur Z,, alors 3% a;(1 — ap’)z’ est
identiquement nul sur Z,. Ceci impliqu:e que a;(1 — ap’) = 0, pour tout i; on en
déduit que le noyau est nul si a ¢ {p~%, i € N}, et que c’est L -1z 2%, si a = p~*
avec ¢ € N.

Maintenant, soit ¢ € LA(Z,), et soit k € N tel que k + v,(a) > 0. On peut
écrire ¢ sous la forme Zi:ol a;x' + ¢, oll ¢, a un zéro d’ordre > k en zéro. La série
S angy(px) converge dans LA(Z,) et la somme g vérifie (1 — av)) - g = ¢y, Par
ailleurs, si p'a # 1, on a (1 — az/))(lfqu,alszi) = 1z,2". 1l s’ensuit que 1 — o) est
surjectif si a ¢ {p~", i € N} et que ¢ est dans l'image de 1 — o) si et seulement si
a; =0 si a = p~% On en déduit le résultat.

%

Lemme 1.17 — Soit o € L*.
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(i) Si a ¢ {p', i € N}, il existe u : LA(Z,) — LA(Z,), linéaire continu, tel que
uo (1 — ) soit Uidentité sur LA(Z,).

(ii) Si o = p', aveci € N, il existe u : LA(Z,) — LA(Z,), linéaire continu, tel que
Uimage de uo (1 — ap) — 1 soit contenue dans L -1z, z".

Démonstration. — Soit k tel que k — v,(a) > 0. Si ¢ € LA (resp. ¢ € LA vérifie
¢ (0), si a = p’, avec i € N), on peut écrire ¢, de maniére unique, sous la forme
25;3 a;(1 — o)1z, @' + ¢i, ol ¢, a un zéro d’ordre k en 0 (avec a; = 0 si a = p').
La série — ), o "™ (¢r) converge dans LA(Z,), ce qui permet de définir v par la
formule u(¢) = Zf é ajlz,x’' =3, a”"Y"(¢x). Pour vérifier que uo(1—ayp) vérifie
les propriétés désirées, il suflit alors de prouver que uo (1 —ay) - f = f si f a un zéro
d’ordre au moins k car le résultat est évident pour un polynéme de degré < k—1. Or,
dans ce cas, ¢ = (1 —agp)f a un zéro d’ordre au moins k en 0, et donc ¢ = ¢. Comme
(1— ap)f(2) = f(z) — alyz, /(2), et done v"((1 - ag)f)(x) = S(p"a) — af ("~ 1a)
si n > 1, on obtient :

Zoz "( Y—af(p Z(X "f(p g;)—Za_"f(p”x):f(x).

n>1 n>0 n>1

On en déduit le résultat.

Lemme 1.18. — Soit a € L*. Alors 1 — ap : LA(Z,,) — LA(Z,) est injectif et son
image est fermée.

De plus :

e sia ¢ {p', i € N}, alors LA(Z) est un supplémentaire de (1— cup)LA(Z,) dans
LA(Z,).

e Siav=p', aveci € N, alors LA(Z%) N (1 — ap)LA(Z,) est la droite L - IZ;xi et
LA(Zy) + (1 — ap)LA(Z,) est lorthogonal de d'Dirg.

Démonstration. — Si ¢ est dans le noyau de 1 — agp, on a ¢ = a™p"(¢), pour tout n.
Par suite ¢ est & support dans p"Z, pour tout n, et donc est identiquement nulle par
continuité en 0. D’ou 'injectivité de 1 — avp.

Que I'image de 1 — ayp soit fermée résulte du lemme précédent (si (1 — ap)d, tend
vers une limite, il en est de méme de u((1 — ap)d,) = ¢, ; si a = p’, cet argument
montre que 'image de {¢, ¢(?(0) = 0} est fermée, et comme elle est de codimension 1
dans (1 — ap)LA(Z,), cela prouve que (1 — ap)LA(Z,) est aussi fermé).

Si (1— )¢ est & support dans Zy, on a ¢((1 —ap)p) = 0, et donc (1) —a)-¢ = 0.
D’apreés le lemme 1.16, cela implique que ¢ = 0 sauf si @ = p* ou cela implique que
pel- 1zpa?i.

Par ailleurs, si ¢ € An(p"Z,) (et vérifie (V) (0) = 0 dans le cas a = p’), on peut
écrire ¢ sous la forme Y% a;1,nz,27 (avec a; = 0 si o = p') et alors la fonction
¢ —(1—ap)( jog a5 1pnz, @) est identiquement nulle sur p"**Z,. 1l sensuit
que P'on peut écrire tout élément ¢ de LA(Z,) ( vérifiant ¢(V(0) = 0 dans le cas
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a = p'), sous la forme ¢ + (1 — ap)pa, avec ¢; nulle dans un voisinage de 0 et donc
de la forme Zﬁ;o $1,n, avec @1, & support dans p"Zy. On peut alors écrire ¢y,
sous la forme "™ (¢1.,) = ((1 — ap) — 1)""(a" ¢y ), et un développement de
((1 — agp) — 1)™ exprime ¢7 ,, comme la somme d’un élément de (1 — ap)LA(Z,) et
de ¢"(a™'¢1,n) qui est & support dans Z.

On en déduit le résultat.

1.4.4. Actions de ¢ et ¢ sur D(Z,)
Lemme 1.19. — Soit a € L*.

(i) Sia¢ {p~ i€ N}, alors 1 —ap: D(Z,) — D(Z,) est un isomorphisme.

(ii) Sia=p~", aveci € N, le noyau de 1 — g : D(Zy) — P(Z,) est L-d'Dirg et
1 — o induit un isomorphisme de {u € 2(Z,), pr 2ty =0} sur lui-méme.

Démonstration. — Comme ((1—ap)u, ¢) = (i, (1—aep)¢), I'énoncé est une traduction,
par dualité, du lemme 1.16.

Lemme 1.20. — Soit a € L*.

i) 1—av: 2(Zy) — P(Z,) est surjectif.

(i) Si a ¢ {p', i € N}, alors Reszyx induit un isomorphisme du noyau de 1 — ayp
sur 2(Zy).

(iii) St a = p*, avec i € N, le noyau de Resz» sur Ker(1l — at) est L - d*Dirg et
image est Uespace {1 € 9(Zy,), jZ; a' =0}, qui est de codimension 1 dans 9(Zy).

Démonstration. — Le (i) se déduit du lemme 1.17 par dualité, si o ¢ {p’, i € N} (on
ap=(1-ap)- tu(p). Dans le cas a = p’, avec i € N, le lemme 1.17 permet de
montrer que I'image de 1 — a1 contient le sous-espace de codimension 1 des p vérifiant
fzp 2ty = 0. Comme (1 — p'ep)(d*Diry) = d’Dir; n’appartient pas a ce sous-espace, il
s’ensuit que image de 1 — ayp est Z(Z,,) tout entier, ce qui prouve le (i) dans ce cas
aussi.

Les (ii) et (iii) sont des traductions du lemme 1.18.

1.5. Cohomologie de A°

1.5.1. Sur #(5). — On rappelle que A" est le sous-groupe (1+2’6"ZP (1)) de A° si
n > 1. On note X,, le groupe des caractéres de A°/A™ (que 'on identifie aussi au
groupe des caractéres de Z, constants modulo 1+ 2p"Z,).

—

Lemme 1.21. — Soient n € N et § € T (L). Alors L,(0) = &yex,, L(nd),

Démonstration. — Un élément de AY/A™ est d’ordre (p — 1)p"~! (2" si p = 2), et
comme F}, contient les racines de 1'unité d’ordre (p — 1)p™~! (resp. 2"), 'action d’un
élement de A°/A™ sur L,, se diagonalise. On a donc L,(8) & &,ex, L(nd)™, avec
my € N. Or la théorie de Galois implique que m,, <1 (le quotient de deux éléments
de copies de L(nd) est fixe par A°/A™ = Gal(L, /L), et donc appartient & L) et une
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comparaison des dimensions implique donc que m, = 1 pour tout 7, ce qui permet
de conclure.

Lemme 1.22. — (i) Sin # 1, alors H/(A°,L(n)) =0, sii=0,1.
(i) H°(A°, L) = L et H'(A° L) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par o, — loga.

Démonstration. — Le résultat concernant HY est immédiat. En ce qui concerne H',
ona HY(A° L(n)) = HY(A', H°(A,L(n))) = H°(A, L(n))/(o, — 1). 1l en résulte que
HY (A% L(n)) = 0 sauf si A et o, agissent trivialement sur L(n) (et donc si = 1) ot
H (A% L(n)) est de dimension 1. On en déduit le résultat.

o~

Lemme 1.23. — Soientn € N et § € T(L).

(1) Si —w(s) ¢ N, ou si x=©®)§ nest pas constant modulo 1 + 2p"Z,,, alors
Hi(A L,[[t]] ® 6) = 0, pour i =0, 1.

(i) Si —w(d) € N, et si 27§ est constant modulo 1 + 2p"Z,, alors
dimy, H (A% L,[[t]] ® §) = 1, pouri =0, 1.

Démonstration. — Par dévissage, on se raméne & calculer H*(A% t/L,, ®§), et comme
t'L, ® 8 = L,(276), on conclut en utilisant les lemmes 1.21 et 1.22.

{0 sidjz; ¢ {27, i €N},

Proposition 1.24. — H°(A°, %(5)) = , ,
( ) L-t", si 5|z; =ax", avec i € N.

Démonstration. — Soit x € Z(9), fixe par A°, et soit n € N tel que = € &10-11(§).
Alors ¢, () et 1, (¢(x)) appartiennent au L-espace vectoriel H(A?, L, [[t]] ®§) qui est
de dimension < 1, d’aprés le lemme 1.23. Comme ¢,, est une injection, on en déduit
qu’il existe @ € N tel que (ap — 1)z = 0. D’aprés le lemme 1.18; cela implique que
z est dans l'image de 2(Z,) ® J, et donc appartient & L - t, avec i € N, d’aprés le
lemme 1.19 (la transformée d’Amice de d*Dirg est ¢'). On conclut®) en utilisant le
fait que o,(t") = a't’, si a € Z.

1.5.2. Sur #(0) ®WZy. — Soit 7 : Zy; — L* un caractére continu. On voit 7 comme
un caractére de A°.

Proposition 1.25. — L’image de o, — 1 est fermée dans LA(Zy) @n et 2(Zy) @1.
De plus :

(i) H°(A°,LA(Z3)®n) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré par 1zx1),
et H'(A”,LA(Z2) @ 1) = 0.

(i) HY(A%, 2(Z3) ®n) = 0; si a — g est un 1-cocycle, il existe X\ € L tel que

fz; n e = Mloga, pour tout a € Zy;, et lapplication (a — pq) — A induit un

isomorphisme de H'(A°, 2(Z%) @ n) sur L.

(4) Cette démonstration est assez détournée; des techniques différentielles [16] ménent directement
au résultat.



LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Q,) 21

Démonstration. — On a H'(A°, M) = H°(A°/A', H' (A, M)). Le résultat est donc
une traduction du cor. 1.30 & part la description explicite de H'(A°, 2(Z%) @ n).
Celle-ci résulte de ce que p— [, ™" pu est A%-équivariante de Z(Z3) ®n dans L, et
induit une application surjective,pet donc bijective pour des raisons de dimension, de
H' (A%, 2(Z%) @ n) sur H'(A°, L) (engendré par o, — loga d’aprés le lemme 1.22).

Corollaire 1.26. — On a H°(A°, Z(5) X Zr) = HY (A %#(5) X Zx) =0.

Démonstration. — Pour H, c’est une conséquence directe de la prop. 1.24 (en effet,
t' ¢ #(6) X Z%). Pour H', on utilise la suite exacte longue de cohomologie déduite
de la suite exacte

0 2(Z3)®6 — R(O)RZE — LA(ZY) @ x 16 — 0;

La nullite de H°(A°,Z(5) ® Z%) et le fait que H°(A°,LA(Z}) ® x ') et
H'(A°, 2(Z}) ®6) sont tous deux de dimension 1 impliquent que H' (A", Z(6) R Z*)
s’injecte dans H' (A% LA(Zy) ® x~'0), qui est nul d’apres le (i) de la prop. 1.25.

Remarque 1.27. — On a, plus généralement, H'(A°, DK Z*) = 0 pour tout (¢,T)-
module D de rang fini sur % (cela résulte de [14, prop. V.1.19]).

1.5.3. Cohomologie de A'. — Soit 6 : Z*% — O} un caractére continu. On choisit un
générateur topologique u de 1 + 2pZ,,.

Lemme 1.28. — 6(u)o, — 1 est surjectif sur LA(Z}) et admet une section continue ;

son noyau est le L-espace vectoriel de base les 1;, 2,70, pour i € A.

Démonstration. — Remarquons que o, laisse stable LA (i +2pZ,) pour tout i € A, et
que le changement de variable x = iu™¥ permet de ramener I’étude de §(u)o,, — 1 sur
LA(i+2pZ,) a celle de at—1 sur LA(Z,), oit o = §(u) vérifie v,(a—1) > 0 car 14+-2pZ,
est un pro-p-groupe, et 7 : LA(Z,) — LA(Z,) est défini par (7(¢))(y) = ¢(y + 1).

L’étude de ar — 1 peut se faire en utilisant le développement de Mahler de ¢ : si
d=>s0an(Y) et (a7 —=1)-p=> - bu(Y), on a b, = (o — 1)a, + aa,11 puisque
7((¥)) = (\)+(,Y,)- Siles by, sont donnés ce systéme d’équation a une unique solution
une fois ag fixé, & savoir celle définie par récurrence par a, 11 = a~ (b, — (o —1)a,);
par ailleurs, il existe s > 0 tel que v,(b,) > ns+ C, avec C € R, pour tout n € N, et
une récurrence immeédiate montre que vy (a,) > (n—1)s’+C’, avec s’ = inf(s, v,(a—1))
et C' = inf(C, vy(ap)), ce qui implique que >, < an(¥) € LA(Z,). En résumé, ar — 1
est surjectif, admet une section continue (celle pour laquelle ag = 0), et son noyau
est de dimension 1 (et donc est engendré par y — o~ ¥). On en déduit le résultat car
a ¥ =46(i)"(x).

Lemme 1.29. — 0(u)o, — 1 est injectif sur P(Zy) et l'image de 5(u)o, — 1 est
constituée des pu vérifiant [,
fermée dans 2(Zy).

+opz, 07w = 0, pour tout i € A ; en particulier, elle est
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Démonstration. — C’est une traduction, par dualité, du lemme 1.28.

Corollaire 1.30. — (i) H(A',LA(Z})®6) et H' (A, 2(Z%)®61) sont de dimen-
sion [A° : AY] et duauz l'un de Uautre (isomorphes a L|A] comme A°-modules).
(i) H' (A", LA(Z}) ® 6) et HO(A', 2(Z3) © 6~ ') sont nuls.

Démonstration. — C’est une simple traduction des lemmes 1.28 et 1.29.

Remarque 1.31. — 1l ne faudrait pas croire que l'image de o, — 1 est toujours
fermée. Par exemple, on vérifie facilement, en utilisant le lemme 1.28, qu’un élément
¢ de LA(Zy) est dans l'image de (a)o, — 1 si et seulement si on a ¢(z) = ;5 ajz’
au voisinage de 0 et la série 3~ 57,572 a un rayon de convergence non nul (ce
qui inclut la condition a; = 0 si §(x) = z7%).

On voit donc que I'image de o, — 1 sur LA(Z,) ® ¢ est fermée si et seulement si
w(8) n’est pas un nombre de Liouville p-adique (i.e. si limsup2v,(w(d) — n) < 400).
Si w(d) est de Liouville, cette image est dense mais o, — 1 n’est pas surjectif.

1.6. Cohomologie de AT
1.6.1. A valeurs dans LA(Z,) ® 6 et 2(Z,) @ 6!
Proposition 1.32. — L’image de o, — 1 est fermée dans H’(®* LA(Z,) ® §) et
HI(®*,9(Z,) ®671), si j=0,1. De plus :
(i) Sid ¢ {x%, i € N}, alors
e HI(AT,9(Z,) ®571) =0, pour j =0,1,2.
o dimy, HJ(A*,LA(Z,) ®6) =0,1,0, si j = 0,1,2.
e HI(A=,LA(Z,) ®0) =0, pour j =0,1,2.
o dimp HY (A=, 2(Z,) ®6-1) = 0,1,0, si j = 0,1,2.
(ii) Si 6 = 2%, avec i € N, alors
o dimy HI(A*, 2(Z,) ®6~1) =1,2,1 si j = 0,1,2.
o dimy, HJ(A*,LA(Z,) ®6) =0,2,1, si j = 0,1,2.
o dim; HI(A~,LA(Z,) ®4) =1,2,1, si j =0,1,2.
o dim; H/ (A=, 2(Z,) ® 67 1) =1,2,0, si j =0,1,2.

Démonstration. — On a :

o dimy H°(A*, M) = dimy H(A°, HO(®*, M)),

o dimy H' (A%, M) = dimg H(A°, H(®*, M)) + dimy, H'(A°, HO(®*, M))

o dimy H?(A*, M) = dimy H*(A°, H' (®*, M)).

La proposition est donc une conséquence immédiate des prop. 1.13 et 1.25
sauf si §(p) = p’, avec i € N, ou il faut travailler un peu plus pour calculer
HI(AY, HY(®+,LA(Z,) ® 0)) et HI(AY, H)(®~, P(Z,) ® 6~ ')) et pour montrer que
I'image de o, — 1 est fermée. Supposons donc que §(p) = p’, avec i € N et notons
simplement LA et Z les modules LA(Z,) ® § et 2(Z,) ® 6~ 1.
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e Soit X = (LA(Z})/L - (IZ;xi)) ® 6. La prop. 1.13 fournit une suite exacte
0— X — H'(®",LA) — L(z~'6) — 0. Comme o, — 1 est surjectif sur LA(Z}) ® 4,
il est sur X, et donc Iimage de o, — 1 est fermée dans H'(®*T,LA) puisqu’elle
contient X qui est fermé et de codimension finie. Comme H'(A% LA(Z}) ® 6) = 0
(prop. 1.25), la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 —
L(z7%) — LA(Z¥) ® 6 — X — 0 et le lemme 1.22 montrent que H°(A° X) a
méme dimension que H°(A°,LA(Z}) ® §), c’est-a-dire 1, et que H'(A° X) = 0.
On déduit alors de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte
0— X — HY®*,LA) — L(z7%) — 0, et de la nullité de H*(A%, X), que :

, 1 sid#at
dim HO(A®, ' (B, LA)) = 1+ dim HO(A°, L(z—'6)) = { . 1072
2 sid=axa",
; 0 sid#a’,
dim H'(A°, ' (@ LA)) = dim HY(A%, L(z—8)) = 4° S07 %
1 sid=2z"

e Soit Y = {u € D(Z}), [z.2'n =0} ® 6", de telle sorte que la suite 0 —
L(z'67 1) — H%(®~,2) — Y — 0 soit exacte (c’est la suite exacte duale de la suite
0 — X — HY(®",LA) — L(xz7%) — 0 du point précédent). On a H°(A°,Y) =0
puisque H°(A% 2(Z3) @ 6~') = 0 et dim, H'(A°,Y) =1 (cela suit de la prop. 1.25,
de la suite exacte 0 — Y — Z(Z%) ® 67" — L(2'67'), et du lemme 1.22). On en
déduit les formules

; 0 sid#a,

dim HO(A%, HO(B~, 7)) = dim HO(A®, L(z—6)) = {© 07

1 sid=2a"

) 1 id i

dim HY(A°, HO(®~, 9)) = 1 + dim H'(A°, L(z~15)) = {2 ° ; 7
si 0 = a’.

Pour montrer que I'image de o, — 1 agissant sur H°(®~, ) est fermée, il suffit alors
d’utiliser le (ii) du lemme 1.15.

Remarque 1.33. — Les modules 2(Z,) ® 6! et LA(Z,) ® ¢ sont duaux 'un de
Pautre. Il en résulte, d’aprés la prop. 1.12 dont les hypothéses sont vérifiées (prop. 1.13
et 1.32), que H/ (A, 2(Z,)®6 ') est le dual de H*77 (A" LA(Z,)®J) ; en particulier
ces deux modules ont la méme dimension sur L, ce qui est compatible avec les résultats
de la prop. 1.32.

Proposition 1.34. — (i) Si 6 ¢ {a', i € N}, alors H'(AT,LA(Z,) ® §) est de
dimension 1, engendré par la classe du cocycle g — (9 —1) - ((1z,0) ® ).

(i) Si 6 = 2%, avec i € N, alors Uapplication envoyant € sur la classe du cocycle
g — (g—1)-((1g,2) ® §) induit un isomorphisme de l'espace Hom(Q%, L), de
dimension 2, sur H'(A",LA(Z,) ® §).
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Démonstration. — Il est clair sur la construction que ’on a bien défini des cocycles.
Comme les espaces au départ et & l'arrivée ont la méme dimension, il suffit donc,
pour conclure, de vérifier que les cocycles ainsi construits ne sont pas des cobords,
autrement dit que lon ne peut pas avoir (g — 1) - ((¢p — f) ® §) = 0, pour tout
ge At avec p € LAet f =1z 0 ou f = lzp:rié, ce qui est clair car la condition
(p—1)-((¢ — f) ®6) = 0 implique que ¢ et f coincident sur Z, — {0}.
1.6.2. A valeurs dans %(0)
Lemme 1.35. — (i) H'(AT, 2(5)) =0si5 ¢ {7, i € N} et H(A°, Z(5)) = L-t*,
si 6 =x% aveci€ N.

(i) HY(A=,2(8) =0si6 ¢ {a7" i € N} et HY(A=, %)) =L-t, i 6 =277,
avec © € N.

Démonstration. — Cela suit de la prop. 1.24 et des identités o(t' ® 6) = p'd(p) t' @ &
et Y(t' @) =p~i(p) Tt ' ® 4.

Lemme 1.36. — Les images de o — 1 et ¢ — 1 sont fermées dans Z(0).

Démonstration. — On note 2 et LA les modules 2(Z,) ® § et LA(Z,) ® x~'4. On a
donc une suite exacte 0 - 2 — Z(5) — LA — 0 de ®T et ®~-modules. Si u = p, ),
notons X, I'image inverse de (v — 1) - LA dans #(6). Comme (v — 1) - LA est fermé
dans LA, on voit que X,, est fermé dans Z(9).

eSiu=1ousiu=petdp) ¢ {p "t iec N}, alors u — 1 est surjectif sur 2 et
donc (u—1) - Z(0) = X,, ce qui permet de conclure dans ce cas.

e Siu=petdp) =p ¢ aveci € N, alors (u— 1) - Z(5) est de codimension < 1
dans X, car (u —1) - 2 est de codimension 1 dans 2. Par ailleurs, (u — 1) - Z(0) est
orthogonal au noyau de ¢ — 1 sur Z(5~1), et donc, en particulier, & z = ((“)Z%) ®6!
(on a ¥(2) = d(p)p'0*(¢Y(F)) ® 671 = 2, puisque d(p)p’ = 1 et ¢(5) = 7). Comme
I'orthogonal de z ne contient pas Z1(6) = 2, on a (u — 1) - Z(5) = X, N z*, ce qui
prouve que (u — 1) - Z(0) est fermé dans Z(6) comme intersection de deux fermeés.

Ceci termine la démonstration du lemme.

Lemme 1.37. — o, — 1 est d’image fermée dans H (®*, %(0)), si j =0, 1.

Démonstration. — On déduit de la suite exacte 0 — 2 — #(6) — LA — 0 et de la
nullité de H°(®+ LA) et H'(®~, 2) (prop. 1.13), des isomorphismes

HY (@, %(5)) 2 HY(®",2) et HY(®™,2(5)) = H' (d,LA),
et des suites exactes
0— HY (®T,2) — H' (®T,%(5)) — H'(dT,LA) — 0,
0— H'(®,2) — H(®,%(5)) — H°(®",LA) — 0.

Le résultat pour H°(®T,%(5)) et HY (®~,%(5)) se déduit donc directement de la
prop. 1.32.
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Le résultat pour HO(®~,2(65)) se déduit de la prop. 1.32 et du (i) du lemme 1.15
car HO(®~,LA) est de dimension finie.

Le résultat pour H!(®*,%(65)) se déduit de la prop. 1.32 et du (ii) du lemme 1.15
car H'(®1, ) est de dimension finie (on ne peut pas appliquer directement le (ii) du
lemme 1.15 car H*(®*, LA) n’est pas un fréchet, mais on peut reprendre la preuve du
lemme 1.28 en remarquant qu’elle permet d’écrire LA(Z;) comme une limite induc-
tive compacte de banach sur lesquels 6(u)o, — 1 est surjective; cela permet d’écrire
HY(®*,LA) comme une limite inductive compacte de banach auxquels on peut ap-
pliquer le résultat du lemme 1.15).

Théoréme 1.38. — HI (A=, Z(x0~ 1)) et H?*I(AT %(5)) sont duauz l'un de
DVautre, si j = 0,1,2. De plus,

e Sid ¢ {x7% i € N}U{z'x, i € N}, alors dim H/ (AT, %(5)) = 0,1,0, si
j=01,2.

e Sid=1x"% aveci € N, alors dim HI (AT, %#(5)) =1,2,0, si j =0,1,2.

e Si§ =x'y, aveci € N, alors dim HI (AT, #(5)) = 0,2,1, si j =0,1,2.

o dim H/ (A, %(5)) = dim HI (A=, %(6)), pour tous § et j € {0,1,2}.

Démonstration. — La dualité entre HI (A=, Z(xd0~Y)) et H> 9 (A*,%(5)) est une
conséquence de la prop. 1.12 dont les hypothéses sont vérifiées grace aux lemmes 1.36
et 1.37.
La dimension des HY se calcule en utilisant la prop. 1.24 ; celle des H? s’en déduit.
Enfin, la dimension de H' (AT, %(6)) se calcule en utilisant la suite exacte longue de
cohomologie déduite de la suite exacte 0 — 2(Z,)®6 — Z(5) — LA(Z,)®x 16 — 0.
eSid ¢ {z7% i€ N}, onaHI(AT,2(Z,) @) = 0, pour tout j, ce qui nous
fournit un isomorphisme

H'(A", 2(0)) = H' (A", LA(Z,) ® x'9),

ce qui prouve que H'(A",%(5)) est de dimension 1 sauf si § € {x'y, i € N} ot il est
de dimension 2.

e Si § =27 % avec i € N, on utilise la nullité de H2(A",%Z(5)) établie ci-dessus.
On en déduit que 'application H' (A", LA(Z,) @ x~*0) — H*(A", 2(Z,) ®6) est un
isomorphisme pour des raisons de dimension ; il en est donc de méme de ’application
HY (A", 92(Z,)®0) — H (AT, %(5)) puisque HY(AT, 2(Z,) ® §) = 0. Il s’ensuit que
HY(A*,%(5)) est de dimension 2.

La dimension de H'(A~,%(5)) s’en déduisant par dualité, cela permet de conclure.

Remarque 1.39. — (i) 1l résulte de la démonstration que lapplication naturelle de
Ext' (%, %(5)) = H' (AT, %(5)) dans H' (AT, LA(Z,) ® x~'J) est un isomorphisme
sauf si 6 = 7%, avec i € N, oul cette application est identiquement nulle. Il semble
donc que ce cas soit assez pathologique ce qui est corroboré par la remarque de

Chenevier [8, 3.10].
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(i) Si G est un semi-groupe, et si M est muni d’actions de G et de son semi-
groupe opposé¢ G~ telles que g7' - g = id si ¢ € Gt (auquel cas g - g~!
projecteur), on dispose d’un foncteur cohomologique ¢ envoyant ¢ € C™(Gt, M) sur
t(c) € C"(G—, M) défini par

UG, gn) = ()" TV 2 (g gy (gt oY)

(un petit calcul montre que d;, 410t = tod,+1). Cela nous fournit des applications natu-
relles H*(G*, M) — H"(G~, M), pour n € N. Si G est un groupe, on a G+ = G~ et
ces applications sont I'identité des groupes considérés. Le cas de A" et M = LA(Z,)®4
montre que H"(GT, M) — H"(G~,M) n’est, en général, pas un isomorphisme.
Par contre, si D est un (p,)-module sur %, on a H"(A*,D) = H"(A~, D) pour
tout n (c’est da au fait que H"(A° Kert) = 0, pour tout n), ce qui explique que
dim H7 (A", %2(5)) = dim H? (A=, %(6)), pour tous § et j.

est un

2. La série principale localement analytique

Ce chapitre est consacré & des rappels au sujet de la représentation localement
analytique B*"(d,d1), en particulier en ce qui concerne sa suite de Jordan-Holder
(prop. 2.6). Il contient aussi une construction d’un isomorphisme naturel

Ext! (W (81, 82), St (81, 82)) = Ext'(2(82), Z(6,)), si 61 = xFdax avec k € N,

qui joue un roéle important dans la description de II(A(s)) si s est spécial.

2.1. Construction de représentations localement analytiques. — Soit &
Pespace défini au § 0.3. Si s = (1,02,-%) € ., on note :

e §, et w, les caractéres 51651><’1 et 6102x 1,

e B"(61,02) lespace des ¢ : Q, — L localement analytiques, telles que z +—
0s(x)¢p(1/x) se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage de 0.

On munit B**(dy,02) d’une action & gauche de G définie par g - ¢ = ¢ * g, ol

(05 (2 4))0) = 37 (o = bt e+ o (50).

Remarque 2.1. — (i) On a aussi

1 cr+d ar+b
(gb*(‘;g))(w) :62(czz:1+d)x_ 51(adj—bc)¢<cxi—d)

(ii) Le caractére central de B*2(dy,d2) est ws.

(ifi) Si € T (L), alors B2 (nd1,nds) = B (51, 6) @ 1.

La représentation B®%(d1,02) s’interpréte, plus conceptuellement, comme une
induite analytique. Si W est une représentation localement analytique de B, on
note Ind**W Uinduite analytique de B ¢ G de W, c’est-a-dire ’espace des fonctions
6 : G — W, localement analytiques, telles que q@(bg) =b- (;NS(g), pour tous g € G et
b € B, muni de I'action & gauche de G définie par (h - $)(g) = ¢(gh).
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Remarque 2.2. — (i) Si ¢ € Ind™ W, on définit ¢ : Q, — W par ¢(z) = gzNS(( o).

e
On obtient de la sorte un isomorphisme de Ind*W sur l’ensemble des ¢ : Q, — W,

—1
—x

localement analytiques, telles que x — (‘T/;l ) - ¢(x~1) se prolonge en une fonction

analytique sur un voisinage de 0. Les formules (2 8)7" = —L_( 4 ~b) e
e (D) = s (Cataatn) = (V7 s an e ) (1 o) cata)

montrent que action de G sur Ind*"W est alors donnée par g- ¢ = ¢ * g~ !, avec

o C —0c axr + b
(62 () (@) = (V570 Lo ) oS0,

(ii) On en déduit, grace au (i) de la rem. 2.1 que b — ¢, onl o(x) = (;3(( 0 i)), est
un isomorphisme G-équivariant

Indan(52 X Xﬁlal) = Ban(51, 52)

On note N le sous-groupe (; 9 de G. Si II est une représentation localement ana-
lytique de G, on note J*(II) = (II*)" le module de Jacquet dual de T1. Ce module est
stable par B, puisque B normalise N, et donc est muni d’une action de B (déterminée
par cellede T'= {(§9), a,d € Q}} puisque N agit trivialement). Si x1,x2 € 7(L),
on note x1 ® x2 le caractére de B défini par (x1 ® x2)((25)) = x1(a)x2(d).

Remarque 2.3. — (i) Si p € J*(II) — {0} est propre sous 'action de B pour le
caractére 8, alors v — ¢y, ol ¢, : G — L est définie par gzzv(g) = (u,g - vy,
est un morphisme G-équivariant de II dans Ind*'6~!. En effet, si h € B, on a
Gu(hg) = (. hg -v) = (b1 - p, g -v) = 671 (R)du(g)-

(ii) L’orthogonal II X Q,, de J*(II) est l'adhérence de lespace engendré par les
(u—1) v, pour v € et u € N, et J*(II) est le dual du module de Jacquet J(I1) =
II/(ITX Q,) de II. Comme d’habitude, application v — ¢,(g) = g-v (image de g- v
dans J(II)), induit un morphisme G-équivariant de IT dans Ind™" J(II).

2.2. Composantes de Jordan-H6lder. — La représentation B*"(d1,0d2) n’est,
de maniére visible, pas toujours irréductible. Ses composantes de Jordan-Hdélder ont,
été déterminées par Schneider et Teitelbaum [30]. L’énoncé du résultat (prop. 2.6
ci-dessous) va demander un peu de préparation.

e Si i, X2 € é\(L) sont localement constants, on note Ind"™*°(y; ® x2) espace des
¢ : G — L, localement constantes, telles que ¢((&Y)g) = 61(a)d2(d)¢(g), pour tous
g€ Get (2Y) € B. On munit Ind"™*°(y; ® x2) d’une action de G grace a la formule
(h-¢)(g) = ¢(gh). Les résultats suivants sont parfaitement classiques [21, th. 3.3].

Proposition 2.4. — (i) Ind"™*°(x; ® x2) est une représentation irréductible de G
sauf si X1 = X2 ou si X1 = |x|?x2 : dans le premier cas, Indlisse(Xl ® x2) est une
extension de St® x1 par x1, ot St est la steinberg, dans le second, c¢’est une extension
de x1 par St ® x1.
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(ii) Si &y # |2|F'02, alors Ind"™*°(8; @ |x|~16,) = Ind"™° (6, @ |2|~161) (et les deux
représentations sont irréductibles).

e Si w(s) —1 € N, on note B*&(d1,d5) I'ensemble des fonctions ¢ : Q, — L,
localement polynomiales de degré < w(s) — 1, telles que d5(x)@(1/x) soit polynomiale,
de degré < w(s) — 1, dans un voisinage de 0. Alors, muni de l’action de G ci-dessus,
B¥8(§,,0,) est une sous-représentation de B (81, d2).

e Si §; = Gaxz®) 71 (cela équivaut & 6 = x*(9)=1), on pose

W (61,02) = Sym™ &)~ @ x 716,217 et St*8(6),d,) = St @ W (61, d2).

Alors W (1, 2) est une représentation de dimension finie dont la duale est W (41, d2)®
x07105 ! (cela suit de ce que la duale de Sym* est Sym"* @ z=%).

Remarque 2.5. — (i) On a B¥2(§1n, dan) = B8(51,62) @ 1.

(ii) Si & est localement constant, il en est de méme de §;x 'z'~“() et on a
B¥8(§,,0,) = (Indhsseég ® (51)(_1951_“’(5)) ® Symw(s)_l.

(iii) Si s = (1, 02,00) € L et si on note s’ I'élément de .#% défini par s’ =
(8),85,00) et & = x5y, 8y = x=w()§;, alors B8(81,85) et BYE(8,,84) ont les
meémes composantes de Jordan-Holder ; en particulier, si 8, # 2@(5)—1, |:L'|*2:L'w(s)*1,
ces deux représentations sont isomorphes. En effet, on peut, quitte & tordre par un
caractére, supposer que dy est localement constant (il en est alors de méme de 65), et
le résultat suit du (ii) et de la prop. 2.4.

Proposition 2.6. — (i) Siw(s) —1 ¢ N, alors B* (01, 02) est irréductible.

(ii) Si w(s) — 1 € N, alors (££)**) induit un morphisme équivariant surjectif de
B (61, 09) sur Ban(:c’“’(s)(sl,z“’(s)dg) dont le noyau est BY8(51,55).

(i) La représentation B*8(51,0,) est irréductible sauf si 6s = z%®)~1 on
B¥8(51,8,) est une extension de St™8(01,05) par W(61,02) qui sont toutes deux
irréductibles, ou si 6, = |x|72xv)71 ou B8(5,,0,) est une extension de
W (|z|01, |z| = 02) par St™8(|z|dy, |z ~1ds).

2.3. Extensions de W (41, d2) par St*(d1,02)

Si 6, = 2", avec k € N, on note St*" (81, d2) le quotient de B*(8y, 52) par W (d1, 62).
On a donc une suite exacte

0 — St8(8y,82) — St (84, 82) — B (x~ 17k, 2F16,) — 0.

On cherche & décrire les extensions de W (41, d2) par St*"(d1,02) (admettant un ca-
ractére central). Si k € N, notons W}, la sous-G-représentation de B**(y,z %) de-
finie par les polynémes de degré < k (c’est la duale de Sym* ) et Xj le quotient de
B*(x,z~*) par Wj. En tant que B représentation, X}, s’identifie au sous-espace des
¢ € B*(x, %) qui tendent vers 0 en oo.
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Si 6, = 2, on a St*™(41,82) = Xp @ S1x ! et W(61,02) = Wi, ® d1x " *. On en
déduit un isomorphisme naturel

Ext! (W (81, 82), St*™ (61, 02)) = Ext' (Wy, Xi).

Si £ € Hom(Qj;, L), on note £* la fonction valant 0 sur Z, et coincidant avec £ en
dehors de Z, (notons que les £ forment un L-espace vectoriel de dimension 2 de base
vaL et log™, ot log est le logarithme normalisé par logp = 0). On note Y;, I’espace
X, @ ka;r ® Wy log™t, que 'on munit d’une action de G, étendant celle sur Xj, en

posant

ar+b ar+b
ot

cx + d) ( (cm +d

(Le membre de droite est dans Y}, car E‘W%) + l(cx + d) — £T(x) est localement

analytique sur P'.) Ceci fait de Y une extension de Hom(Qp, L) ® Wy = Wy, & W,

par Xi.

(PeT)* (28) = (cx +d)*P( ) + ez + d)).

Théoréme 2.7. — Si ¢ € Hom( ;,L) est non nul, le sous espace By = X;, @ Wil™

de Y}, est une extension de Wy, par Xy, et Uapplication 0 — E; induit un isomorphisme
Ext! (W, X)) = Hom(Q3, L).

Démonstration. — Il est immeédiat que E; est une extension de Wy par Xj (ces
extensions ont d’ailleurs été considérées par Breuil [5, 6]); le probléme est donc de
prouver que toute extension non triviale est de cette forme.

On utilise I'isomorphisme standard

Ext!(Wy, X3) = Ext' (1, X}, @ Wi) = HY(G, X @ W}).

On note efef 7, pour 0 < i < k, la base standard de Sym* = W} (ona (¢ })-eleh™" =

(aeq + ces)i(bey + dez)*~%). Comme Wy, est irréductible, le lemme de Schur montre
que H°(G, W, @ W}¥) est de dimension 1, et un petit calcul montre que (ze; + e2)* en
est une base [il suffit de vérifier que (ze; +e2)" est stable par (8 (1)), pour a € Qy, par
(§%) pour b € Qp, et par (9§)]. L’isomorphisme Ext' (W, X) = Ext' (1, X), @ W)
s’obtient de la maniére suivante.

e 58i0— X — FE— Wi — 0 est une extension de Wy, par Xj, I'image inverse de
L-(ze1 +e2)* € Wi @ W dans E® W}* est une extension de L - (zej + e2)® 2 1 par
X @ W

e5i0 — X W) - FE — 1 — 0 est une extension de 1 par X;, ® W[, le
quotient de E ®@ Wy, par X;, ® (W @ Wy,)o est une extension de Wy, par Xy, ot 'on a
noté (W @ Wy)o le noyau de 'application naturelle W* @ W), — L, envoyant p @ v
sur {(u,v).

Ces deux opérations sont inverses I'une de autre et fournissent ’isomorphisme
souhaité.

Pour décrire H' (G, X, ® W}), nous aurons besoin d’un peu de préparation.
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Lemme 2.8. — (i) Si g — c4 est un 1-cocycle continu sur B, d valeurs dans YW},
qui est nul sur A, alors c; = 0 pour tout g € B.

(ii) Si g+ cg est un 1-cocycle continu sur G, a valeurs dans Yi, @ W}, qui est nul
sur A, alors cg = 0 pour tout g € G.

Démonstration. — Si ¢, = 0 pour tout o € A, on a cyge-1 = @ - cg, pour tous a € A
et 3 € B.Siac Q}ectsibe Qp, posons a(a) = (§9) et B(b) = (§4). On peut
appliquer ce qui précede a B = B(b) et a = a(p™), avec n € N, de telle sorte que
afBa~t = B(p™b) = B(b)P". On obtient alors les relations

p"—1
C3(pnb) = a(pn) * C3(b) et C3(pnb) = Z ﬂ(]b) *CB(b)-
=0

Ecrivons ca(v) sous la forme Zf:o picieE™ ou ¢y = ¢ + Pt + Q; log™, avec ¢! €
B (x,z~%) tendant vers 0 en co et P;, Q; des polynomes de degré < k; écrivons de
méme cg(,np sous la forme Zf:o dn.icieh ™" La seconde relation ci-dessus nous donne

k p"—1 k
D tni(@)eies™ = >N " gi(a — jb)es (jber + ex)*
i=0 j=0 i=0

Comme il existe r € N tel que les ¢; soient analytiques sur a + p"Z,, pour tout
a € Qp, 'identité ci-dessus montre que ¢, ; est analytique sur p"Z,, pour tout n € N.
Maintenant, la premiére relation ci-dessus nous donne ¢, () = pm@-(ﬁ). Il en
résulte que ¢; est analytique sur p"~"Z, pour tout n € IN; c’est donc la restriction &
Q, d’une fonction analytique sur C,. Par ailleurs, ¢; — P;v, — @; log est la restriction
d’une fonction analytique dans un voisinage de oo, nulle en co; On en déduit que
R; = Pv, + Q; log est analytique sur la couronne v,(z) < —N, si N € N est assez
grand, ce qui implique que P; = @Q; = 0 (dériver permet de se ramenener au cas
ol P; et Q; sont des constantes, et on montre que P; = @; = 0 en considérant le
développement de Laurent de R;(ax) — R;(z), pour a € Qy). Il en résulte que ¢; est
la restriction d'une fonction analytique sur P*(C,) (et donc une constante), nulle &
Iinfini et donc partout puisque constante. En résumé, on a cg;) = 0 pour tout b € Q.
On en déduit le (i) puisque B est engendré par A et les 3(b), pour b € Q,,.

Si maintenant g — ¢4 est 1-cocycle continu sur G, & valeurs dans X, ® W}, qui est
nul sur A, le (i) prouve que ¢, = 0 pour tout g € B, et que w - cygw = 0 pour tout
g € B. On en déduit que ¢, est nul pour tout g dans les borels inférieur et supérieur,
ce qui permet de conclure puisque G est engendré par ces borels.

Lemme 2.9. — H'(A, X, @ W}) est un L-espace vectoriel de dimension 2(k + 1),

* L) ® W par Uapplication qui envoie { @ ' sur le cocycle

P’ R
g (g—1)- L1 fi, avec f; = 1p1_g a'eies ™"

isomorphe ¢ Hom(
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Démonstration. — On a X @ W = @F_  Xyeleh ™, et Xpeleh ' = X) @ 2! comme
A-module; on est donc ramené & prouver que ’application envoyant ¢ sur le cocycle
g (g—1)-(f1p1_z z') ®2" induit un isomorphisme Hom(Q%, L) = H'(A, X; ® z*).

Notons @ le sous-groupe (POZ (1)) de A. Pour les raisons habituelles, on a une suite
exacte :

0— HY (A, H'(®, X, @ ') — H' (A, Xy ® ') — H°(A°, HY(®, X} @ ') — 0.
On dispose d’un isomorphisme ¢ — (¢1, ¢2) de X, sur LA(Z,) & LA(Z,), ot ¢, est

la restriction de ¢ & Z, et ¢o(x) = p%(b(p%). Un petit calcul montre que ’action de
1-— (g (1)) sur Xy devient, via cet isomorphisme, 'application
i i L1 i
(f1,02) — (1 —p'@)-¢1 —p HRGSZ; ;QSQ(E)’ (1=p" 1) - ha).
Or 1—p"™149 induit un isomorphisme de LA(Z,) d’aprés le lemme 1.16. On en déduit
que U'injection de LA(Z,) dans X}, induit des isomorphismes

HY (9%, LA(Z,) @ 2') = HY(®, X ® 2'), pour j = 0,1,

et HY (A", LA(Z,) ®2") =2 H' (A, X}, ® 2"). On conclut en utilisant la prop. 1.34 et le
fait que les cocycles g — (g —1) - (1pi_z,20) ® 2*) et g — (g — 1) - ((1z,2"¢) ® 2*)
sont opposés dans X ® 2’ (en effet, si g = (39), on a (g — 1) - (Ip12'l) ® 2) =
l(a)((1pr12?) ® %) qui est nul dans X} ® 2% puisque 1p12’ = 0 dans X).

Lemme 2.10. — L’application qui envoie £ sur le cocycle
g (g—1) - ((wer +e2)" ) = (9 — 1) - £F)(wer + e2)"

induit un isomorphisme de Hom(Qy, L) sur H' (G, X @ W}¥) qui est donc de dimen-

sion 2.

Démonstration. — Soit g — ¢4 un l-cocycle continu, trivial sur Z (on s’intéresse
aux extensions admettant un caractére central). Quitte & modifier ce cocycle par un
cobord on peut, d’apreés le lemme 2.9, supposer que la restriction de g — ¢4 & A est de
la forme g — (g—1) 'Zf:o 0 fi, ot les £; sont des éléments de Hom( »» L) Mais alors
le cocycle ¢, = ¢y —(g—1) 'Zf:o €1 f;, a valeurs dans Yy, @ W, est identiquement nul
sur A. Il est donc identiquement nul sur G, d’aprés le (i) du lemme 2.8. En résumé,
onac,=(g—1)- Y5 £ fi, pour tout g € G.

Maintenant, ¢, est & valeurs dans Xy ; son image dans Hom( s L)Y@W, @ W) est

donc nulle. Il s’ensuit que Zf:o £;® fi est fixe par G et donc appartient 4 Hom(Qp, L)®

(ze;p + e2)*, ce qui permet de conclure.

Remarque 2.11. — (i) Soit £ € Hom(Qj, L), et soit £y 'extension de 1 par X;@W
qui lui est attachée par le lemme 2.10. On peut identifier Ey au sous-espace (Xj ®
W)@ L - ((ze1 +e2)*t) de Yy, @ Wi, L’extension de Wy par Xj qui lui correspond
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est alors 'image de E, @ W, C Y, @ W @ Wy, par ¢ @ p ® v — (u,v)¢; c’est donc le
sous-espace X @ Wi ¢t de Y}. Ceci termine la démonstration du th. 2.7.
(if) Si on regarde de plus prés la démonstration, on obtient un isomorphisme naturel

Extg (W, Xx) = HY (AT, LA(Z,) ® 2").

(Ce dernier espace est naturellement isomorphe & Hom( o L) d’apres la prop. 1.34,
d’ott I'isomorphisme Extg (Wy, Xi) = Hom( %, L) du théoréme). De maniére pré-
cise, la restriction de G & A fournit une application naturelle de Extg,(Wy, X;) dans
Ext (W, Xi.). Or W), = ®F (L®xr~!en tant que A-module, et donc Extl (W, X;,) =
oF_Exth(Le@r, Xy) = ®F_ H' (A, Xx ® 2%) ; la projection sur le terme correspon-
dant a i = k fournit donc une application de Extg(Wy, X)) dans H'(A, X; ® z*),
et le lemme 2.9 montre que cette application est un isomorphisme. Par ailleurs, on
a démontré au cours de la preuve du lemme 2.9 que l'injection de LA(Z,) dans X},
induit un isomorphisme H'(A*,LA(Z,)®2") = H'(A, X}, ®2*), d’ott I'isomorphisme
Extg (W, Xi) & HY (AT, LA(Z,) ® 2¥).
(iii) On déduit du (ii) et de la prop. 1.34 des isomorphismes naturels

Extg (W (81, 89), St* (01, 62)) = H' (AT, LA(Z,) @ 2*) = Ext!(#(82), #(61)),

si (51 = J?k(SQX.

3. Le module A X {0}

Ce chapitre est consacré a I'étude du module A K {0} = Npeng™(A), si A est
un (¢, I')-module sur Z. 1l est clair que A X {0} est muni d’une structure de (¢, I')-
module sur N,ene™ (%), et on prouve que ce dernier anneau est égal & L{{t}} et que
AKX {0} est libre sur L{{t}}, de rang inférieur ou égal a celui de A sur Z (et méme
que l'application naturelle Z @ ({41} (AK{0}) — A est injective). La démonstration
repose sur un théoréme de structure pour les p-modules de type fini sur L{{t}}
(th. 3.6) et le fait que Npene™(Fr(£)) = Fr(L{{t}}) (th. 3.18).

3.1. (p,T')-module sur L{{t}}

3.1.1. L’anneau L{{t}}. — On rappelle que L{{t}} est le sous-anneau de Z* des
séries ) on ant” & coefficients dans L, qui convergent pour toute valeur de ¢. C’est la
limite projective des anneaux de fonctions L-analytiques sur les disques v,(t) > —n,
pour n € N, et comme chacun de ces anneaux est un anneau principal de Banach,
L{{t}} est un anneau de Fréchet-Stein (tout sous-module fermé d’un module libre
de rang d est libre et de rang < d; un sous-module de type fini d’'un module libre
de type fini est fermé (et donc libre)). La théorie des polygones de Newton montre
que f € L{{t}} ne s’annule pas si et seulement si f € L*; en particulier, on a

(L{{t}})" = L~
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On peut aussi considérer L{{t}} comme un sous-anneau de &1%7sl et la topologie
sur L{{t}} induite par celle de &1°7] coincide avec celle décrite ci-dessus : I’injection
de L{{t}} dans &107al est continue et son image est fermée (elle est fermée dans
R car c’est intersection des noyaux des 1 — ™™ (cf. prop. 3.9), et Z7T est fermé
dans g]o”"a]) ; le théoréme de 'image ouverte pour les fréchets montre donc que cette
injection est un isomorphisme de fréchets.

Un diviseur sur C,, est une expression de la forme D = }° .o na[a], ot les nq
sont des éléments de Z. Un tel diviseur est effectif si n, > 0 pour tout «, localement
fini si va(a)sz Ina| < +o0o pour tout M € N; il est défini sur L si ngo) = nNa,
pour tout a € Cy et g € Gal(Q,/L). En particulier, si D est localement fini et défini
sur L, on a n, = 0 pour tout a ¢ Q,,.

Si f € L{{t}} est non nul, alors Div(f) = }_,cc, va(f)[a] est un diviseur effectif
sur C,, localement fini et défini sur L. Si I est un idéal non nul de type fini (et
donc principal) de L{{t}}, on note Div(I) le diviseur Div(f), pour n’importe quel
générateur f de I. L’application I — Div(I), ainsi définie, induit une bijection de
I’ensemble des idéaux non nuls et de type fini de L{{t}} sur celui des diviseurs effectifs,
localement finis et définis sur L; de plus, g € I — {0} si et seulement si Div(g) —Div(I)
est un diviseur effectif.

Les actions de ¢ et I' sur Z7 induisent des automorphismes de L{{{}} : on a
(p(anN ant”) = ZnGN pnant” et Ub(ZnGN ant”) = EnGN anbntn'

Lemme 3.1. — Un idéal de L{{t}}, de type fini et stable par T ou par ¢, est de la
forme (t*), avec k € N.

Démonstration. — Soit I un idéal de L{{t}}, de type fini et stable par T', et soit
D= Zaecp ne[a] le diviseur associé.

e Si I est stable par o, € T, alors D est fixe par o, et donc ng, = ne, quels que
soient a € Zy et a € Cp,. Comme D est localement fini, cela implique n, = 0 si o # 0.

e Si I est stable par ¢, alors D est fixe par ¢ et donc n,, = nq, quel que soit
o € Cp,. Comme D est localement fini, cela implique n, =0 si a # 0.

Dans les deux cas, cela implique que I = (¢"°), ce que 'on cherchait & prouver.

Lemme 3.2. — Si a € L, alors ¢ — o induit un isomorphisme sur L{{t}} sauf
si o = p', avec i € N, auquel cas le noyau de ¢ — o est Lt et o — o induit un
isomorphisme du supplémentaire {d_, - apt®, a; =0} du noyau.

Démonstration. — Cela suit de ce que (¢ — a) (X, en art’) = 3 en (@' — @)art®.

Lemme 3.3. — Si A,B € GLy(L{{t}}), et si U € My(L{{t}}) a un coefficient
constant inversible et vérifie Ap(U) = UB, alors U € GLy(L{{t}}).

Démonstration. — Soit A = det U. Comme A et B sont inversibles leurs déterminants
appartiennent a L* et la relation satisfaite par U se traduit par A(pt) = aA(t), avec
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a € L*. 1l s’ensuit que si a est un zéro de A, alors p*a aussi, et comme A n’a qu’un
nombre fini de zéro dans toute boule, cela implique que A ne s’annule pas en dehors
de 0. Comme A ne s’annule pas non plus en 0 par hypothése, il s’ensuit que A € L*,
ce qui permet de conclure.

3.1.2. p-modules. — Un g-module M sur L{{t}} est un L{{t}}-module libre de
type fini, muni d’une action semi-linéaire bijective de ¢ (on remarquera qu’il suffit
que Daction soit surjective pour qu’elle soit bijective).

Lemme 3.4. — Soit M un @-module de rang d sur L{{t}}, et soit v € M tel
qu’il existe o € L* avec ¢(v) = av. Alors il existe k € N tel que t v € M et
M/L{{t}}t~*v soit libre (de rang d — 1) sur L{{t}}.

Démonstration. — Soit ey, ..., eq une base de M sur L{{t}} et solent v = vie; +---+
vgeq la décomposition de v dans cette base et I I'idéal (vy,...,v4). Alors I est stable
par ¢ et donc de la forme (t*), avec k € N, d’aprés le lemme 3.1. On en déduit le
résultat.

Soit M un ¢p-module sur L{{t}}, et soit M = M/tM ; ¢’est un L-espace vectoriel de
dimension finie muni d’un isomorphisme . Si P € L[X] est irréductible et unitaire,
on note Mp (resp. M p) I'ensemble des v € M (resp. v € M) tels que P(p)" - v = 0,
pour n > 0, et si k € N, on note P[k] le polynéme p*?P(X/p*) (ses racines sont
celles de P multipli¢es par p*).

Lemme 3.5. — L’application naturelle Mp — M p est surjective.

Démonstration. — Quitte & étendre les scalaires, on peut supposer que toutes les
valeurs propres de ¢ sur M appartiennent & L. Soit @ une valeur propre de ¢ sur M
de valuation minimale, et soient v un vecteur propre pour cette valeur propre et ¥ un
relévement de v dans M. Sin € N, soit u, = o~ "™ (0); 0n a U1 —u, = @~ "™ (z),
ol x = a ly(?) — v € tM. L’hypothése selon laquelle a est de valuation minimale
implique que ’on peut trouver une base de M dans laquelle la matrice de o'y soit
a coeflicients dans &. On peut relever cette base en une base de M sur L{{t}} (en
appliquant un élément de GL4(L) bien choisi & une base quelconque de M), et dans
la base e, ..., eq obtenue, la matrice B de a~ !y est a coefficients dans &7, +tL{{t}}.
Comme la matrice de a1 dans la base teq,...,teq de tM est pB, et comme celle
de a™"¢" = (a~tp)" est p"B(t)B(pt) - - - B(p"~1t), on en déduit que o "¢"(z) — 0
quand n — 400, et donc que u,, a une limite v quand n — 4o00. Comme u,, a pour
image v dans M, pour tout n, il en est de méme de u. Par ailleurs, on a op(u) = au
par construction. On en déduit, grace au lemme 3.4, que M’ = M/(L{{t}}u) est un
w-module libre de rang d — 1 sur L{{t}}. On peut donc lui appliquer I’hypothése de
récurrence et relever tout élément x de Mlﬂ = (M/Lv)g, si 3 est une valeur propre
de ¢ sur M'/tM’, en un élément & de M tel que (¢ — 8)"& € tL{{t}}u, pour n assez
grand. Il existe alors a € tL{{t}} tel que (p — B)"% = au, et il résulte du lemme 3.2



LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Q,) 35

que 'on peut trouver b € tL{{t}} tel que (ap — B)b = a (resp. (ap — B)b — a € Lt?),
si B¢ pN {0 (resp. si B = pla, avec i > 1). Alors & — bu est un relévement de x
dans Mpg. On en déduit le résultat.

Théoréeme 3.6. — Si M est un o-module de rang d sur L{{t}}, il existe une base
€1,...,eq de M dans laquelle la matrice de p est A+ N, ou A € GLy(L) est semi-
simple, inversible, et N est nilpotente, commute 6 A, et se décompose sous la forme
N = Ny +tNy +t2Ny +---, ott N; € My(L) envoie le noyau Mp de P(A) dans celui
Mpi_; de P(p'A), pour tout P (en particulier, la somme est finie).

Démonstration. — On choisit une section tp : Mp — Mp de Papplication naturelle
(c’est possible d’aprés le lemme 3.5), et on note ¢ : M — M la somme directe des
tp (on a Mp = 0 sauf pour un nombre fini de P et M = ©pMp). Il est alors plus
ou moins immediat que Mp = o«(Mp) & to(Mp(_1]) & --- (la somme est finie). Il en
résulte que si I’on choisit une base de M p, pour tout P, et I'on considére la famille
des (e;), oul les e; parcourent la réunion des bases des M p, les polynémes étant
rangés dans 'ordre croissant pour la valuation de leurs racines, alors la matrice de
@ est triangulaire supérieure par blocs, chacun des blocs diagonaux étant la matrice
de ¢ sur un des M p, les blocs au-dessus de la diagonale étant tous nuls sauf celui
correspondant & P en horizontal et P[k] en vertical, qui est & coefficients dans L t*.
En particulier, cette matrice est inversible (ce qui prouve, d’aprés le lemme 3.3, que
les ¢(e;) forment une base de M sur L{{t}}), et elle a la forme voulue.

3.1.3. (¢, T')-modules. — Un (p,T")-module sur L{{t}} est un p-module muni en plus
d’une action semi-linéaire de I' commutant a celle de .

On dit que v est propre sous action de ¢ et I 8l existe § € ﬁL) tel que l'on ait
@(v) = d(p)v et 04(v) = d(a)v, pour tout a € Zy (on dit alors que v est propre pour
le caractére §).

Exzemple 3.7. — (i) Un L{{t}}-module de rang 1 posséde, & multiplication prés par
un éléement de (L{{t}})* = L*, une unique base e. Il en résulte que si M est un
(p,I')-module de rang 1 sur L{{t}}, et si e en est une base, alors il existe J € §(L)
tel que e soit propre pour 6.

(if) Si M est un (¢, I')-module de rang 2 sur L{{t}}, il résulte du th. 3.6 que, quitte &
faire une extension quadratique de L, il existe e; propre pour 'action de ¢ et ' (pour
un caractére d1) tel que L{{t}}e; soit saturé dans M. On a alors M/L{{t}}e; =
L{{t}}es2, ou ey est propre pour un caractére 02, et on est dans un des deux cas
exclusifs suivants :

e e5 se reléve dans M en e}, propre pour da,

e il existe k € N et (o, 3) € L? — {(0,0)}, tels que 6 = 2%3; et es se reléve dans
M en e, vérifiant

p(eh) = pF61(p)eh + ater et o,(eh) = a*d1(a)eh + BtFer, sia€ Zk.
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Dans les deux cas, e, e, forment une base de M sur L{{t}}. De plus, dans le premier
cas ou si k = 0 dans le second, le L-espace vectoriel My = Lej + Le, est stable par ¢ et
I et c’est le seul sous-L-espace vectoriel de M, stable par ¢ et I, tel que I’application
naturelle L{{t}} ® My — M soit un isomorphisme. (Dans le second cas, si k > 1,
les sous-L-espaces vectoriels de dimension 2, stables par ¢ et I', et non inclus dans
L{{t}}e1, sont de la forme Lt*+ie; + Lt'e}, avec i € N; ils n’engendrent donc pas M.)

3.2. L’action de ¢ sur Fr(Z)

3.2.1. L’action de ¢ sur %

Lemme 3.8. — (i) o"(Z)NRZT = o"(#T).
(i) Mnene™(#) = Nneng™ (#7).

0, siz ¢ pZy,

Démonstration. — ¢un () (x) = {qﬁf(prn), .
On en déduit que :
o ¢(x) =0si gyn(r) =0, ce qui démontre le (i) car ¢y = 0 équivaut a f € Z+,
e lappartenance de f & ¢ (Z) entraine la nullité de ¢ en dehors de p"Z,. Comme
¢y est continue (en particulier en 0), on en déduit que f € Nyeny™(#) implique

¢r =0, et donc f € Z*. Le (ii) est donc une conséquence du (i).
Proposition 3.9. — Npeny™ (%) = L{{t}}.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.8, on a Nyen@™(Z) = Npene™(Z7). Mainte-
nant, ’application qui & une distribution p associe sa transformée d’Amice A,, induit
un isomorphisme de Z(Z,) sur Z*. L’image inverse de ¢™(#™) par cet isomorphisme
est Pensemble des distributions a support dans p"Z, et donc celle de N,enp™(Z1) est
I’ensemble des distributions de support {0}. L’isomorphisme N,en¢™(Z) = L{{t}}
est donc une traduction du (ii) de la prop. 1.2.

3.2.2. Le corps Fr(#). — Si a est un entier > 1, on pose 7, et on note

= Wa
D, le disque v,(T') > rq et C, la couronne 0 < v,(T) < r, complémentaire de D,
dans le disque unité. La théorie des polygones de Newton permet de montrer que
f € &197a] est inversible si et seulement si f ne s’annule pas sur C,.

Un diviseur sur C, est une expression de la forme D = o, Na [a], ou les n, sont
des éléments de Z. Un tel diviseur est localement fini, si Z,Up(a)?n [ne| < 400, pour
tout n > a; il est défini sur L si ny) = na, pour tout a € C,, et g € Gal(Q,,/L).

Si f € &107al est non nul, alors Div(f) = > acc, Va(f)a] est un diviseur sur C,
localement fini et défini sur L. Si I est un idéal non nul de type fini (et donc principal)
de &197e] on note Div([I) le diviseur Div(f), pour n’importe quel générateur f de I.
L’application I — Div(I), ainsi définie, induit une bijection de I'ensemble des idéaux
non nuls et de type fini de &%l sur celui des diviseurs effectifs, localement finis et
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définis sur L; de plus, g € I — {0} si et seulement si Div(g) — Div(I) est un diviseur
effectif.

Soit D = > cc. Nala] un diviseur localement fini. On dit que D est Cy-stable
par . (n = oo inclus) si n¢(14a)-1 = Na pour tous a € C, et ¢ € p,n tels que
((1+a)—1€C,.

Lemme 3.10. — Si D = Y o nala] est effectif, localement fini, défini sur L et
Cq-stable par p,, il eviste g € L{{t}} C &0 tel que D = Div(g) (en tant que
diviseur sur C,).

Démonstration. — Soit D' = 3_ . ng[B] le diviseur sur C, défini par ng = na, si
log(14+a) = 14 3. Comme deux solutions de I’équation log(1+a) = 14 s’obtiennent
a partir de 'une d’entre elles en faisant agir p,, la condition selon laquelle D est
Cq-stable par p,. implique que D’ est bien défini. Il est alors facile de voir que D
est localement fini et défini sur L, et donc est le diviseur d’un élément g de L{{t}}
(vu comme une fonction analytique de ¢ sur C,). Par construction, le diviseur de g vu
comme une fonction analytique sur C, via le changement de variable ¢ = log(1 4+ T')
est alors D. On en déduit le résultat.

Soient U = {f € #*, f(0) = 1} et U, C U 'ensemble des f ne s’annulant pas
sur D,.

Lemme 3.11. — Tout élément non nul f de &%7] peut s’écrire sous la forme f =
fHFO avec f+eU, , et 10 € (£10mal)*,

Démonstration. — Soit D = 20<vp(z)§ra v, (f) 2 le diviseur de f. Si b > a, ’ensemble

{2, 7o <wp(2) < et v (f) # 0} est fini et on a v, () (f) = v.(f), si 0 € Gal(Q,/L).
Ces conditions impliquent l’existence de f* € U, dont le diviseur est D, et alors
g = (ft)~1f ne s’annule pas sur C, et donc appartient a (&197al)* = (£O7al)* Ceci
prouve l'existence d’une décomposition sous la forme souhaitée.

Corollaire 3.12. — Tout élément non nul f de Fr(&107a]) peut s’écrire sous la forme
f= f{o}}“;’ avec f+, f~ € U, sans zéros communs, et f103 ¢ (&10ral)*,

Si f= f{o}% € Fr(&197), son diviseur Div(f) = Y cc. va(f)[a] est aussi égal
a Div(f*) — Div(f).
Lemme 3.13. — Si f € &197] est non nul, il existe g € L{{t}} tel que f~1&1%7IN
Fr(L{{t}}) = 97" L{{t}}.
Démonstration. — Soit D le diviseur }_, 7y, qnale], ol

Ng = inf ({’U(lJra)Cfl(f)a C € IJ‘pOQ? Up((l + OZ)C - 1) < ’I"a}).

Par construction, D est invariant par g, (01l ¢ € pr, agit par a — (1+«a)( — 1),
et est localement fini car on a n, < v, (f), si vp(a) < ry. Il existe donc g € L{{¢t}}
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dont D est le diviseur, et il est facile de voir que tout élément de L{{t}} divise g ¢’il
divise f. On en déduit le résultat.
3.2.3. L’action de ¢ sur Fr(Z)
Lemme 3.14. — (1) Z" est un p(#*)-module libre de rang p de base les (1 +T)°,
pour 0 <i<p-—1.

(ii) Si f € Z*, alors Ng+ o+ f = an:1 f(1+T)n-1).

(iil) Si f € Z7, alors f divise N+ ) p(g+) [ dans Z7.

Démonstration. — Les (i) et (ii) suivent de ce que o(T) = (1 +T)? — 1; le (iii) est
une conséquence du (ii).

Lemme 3.15. — (i) Tout élément f de Fr(#) peut s’écrire sous la forme f = -2

©(b)’
avec a,b € X.
(i) ¥(f) = wg)a) ne dépend pas de écriture choisie.
Démonstration. — Comme Fr(#) = U,>1Fr(&1%7]), on peut écrire f sous la forme

f=f {0}};, et le (iii) du lemme 3.14 fournit une écriture sous la forme voulue avec
a= f{o}f+N{@+/¢(@+)f_/f_ et b= (p_l(N{@Jr/Lp(g;;ﬂf_).

a

Sif= = ﬁ;,), on a ap(b') = a'p(d) et donc Y (a)b' = ¥(a’)b, ce qui démontre
le (ii).

Lemme 3.16. — Sin € N, alors ZN " (Fr(Z)) = " (Z).

Démonstration. — Soit y € Fr(Z) tel que ¢"(y) € #. 1l existe a > 1 tel que y €
Fr(&(0rel) et, d’aprés le cor. 3.12, on peut écrire y sous la forme y = y{o}g—t, avec
yt,y~ € U, sans zéros communs, et yi% € (£197l)* Maintenant, si ¢"(y) € %, il
existe b (que l'on peut supposer > a + n) tel que ¢™(y) n’ait pas de pole dans Cj.
Ceci implique que ¢"™(y~) n’a pas de zéro dans Cy, et donc que y~ n’a pas de zéro
dans Cj_,. On en déduit ’appartenance de y~ & (£107-1)* et celle de y & Z, ce qui
permet de conclure.

Sia€ Zest <1,onposer, =r +1—a. Alors ¢(&107]) c &107e+1] pour tout
a € Z (cela résulte de [13, prop. 1.13]), et @(&107a+1]) ¢ &197a] pour tout a € Z car
z € Cyyq implique (14 2)? —1 € C,.

Lemme 3.17. — Si f € Fr(&1°7) N (Fr(%)), alors Div(f) est C,-stable par Hopr -

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.14, on peut écrire f sous la forme f = ﬁ(h),
avec " (h) = Nyt jpn(+)(f7) € ZF et g € 1074l (cf. cor. 3.12 pour la définition de
f7). L’hypotheése f € o™ (Fr(Z#)) implique que f = ™ (¥"(f)). Or ™ (f) = #L(g), et
Y (g) € &10ra—nl Tl gensuit que si Y acc, ., Nala] est le diviseur de ¢"(f) sur Cy—py

(avec ng = 0o (V™ (g)) — va(h)), celui de f est Zaeca_n Zﬂeca, (146)" =1+ ne[8]- 11
est clair sur cette expression que ce diviseur est C,-stable par p,,..
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Théoréme 3.18. — Nueny™(Fr(Z)) = Fr(L{{t}}).

Démonstration. — Soit f € Nuene™(Fr(#)). Il existe a > 1 tel que f € Fr(&107al),
et il résulte du lemme 3.17 que Div(f) est C,-stable par p . Il existe donc g €
Fr(L{{t}}) tel que Div(g) = Div(f) (cf. lemme 3.10). Cela signifie que 5 € (&0rady*
Z. Par ailleurs, ¢ est bijectif sur Fr(L{{t}}) puisqu’il est sur L{{¢}}. Il s’ensuit, grace
au lemme 3.16, que 5 € Npen™ (%), et donc, grace & la prop. 3.9, que 5 e L{{t}}.

On en déduit le résultat.

3.3. Le L{{t}}-module A X {0}

3.3.1. Structure de AX {0}

Soit A € ®I'°*(#), de rang d. D’apreés [1, th. 1.3.3], il existe m(A) € N et, pour
a > m(A), un sous-&1% <l-module Al®7] de A vérifiant les propriétés suivantes (qui
les caractérisent) :

o Al0rmd] est de rang d sur &0 )] et les applications naturelles &1 @
Alorm)] — Alo7al et 2 @ Al0Tm)] — A (les produits tensoriels sont au-dessus de
&10rm)]) sont des isomorphismes (et donc Al%7] est de rang d sur &1°7«] pour tout
a > m(D)).

e p(Al%7aly ¢ AlOretal pour tout a > m(D).

On peut déduire de ces propriétés que :

o (Al0rat1l) ¢ Al%7al pour tout a > m(D) et que p(z) € Al%7e+1] si et seulement
si x € Alorel,

On note AX{0}, le L-espace vectoriel Npeng™(A). Cest un L{{t}} = Npeny™(#)-
module.

Lemme 3.19. — Soient x1,...,xq € AK{0}. Si z1,...,24 sont linéairement dé-
pendants sur %, ils le sont déja sur L{{t}}.

Démonstration. — Soit »_._, f;z; = 0 une relation de longueur minimale sur %Z. En
divisant tout par fi, on obtient une relation Y ;_; g;z; = 0 de longueur minimale
sur Fr(#), avec g1 = 1. Comme z; € ¢"(A), on a " (Y"(x;)) = x; et Y™ (gix;) =
V(g™ (Y™ (24))) = ¥"™(g:)"™(x;); on en déduit la relation >\, @™ (¢¥"(g;))z; =
0. Comme ¢™()"(g1)) = 1, la minimalité de la relation entraine la relation g; =
©"p"™(g;)), pour tout i et tout n € N. Il g’ensuit que g; € Nuene™(Fr(Z)) =
Fr(L{{t}}). On en déduit le résultat.

Théoréme 3.20. — Si A € ®I'°Y(Z) est de rang d, alors AKX {0} est un (p,T)-
module de rang < d sur L{{t}}.

Démonstration. — Soient j la dimension du sous-Fr(L{{t}})-espace vectoriel de
Fr(%Z) @2 A engendré par M = A K {0} (d’aprés le lemme 3.19, on a j < d), et
e1,...,e; une base de cet espace vectoriel constituée d’éléments de A X {0}.



40 PIERRE COLMEZ

Soit a € N tel que Al%7] contienne e, ..., ej et, sin > a, soit M, = Alornln M.
Alors ¢ induit une bijection de M,, sur M,;1 (car ¢ est bijectif sur M et ¢(x) €
Al0rnil gi et seulement si x € Al%™I) et on a M = U5, M,,.

Soit X 'adhérence du &1%"l-module engendré par M, dans A%l Alors X est
un &1%7el-module de rang j [il est libre en tant que sous-module fermé du &107el-
module libre Al%7]: il contient ey, ... ,e; qui sont libres sur Fr(#), et donc son rang
est > j; il est contenu dans le Fr(Z)-espace vectoriel F' engendré par eq,...,e; ce
qui implique qu’une base de X sur &1%7«] (une telle base peut se compléter en une
base de Al®7al) est aussi une base de F sur Fr(Z)] et ei,...,e; est une base de
Fr(&197e)) @ X sur Fr(&1%7al). Si § est le déterminant de ey,...,e; dans une base
de M, sur &1°74), les coordonnées de dx par rapport a ey, ..., e; sont dans &oral si
& € M,. Par ailleurs, M, = Al%7In (@Ll Fr(L{{t}})e;). On en déduit, en utilisant le
lemme 3.13, Vexistence de g € L{{t}} tel que M, soit inclus dans ®7_, g~ L{{t}} e;.
Comme M, est fermé dans Al®7e] (c’est I’intersection des noyaux des 1 — ¢™)", pour
n € N), son image par lapplication qui & x associe les coordonnées de gx dans la base
e1,...,e; est fermée dans (£1074l)7 et est incluse dans (L{{t}})’ par construction de
g. Comme la topologie de L{{t}} induite par celle de &1°7<] est sa topologie naturelle,
on en déduit que cette image est fermée dans (L{{t}})’, et comme c’est un L{{t}}-
module, il en résulte qu’elle est libre de rang j sur L{{t}}. On en déduit que M, est
libre de rang j sur L{{t}} et on peut donc supposer que eq,...,e; est une base de
M, sur L{{t}}.

Maintenant, Mgy, est stable par I' et engendré par ¢"(e1),...,¢"(e;). Il en
résulte que I'idéal de L{{t}} engendré par le déterminant de es,...,e; dans la base
o"(€e1),...,9"(e;) est stable par T' et donc que ce déterminant est de la forme
atk, avec a € L* et k € N. Par ailleurs, le déterminant b(vy) de y(e1),...,7v(e;)
dans la base e1,...,e; appartient & (L{{t}})* = L* puisque M, est stable par T
La relation (deto,)o,(dety) = (detp)p(deto,) se traduit alors par la relation
b(oa)ata *t=% = o~ *b(s,), dont on déduit que k = 0. Il en résulte que
Main = My, pour tout n, et donc AX {0} = M,. Ceci permet de conclure.

3.3.2. Le module AR {0} dans le cas de rang 2. — Si s € .7, le (p,T')-module A(s)
vit, par construction, dans une suite exacte 0 — Z(01) — A(s) — Z(d2) — 0. On
note ey la base canonique 1 ® 61 de Z(d1) et eq celle de Z(J2). On note aussi p; la
projection A(s) — Z(d2) et on choisit é; € A(s) tel que ps(éa) = es.

Si s € .72 nest pas exceptionnel, alors t*(*)ey a un (unique) relévement e}, dans
A(s), verifiant @(eh) = p» )y (p)eh et q(eh) = a®(*)6y(a)ely, pour tout a € Zy.

Si 25}y = 61, alors t*(9)ey a un relévement e dans A(s) (unique & addition prés
d’un multiple de e;), vérifiant @(e}) = p“(®)da(p)ey + e1 et aa(eh) = a®®)dy(a)el,
pour tout a € Zj.

Remarque 3.21. — Si s € .7 n'est pas exceptionnel, 'isomorphisme de la
prop. 0.3 entre A(s) et A(s’) se voit de la maniére suivante. Le sous-Z-module Ze/,
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de A(s) est stable par ¢ et I' (isomorphe & Z(2"(*)4,)) et est saturé. On en déduit
la suite exacte 0 — Z(x**)5y) — A(s) — Z(xz~*()§;) — 0, et 'image de e; dans
R(x=")51) est (el ot I'on a noté €] la base canonique de Z(x~"*(*)§,).

Lemme 3.22. — Soit A € ®T°Y(R), irréductible de rang 2.

(i) Si A posséde un vecteur propre pour les actions de ¢ et ', alors A est triangu-
lable.

(i) Si s € S® U .75 les seuls vecteurs propres (3 multiplication prés par un
élément de L*) de A(s) pour les actions de o et T sont les t*e; (propre pour z%§;),
pour k € N ; c’est aussi le cas si s € .S est exceptionnel.

(iii) Si s € L n'est pas exceptionnel, les seuls vecteurs propres de A(s) pour les
actions de ¢ et T sont les t*e; (propre pour x6), pour k € N, et les tFel, (propre
pour zFHv()5,), pour k € N.

Démonstration. — Si Ap est un sous-(¢, I')-module de rang 1 d’un (¢, T')-module A
sur %, il existe k € N tel que t~*A; soit saturé dans A (cf. dém. de [10, lemme 3.2]).
Ceci permet de démontrer le (i).

Maintenant, les seuls sous-(¢,T')-modules de Z(4) sont les t*#(5), pour k € N
(cf. prop. 1.24). On en déduit que les seuls vecteurs propres (& multiplication prés par
un élément de L*) de Z(51) pour les actions de ¢ et I' sont les t*e;, pour k € N.
De plus, si v ¢ Ze;y est propre pour ¢ et I il en est de méme de son image dans
Z(53) qui est donc de la forme atiey, avec o € L*; autrement dit, il existe i € N,
tel que t'e; admette un relévement propre pour ¢ et I'. D’aprés [10, lemme 4.9], cela
implique que s € .7 n’est pas exceptionnel et que v est un multiple de t*e), avec
ke N.

On en déduit le résultat.

Théoréme 3.23. — Soit A € (X)), irréductible de dimension 2. Alors A X {0}
posseéde un unique sous-L-espace vectoriel (AKX {0})o, stable par ¢ et T, tel que l’ap-
plication naturelle L{{t}} @1 (A(s) K {0})o — AR {0} soit un isomorphisme. Plus
précisément :

(i) Si A n'est pas triangulable, alors AX {0} =0 et donc (AKX {0})y = 0.

(i) Si s = (01,02,-%) € SB[ 75, alors (A(s) X {0})g = Ley.

(iii) Si s = (1, 09,L) € L8, alors (A(s) X {0})g = Le; ® Leéb.

Démonstration. — Si M = AK{0} n’est pas nul, alors il est de rang 1 ou 2 et quitte &
faire une extension quadratique de L, il existe v € M, propre pour les actions de ¢ et
T (cf. ex. 3.7), ce qui, d’apreés le (i) du lemme 3.22, implique que A est triangulable.

Maintenant, soit s = (d1,02,-%) € - On a une suite exacte 0 — Ze; X {0} —
A(s) ¥ {0} — Zea K {0}, et Zey K {0} = Npeny™(#)er = L{{t}}e1. De méme
Rea W{0} = L{{t}}es, et si 'image de A(s) K {0} dans Zey K {0} est non nulle, elle
est de la forme ' L{{t}}es, avec i € N. D’aprés 'ex. 3.7, on a alors deux possibilités :
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e tiey admet un relévement propre pour ¢ et I', et d’aprés [10, lemme 4.9], cela
implique que s € .78 et est non exceptionnel, auquel cas un tel relévement de tey
existe si et seulement si i > w(s) (ot 'on peut prendre *~*(*)¢), comme relévement).

e il existe k € N et («, 3) € L? non nul, et un relévement f de ties tels que

o(f) = p"61(p)f + atfer et ou(f) = a"61(a)f + pthes, siac Z.

On en déduit que z%§; = x0y. Comme v,(51(p)) + v,(52(p)) = 0 et v,(d1(p)) > 0,
cela implique i > k, et donc que s € .7 est exceptionnel, et que w(s) =i — k. En
particulier, on a i > w(s), et comme on peut relever t*()ey en €5, on en déduit que
i=w(s) et que k =0.

Cela prouve que M est de rang 2 si et seulement si s € .7 auquel cas il est
engendré par e; et ¢5. Comme M est de rang > 1, si s € %y, cela prouve qu'il est
de rang 1, engendré par e, si s € 5% U750

Enfin, lexistence et I'unicité de (A(s)X{0})o se déduisent de la description de My
dans l'ex. 3.7 (on remarquera que le second cas de cet exemple avec k > 1 a été exclu
par la discussion précédente).

Ceci permet de conclure.

Remarque 3.24. — Si D € ®I'*%(&), a coté de D K {0} = Npeng™(D) (qui est
noté D™ dans [12]), on dispose [12] de sous-modules D¥ C D qui jouent un grand
role dans I’établissement et I’étude [13, 2, 14| de la correspondance de Langlands
locale p-adique pour GL2(Q,). Par analogie avec les définitions et les propriétés de
Db et D¥, on est amené & définir, pour A € ®T°Y(&), les sous-modules suivants :

o A¥ = N enty™(Al07a]) ot a > m(D) est quelconque.

e A% est Iorthogonal de A X {0} dans AF.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer, en utilisant le dictionnaire d’analyse
fonctionnelle, que dans le cas A = %, alors A% = %71 et A¥/AF est le sous-espace de
LA(Z,) des ¢ qui sont la restriction & Z,, d’une fonction analytique sur C,.

4. Les vecteurs localement analytiques de la série principale unitaire

Ce chapitre est consacré a la description (prop. 4.11) de II(A(s)). L’ingrédient
principal en est la détermination (th. 4.4) du module de Jacquet dual J*(II(A)) qui
permet (th. 4.6) de dévisser le module A(s) X P*.

4.1. La représentation localement analytique II(A)

4.1.1. Le faisceau U — AXU. — Soit A € ®T°*(Z). Alors A est muni d’une action
de Pt donnée par (Pga 11’) 2= (1+T)’¢*00,(2),sik € N,a € Z} et b € Zy, et d'un
inverse a gauche 1 de ¢ qui commute & I'action de I' et qui est donné par la formule
w(Zf;OI(l + T)'p(z;)) = zo. On utilise ces données pour associer & A un faisceau
U — ARU sur Z, (ou U décrit les ouverts compacts de Z,,), équivariant sous I’action
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de PT, ot P* agit sur Z, par la formule (&%) -2 = az + b habituelle. De maniére
précise :

e AXZ,=Aet AK(D =0,

¢ AR (i+p"Z,) = (7 I)ACA

e Res; iz, : AN Z, — AK (i + pFZ,) est donné par Res; iz = (§1) 0k o
W (47

On remarquera que l'on a une suite exacte 0 - 2 — A — LAX y~! — 0 de
faisceaux Pt-équivariants sur Z, si A = %.

Ce qui précede est valable pour un élément de ®I'**(%) de rang arbitraire. Si A
est de rang 2, on peut lui associer un faisceau U — AKX U sur P! = P(Q,) (ou
U décrit les ouverts compacts de P!), équivariant sous l’action de G, ott G agit sur
P! = P(Q,) par la formule (¢Y) -z = 228 habituelle. (Si a € Q, élément (§9)
du centre de G agit par multiplication par wa (a), oit wa est le caractére y~!det A,
mais la définition de Paction de G repose [14, § II.1] sur des formules nettement plus
compliquées que celle de PT). On a comme ci-dessus AKX Z, = A, et le faisceau ainsi
obtenu sur Z,, muni de la restriction de 'action de G & PT, n’est autre que le faisceau
Pt-équivariant sur Z, défini ci-dessus. Par ailleurs, si U est un ouvert compact de
P! on dispose d’une application de prolongement par 0 qui permet de voir A X U
comme un sous-module de 'espace A X P! des sections globales.

Comme P! est obtenu en recollant Z, et w - Z, le long de Z, et comme G est
engendré par P et w, le faisceau U — AKX U sur P! = P!(Q,) est complétement
décrit par sa restriction a Z, (avec 'action de P*) et par 'action de w sur AKX Z;.
Si on note wa cette action, I'application z +— (Resz, z, Resz, w - z) permet de décrire
A X P! comme l'ensemble des (z1,20) € A x A vérifiant Reszxz0 = wA(ResZ;zl).
L’action de G sur AXKP? est alors décrite par les formules du squelette d’action (avec
z=(z1,22)) :

o (98) 2= (22,21).

eSiaeQ, alors (§92)-2 (wA(a)zl,wA( \E )

eSiaeZy alors (39) 2 (‘5 )21, wala)(e," 9)z22).

e Siz = (8(1)) z, alors Respz Z (0 ?) 21 et Resz, wz' = wa(p)Y(z2).

e SibepZy etsiz = ()2, alors®

Resz, 2’ = (§%) - 21 et Respz, w2’ = up(Respz, (22)),

ol up = wa(l+0b) (é 711) O WA © ((1+g)_2 b(1+1b)_l) 0 WA O ((1) 1/(11+b)) sur A X pZ,.
Le G-module A X P! vit alors dans une suite exacte de G-modules :

0— I(A)*®@war — ARP! - TI(A) — 0,

(5)La formule pour u; de [14] comporte plusieurs fautes de frappe comme me 1’a fait remarquer
G. Dospinescu.
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ot TI(A) est une représentation localement analytique de G (topologiquement, c’est
une limite inductive compacte de L-banach et son dual IT(A)* est donc un L-fréchet).
Si V est la représentation de Yq, qui est associée & A par I'équivalence de catégories
de Fontaine, et si II(V') est la représentation unitaire associée a V' par la correspon-
dance de Langlands locale p-adique, alors II(A) est la sous-représentation II(V)??
des vecteurs localement analytiques de II(V).

4.1.2. Dualité. — Soit A = Homg(A,%ﬂ—TT) le dual de Tate de A. On définit un

accouplement G-équivariant { , }p1 sur (AXP!) x (AR P'), en posant
{z,y}p1 = {Resz,x,Resz,y} + {Resz, ( o)z, Resz, (5 6)y},

ot {, } : Ax A — L est Paccouplement (z,y) — réso((c_1z,y)), et ( , ) est
’accouplement tautologique sur A x A. Cet accouplement identifie A X P! au dual
topologique de A X P!. Plus généralement, si U est un ouvert compact de P, alors
{, }p: identifie A X U au dual topologique de AR U, et AKU et ARV sont
orthogonaux si U NV = 0.

On choisit un isomorphisme de A?A sur Z(det A), ce qui nous fournit un isomor-
phisme de (p, T')-modules de A ® w;l sur A. Cela permet, si z € A, de voir z ® wgl
comme un élément de A. Si vy, v5 est une base de A sur %, telle que v1 Ave = 1@det A,
alors v; ® w;l,’l}g ® wgl est une base de A sur Z, et on a

{o_1(z1(n1 ® wi') 4+ z2(v2 ® wzl))ﬂﬁm + yova} = réso (2192 — 2211) ffTTT),

pour tous x1,T2,y1,Yy2 € #Z. L’isomorphisme P'-équivariant A ® w;l =~ A s’6tend
en un isomorphisme G-équivariant (A X P') @ w;' = AKX P'. On a donc une suite
exacte

0—IA)* - ARP! - TI(A) @wr' — 0,

et alors TI(A)* ¢ AR P! et TI(A)* ® wa € AKX P! sont les orthogonaux 1'un de
lautre ([14, rem. V.2.21]).

Lemme 4.1. — Sive A= AKZ, C ARP! est propre pour laction de ¢ et T pour
Q, 0 )

le caractére 6, alors w- (v® w;l) e AR P! est propre pour Uaction de T = ( 0 Qr
D

N 1 -1
pour le caractére 6~ @ dw, .

Démonstration. — On a

(8 2) - (w - (v®w;1)) :wgl(a)(é d(/)a)w . (v®w£1) :wgl(a)w‘ (d(/)“ ?) . (v®w£1)

= wa ' (@)w - (dwz' (d/a)v @ wy') = 07" (a) dwx (d)(w - (v @ wy')),

ce qui permet de conclure.
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4.2. Le foncteur de Jacquet dual. — Notre but est de déterminer le module
de Jacquet dual de TI(A). Pour cela nous allons avoir besoin d’introduire certaines
notations.

Si s € Sy, on définit les éléments suivants de (A(s) @ w; 1) K P = (A(s) X PL)*
(cf. n° 3.3.2 pour la définition de e; et €}) :

o fi=w-(e;1 ®@w; ) (pour tout s € Hy,),

o fo=w- (e, @wit) (sis €.70),

o fl=w-(t""Cley @w ) (si s € LT N.70%).

Remarque 4.2. — 1l résulte du lemme 4.1 et du lemme 4.5 ci-dessous, que :

e f1 est propre sous l'action de B pour le caractére (51—1 ® 62_1x,

e f] est propre sous l'action de B pour le caractére ()51 @ =5ty (si
s € ST N.708),

e f5 est propre sous 'action de B pour le caractére x_w(s)§;1 ® xw(s)5;1x (si
5 € S nlest pas exceptionnel).

Lemme 4.3. — Les éléments f1, ] et fo appartiennent au sous-module TI(s)* de
ARPL
Démonstration. — 1l est équivalent de prouver que e appartient a II(s)* ® wa, si

e € {e1, e}, e} (avec ¢} = t7%()ep), ou encore que e est orthogonal au sous-module
I(s)* de AR P!. Or II(s)* contient un sous-&-module compact W, stable par G,
engendrant un sous-L-espace dense, & savoir le &-dual de la boule unité de II(D),
si D = Al de telle sorte que TI(s) = II(D)™: il suffit donc de prouver que e
est orthogonal & W. Comme W est stable par (?’(7)” ‘1)), et comme { , }p: est G-
équivariant, cela implique que { (% %) e, W}, = {e, W}p1 pour tout n. Or (% 9)-
e = aege, avec vy(e) > 0 (on a a, = d1(p) si e = e, ae = p~ )51 (p) et w(s) < 0 si
s € SITNI0E et a, = pU(3)dy(p) si s € 7). On a done {e, W}p1 = a{e, W}p1,
pour tout n, et comme W est compact, {e, W}p1 est borné et Nena?{e, W}p1 =0,

ce qui permet de conclure.

Théoreme 4.4. — (i) Si A n’est pas triangulable, alors J*(IL(A)) = 0.
(ii) Si s € S8 — (LN ou si s € .75, alors J*(II(s)™) = L f.
(iii) Si s € .72 N.ZHT alors J*(II(s)*) = L f; ® L f].

(iv) Si s € &, alors J*(I(s)*) = L fy @ L fa.

Démonstration. — D’aprés le lemme 4.3, f1, f] et fo appartiennent a II(s)*. Le théo-
réme est donc une conséquence du résultat suivant (en tordant par wgl).

Lemme 4.5. — (i) Si A n’est pas triangulable, alors (AR PN = 0.
(ii) Si s € St — (LN ou sis € 75, alors (A(s) XPHN = Lw-e;.
(iii) Si s € SN ZHT alors (A(s) XKPHYN =Lw-e; @ Lw - €.
(iv) Sis € .7 alors (A(s) XPHN = Lw-e; @ Lw - es.



46 PIERRE COLMEZ

Démonstration. — On a (2 9)Res,-nz ((§1)z) = (L+T)P" (% 9)Res,-nz, 2. On
ne déduit que si (§1)z = 2, alors Res,-nz,z = 0 pour tout n, et donc que w - z €
AR p"T1Z, = p"T1(A), pour tout n. Il en résulte que z est dans I'image de A X {0}
par x — w - z. On en déduit le (i) en utilisant le (i) du th. 3.23.

Supposons maintenant que A = A(s). On a a priori une inclusion (A X PHN
(ARKPH™ ot n est Palgébre de Lie de N, avec égalité si (AKP!)" est de dimension finie
(en effet, il existe alors un sous-groupe ouvert de N qui agit trivialement sur (AXKP!)"
et donc N agit trivialement car (£ 9) induit un isomorphisme de (AXP!)"). Il s’agit
donc d’étudier l'action infinitésimale de G sur le module w- (AX{0}) ou, ce qui revient
au méme en conjuguant par w, sur AK{0}. L’algébre de Lie g de G est engendrée par
ut=(88),um=(98),a"=(§3)eta =(39),etonavtu” —u vt =at—a .

On cherche & déterminer le noyau de v~ agissant(®) sur AX {0}. Commencons par
remarquer que, si v € A K {0} est un vecteur propre pour I' pour le caractére J,
(i-e. 04(v) = dy(a)v, si a € Zy), alors v est vecteur propre de a™t pour la valeur propre
w(d,). Par ailleurs,

_ 1 14 1 1 _
(59)um = Tm L(59)((29) ~1) =57 1 (2, 0) -1 (51) =5 (89).

Il en résulte que u~ (v) est propre sous I'action de I' pour le caractére =15, si v lest
pour le caractére d,. En revenant a la description explicite de M = (AKX {0})¢ et de
(A X {0}), donnée dans le th. 3.23, on en déduit que u~ tue M.

Par ailleurs, on a u* (v) = tv, pour tout v € AK{0} et at +a~ est la multiplication
par w(da) = 2w(d1) —w(s) — 1. Maintenant, o,(v) = d;(a)v, pour tout a assez proche
de 1 et tout v € M, et donc a™(v) = w(d1)v. On déduit de la relation u™u™ —u~ut =
at —a” que

tu” () —u” () = (2w(61) + 25 — (2w(dy) —w(s) — 1))t v = (25 +w(s) + 1)t/ v,

sive M et j € N. Comme u~ (v) = 0, une récurrence immédiate permet d’en déduire
que u™ (tv) = —(j(w(s) + 1) + j(j — )P v.

Maintenant, si j > 1, la nullité de u™(t/v) équivaut a celle de w(s) +1+j—1 =
w(s) + 7. Il s’ensuit que, dans le cas s € ., u~ (t/v) = 0 n’est possible que si j = 0
(car w(s) € N — {0}) et donc le noyau de u~ sur A X {0} est réduit & (A X {0})o.

Dans les cas restant, cela n’est possible que si w(s) est un entier < 0, et si j =
—w(s). On en déduit le résultat.

4.3. Dévissage de A(s) X P!

Nous allons prouver que A(s) X P! se dévisse comme A(s). Plus précisément, on a

le résultat suivant qui permet, en utilisant la prop. 2.6, de déterminer les composantes
de Jordan-Hélder de A(s) X P!,

(6)On pourrait utiliser la formule explicite [15] pour Paction de u™ pour simplifier ce qui suit.
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Théoréme 4.6. — (i) Ze1 R P! = {(21,20) € A(s) K P, 21,20 € Ze1} est stable
par G, et le G-module A(s) X P! vit dans une suite exacte de G-modules'™

0 — Zei AP — A(s) X P! — Zey MP! — 0.
(ii) Sii=1,2, on a une suite exacte de G-modules :
0— Ban((Sg,i, 51)* X wg — %’ei X :P1 — Ban(di,ég,i) — 0.

Démonstration. — La démonstration va demander un peu de préparation ; le résultat
est une traduction de la prop. 4.9 ci-dessous.

Soit fi =w( 3t Y) (a1 ®@wit) =w e (—Dw- (e1 ®w; ') € (A(s) ®w; ) WP
D’aprés la rem. 4.2, f; est propre sous 'action de B, pour le caractére 5;1 ® 5271%
On en déduit, grace aux rem. 2.3 et 2.2, que ®1, envoyant z sur ¢, , : Q, — L définie
par ¢1-(x) = {f1, (%1 1) - 2} p1, est G-équivariante de A(s) K P! dans B* (2,6, ).

Lemme 4.7. — L’application ®; : A(s) X P! — B¥(85,0,) est surjective et son
noyau est ensemble des z vérifiant ps(Resz, z) € HTes et ps(Resz, (g é)z) € ZTey.

Démonstration. — On a (_01 i) = w( o (1])((1) _1'”), et donc

o1:(2) = {w(3']) (10w ) w(F 1) (5 7) 2hp = {er®@w’ (677) - 2)pr
Maintenant, e; ® ws_l étant a support {0}, on a ¢1 Res,» = Resydi z, et comme P!
est la réunion disjointe de Z, et (9 §)Z,, on est ramené & prouver que ®; induit
une surjection de A(s) K Z, = A(s) sur B*(dz,01) K Z,, = LA(Z,), dont le noyau
est p; (%% e2) (la partie concernant (9 §)Z, s’en déduit alors par G-équivariance).
L’application (z1,22) — z1€1 + 22€2 est un isomorphisme de Z-modules de Z x % sur
A(s), et si z = z1e1+ 2262, on & ¢y () = ¢, (). On peut donc déduire la surjectivité
de A(s) — LA(Z,) du (iii) de la prop. 1.2 ainsi que le fait que z est dans le noyau de
®; si et seulement si 2o € Zes.

Lemme 4.8. — (i) Ze1 W Z5 est stable par wa(s)-
(ii) Le sous-module %es RP! = {(21,22) € A(s)XPL, 21,29 € Zey} de A(s) XP!
est stable par G.

Démonstration. — A(s) X Z7 est stable par w et contenu dans Ker ®;. On déduit
donc du lemme 4.7 que I'image par ps de w(%e; X Zy) est incluse dans RTes X Zy.
Or Zey W Zy est un sous-Z(I')-module de A(s) X Zy, et wa(,) étant Z(I')-semi-
linéaire (car wa(s) © 04 = ws(a)o,-1 0wWa(s), traduction de w(g9) = (&9) (aal 9 )w),
WA (s)(#e1 W Zy) est aussi un Z(I')-module. Il en est donc de méme de son image par
ps et comme celle-ci est incluse dans le Z7(I')-module Z* ey K Z;, qui est de rang

fini (et méme de rang 1), elle est nulle, ce qui démontre le (i).

(MLe (i) du lemme 4.8 permet de munir Zes X Z3 de l'action quotient de wa(s) et donc de définir
Hes KPL; les formules du squelette d’action munissent alors ce module d’une action de G.
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Enfin, comme Ze; est stable par PT et ¢ et Ze; X Z; est stable par wa(), il
résulte des formules du squelette d’action que Ze; X P! est stable par G (cf. [14,
prop. V.2.8] pour des résultats du méme genre).

Ceci permet de conclure.

le (i) du lemme permet de munir Ze; X Z» d’une action de wa(s), et donc de
définir un module Ze; X P!. Les formules du squelette d’action passent alors au
quotient modulo Ze; X P!, et donc munissent Ze; X P! d’une action de G, rendant
G-équivariante I'application naturelle ps : A(s) X P! — Zey K P, Ceci prouve le (i)
du th. 4.7.

Sii=1,2,onnote Ze; P! 'ensemble des z € Ze; P! vérifiant Resz, z € Z'e;
et Resz, (9 0)z € Z7e;.

Proposition 4.9. — Sii = 1,2, le sous-module ZTe; K P! de Ze; X Pl est stable
par G et on a des isomorphismes de G-modules :

Fe; P = B™(53_,,6)* @ws et (Be; RPY) /(% e; WP) = B™(5;,03_).

Démonstration. — Z+es K P! est I'image de Ker ®; par p,; on en déduit sa stabilité
par G. De plus, (Zes X P1) /(% ea X P!) est isomorphe & 'image de ®1, c’est-a-dire
B2 (83,01).

Maintenant, w - e; est stable par N. En effet, on a Respw - e = 0 pour tout
ouvert compact U de Q,, et donc Resy (4 %)w - ea = 0, pour tout ouvert compact
U de Q,. On en déduit que (§%)w - ez est de la forme Y, . i (b)w - tFey, avec
ar(b) € L et >, o ok (b) X" convergeant sur C, tout entier. Par ailleurs, (&9 )w -
they = ws(a)w( e, 9)-t*es = wy(a)da(a)"'a Fw-tFes. En caculant de deux manieres
(e () w-ea=(§%)(&9)w- ez, on obtient ay(ab) = a *ay(b), et donc ay(b) =
kb . Or b (§%)w- ey est analytique dans un voisinage de 0, et donc ¢ = 0 pour
tout k # 0 et ¢o = 1.

On déduit de ce qui précéde que w-éo, qui est un relévement de w-eg, est fixe par N
modulo Ze; KP!. Ceci permet, comme pour le lemme 4.7, de définir une application
G-équivariante @5 : Ze; X P! — B*(§1,0,), en envoyant z sur la fonction ¢o
définie par ¢ . () = {w- (2 ®@w;1), (% L) - 2}p,. Le noyau de &5 est Z+e; K P!
pour les mémes raisons que précédemment ; on en déduit sa stabilité par G ainsi que
l'isomorphisme (Ze; X P1)/(%Te; K PY) = Ba%(§y, o).

Enfin, dans la dualité entre A(s) X P! et A(s) X P! les espaces Ze; X P! et
e, ®P! sont les orthogonaux 'un de Pautre (on a {2/, z}p1 = {Resz, 2, Resz, 2} +
{Resz, (58)2,Resz, (5 6)z}, et siéh=é@w, !, on a {a]e] +abéh, z1er + zaea} =
vés (@) 1o — hw1 125) sl 1, 29, 24, 24 € Z). Cette dualité induit donc des dualités G-
équivariantes entre Ze;, X P! et Ze}_, KP! dans laquelle Zte, XP! et ZTe}_, K P!
sont les orthogonaux l'un de l'autre (car Z* est l'orthogonal de Z* dans #). On
en déduit que ZTe; X P! est le dual de (Ze}_, X P1) /(% e, ®P!) est donc est
isomorphe & Ba“(xéjl, Xégili)* > B (§3_;,0;)* @ ws
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Cela permet de conclure.

Remarque 4.10. — (i) Si 6,w sont deux caractéres continus de Qj, on peut
construire des représentations &(§) X, P! et #Z(5) X, P! en reprenant la stratégie
menant A la construction de D X P! et D,ig X P! dans le cas ot D est de rang 2
sur &. La représentation Ze; X P! de la prop. 4.9 est alors isomorphe & %Z(5;) X, P*.

(ii) Si D est irréductible de rang > 3, on peut encore définir le G-module D X, P*
(cf. [14, § 11.1]), mais la stratégie menant & la construction de Dz X, P! est en
défaut. Les résultats de Paskunas [29] laissent & penser qu’il n’est pas possible de
munir Dyje X P! d’une action de G.

4.4. Dévissage de II(A(s))

On note simplement II(s) la représentation II(A(s)). On a donc une suite exacte
0— II(s)* ®ws — A(s) KP! — TI(s) — 0 de G-modules.

Proposition 4.11. — Soit s = (01,02, L) € L.
(i) Si s est générique, on a des suites exactes

0— % e MP! - (s)* @uws —» ZTe; XP — 0,
0 — B*(61,62) — II(s) — B*(d2,61) — 0.

(i) Si s est spécial, ZTea P contient un sous-espace fermé (Z e XP1L), stable
par G, de codimension w(s) et Ze; WP contient un sous-espace fermé (Ze; XP1)Y,
stable par G, dans lequel Z7e; X P! est de codimension w(s), et on a des suites
exactes

0— (Zey RPHY - TI(s)* @ws — (ZTea ®PY)y — 0,
0— Ey —I(s) —» B*™(62,01) — 0,

ot Eo est Uextension de W (d1,02) par St*"(d1,92) correspondant a celle de %(d2)
par Z(61) via Uisomorphisme du (iii) de la rem. 2.11.

Démonstration. — La démonstration consiste & analyser comment se répartissent les
composantes de Jordan-Holder entre II(s)* ® wy et II(s).

Dans le cas (i) :

e Si §, # |z[?2(®)~1  ces composantes sont de dimension infinie et sont de deux
types bien distincts : des limites inductives compactes de banach qui font partie des
composantes de II(s) et des fréchets (non banach) qui interviennent dans II(s)* ® ws.
Cela permet de démontrer la premiére suite exacte en regardant les fréchets ; la seconde
s’en déduit.

e Si 6, = |z|?2*)~1 alors B*(61,d3) a une composante de Jordan-Holder qui
est de dimension finie, mais celle-ci n’est pas un sous-objet, ce qui fait que le plus
grand sous-objet de Ze; P! qui est de type fréchet est quand-méme Z+e, XP!. De
méme, ZTe; K P! a une composante de dimension finie, mais celle-ci n’apparait pas
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en quotient, et donc Z ey X P! est le plus petit sous-objet de Zes X P! contenant
les composantes de type fréchet de dimension infinie. On en déduit le résultat dans
ce cas aussi.

Dans le cas (ii), la situation est un peu plus délicate & cause des deux composantes
de dimension finie qui peuvent faire partie des composantes de I'un ou de l’autre.
Or II(s) ne contient pas de sous-représentation de dimension finie (cela résulte, par
exemple, des cor. 1.3.2 et 11.2.9 de [14] dont on déduit que II(s) ne contient pas de sous-
L-espace de dimension finie stable par B). Il en résulte que le sous-quotient W (1, d2)
de Ze; X P! apparait dans I1(s)* ® w,, et comme il n’intervient pas dans Ze; KP1,
cela prouve que (Ze; XP1)NII(s)* @ wy est I'extension (Ze; P10 de W (81, d2) par
R T e XP! apparaissant dans Ze;XP!. La suite exacte 0 — I1(s)*®ws — A(s)XP? —
II(s) — 0 prouve alors que la composante W (41, 62) de Z+eaXP! n’apparait pas dans
II(s)* ® ws (sinon, II(s) n’aurait pas de composante de Jordan-Hoélder de dimension
finie contrairement & I1(s)*). Il s’ensuit que I'image de II(s)* ® ws dans Ze; X P!
est strictement incluse dans Ze; X P et que le quotient est isomorphe & W (41, d2) ;
cette image est donc le sous-module (ZTes ® P')y [qui est 'orthogonal du sous-
module W (xd;*, x07 ") de B*(xd5 ', x671)]- On en déduit la premiére suite exacte.
Le lemme du serpent nous fournit alors une suite exacte 0 — B?(d1,d2) /W (d1,02) —
H(s) = E — 0,01 E = (Zea XPY) /(% ea M P)g est une extension de B (4, 61)
par W (d1,02). Il en résulte que II(s) contient une extension E’ de W (d1,d2) par
St*(d1,02) et que 'on a une suite exacte 0 — E' — II(s) — B**(d2,61) — 0. 1l
reste & déterminer la classe de extension E’, et pour cela, nous allons utiliser les
isomorphismes

EXté(W(51,(52), Stan(él, 52)) = Hl(A+,LA(Zp) ® xk) = Eth(%((SQ),%(al))

de la rem. 2.11 dont nous reprenons les notations. Commencons par remarquer que
notre W (81,02) est (ZTea X P1)/(ZTea ®P)g; les tleq, pour 0 < i < k en forment
donc une base sur L. Par ailleurs, W (01,62) = Wi ® 61x "+ = Wi @ 278, et comme
(g ?) agit par multiplication par d2(a) sur eg, on voit que es correspond a l'élé-
ment 7% @ zF de W, ® 2*. L’image de I'extension de W (dy,d2) par St*(dy,d2)
dans H'(A*,LA(Z,) ® 2*) est donc, d’aprés la rem. 2.11, obtenue de la maniére
suivante : on reléve es en é; dans Il(s), et on se débrouille pour que le cocycle
(8 (1)) — cq = (52(a)’1(8 (1)) — 1) . €9 sur AT soit & valeurs dans les fonctions a
support dans Z, ; I'image de ce cocycle dans H'(AT,LA(Z,) ® x*) est alors la classe
qui nous intéresse. Une maniére d’assurer que c, est & valeurs dans Z, est de choisir
un relévement é; de eg dans A(s) = A(s) K Z, C A(s) X P!, et de prendre pour é;
I'image de é; dans LA(Z,) ® z¥. Or cette description du cocycle a — ¢, montre que
son image dans H' (A", LA(Z,)®2") est celle de 'extension A(s) de Z(52) par Z(51).
Ceci permet de conclure.
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4.5. Vecteurs localement algébriques. — On note I1(s)*# 'ensemble des vec-
teurs localement algébriques de II(s) pour I'action de SL2(Q,) (si 61 est localement
algébrique, c’est 'ensemble des vecteurs localement algébriques de TI(s)).

Théoréeme 4.12. — Soit s = (61,02, %) € Firr-
(i) H(s)*& #£ 0 si et seulement si s € SR,
(i) Si s € .75, alors TI(s)*'8 = St ® Sym“ ¥~ @ 4,.
(iii) Si s € L, alors

I1(s)™8 = (Indhsse(|a:|5sx1_w(s) ® |x|_1)) ® Sym" ! © 4,

et est irréductible, sauf si 5, = z) 71 ou si 65 = || 221 ququel cas T1(s)*8 est
une extension de Sym™® ™' ® §, par St ® Sym™ ) @ &,.

Démonstration. — Il y a plusieurs cas :

e Si s nest pas spécial (i.e. si 6, # %)~ avec w(s) entier > 1), I'’énoncé est
équivalent & I1(s)2® = B2l2(§;, 6,), ce qui est immédiat si w(s) n’est pas un entier < 0
au vu des composantes de Jordan-Holder de B(d1,d2) et B(d2,01) (prop. 2.6) et de la
suite exacte 0 — B(d1, d2) — II(s) — B(d2,01) — 0.

e Si w(s) est un entier < 0, on cherche & prouver que II(s)2® = 0, et donc
que B*8(8y,01) n’est pas un sous-objet de II(s). Dans le cas contraire, B*8(8y,d;)
serait une sous-représentation de la représentation unitaire II(V(s)), et son com-

-1

plété universel serait non nul, ce qui contredit un résultat d’Emerton [17]. (On
a Zf:o_l (21 8) -1z, = 6a(p)" Zf;al Liypnz, = 02(p)"1z, ; il en résulte, puisque
vp(d2) < 0, que I'image de 1z, dans le complété universel de B¥8(§,,51) est nulle, et
donc que ce complété universel est nul puisque B*'8(8y,d,) est irréductible.)

e Sid, = 2 avec k € N (ce qui couvre le cas s € 7" et le cas s € .7 spécial),
alors I1(s) est une extension de B(ds,d1) par E, ® d1x 1, ott Ey est Pextension de Wy,
par X correspondant & £ € Hom(Qj;, L) (cf. th. 2.7). On est donc ramené & démontrer
le résultat suivant (on rappelle que Sym* @ 8 = W, @ dozF = Wi @ Six ).

Lemme 4.13. — E?lg = St ® Wy, sauf si { = v, ot E;lg est une extension non
triviale de Wy, par St @ Wy, et donc est isomorphe a (Ind"™*°(|z| ® z|71)) @ Wi

Démonstration. — On reprend les notations du th. 2.7.

Si ¢ = vy, le sous-espace de Y} engendré par Wi l™ et les fonctions localement
polynomiales sur P! de degré < k (isomorphe & St®@W)},) est stable par G, et I’extension
de Wy, par St ® W}, ainsi obtenue est non scindée car II(s) ne contient pas de sous-
représentation de dimension finie. Ceci permet de conclure dans le cas ¢ = v,

Si ¢ # vp, on peut, quitte & multiplier £ par une constante ce qui ne change pas Ey,
supposer que £ = log +-awy, avec o € L. Montrons qu’une sous représentation de G' qui
se surjecte sur W}, contient une fonction qui n’est pas localement polynomiale sur P*
de degré < k. Pour cela, il suffit de prouver que si ¢ € X, alors (((1) %)— 1) (6T +¢) ne
peut pas étre nulle dans un voisinage de I'infini. Dans le cas contraire, il existerait b € Z
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tel que p(x+1) —¢(z) = log(z+1) —log x, si vp(z) < b. Par densité de N dans Z,, on
en déduit que ¢ —log est constante sur i + Zy, si v,(i) < b, ce qui est en contradiction
avec le fait que ¢ est analytique au voisinage de oo (i.e. ¢(z) = > N anz™", si
vp(x) < 0).

Ceci permet de conclure.

4.6. Cas particuliers

Ce n° est consacré a ’étude des deux cas particuliers ou le module de Jacquet est
de dimension 2. Le résultat obtenu, dans le cas cristallin, répond aux conjectures 5.3.7
et 5.4.4 de [2].

4.6.1. Le cas cristallin. — Soit s = (61, 02,00) € L. On note s’ I'élément de .7
défini par s = (87,85, 00) et 8 = 25y, 65 = 27()§;. Alors s est exceptionnel si
et seulement si s = .

Il résulte de la démonstration du th. 4.12 que :

o si g, # 21 |z[22w ()1 alors T(s)*8 = B22(§;,0,) (qui est isomorphe a
B28(51,84), d’aprés le (i) de la rem. 2.5),

e si 5, = |z[2xv)~1 alors TI(s)*& = B8(5,,8,) (extension de W(d},d,) par
St (41, 63)),

o si §, = x¥)~1 alors II(s)®€ est une extension de W(d1,dy) par St™8(8y,d2)
isomorphe & B¥&(51,85) = TI(s')%e.

On remarque que, dans tous les cas, II(s)*8 = TI(s")*8. Cela traduit I'existence
d’un isomorphisme II(s) = TI(s').
Proposition 4.14. — Si s € S nlest pas exceptionnel, on a des suites exactes

0 — I(s)*8 — B™(61,85) ® B*™(8},684) — TI(s) — 0
0 — II(s)™8 — TI(s) — B*(82,6,) ® B*™(85,07) — 0

Démonstration. — Comme TI(s) 2 TI(s'), il résulte de la prop. 4.11 que B**(d1,d2) et
B?"(41, d5) s’identifient & des sous-objets de II(s). La premiére suite exacte s’en déduit
en examinant les composantes de Jordan-Holder des représentations considérées. La
seconde en résulte en utilisant les isomorphismes B*"(s)/B*8(s) = B*(8,d7) et
Ban(s/)/Balg(s/) ~ Ban(§2751)_
Remarque 4.15. — (i) La fleche TI(s) — B2*(d9, 1) ® B*"(d},0]) peut s’induire &
partir de lapplication z +— ({fl, (91 ;) ~Z}P1, {fg, (Pl ;) ~z}P1), définie sur A(s)X
P!, et qui se factorise & travers II(s).

(if) Dans le cas exceptionnel, on a 0] = d; et 05 = d. Les suites exactes ci-dessus
deviennent

0 — B*8(61,0,) — Ind™ (6, @ x~'61) @ (§ »4/?)) = TI(s) — 0
0 — TI(s)"'& — TI(s) — Ind™ (61 @ x " 'd2) ® (3 #(4/V)) — 0
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4.6.2. Le cas Hodge-Tate non de Rham. — Si s € ZHT N .78 alors J*(II(s))
contient un autre vecteur propre que f; pour l'action de B, & savoir f], qui est
propre pour le caractére x‘“’(s)é_l ® :c"’(s)d_lx L’application z ~— ¢} , définie par

(@) ={f, (% 2)z}p: induit donc un morphisme G-équivariant de A(s) XP! sur
B"“‘( w(s) 5y, 2=()§1) qui est surjectif pour les mémes raisons que z ¢1,.. Oron a
fl=w-({t""®e; ®@wh), ce qui nous donne

$1,:(2) = ()Pt e (-D{tT e 0wl (§77) 2 e
= Do @0 O (3 7)

LT (35 b = () Do)

Il s’ensuit que z +— ¢/1,z s’obtient en composant z — ¢ . avec le morphisme

(%)ﬂj(s) : B (8,,61) — B2 (%) 5y, 2=*(*)§}) de la proposition 2.6. Il est & noter

que Pextension de B8(d,,81) (noyau de ce morphisme) par B*(d;,d2) qui apparait

= _151 {61 ®wy

n’est pas scindée (cf. démonstration du th. 4.12).

4.7. La transformée de Stieljes. — Terminons cet article par une curiosité dont
je ne sais pas vraiment que penser.

Soit A une extension non triviale de Z par Z(§). Si e € A est un relévement de
1 € #, alors Resye € Z(8) pour tout ouvert compact U de Z, ne contenant pas 0.
Les ¢Rres e définissent donc une fonction localement analytique (notée simplement ¢.)
sur Z, — {0} (plus exactement, un élément de LA(Z, — {0}) ® dx~1).

Proposition 4.16. — (i) Si § ¢ {7, i € N} U {xz’, i € N}, il existe \ € L* et
¢ € LA(Z,), uniquement déterminés, tels que ¢ = Nox ™' + ¢, et on peut choisir e
de telle sorte que ¢ = 0.

(i) Si 6 = xa', avec i € N, il existe { € Hom(Q%, L) non nul et ¢ € LA(Z,),
uniquement déterminés, tels que ¢. = x'l + ¢, et on peut choisir e de telle sorte que
¢ =0.

(iii) Si 6 = 27, avec i € N, alors ¢. € LA(Z,,) et on peut choisir e de telle sorte
que ¢ = 0.

Démonstration. — C’est une traduction du (i) de la rem. 1.39, utilisant la prop. 1.34.

4.7.1. Le cas générigue. — Soit s € Y, non spécial. On suppose l'extension de
H(62) par Z(01) normalisée (ce qui signifie que A = 1 dans le (i) de la prop. 4.16; le
cas § = v~ % avec i € N est incompatible avec I’hypothése s € .%.,).
Si U est un ouvert compact de P!, on note ‘U son complémentaire. On définit un
morphisme
Ssu (B (81,02)" @ws) KU — B*(d1,02) KU

de la maniére suivante : si u € B*"(d1,02)* KU, on peut relever p en un élément ji de
II(s)* ®@ws d’aprés le (i) de la prop. 4.11. Maintenant, II(s)* ®w; est un sous-espace de
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A(s)XP1, et donc Resesfi est un élément de A(s)X U dont I'image dans Zea XU est
nulle puisque p est & support dans U ; il s’ensuit que Rescy i € Zei; K U. On définit
alors S5 y(u) comme l'image de Reseyfi dans B*"(d1, 02) K °U qui est le quotient de
RHe1 ReU par Z e KeU. (Ceci ne dépend pas du choix de ji car deux choix différent
par un élément de Zte; MP! et donc leurs images par Res.y; différent par un élément
de Zte; XCU.)

Proposition 4.17. — (i) Sige€ G, ona g-Ssu(p) = Ss,g.0(g- 1)-
(i) On a (Ssu(p))(z) = fUés(z—x),u(z), siz e “U.
Démonstration. — Le (i) est immédiat : on peut prendre ¢ - fi comme relévement de

g - p et on aalors Resg.cpyg - fi = g - Reseyfi.
Pour démontrer le (), commen(;ons par prouver la G-équivariance de y +— S

1 d —b

avec S, ,(z) = [, ds Ju(z). Sig=(2%),onag?t = (4"

Ws(51 X = 52 et 5552 = 51X , on obtient

(S5gu(g-m)(x) =ws(ad — be) Y 0s(z =) g- u(2)

= d2(ad — be) /U ds(cz + d)és(gj_ts — ) pu(2)

S,
), et comme

— 6.05(ad — be)d, (S50 /U 5oz — =) (=) = (L () * g~ H)(@),

ce que I'on cherchait & vérifier. Maintenant, comme p — S () et p+— S ;7(p) sont
G-équivariantes toutes les deux, il suffit de vérifier qu’elles coincident sur la masse
de Dirac en 0 pour montrer qu’elles sont égales : en effet, la G-équivariance implique
qu’elles coincident en toute masse de Dirac et la densité des masses de Dirac dans
B2(81,02)* permet de conclure.

Soit, donc €5 un relévement de es dans II(s)* ® w,. Si V' est un ouvert compact de
P! ne contenant pas 0, on a Resyé; € Ze; XV ; on note ¢y, 'image de Resy éz dans
B2 (81,02) KV, et les ¢y, se recollent en une fonction ¢.,, localement analytique
sur Qy, et qui ne dépend pas du choix de éz. On cherche a vérifier que ¢, (x) =
bs(x), pour tout = € Q3. Or on a (§9)ex = da(a)ez, si a € Q. Il s’ensuit que
( (1)) €y — 0z(a)éy € (Zer WP N (II(s)* ® ws) = (Z+e; ®WPL); on en déduit que
(&9)de, = d2(a)ge,, ce qui se traduit par 81 x ! (a)ge, (%) = 62(a)Pe, (z) et donc que
¢62 (1}) = 5S(I)¢€2 (1)

Par ailleurs, Resz,é2 est un relévement de ez dans A(s), et comme ’extension est
supposée normalisée on en déduit, grace au (i) de la prop. 4.16, qu’il existe ¢ € LA(Z,)
telle que Pon ait ¢., = 5 + ¢ sur Z,. Il en résulte que ¢ = 0 et ¢¢,(1) = 1, ce qui
permet de conclure.

4.7.2. Le cas spécial. — Supposons maintenant que s est spécial. Alors §, = z*,

avec k € N, et il existe £ € Hom(Qp;, L) décrivant I'extension. La différence avec le
cas générique est que Papplication de II(s)* ® ws dans B"(d1,02)* ® ws n’est pas
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surjective : son image est l'orthogonal de W (d1,d2) (i-e. de l’espace des polyndomes
de degré < k). Si U est un ouvert compact de P! on note (B*(d1,62)* K U)o ® wy
I'intersection de (B*"(d1,02)* K U) ® ws avec 'orthogonal de W(d1,d2). On définit
alors, par le méme procédé que dans le cas générique, un morphisme

Ss,U : (Ban((sl,ég)* X U)O R wg — Stan(él, (52) X CU,

ot St*(d1,02) KU est le quotient de B**(d1,02) K U par l'espace des polyndomes de
degré < k sur °U.

Proposition 4.18. — (i) Sig€ G, ona g-Ssu(u) = Ss,gu(g- 1).
(i) On a (Ss,u(p) (@) = [, (@ —2)k(z — 2) u(2), six € °U.

Démonstration. — Le (i) se démontre exactement comme dans le cas générique. Pour
démontrer le (ii), on commence, comme dans le cas générique, par prouver la G-

équivariance de pu — S, ,, avec S, ,(z) = [;(z—2)" u(2). Sig = (¢Y), on obtient

(S%g0a-w)(e) =r(ad=be) [ (z=a)*4(z=a)g-u:)
= tafad —be) [ (e (224 ) (228 — o) (o)

— (ad - b aafad o) (55542 [ (= 222) U — o) o)
=(S% () * g~ ") (),

la derniére identité venant de ce que £( gjig —z) ={(2— ffm_fa) +l(—cx+a)—L(cz+d),
et de ce que le terme faisant intervenir ¢(—cz+a) disparait car on intégre un polynéme
en z de degré < k, et que celui faisant intervenir ¢(cz + d) disparait car le résultat est
un polynéme en x de degré < k.

1l suffit alors, comme dans le cas générique, de prouver que Sy (u) et St (1)

coincident pour y = Dirg — w - (#d"Dirg) qui est un élément de B*(dy,d2)F dont les
translaté sous ’action de G (et méme de N) engendrent topologiquement B2"(d1,d2)5.
Soit donc €3 un relévement de eg —w - %62. On définit, comme ci-dessus, une fonction
¢2, localement analytique sur Qy, et on cherche a prouver que son image modulo les
polyomes de degré < k est z"(. Pour les mémes raisons que ci-dessus, on a ((§9) —
52(a)) - ¢po = 0 dans St*"(d1, d2), ce qui signifie que ((8 (1)) — 02 (a)) - o est un polydme
de degré < k, et donc que ¢ est de la forme ¢/ (2) + P(x), ot ¢’ € Hom( 5 L) et P
est un polyome de degré < k. On en déduit le résultat, comme dans le cas générique,
en utilisant le fait que Resz, é; est un relévement de ey dans A(s), et donc que la
restriction de ¢2 & Z, est de la forme 250 + ¢, ot ¢ € LA(Z,).

Remarque 4.19. — La transformation p — fU zimu(z) (qui correspondrait au cas
ds = 271, interdit par 'hypothése s € .., ), est la transformée de Stieljes [23] : son
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image est 'espace des ¢ : U — L qui sont la restriction d’une fonction analytique
sur P}(C,) — U, nulle en co.

A. Cohomologie des semi-groupes

Soit GT un semi-groupe topologique. Si M est un L-espace vectoriel topologique
muni d’une action continue de G (en bref M est un G*-module), on note C*(G*+, M)
le complexe habituel

0 —= COGH, M) 2> oV (GH, M) s -

ou C™"(G*,M) est le A module des fonctions continues de (GT)* dans M (et
C°(G*, M) = M par convention), et d,, 41 est la différentielle

dni1c(go, -, gn) = go-c(gr, .- gn)+ D (1) elgo, .., gigit, - gn)H(=1)"e(go, .., gn1)-
0<i<n—1
Sin=0,1,2, on obtient :
dic(g) =(g—1)-¢, sice M =C%GT, M),
d2c(g0,91) = go - c(91) — c(g0g1) + c(g0),
d3(90791792) =4do- 0(91792) - 0(9091792) + 0(9079192) - 0(90791)-

On note B"(G™, M) I’espace des cobords, image de d,,, et Z"(GT, M) I'espace de
cocycles, noyau de d,, 1. Comme d,, 1 0d, = 0,0n a B"(G", M) C Z"(G*, M), et on
note H"(G*, M) le n-iéme groupe de cohomologie de G a valeurs dans M, quotient
de Z"(G*, M) par B"(G*,M).

Notons G~ le semi-groupe opposé de G que ’on voit comme 1’ensemble des in-
verses des éléments de GT (et donc GT = {g7!, g € G7}). Si M est un L-espace
vectoriel topologique, muni d’une action de G, son dual M* est muni d’une action
de G~ donnée par (g-u,v) = (u,g~ 1 -v). On dispose donc de groupes de cohomologie
H™(G~,M*), pour n € N.

A.1. Dévissage de la cohomologie de AT. — On a AT = &+ x A%, on &t est
le semi-groupe (P(I; ?) et A% le groupe A° = (ZO; [1)) On note ¢ = (8 (1)) le générateur

de @ et 04, sia € Zj, I'élément (8 (1)) Tout élément g de A™ s’écrit alors, de maniére
unique, sous la forme @k(f’)aa(g) = oa(g)gok(-"), avec k(g) € N et a(g) € Z.

On peut décomposer A? sous la forme A x Al, ot A est le sous-groupe de torsion
de A% et Al = (1+§Z” ?). Comme nos coefficients sont tous des L-espaces vectoriels
topologiques, on a

HY (A, M) = H (A", H'(A, M)) = H°(A, H'(A', M)),

pour tout 4, et comme A' 2 Z,, on a H'(A', M) = 0 et donc H'(A°, M) = 0, pour
tout ¢ > 2. De plus, si u est un générateur topologique de 1+ 2Z,, (et donc o, est un
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générateur topologique de A'), alors
H°(A' M) = Ker(o, — 1) et H'(A',M)=M/(og, —1)- M,

le dernier isomorphisme étant induit par ¢ — ¢(oy) (I'isomorphisme inverse envoie
g—1 v g—1 AP 1
ve M sur g— Z£— v, ot 2 est vu comme un élément de Z,[[A']]).

La nullité de 1‘.1;2(1407 HO(@:‘, M)) implique que la suite d’inflation-restriction

0 — HY(A°, HO(+, M)) —5 H1(AT, M) —25 HO(A°, HY(®+, M)) — 0
est exacte, pour tout M. Par ailleurs,
HY(®", M) =Ker(p — 1) et HY(®T, M) = M/(p —1)M,

le dernier isomorphisme étant induit par ¢ — ¢(¢) (I'isomorphisme inverse envoie
v € M sur le cocycle g — % vy siv € (¢ —1)- M, ce cocycle est un cobord).
On a H"(®*,M) = 0 si n > 2. On en déduit, grace a la suite spectrale de

Hochshild-Serre, que H' (AT, M) =0, si i # 0,1,2, et que 'on a des isomorphismes
vrs + HO(A%, HO(®F, M)) = HO (AT, M),
s : HY(AY, HY(®F, M) = H*(AT, M).

Le premier isomorphisme se passe de commentaires, mais nous allons avoir besoin
d’expliciter le second.

Soit ¢ un 2-cocycle continu sur AT, et soit o : AT x A* — M définie par a(g, h) =
c(g,h) — c(h, g). En soustrayant de la relation de cocycle pour (hi, g, ha) celles pour
(hi1,h2,9) et (g,h1, hs), et en utilisant la commutatitivité de AT, on obtient I'identité

da (g, hi, he) = (1 —g) - c(h1, ha).

Par antisymétrie, on a aussi da ga(g1, g2, h) = (h—1)-c(g1, g2)- Par ailleurs, si ¢ = dacy,
alors a(g,h) = (g — 1) - e1(h) — (b — 1)e1(g). Maintenant, comme H?2(®, M) = 0,
on peut écrire ¢ sous la forme ¢’ + daci, ot ¢’ est un 2-cocycle sur A' vérifiant
c(hi1,hy) = 0, pour tous hy,hy € ®*. Alors les identités ci-dessus montrent que
h c(g,h)—c'(h,g) est un élément de Z'(A+, M), pour tout g € AT, et que I'image
de g — (h+ c(g,h) — ' (h,g)) dans C1(A*, HY(®T, M)) est un 1-cocycle trivial sur
&7 et donc est Iinflation d’un 1-cocyle sur A°; I’isomorphisme LI_{g s H*(AY, M) =
H (A HY(®T, M)) envoie ¢ sur l'image de g — (h — c/(g,h) — c/(h,g)). (Ceci ne
dépend pas de la décomposition ¢ = ¢’ + dac; choisie car, si ¢ = ¢’ 4 dac] en est une
autre, cela implique que ¢; — ¢} est un 1-cocyle sur ®, et 'image de day(c; — ¢}) par
tis est cellede g — ((g—1) - (e1 — €})), et donc est nulle.)

Si (¢ — 1)M est fermé dans M, on peut décrire l'isomorphisme inverse tyg :
HY(AY HY(®T, M)) — H?*(A*, M) dela maniére suivante. Sia € Z1 (A%, HY(®T, M)),
on peut relever o en un cocyle sur A°, & valeurs dans M, car H?(A%, (p—1)M) = 0 et
HY(®T, M) = M/(p—1)M. Alors c(g,h) = —“"I:gjl_l - Oq(g)(Tq(n)) est un 2-cobord
sur At trivial sur @ x &+, dont Iimage dans H'(A°, H(®*, M)) est celle de a.
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A.2. Dualité. — Dans tout ce qui suit, on suppose que la topologie sur M™* est
telle que application naturelle M — (M™*)* est un isomorphisme.

e Entre HI(®F M) et H'=I(®F, M*).

Notons @~ = N le semi-groupe opposé de ®T. Si M est un L-espace vectoriel
topologique, muni d'une action de ®T, alors ¢ — 1 est le transposé de ¢ — 1. Il s’ensuit
que Ker(¢) — 1) et Im(p — 1) sont orthogonaux, ainsi que Ker(p — 1) et Im(¢) — 1).
L’accouplement naturel M* x M — L induit donc des accouplements

(, Vo : H(®,M*) x H'(®* M) — L, pouri=0,1.

SiIm(p —1) et Im(x) — 1) sont fermés, alors H (®T, M) et H (®~, M*) sont séparés
sii=0,1, et ces accouplements fournissent les identifications suivantes :

— H(®~,M*) = HY(®T, M)* et HO(®T, M) = HY(®~, M*)*,

— HY®T, M) = HY(®~,M*)* et HY(®~, M*) = HO(®F, M)*.

Remarque A.1. — Soient E un L-espace vectoriel topologique, et v : £ — FE
linéaire continue. On dispose de résultats généraux [7] assurant que 'image de
tu : E* — E* est fermée si celle de u l’est (c’est par exemple le cas si E est un
fréchet [4, th. TV.4.2.1]). En pratique, la démonstration de la fermeture de Im ‘u est
en général une simple traduction de celle de Im u.

e Entre HI(A°, M) et H'=I(A°, M*).— Si My est un L-espace vectoriel topologique
muni d’une action de A%, le cup-produit induit un accouplement

() Yao: HY(AY, M}) x H' 7H(A° M) — H'(A°, L) = L.

De maniére explicite, si x € H°(A% M) (resp. HY(AY, My)), alors il existe A € L tel
que l'on ait (x,c(0,)) = Aloga (resp. (c(0a), ) = Aloga), pour tout a € Zy, et \ est
I’élément de L fourni par 'accouplement ci-dessus.

On suppose que application naturelle My — (M )* est un isomorphisme. Soit v un
générateur de 14-2pZ,. Si (0, —1)My et (0, —1) Mg sont fermés, alors H'(A°, My) et
Hi (A" M) sont séparés sii = 0,1, et Paccouplement ( , ) 40 induit les identifications
suivantes :

— HO(AY M) = HY(A, My)* et HO(AY, My) = HY(A, MF)*,

— HY(A°, M) = HO(A®, ME)* et H'(A, M) = HO(A, Mo)*.

e Entre H (AT, M) et H>=*(A~, M*).— On note A~ le semi-groupe opposé de A*.

On a alors une décomposition A~ = &~ x A°.

Lemme A.2. — Soit (g,h) = k(h)loga(g) — k(g)loga(h). Sij =0,1,2, il existe un
(unique) accouplement ( , )a+ : HI (A=, M*) x H>7J(A*, M) — L, tel que l'on ait,
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pour tous h,g € AT,

(c,d(g,h) = (h,g)) = (c,) a+ (g, h), sice Z°(A™,M*) et € Z*(AT, M),

(c(g7h),d (h)) — {e(h™),d(9)) = (¢, ) ar (g, h), sice Z'(A™,M*) et € Z' (AT, M),
(g7t h ) —e(htg7h), ) = (e, ar (g, h), sice Z*(A~,M*) et € Z°(AT, M).

Démonstration. — Soient ¢ € ZY(A~, M*) et ¢/ € Z?(At,M). Si a(g,h) = /(g,h) —
c(h,g), on a dapa(g,hi,he) = (1 — g) - ¢(h1, he). (Cela a été utilisé pour la des-
cription de lisomorphisme ty5 : HY(A?, HY (@, M)) = H%(A*, M).) On en déduit
que (g,h) — {(c,c/(g,h) — (h,g)) est bilinéaire antisymétrique et donc de la forme
A(k(h)loga(g) — k(g)loga(h)), avec A € L. On note (¢, ) 4+ I'élément A de L ainsi
défini. Alors (¢, ') — (c,c’) 4+ est bilinéaire sur Z%(A~, M*) x Z%(A*, M) et, pour
terminer la démonstration du cas j = 0, il suffit de vérifier que (¢, ') 4+ = 0si ¢’ = dacy
est un 2-cobord, ce qui suit de l'identité a(g,h) = (g —1) - c1(h) — (h—1) - c1(g).
Soient ¢ € ZY(AT, M*) et ¢’ € Z'(A*, M). On cherche & prouver que f(g,h) =
(e(g71),c (h))—{c(h™1),c (g)) est bilinéaire, antisymétrique (ceci est évident), sur AT
Or f(ga h1h2) - f(gahl) - f(gah/Q) est égal a
(elg™), ¢ (haha) = ¢ (h1) = & (ha)) = {e(hy 'hyh) = e(hy ") = elhy ), €' (9)

= (elg ™) (= 1) () — {(h" — 1) (i) (9)

= ((h" = 1) - clg™). ¢/ (h2)) — {e(hy), (h2 — 1) - ¢ (g)),
Comme A% est commutatif, un 1-cocycle sur AT vérifie la relation (g — 1) - ¢(h) =
c(gh) —c(g) — c(h) = (h — 1) - ¢(g). On en déduit que :
F(g,hah2) = f(g, h)=f(g,h2) = {(g7" = 1) e(hy "), ¢/ (ha)) = (e(hi ), (9 = 1) - ¢ (ha))

= (c(hi'), (g = 1) - ' (h2)) = (e(h1"), (g = 1) - ¢ (h2)) = 0.

Ceci prouve la linéarité par rapport & h; celle par rapport & g en découle en utilisant

I'antisymétrie. On en déduit Pexistence d’un accouplement { , )4+ : ZH (A=, M*) x
ZY (AT, M) tel que

f(g,h) = (c,¢) a+ (k(h) log a(g) — k(g) log a(h)).

Par ailleurs, De plus, si ¢ ou ¢’ est un cobord, alors f est identiquement nulle (car
(clg™), (h=1)c") =((h~ ' =1)-c(g7"),c) = (g7 = 1)-c(h™ 1), ) = (c(h1), (g—1)¢)
et argument similaire si ¢’ est un cobord). Il en résulte que ( , ) 4+ se factorise a travers
HY (A=, M*) x H'(A*, M).

Ceci démontre le cas j = 1, et le cas j = 2 s’obtenant en échangeant les réles de
M et M* et de AT et A~ dans le cas j = 0, cela permet de conclure.

Proposition A.3. — On suppose que :
o (p—1)-M et (¢p—1)- M* sont fermés dans M et M*,
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e (0, — 1) My est fermé dans My, si My est un des modules H’(®+ M), pour
j=0,1, et H(®~, M*), pour j =0, 1.
Alors les accouplements ( , )4+ induisent des identifications :

HI(A™,M*) =2 H* (AT, M)* et HI(AT, M) = H*3(A~,M*)*, pourj=0,1,2.

Démonstration. — La premiére hypothése implique que H7 (&, M) et H=7(®~, M*)
sont séparés et duaux 'un de l'autre, si j = 0,1; la seconde implique alors que
Hi(AY HI(®+ M))et H={(A H'*=J(®~, M*)) sont duaux I'un de 'autre, sii = 0, 1
et j = 0,1, pour 'accouplement ( , )4,.

On en déduit le résultat pour j = 0 en utilisant I’identité

(ts(c),ims(d))ar = (e, )y,
sice HY(AY, HO(®@—,M*)) et ¢ € HY(A°, HY(®*, M)). (Elle se vérifie en revenant
aux formules.) Le résultat pour j = 2 s’en déduit en échangeant les roles de M et M*
et de AT et A™.
Pour vérifier le résultat dans le cas j = 1, on utilise les suites exactes

0— H'(A°,H*(®", M)) — H'(A*, M) — H°(A°, H'(®*, M)) — 0,
0— HY(AY, H(®~, M*)) — HY (A=, M*) — H°(A°, H(®~, M*)) — 0.

Siceigs(HY(AY, HO (@, M*))) et ¢ € tys(H(A°, HO(®+ M))),on ac(p~!)=0
et ¢(p) = 0, et donc (¢, ') 4+ = 0. L’accouplement ( , )4+ induit donc des accou-
plements sur H'(A?, HO(®+, M)) x HO(A°, HY(®~, M*)) et H'(A?, HO(®~, M*)) x
H°(A° H'(®*, M)) dont on vérifie aisément en revenant aux formules qu’ils coin-
cident, au signe prés, avec les accouplements { , }4,. On en déduit le résultat pour
j =1, ce qui permet de conclure.
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