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Résumé. � Nous déterminons les vecteurs localement analytiques des représenta-
tions de la série principale unitaire de GL2(Qp)

Abstract. � We identify the locally analytic vectors of representations from the
unitary principal series of GL2(Qp)

Table des matières

Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
0.1. Notations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
0.2. La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp). . . . . . . . . 3
0.3. (ϕ,Γ)-modules triangulables de rang 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
0.4. La série principale localement analytique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
0.5. Céoukonfaikoi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
0.6. Remerciements. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1. Cohomologie de R(δ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1. L'anneau de Robba R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2. Dictionnaire d'analyse fonctionnelle p-adique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1. Quelques faisceaux P+-équivariants sur Zp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.2. Dualité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3. Le théorème d'Amice. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3. Extensions de (ϕ,Γ)-modules et cohomologie de A+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4. Cohomologie de Φ+ et Φ− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4.1. Les groupes Hi(Φ±,LA(Zp)⊗ δ) et Hi(Φ±,D(Zp)⊗ δ−1) . . . . . . . . . 16
1.4.2. Un peu de topologie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.4.3. Actions de ϕ et ψ sur LA(Zp). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.4.4. Actions de ϕ et ψ sur D(Zp). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.5. Cohomologie de A0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5.1. Sur R(δ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5.2. Sur R(δ) � Z∗

p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.5.3. Cohomologie de A1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.6. Cohomologie de A+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.6.1. A valeurs dans LA(Zp)⊗ δ et D(Zp)⊗ δ−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.6.2. A valeurs dans R(δ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2. La série principale localement analytique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26



2 PIERRE COLMEZ

2.1. Construction de représentations localement analytiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2. Composantes de Jordan-Hölder. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3. Extensions de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3. Le module ∆ � {0}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1. (ϕ,Γ)-module sur L{{t}}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.1. L'anneau L{{t}}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1.2. ϕ-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1.3. (ϕ,Γ)-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2. L'action de ϕ sur Fr(R). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.1. L'action de ϕ sur R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.2. Le corps Fr(R). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.3. L'action de ϕ sur Fr(R). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3. Le L{{t}}-module ∆ � {0}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.1. Structure de ∆ � {0}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.2. Le module ∆ � {0} dans le cas de rang 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4. Les vecteurs localement analytiques de la série principale unitaire. . . . . . . . . . . . . 42
4.1. La représentation localement analytique Π(∆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.1.1. Le faisceau U 7→ ∆ � U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.1.2. Dualité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2. Le foncteur de Jacquet dual. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.3. Dévissage de ∆(s) � P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4. Dévissage de Π(∆(s)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.5. Vecteurs localement algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.6. Cas particuliers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.6.1. Le cas cristallin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.6.2. Le cas Hodge-Tate non de Rham. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.7. La transformée de Stieljes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.7.1. Le cas générique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.7.2. Le cas spécial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

A. Cohomologie des semi-groupes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
A.1. Dévissage de la cohomologie de A+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
A.2. Dualité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Références. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Introduction

0.1. Notations

Soit p un nombre premier. On �xe une clôture algébrique Qp de Qp, et on note
GQp = Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois absolu de Qp et WQp ⊂ GQp son groupe
de Weil (qui est dense dans GQp). Si g ∈ WQp , on note deg(g) ∈ Z l'entier dé�ni

par g(x) = xp
deg(g)

si x ∈ Fp. Soit χ : GQp
→ Z∗

p le caractère cyclotomique. Si
F∞ = Qp(µp∞), alors HQp

= kerχ = Gal(Qp/F∞), ce qui permet de voir χ aussi
comme un isomorphisme de Γ = GQp/HQp = Gal(F∞/Qp) sur Z∗

p ; on note a 7→ σa
son inverse.

On �xe une extension �nie L de Qp, et on note OL l'anneau de ses entiers. Soit

T̂ (L) l'ensemble des caractères continus δ : Q∗
p → L∗. La notation est justi�ée par

le fait que T̂ (L) est l'ensemble des points L-rationnels d'une variété analytique T̂ .
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On note juste x ∈ T̂ (L) le caractère induit par l'inclusion de Qp dans L, et |x| le
caractère envoyant x ∈ Q∗

p sur p−vp(x). Si δ ∈ T̂ (L), on note w(δ) son poids, dé�ni

par w(δ) = log δ(u)
log u , où u ∈ Z∗

p n'est pas une racine de l'unité.

L'abélianisé W ab
Qp

de WQp est isomorphe à Q∗
p d'après la théorie locale du corps de

classes, ce qui permet de voir un élément de T̂ (L) aussi comme un caractère continu
de WQp . De manière explicite, si g ∈ WQp et δ ∈ T̂ (L), alors δ(g) est dé�ni par la
formule

δ(g) = δ(p)− deg(g)δ(χ(g)).

Si δ est unitaire (i.e. si δ est à valeurs dans O∗
L), alors δ se prolonge par continuité à

GQp , ce qui permet aussi de voir δ comme un caractère de GQp , et w(δ) est alors le
poids de Hodge-Tate généralisé de δ. Par exemple x|x|, qui est unitaire, correspond
au caractère cyclotomique χ ; son poids est 1 et il sera noté χ dans l'article.

On note :
• G le groupe GL2(Qp),

• B =
( Q∗

p Qp

0 Q∗
p

)
le borel supérieur,

• Z =
{(

a 0
0 a

)
, a ∈ Q∗

p

}
le centre de G,

• P =
(

Q∗
p Qp

0 1

)
le mirabolique,

• N =
(

1 Qp

0 1

)
l'unipotent supérieur,

• T =
( Q∗

p 0

0 Q∗
p

)
le tore maximal déployé, et A =

(
Q∗

p 0

0 1

)
son sous-groupe,

• P+ ⊂ P le semi-groupe
(

Zp−{0} Zp

0 1

)
,

• A+ = A ∩ P+ le semi-groupe
(

Zp−{0} 0
0 1

)
que l'on décompose sous la forme

A+ = Φ+ × A0, avec Φ+ =
(
pN 0
0 1

)
et A0 =

(
Z∗

p 0

0 1

)
(si n ≥ 1, on note An le sous-

groupe
(

1+2pnZp 0
0 1

)
de A0),

• w la matrice
(

0 1
1 0

)
.

0.2. La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp)

On dispose [14] à présent d'une correspondance V 7→ Π(V ) associant à une L-
représentation V de GQp

, de dimension 2, une représentation unitaire admissible de
G = GL2(Qp). Cette correspondance satisfait aux espoirs de Breuil [5] dans le cas
potentiellement semi-stable (en particulier, elle encode la correspondance locale clas-
sique).
• Si V est absolument irréductible, il en est de même de Π(V ) (et même de la

restriction de Π(V ) à B) ;
• si V ss = L(δ1) ⊕ L(δ2), alors Π(V )ss = B(δ1, δ2)ss ⊕ B(δ2, δ1)ss, où la représen-

tation B(δi, δ3−i) est l'induite continue de B à G du caractère unitaire δ3−i ⊗ δiχ
−1

de B [ dé�ni par
(
δ3−i ⊗ δiχ

−1)
(
a b
0 d

)
= δ3−i(a)δi(d)(d|d|)−1 ].

La construction de la correspondance V 7→ Π(V ) s'appuie sur l'équivalence de
catégories RepLGQp

∼= ΦΓet(E ) de Fontaine [20] entre représentations de GQp
et
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(ϕ,Γ)-modules étales, et ses ra�nements [9, 22] ΦΓet(E ) ∼= ΦΓet(E †) ∼= ΦΓet(R),
où R désigne l'anneau de Robba (i.e. l'ensemble des fonctions analytiques f sur une
couronne 0 < vp(T ) ≤ r(f), où r(f) > 0 dépend de f), E † désigne l'ensemble des
éléments bornés de R et E est le complété de E † pour la valuation p-adique. Si
V ∈ RepLGQp , on dispose donc de (ϕ,Γ)-modules D ∈ ΦΓet(E ), D† ∈ ΦΓet(E †) et
Drig ∈ ΦΓet(R) (le module D† est le moins intéressant, mais c'est lui qui permet de
passer de D à Drig et vice-versa car D = E ⊗E † D

† et Drig = R ⊗E † D
†).

Si V est de dimension 2, on construit des faisceaux G-équivariants sur P1 = P1(Qp)
dont les sections globales D � P1, D† � P1 et Drig � P1 fournissent une description
de la représentation Π(V ) et de ses vecteurs localement analytiques Π(V )an : on a
des suites exactes de G-espaces vectoriels topologiques

0 → Π(V )∗ ⊗ ωD → D � P1 → Π(V ) → 0,

0 → (Π(V )an)∗ ⊗ ωD → Drig � P1 → Π(V )an → 0,

où ωD désigne le caractère χ−1 detV de Q∗
p vu comme caractère de G en composant

avec le déterminant (le module D† � P1 permet de passer de D � P1 à Drig � P1,
mais n'a pas vraiment d'intérêt en lui-même). Le caractère central de Π(V ) est ωD ;
c'est donc le déterminant de V à multiplication près par l'inverse χ−1 du caractère
cyclotomique.

Dans cet article, on s'intéresse de plus près à la représentation Π(V )an. En
particulier, on calcule son module de Jacquet ou plutôt son dual J∗(Π(V )an) =
H0(N, (Π(V )an)∗) (Il s'agit donc du module de Jacquet naïf, qui contrôle les mor-
phismes vers la série principale, et pas de celui d'Emerton [18] qui contrôle les
morphismes depuis la série principale). Cela nous permet de répondre à des questions
de Breuil et Emerton concernant les vecteurs localement analytiques des représenta-
tions de la série principale unitaire qui correspondent [13, 2, 28] aux représentations
triangulines [ ce qui signi�e [10] que le (ϕ,Γ)-module Drig est triangulable c'est-à-dire
est une extension de deux (ϕ,Γ)-modules de rang 1 sur R (non étales si V est
irréductible)]. On peut aussi obtenir ces représentations de la série principale unitaire
par complétion de certaines induites analytiques de caractères (non unitaires) du
borel ; cette description joue d'ailleurs un grand rôle dans la théorie (au moins pour le
moment) : c'est grâce à elle que l'on peut véri�er que le module D�P1 se décompose
sous la forme ci-dessus dans le cas de la série principale unitaire, le cas général s'en
déduisant par prolongement analytique.

Comme on s'intéresse aux vecteurs localement analytiques, il est commode de
changer un peu de point de vue et de privilégier le module Drig. On part donc de
∆ ∈ ΦΓet(R), de rang 2 ; on note V(∆) (ou souvent, simplement V ) la représentation
de GQp

qui lui correspond, et on note Π(∆) la représentation Π(V(∆))an de telle
sorte que la suite exacte ci-dessus devient :

0 → Π(∆)∗ ⊗ ω∆ → ∆ � P1 → Π(∆) → 0.
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On note aussi ∆[0] le sous-E †-module des éléments de ∆ d'ordre 0 et ∆̂[0] le E -module
E ⊗E † ∆[0] (si ∆ = Drig, alors ∆[0] = D† et ∆̂[0] = D). On a alors le résultat suivant.

Théorème 0.1. � J∗(Π(∆)) est non nul si et seulement si ∆ est triangulable.

Autrement dit, J∗(Π(∆)) est non nul si et seulement si Π(∆̂[0]) est de la série
principale unitaire. Si ∆ est triangulable, on peut décrire explicitement le module
J∗(Π(∆)) et en déduire la structure de la représentation Π(∆), mais cela va demander
d'introduire un certain nombre de no(ta)tions.

0.3. (ϕ,Γ)-modules triangulables de rang 2. � La classi�cation des (ϕ,Γ)-
modules triangulables de rang 2 se ramène à celle des (ϕ,Γ)-modules de rang 1 et de
leurs extensions, ce qui fait l'objet d'une bonne partie de [10] et [8].

Si δ ∈ T̂ (L), on note R(δ) le (ϕ,Γ) module obtenu en multipliant l'action de ϕ
sur R par δ(p) et celle de σa ∈ Γ par δ(a). On note souvent un élément de R(δ)
sous la forme x ⊗ δ, avec x ∈ R ; les actions de ϕ et σa sont alors données par
ϕ(x⊗ δ) = (δ(p)ϕ(x))⊗ δ et σa(x⊗ δ) = (δ(a)σa(x))⊗ δ. Le module R(δ) admet une
base canonique sur R, à savoir 1 ⊗ δ, qui est propre sous les actions de ϕ et Γ pour
le caractère δ.

On a alors le résultat suivant [10, th. 0.2].

Proposition 0.2. � (i) Si D est un (ϕ,Γ)-module de rang 1 sur R, il existe un

unique δ ∈ T̂ (L) tel que D ∼= R(δ).
(ii) Si δ1, δ2 ∈ T̂ (L), alors Ext1(R(δ2),R(δ1)) est un L-espace vectoriel de dimen-

sion 1 sauf si δ1δ
−1
2 est de la forme x−i, avec i entier ≥ 0, ou de la forme |x|xi, avec

i entier ≥ 1 ; dans ces deux cas, Ext1(R(δ2),R(δ1)) est de dimension 2 et l'espace

projectif associé est naturellement isomorphe à P1(L).

On note S l'ensemble des (δ1, δ2,L ), où (δ1, δ2) est un élément de T̂ (L) ×
T̂ (L) et L ∈ Proj(Ext1(R(δ2),R(δ1))), cet espace étant identi�é à P0(L) = {∞}
(resp. P1(L)) si Ext1(R(δ2),R(δ1)) est de dimension 1 (resp. 2). Si s = (δ1, δ2,L ), on
note ∆(s) le (ϕ,Γ)-module extension de R(δ2) par R(δ1) déterminé, à isomorphisme
près, par L . On a donc une suite exacte de (ϕ,Γ)-modules

0 → R(δ1) → ∆(s) → R(δ2) → 0.

On note S∗ le sous-ensemble de S constitué des s véri�ant les conditions

vp(δ1(p)) + vp(δ2(p)) = 0 et vp(δ1(p)) > 0.

Si s ∈ S∗(L), on associe à s les invariants u(s) ∈ Q+ et w(s) ∈ L dé�nis par

u(s) = vp(δ1(p)) = −vp(δ2(p)) et w(s) = w(δ1)− w(δ2).

On partitionne S∗ sous la forme S∗ = S ng
∗

∐
S cris

∗
∐

S st
∗

∐
S ord

∗
∐

S ncl
∗ , où

• S ng
∗ est l'ensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier ≥ 1 ;

•S cris
∗ est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ≥ 1, u(s) < w(s) et L = ∞ ;
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• S st
∗ est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ≥ 1, u(s) < w(s) et L 6= ∞ ;

• S ord
∗ est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ≥ 1, u(s) = w(s) ;

• S ncl
∗ est l'ensemble des s tels que w(s) soit un entier ≥ 1, u(s) > w(s).

En�n, on pose Sirr = S ng
∗

∐
S cris

∗
∐

S st
∗ , et on note S HT

∗ (resp. S dR
∗ ) l'ensemble

des s ∈ Sirr tels que w(s) ∈ Z−{0} (resp. w(s) ∈ N−{0}). Alors S dR
∗ = S st

∗
∐

S cris
∗

et S HT
∗ est la réunion disjointe de S dR

∗ et de S HT
∗ ∩ S ng

∗ qui est l'image de S ncl
∗

par l'application (δ1, δ2,L ) 7→ (x−w(s)δ1, x
w(s)δ2,L ) (on a d'ailleurs L = ∞ dans

cette situation).
Le résultat suivant [10, th. 0.5] rassemble les principales propriétés de ∆(s).

Proposition 0.3. � Soit s ∈ S .

(i) ∆(s) ∈ ΦΓet(R) et est irréductible si et seulement si s ∈ Sirr (si s ∈ S ncl
∗ , alors

∆(s) n'est pas étale et si s ∈ S ord
∗ , alors ∆(s) est étale mais pas irréductible).

(ii) Si s = (δ1, δ2,L ) et s′ = (δ′1, δ
′
2,L

′) sont deux éléments distincts de Sirr, alors

∆(s) ∼= ∆(s′) si et seulement si s, s′ ∈ S cris
∗ et δ′1 = xw(s)δ2, δ

′
2 = x−w(s)δ1.

Remarque 0.4. � L'application s = (δ1, δ2,∞) 7→ s′ = (xw(s)δ2, x
−w(s)δ1,∞) est

une involution de S cris
∗ . Les points �xes de cette involution sont dits exceptionnels ;

ce sont les s tels que w(s) ∈ N− {0} et δ1 = xw(s)δ2.

Si s ∈ Sirr, on note V (s) la L-représentation de GQp qui lui est associée. Cette
représentation est trianguline par construction ; réciproquement, si V est trianguline,
de dimension 2, et irréductible, alors il existe s ∈ Sirr tel que V ∼= V (s). Le résultat
suivant [10, th. 0.8] donne une bonne idée du genre de propriétés de V (s) que l'on
peut lire sur s.

Proposition 0.5. � Soit s ∈ Sirr.

(i) Les poids de Hodge-Tate de V (s) sont w(δ1) et w(δ2).
(ii) Si w(δ1) ∈ Z (i.e. si δ1 est localement algébrique), alors
• V (s) est cristabéline (i.e. devient cristalline sur une extension abélienne de Qp)

si et seulement si s ∈ S cris
∗ ,

• V (s) est la tordue d'une représentation semi-stable (non cristalline) par un ca-

ractère d'ordre �ni si et seulement si s ∈ S st
∗ ,

• V (s) est de Hodge-Tate si et seulement si s ∈ S HT
∗ et elle est de Rham si et

seulement si s ∈ S dR
∗ .

0.4. La série principale localement analytique. � Remarquons que J∗(Π) est
stable par B ; c'est donc un B-module sur lequel N agit trivialement. Le th. 0.6 ci-
dessous décrit ce module dans le cas de Π(∆(s)). Si η1, η2 ∈ T̂ (L), on note η1 ⊗ η2
le caractère de B dé�ni par

(η1 ⊗ η2)
(
a b
0 d

)
= η1(a)η2(d).

Si s ∈ Sirr, on note J∗(s) le B-module J∗(Π(∆(s))).
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Théorème 0.6. � Soit s ∈ Sirr.

(i) Si s ∈ S ng
∗ − (S ng

∗ ∩S HT
∗ ) ou si s ∈ S st

∗ , alors J∗(s) ∼= δ−1
1 ⊗ δ−1

2 χ.

(ii) Si s ∈ S ng
∗ ∩S HT

∗ , alors J∗(s) = (δ−1
1 ⊗ δ−1

2 χ)⊕ (xw(s)δ−1
1 ⊗ x−w(s)δ−1

2 χ).
(iii) Si s ∈ S cris

∗ , alors J∗(s) = (δ−1
1 ⊗δ−1

2 χ)⊕(x−w(s)δ−1
2 ⊗xw(s)δ−1

1 χ) sauf si s est
exceptionnel où ces deux caractères sont égaux et J∗(s) = (δ−1

1 ⊗ δ−1
2 χ)⊗

(
1 vp(a/d)
0 1

)
.

Si η est un caractère localement analytique de B, on note Indanη l'induite lo-
calement analytique de B à G de η. Si Π est une représentation localement ana-
lytique de G, et si µ ∈ J∗(Π) est un vecteur propre pour l'action de B pour le
caractère η (i.e. g · µ = η(g)µ, si g ∈ B), alors v 7→ φ̃v, où φ̃v : G→ L est dé�nie par
φ̃v(g) = 〈µ, g ·v〉, est un morphisme G-équivariant de Π dans Indanη. On peut utiliser
cette propriété et le th. 0.6 pour décrire complètement la représentation Π(∆(s)).

Si η1, η2 ∈ T̂ (L), on note Ban(η1, η2) la représentation localement analytique
Indan(η2 ⊗ η1χ

−1) de G. On remarque que, dans tous les cas, δ−1
1 ⊗ δ−1

2 χ est un
caractère de B apparaissant comme sous-module de J(s) ; il existe donc un mor-
phisme G-équivariant ps, non identiquement nul, de Π(∆(s)) dans Ban(δ2, δ1). On
a alors le résultat suivant, où l'on a noté δs le caractère χ−1δ1δ

−1
2 (on dit que s est

générique si δs /∈ {xk, k ∈ N} et spécial dans le cas contraire, ce qui inclut le cas
s ∈ S st

∗ ).

Théorème 0.7. � Si s = (δ1, δ2,L ) ∈ Sirr, alors ps est une surjection. De plus :

(i) Si s est générique, le noyau de ps est isomorphe à Ban(δ1, δ2) ; on a donc une

suite exacte 0 → Ban(δ1, δ2) → Π(∆(s)) → Ban(δ2, δ1) → 0.
(ii) Si s est spécial, alors Ban(δ1, δ2) contient une sous-représentation W (δ1, δ2) de

dimension k + 1. Si Stan(δ1, δ2) est le quotient de Ban(δ1, δ2) par W (δ1, δ2), on a un

isomorphisme naturel

Ext1(R(δ2),R(δ1)) ∼= Ext1(W (δ1, δ2),Stan(δ1, δ2)),

et une suite exacte 0 → EL → Π(∆(s)) → Ban(δ2, δ1) → 0, où EL est l'extension de

W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2) correspondant à l'extension de R(δ2) par R(δ1) déterminée

par L .

Remarque 0.8. � (i) D'après [24], on a dimL Ext1(Ban(δ2, δ1), Ban(δ1, δ2)) = 1, si
δs /∈ {xk, k ∈ N}. Il en résulte que Π(∆(s)) est l'unique extension non triviale de
Ban(δ2, δ1) par Ban(δ1, δ2).

(ii) Si δs = xk, avec k ∈ N, alors Ext1(R(δ2),R(δ1)) est naturellement isomorphe
à Hom(Q∗

p , L). L'extension de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2) correspondant à un élément
non nul ` de Hom(Q∗

p , L) est celle considérée par Breuil [5, 6].
(iii) Dans tous les cas, la représentation unitaire Π(V (s)) (dont Π(∆(s)) est l'en-

semble des vecteurs localement analytiques) est la complétion universelle unitaire de
Ker ps (c'est la conjonction de résultats éparpillés dans la littérature, à savoir [2] pour
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le cas s ∈ S cris
∗ non exceptionnel, [28] pour le cas exceptionnel, [5, 6] pour le cas

s ∈ S st
∗ et [19, th. 5.3.7] (qui s'appuie sur [13]) pour le reste).

(iv) Le théorème a aussi été démontré par Liu, Xie et Zhang [27]. Le point clé des
deux démonstrations est le même, à savoir un dévissage du module ∆(s)�P1 sous la
forme d'une suite exacte de G-modules

0 → R(δ1) � P1 → ∆(s) � P1 → R(δ2) � P1 → 0,

la projection de ∆(s) � P1 sur R(δ2) � P1 donnant naissance à l'application ps ci-
dessus. Les deux(1) stratégies pour aboutir à ce résultat sont par contre complètement
orthogonales. Celle de Liu, Xie et Zhang utilise la description de Π(V (s)) comme
complétion universelle pour identi�er un sous-module de Π(∆(s)) et, par dualité, un
quotient de Π(∆(s))∗. La notre utilise la détermination du module de Jacquet dual
pour montrer que Ban(δ2, δ1) est un quotient de Π(∆(s)) ; elle est indépendante(2)

de [2, 5, 6, 13] et permet en fait d'en retrouver certains résultats.
(v) Le théorème répond à des questions de Breuil et Emerton (cf. [5, conj. 4.4.1]

et [18, conj. 6.7.3 et 6.7.7]). Dans les cas s ∈ S cris
∗ et S ng

∗ ∩ S HT
∗ , on peut utili-

ser l'autre vecteur propre de J∗(s) pour obtenir des renseignements supplémentaires
sur Π(∆(s)). Dans le cas s ∈ S cris

∗ , cela permet de démontrer (cf. prop. 4.14) une
conjecture de Breuil [2, conj. 5.3.7 et 5.4.4] (cf. [25] pour une autre démonstration) .

Une analyse des composantes de Jordan-Hölder de Π(∆(s)) couplée avec des ré-
sultats d'Emerton [17] permet de déterminer les vecteurs localement algébriques de
Π(∆(s)), et donc de retrouver le résultat [14, th. VI.6.50] selon lequel la correspon-
dance locale p-adique encode la classique dans le cas de la série principale unitaire.

On note Π(∆(s))alg l'ensemble des vecteurs localement algébriques de Π(∆(s))
pour l'action de SL2(Qp) [ si le caractère central δ1δ2χ−1 est localement algé-
brique, alors Π(∆(s))alg l'ensemble des vecteurs localement algébriques de Π(∆(s))].
Si k ∈ N, on note Symk la représentation algébrique de G, puissance symétrique
k-ième de la représentation standard de G ⊂ GL2(L) sur L2 ; si η est un caractère
localement constant de B, on note Indlisseη l'induite lisse de B à G de η.

Théorème 0.9. � Soit s = (δ1, δ2,L ) ∈ Sirr.

(i) Π(∆(s))alg 6= 0 si et seulement si s ∈ S dR
∗ .

(ii) Si s ∈ S st
∗ , alors Π(∆(s))alg = St⊗ Symw(s)−1 ⊗ δ2 et est irréductible.

(iii) Si s ∈ S cris
∗ , alors

Π(∆(s))alg =
(
Indlisse(|x|δsx1−w(s) ⊗ |x|−1)

)
⊗ Symw(s)−1 ⊗ δ2

(1)Dospinescu [16] a trouvé une démonstration directe de la stabilité du sous-module R(δ1) � P1

par G, ce qui fournit une troisième manière d'aboutir au résultat.
(2)Pas totalement car l'existence de la correspondance de Langlands locale p-adique se démontre par

prolongement analytique à partir du cas de la série principale unitaire...
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et est irréductible, sauf si δs = xw(s)−1 ou si δs = |x|−2xw(s)−1 auquel cas Π(∆(s))alg

est une extension de Symw(s)−1 ⊗ δ2 par St⊗ Symw(s)−1 ⊗ δ2.

0.5. Céoukonfaikoi

Cet article contient quatre chapitres de natures assez distinctes et un appendice
complétant la première partie.
• Le premier chapitre est consacré à une nouvelle démonstration de la prop. 0.2.

Cette démonstration reprend les techniques d'analyse fonctionnelle p-adique déjà uti-
lisées par Chenevier [8] pour une version en famille. Nous dévissons la situation com-
plètement de manière à obtenir une description des extensions de R(δ2) par R(δ1)
la mieux adaptée possible à la description des vecteurs localement analytiques des
représentations de la série principale. Nous avons aussi un peu modi�é le point de vue
en remplaçant le complexe 0 → D → D ⊕D → D → 0 habituel par la cohomologie
du semi-groupe A+ et sa décomposition issue de la suite spectrale de Hochshild-Serre
déduite de la suite exacte 1 → Φ+ → A+ → A0 → 1. (L'appendice contient un cer-
tain nombre de sorites sur ce sujet ; en particulier des formules explicites (lemme A.2)
concernant la dualité.) C'est relativement cosmétique comme modi�cation, mais cela
a l'avantage de mettre sur le même plan les cas p = 2 et p 6= 2 ; cela supprime aussi
des problèmes de normalisation induits par le choix d'un générateur de Z∗

p .
• Le second chapitre regroupe des résultats de [30] concernant la série principale

analytique. Ils sont complétés par la détermination des extensions de W (δ1, δ2) par
Stan(δ1, δ2).
• Le troisième chapitre est consacré à l'étude du module ∆ � {0} = ∩n∈Nϕ

n(∆),
si ∆ est un (ϕ,Γ)-module étale sur R. Ceci est crucial pour la détermination(3) du
module de Jacquet dual J∗(Π(∆)) de Π(∆), si ∆ est de dimension 2. Notons que
l'étude de Dnr = ∩n∈Nϕ

n(D), si D ∈ ΦΓet(E ), joue un grand rôle dans [12].
• Dans le dernier chapitre, on utilise les résultats du troisième pour déterminer

le module de Jacquet dual de Π(∆), puis on utilise ce que l'on obtient pour dévis-
ser le module ∆(s) � P1. En�n, on utilise les résultats du second pour décrire le
module Π(∆(s)).

0.6. Remerciements

Cet article a pour origine une question que m'a posée Matthew Emerton pendant
l'École d'été de 2008. Je le remercie de me l'avoir mentionnée. Je remercie le pro-
gramme CEFIPRA d'avoir �nancé le séjour au Tata Institute en juillet-août 2010 au
cours duquel une première version de cet article a été terminée. Je remercie aussi
les universités UCLA et UC Berkeley (et l'Institut Miller qui a �nancé le séjour à
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Berkeley) pour leur hospitalité en janvier-février et à l'automne 2011 ; des parties
conséquentes de cet article y ont été écrites.

1. Cohomologie de R(δ)

Ce chapitre est consacré à la démonstration d'une version renforcée (th. 1.38) du
(ii) de la prop. 0.2 qui décrit l'espace Ext1(R(δ2),R(δ1)) des extensions de R(δ2)
par R(δ1), si δ1, δ2 sont des caractères de Q∗

p . Cette démonstration repose sur le
dévissage 0 → D(Zp) → R → LA(Zp) ⊗ χ−1 → 0 de R fourni par le dictionnaire
d'analyse fonctionnelle p-adique (no 1.2), et sur l'interprétation de Ext1(R(δ2),R(δ1))
en terme de cohomologie du semi-groupe A+ que l'on dévisse en utilisant la suite
spectrale de Hochschild-Serre (no 1.3).

1.1. L'anneau de Robba R. � Soit (ζpn)n≥0 un système compatible de racines
pn-ièmes de l'unité (i.e. ζppn+1 = ζpn , ζ1 = 1 et ζp 6= 1 ; si p = 2, on part de ζ1 = −1
au lieu de ζ1 = 1). Si n ∈ N, on note Fn le corps Qp(ζpn) (et donc F0 = Qp), et on
pose Ln = L⊗Qp Fn.

Si n ≥ 1, on pose rn = vp(ζpn − 1) = 1
(p−1)pn−1 (si p = 2, on pose rn = 1

2n ), et on

note E ]0,rn] l'anneau des fonctions L-analytiques sur la couronne Cn = {z ∈ Cp, 0 <
vp(z) ≤ rn} que l'on voit comme un sous-ensemble des séries de Laurent

∑
k∈Z akT

k

à coe�cients dans L. Alors E ]0,rn] est un anneau de Fréchet-Stein (tout idéal fermé
est principal), la topologie de Fréchet étant dé�nie par la famille de valuations v[rb,rn],
pour b ≥ n, avec, si f =

∑
k∈Z akT

k,

v[rb,rn] = inf
rb≤vp(z)≤rn

vp(f(z)) = min
(

inf
k∈Z

(vp(ak) + rbk), inf
k∈Z

(vp(ak) + rnk)
)
.

On dé�nit l'anneau de Robba R comme la réunion des E ]0,rn] pour n ≥ 1 ; on le munit
de la topologie de la limite inductive. On note R+ l'intersection de R et L[[T ]] (c'est
l'anneau des fonctions L-analytiques sur le disque unité {z, vp(z) > 0}).

On munit l'anneau R d'un frobenius ϕ : c'est un endomorphisme de L-algèbres,
continu, envoyant T sur (1 + T )p − 1. On munit aussi R d'une action continue de Γ,
respectant les structures de L-algèbres, σa envoyant T sur (1 + T )a − 1. Les actions
de ϕ et Γ commutent entre elles.

On dispose d'un inverse à gauche ψ de ϕ, dé�ni par ψ(
∑p−1
i=0 (1 + T )iϕ(fi)) = f0.

Cet inverse commute à Γ, et on a ψ(fϕ(g)) = gψ(f), pour tous f, g. En particulier,

ψk
(
(1 + T )bϕk(z)) = ψk((1 + T )b)z =

{
(1 + T )b/p

k

z si b ∈ pkZp,
0 si b /∈ pkZp.

On note ∂ l'opérateur (1 + T ) dT . On a ∂ ◦ ϕ = pϕ ◦ ∂, ∂ ◦ ψ = p−1 ψ ◦ ∂ et
∂ ◦ σa = a σa ◦ ∂, si a ∈ Z∗

p .
Soit t = log(1+T ). C'est un élément de R+ véri�ant ∂t = 1, ϕ(t) = pt, ψ(t) = p−1t

et σa(t) = a t si a ∈ Z∗
p . On note L{{t}} le sous-anneau de R+ des

∑
n∈N ant

n,
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où (an)n∈N est une suite d'éléments de L telle que
∑
n∈N anz

n converge pour tout
z ∈ Cp ; ce sous-anneau est stable par ∂, ϕ, ψ et Γ.

Si n ≥ 1, on note ιn l'injection de E ]0,rn] dans Ln[[t]] envoyant f sur f(ζpnet/p
n−1).

Alors ιn commute à Γ, et on a ιn+1 ◦ ϕ = ιn et ιn ◦ ψ = TrFn+1/Fn
◦ ιn+1.

Si f =
∑
n∈Z anT

n ∈ R, on pose rés0(f dT ) = a−1.

Proposition 1.1. � Si f ∈ R, on a :

• rés0
(
σa(f) dT

1+T

)
= a−1rés0

(
f dT

1+T

)
, pour tout a ∈ Z∗

p ,

• rés0
(
ϕ(f) dT

1+T

)
= rés0

(
ψ(f) dT

1+T

)
= rés0

(
f dT

1+T

)
,

• rés0
(
∂f dT

1+T

)
= rés0

(
df) = 0.

Démonstration. � Pour les deux premiers points, cf. [12, prop. I.2.2] ; le dernier est
immédiat.

1.2. Dictionnaire d'analyse fonctionnelle p-adique

1.2.1. Quelques faisceaux P+-équivariants sur Zp. � On note LA(Zp) l'espace des
fonctions localement analytiques sur Zp à valeurs dans L, et D(Zp) le dual topologique
de LA(Zp) ; c'est l'espace des distributions sur Zp à valeurs dans L.

Si µ ∈ D(Zp), on dé�nit sa transformée d'Amice Aµ par la formule

Aµ(T ) =
∫
Zp

(1 + T )x µ =
∑
n∈N

( ∫
Zp

(
x

n

)
µ
)
Tn ∈ L[[T ]].

Si f ∈ R, on dé�nit φf : Zp → L par la formule

φf (x) = rés0
(
(1 + T )−xf(T ) dT

1+T

)
.

Proposition 1.2. � (i) µ 7→ Aµ(T ) induit un isomorphisme D(Zp) ∼= R+.

(ii) Le sous-anneau L{{t}} de R+ est l'image de l'espace des distributions à sup-

port {0} par µ 7→ Aµ.

(iii) f 7→ φf induit un isomorphisme R/R+ ∼= LA(Zp).
(iv) On a

∫
Zp
φfµ = rés0

(
σ−1(f)Aµ dT

1+T

)
si f ∈ R et µ ∈ D(Zp).

Démonstration. � C'est une combinaison du th. I.1.4 de [14] et de la prop. II.4.6
de [11], à ceci près que l'on a changé le signe de x dans la dé�nition de φf .

Soit P+ le semi-groupe
(

Zp−{0} Zp

0 1

)
. On munit R d'une action de P+ en posant(

pka b
0 1

)
· f = (1 + T )bϕk ◦ σa(f), si k ∈ N, a ∈ Z∗

p et b ∈ Zp.

On munit LA(Zp) et D(Zp) d'actions de P+ en posant :

((
pka b
0 1

)
·φ

)
(x) =

{
φ(x−b

pka
), si x ∈ b+ pkZp,

0 si x /∈ b+ pkZp,

∫
Zp

φ
(
pka b
0 1

)
·µ =

∫
Zp

φ(pkax+b)µ.
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Si δ ∈ T̂ (L), on peut voir δ comme un caractère de P+ en posant δ
(
a b
0 1

)
= δ(a).

Si M est un P+-module, on note M ⊗ δ le P+ module M avec action de P+ tordue
par δ. (Le P+-module R ⊗ δ est en général noté R(δ).)

Proposition 1.3. � Les applications µ 7→ Aµ et f 7→ φf induisent la suite exacte

suivante de P+-modules topologiques :

0 → D(Zp) → R → LA(Zp)⊗ χ−1 → 0.

Démonstration. � La P+-équivariance est une conséquence des calculs suivants qui
utilisent à plein la prop. 1.1 (remarquons que χ−1(a) = a−1 si a ∈ Z∗

p et χ
−1(p) = 1) :∫

Zp

(1 + T )x
(
pka b
0 1

)
· µ =

∫
Zp

(1 + T )p
kax+b µ = (1 + T )bϕk ◦ σa

( ∫
Zp

(1 + T )x µ
)
,

φ(
pka b
0 1

)
z
(x) = rés0

((
1 −x
0 1

)(
pka b
0 1

)
z dT

1+T

)
= rés0

(
σa((1 + T )(b−x)/aϕk(z)) dT

1+T

)
= a−1rés0

(
ψk((1 + T )(b−x)/aϕk(z)) dT

1+T

)
=

{
a−1rés0

(
(1 + T )(b−x)/p

kaz) dT
1+T

)
= χ−1(pka)φz( b−xpka

) si x ∈ b+ pkZp,

0 si x ∈ b+ pkZp.

Si U est un ouvert compact de Zp, on note 1U sa fonction caractéristique. On
peut décomposer U comme une réunion disjointe �nie

∐
i∈I i + pnZp, et on dé�nit

ResU sur R par la formule ResU =
∑
i∈I Resi+pnZp

, où l'on a posé Resi+pnZp
=(

1 i
0 1

)
◦ ϕn ◦ ψn ◦

(
1 −1
0 1

)
. (Ceci ne dépend pas du choix de la décomposition [12,

� III.1].) On note R � U l'image de ResU .
La restriction ResU , les opérateurs ψ, ∂, et la multiplication par t s'interprètent

aussi simplement en termes du dictionnaire.

Proposition 1.4. � (i) Si f ∈ R, on a :

• φψ(f)(x) = (ψ(φf ))(x), avec (ψ(φ))(x) = φ(px),
• φResUf = ResUφf , avec ResUφ = 1Uφ,
• φ∂f (x) = xφf (x),
• φtf (x) = −φ′f (x).

(ii) Si D(Zp), on a :

• ψ(Aµ) = Aψ(µ), où
∫
Zp
φψ(µ) =

∫
pZp

φ
(
x
p

)
µ et donc

(
p 0
0 1

)
·ψ(µ) = RespZpµ,

• ResUAµ = AResUµ, avec
∫
Zp
φ ResUµ =

∫
U
φµ =

∫
Zp

1Uφµ,
• ∂Aµ = Axµ.

• Si µ ∈ D(Zp), alors tAµ = Adµ, où
∫
Zp
φdµ =

∫
Zp
φ′(x)µ.

Démonstration. � Pour le (ii), voir [11, � II.4]. En ce qui concerne le (i), on a :
• φψ(f)(x) = rés0

(
(1 + T )−xψ(f) dT

1+T

)
= rés0

(
ψ((1 + T )−pxf) dT

1+T

)
=

rés0
(
(1 + T )−pxf dT

1+T

)
= φf (px).
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• φRespnZpf
(x) = φϕnψn(f)(x) =

{
φψn(f)(x/pn) si x ∈ pnZp,
0 si x /∈ pnZp,

= (RespnZp
φ)(x).

Ceci démontre le résultat si U = pnZp. Le cas U = i+ pnZp s'en déduit, grâce à la
prop. 1.3, en conjuguant par

(
1 i
0 1

)
, et le cas général par linéarité.

• φ∂f (x) = rés0
((
∂((1 + T )−xf) + x(1 + T )−xf

)
dT

1+T

)
= xφf (x).

• φtf (x) = rés0
(
(1 + T )−xtf dT

1+T

)
= − d

dx rés0
(
(1 + T )−xf dT

1+T

)
= −φ′f (x).

Remarque 1.5. � Il ressort de la prop. 1.4 que U 7→ R �U est un faisceau sur Zp,
équivariant pour l'action de P+ (agissant sur Zp par

(
a b
0 1

)
· x = ax + b), et que la

suite exacte de la prop. 1.3 est une suite exacte de faisceaux P+-équivariants sur Zp.

Exercice 1.6. � (i) Montrer que φf (x) = 1Z∗
p
x−1 si f = − 1

p log ϕ(T )
Tp (calculer ∂f).

(ii) On rajoute à R un élément log T véri�ant ϕ(log T ) = p log T + log ϕ(T )
Tp ,

ψ(log T ) = 1
p log T et ∂ log T = 1 + 1

T . Véri�er que la formule φlog T = 1Zpx
−1

est compatible avec le (i) et les formules de la prop. 1.4.

1.2.2. Dualité. � On dé�nit un accouplement { , } sur R(δ) × R(χδ−1) par la
formule

{f ⊗ δ, g ⊗ χδ−1} = rés0
(
σ−1(f)g dT

1+T

)
.

Proposition 1.7. � L'accouplement { , } identi�e R(δ) au dual topologique de

R(χδ−1). De plus, si z ∈ R(δ) et z′ ∈ R(χδ−1), alors :
• {g · z, g · z′} = {z, z′} pour tout g ∈ P+,

• {ψ(z), z′} = {z, ϕ(z′)} et {z, ψ(z′)} = {ϕ(z), z′},
• {ResUz, z′} = {ResUz,ResUz′} = {z,ResUz′} pour tout ouvert compact U de Zp,
• {∂z, z′} = {z, ∂z′}, où l'on a posé ∂(f ⊗ η) = (∂f)⊗ η si η ∈ T̂ (L).
• {tz, z′} = −{z, tz′}.

Démonstration. � Pour l'identi�cation avec le dual et les deux premiers points, cf. [12,
prop. III.2.3] et [14, � I.1]. La propriété d'adjonction de ResU pour U quelconque suit
du cas particulier U = i + pnZp, où l'on a ResU =

(
1 i
0 1

)
◦ ϕn ◦ ψn ◦

(
1 −i
0 1

)
, pour

lequel on peut appliquer le premier point puis deux fois le second puis de nouveau le
premier ; la formule {ResUz, z′} = {ResUz,ResUz′} suit de la propriété d'adjonction
et de ce que ResU est un projecteur [ResU (ResU (z)) = ResU (z) ].

Le quatrième point suit de ce que ∂ ◦ σ−1 = −σ−1 ◦ ∂ et (∂f) g + f (∂g) = ∂(fg),
ce qui fait que l'on a, si z = f ⊗ δ et z′ = g ⊗ χδ−1,

−{∂z, z′}+ {z, ∂z′} = rés0
(
∂(σ−1(f)g) dT

1+T

)
= 0.

En�n, le cinquième est immédiat sur la formule dé�nissant { , } si on remarque
que σ−1(t) = −t.

Remarque 1.8. � L'accouplement { , } est nul sur R+(δ) × R+(χδ−1). Il induit
donc un accouplement sur R+(δ)× (R/R+)(χδ−1) ∼= (D(Zp)⊗ δ)× (LA(Zp)⊗ δ−1).
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Le (iv) de la prop. 1.2 montre que l'accouplement ainsi obtenu est l'accouplement
naturel donné par l'intégration. Nous laissons au lecteur le plaisir d'expliciter ce que
deviennent les formules de la prop. 1.7 quand on les traduit en termes d'intégration
sur Zp.

1.2.3. Le théorème d'Amice. � Terminons ce � par une démonstration du théorème
d'Amice (cor. 1.11) par dualité. Si h ∈ N, soit P̂Dh le sous-OL-module de L[[T ]] des∑
n∈N anT

n/[ n
ph ]!, où les an appartiennent à OL.

Lemme 1.9. � P̂Dh est le sous-OL[[T ]]-module de P̂D0 engendré par ϕh(P̂D0).

Démonstration. � Comme ϕh(T )− T p
h ∈ pOL[[T ]], la matrice exprimant les ϕh(T )n

n!

en termes des Tnph

n! est triangulaire supérieure, à coe�cients dans OL[[T ]], avec des 1
sur la diagonale. Le résultat s'en déduit.

Si h ∈ N, on note LAh(Zp) l'ensemble des φ : Zp → L, analytiques sur a + phZp
pour tout a ∈ Zp, et on note LA0

h la boule unité de LAh(Zp) : on a φ ∈ LA0
h si et

seulement si, pour tout a ∈ Zp (il su�t de le véri�er pour a décrivant un système de
représentants modulo ph), la fonction x 7→ φ(a+phx) est de la forme

∑+∞
i=0 αix

i, avec
αi ∈ OL pour tout i et αi → 0 quand i→ +∞.

Proposition 1.10. � Si f =
∑
n≥1 anT

−1, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(i) vp(an) ≥ vp
(
[ n
ph ]!

)
et vp(an)− vp

(
[ n
ph ]!

)
→ +∞ quand n→ +∞.

(ii) z 7→ {z, f} s'étend en une forme linéaire continue de P̂Dh dans OL.

(iii) φf ∈ LA0
h.

Démonstration. � L'équivalence entre (i) et (ii) est immédiate. Dans le cas h = 0,
l'équivalence entre (ii) et (iii) vient de ce que la matrice des n!

(
x
n

)
en fonction des xn

est triangulaire supérieure, à coe�cients dans Zp, avec des 1 sur la diagonale. Dans
le cas général, le lemme 1.9 implique que (ii) équivaut à z 7→ {(1+T )iϕh(z), f} ∈ OL
et donc à ce que z 7→ {z, ψh((1 + T )−if)} ∈ OL, pour tout z ∈ P̂D0 et tout i ∈ Zp.
Or le cas h = 0 montre que ceci équivaut à ce que φψh((1+T )−if) ∈ LA0, pour tout
i ∈ Zp, et comme φψh((1+T )−if)(x) = φf (phx + i), cela équivaut à φf ∈ LA0

h. Ceci
permet de conclure.

Corollaire 1.11. � Les [ n
ph ]!

(
x
n

)
, pour n ∈ N, forment une base orthonormale de

LAh(Zp).

Démonstration. � C'est une traduction de l'équivalence entre les (i) et (iii) de la
prop. 1.10.
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1.3. Extensions de (ϕ,Γ)-modules et cohomologie de A+

On s'intéresse aux (ϕ,Γ)-modules extensions de R(δ2) par R(δ1). Le calcul du
groupe Ext1(R(δ2),R(δ1)) ∼= Ext1(R,R(δ)), avec δ = δ−1

2 δ1, a été e�ectué dans [10] ;
ces résultats ont été complétés par Liu [26] et repris par Chenevier [8] en utilisant le
dictionnaire d'analyse p-adique pour dévisser le module R(δ). Dans ce qui suit, nous
poussons la méthode de Chenevier un peu plus loin, ce qui nous permet de donner
une description plus précise du groupe Ext1(R(δ2),R(δ1)), description qui nous sera
utile pour déterminer les vecteurs localement analytiques dans le cas spécial.

Pour ce faire, remarquons qu'un (ϕ,Γ)-module est un A+-module, où A+ est le
sous-semi-groupe

(
Zp−{0} 0

0 1

)
de P+, et qu'on a un isomorphisme Ext1(R,R(δ)) ∼=

H1(A+,R(δ)) : si D est une extension de R par R(δ), et si e ∈ D est un relèvement
de 1 ∈ R, alors g 7→ (g − 1) · e est un 1-cocycle sur A+ qui est un cobord si et
seulement si l'extension est scindée. Le calcul de Hi(A+,R(δ)) se fait en utilisant la
suite exacte 0 → D(Zp) ⊗ δ → R(δ) → LA(Zp) ⊗ χ−1δ → 0 de A+-modules et les
résultats suivants pour lesquels nous renvoyons à l'appendice A.

On a A+ = Φ+×A0, où Φ+ est le semi-groupe
(
pN 0
0 1

)
et A0 le groupe

(
Z∗

p 0

0 1

)
. On

note ϕ =
(
p 0
0 1

)
le générateur de Φ et σa, si a ∈ Z∗

p , l'élément
(
a 0
0 1

)
. Tout élément

g de A+ s'écrit alors, de manière unique, sous la forme ϕk(g)σa(g) = σa(g)ϕ
k(g), avec

k(g) ∈ N et a(g) ∈ Z∗
p . En�n, on peut décomposer A0 sous la forme ∆ × A1, où ∆

est un groupe �ni et A1 est un groupe topologiquement isomorphe à Zp et dont on
note σu un générateur (alors u est un générateur de 1 + 2pZp).

Si M est un L-espace vectoriel topologique muni d'une action continue de A+, la
suite spectrale de Hochschild-Serre nous fournit des isomorphismes

H0(A+,M) ∼= H0(A0,H0(Φ+,M)) et H2(A+,M) ∼= H1(A0,H1(Φ+,M)),

et une suite exacte

0 → H1(A0,H0(Φ+,M)) → H1(A+,M) → H0(A0,H1(Φ+,M)) → 0.

De plus, Hi(A0,M0) = H0(∆,Hi(A1,M0)), si M0 = Hj(Φ+,M) et j = 0, 1. Comme
H0(Φ+,M) et H1(Φ+,M) s'identi�ent respectivement au noyau et conoyau de ϕ− 1
agissant sur M , et H0(A1,M0) et H1(A1,M0) à ceux de σu− 1 agissant sur M0, cela
donne une description parfaitement concrète des groupes Hi(A+,M).

Par ailleurs, si M et M∗ sont en dualité, M∗ est muni d'actions des semi-groupes
opposés Φ− = ψN et A− de Φ+ et A+, et on a le même dévissage de Hj(A−,M∗)
que ci-dessus en remplaçant A+,Φ+,M par A−,Φ−,M∗.

Proposition 1.12. � On suppose que :

• (ϕ− 1) ·M et (ψ − 1) ·M∗ sont fermés dans M et M∗,

• (σu − 1) ·M0 est fermé dans M0, si M0 est un des modules Hj(Φ+,M), pour
j = 0, 1, et Hj(Φ−,M∗), pour j = 0, 1.
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Alors on a des identi�cations naturelles :

Hj(A−,M∗) ∼= H2−j(A+,M)∗ et Hj(A+,M) ∼= H2−j(A−,M∗)∗, pour j = 0, 1, 2.

1.4. Cohomologie de Φ+ et Φ−. � Soit δ ∈ T̂ (L). On a déjà expliqué comment
voir δ comme un caractère de A+ ⊂ P+ ; on peut aussi le voir comme un caractère
de A− en posant δ(ψnσa) = δ(p)−nδ(a). Le dual du A+-module M ⊗ δ est alors le
A−-module M∗ ⊗ δ−1.

1.4.1. Les groupes Hi(Φ±,LA(Zp) ⊗ δ) et Hi(Φ±,D(Zp) ⊗ δ−1). � La proposition
suivante détermine la structure de Hi(X,M), comme A0 module, si X = Φ+,Φ− et
M = LA(Zp) ⊗ δ ou M = D(Zp) ⊗ δ (si η est un caractère de Z∗

p , on note L(η)
le L-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel σa ∈ A0 agit par multiplication par
η(a)). On a bien évidemment Hi(X,M) = 0, si i 6= 0, 1.

Proposition 1.13. � Les images de ϕ − 1 et ψ − 1 sont fermées dans LA(Zp) ⊗ δ

et D(Zp)⊗ δ−1. De plus :

(i) H0(Φ+,LA(Zp)⊗ δ) = 0 et H1(Φ−,D(Zp)⊗ δ−1) = 0.
(ii) Si δ(p) /∈ {pi, i ∈ N}, alors
• H0(Φ+,D(Zp)⊗ δ−1) = H1(Φ+,D(Zp)⊗ δ−1) = 0,
• H1(Φ+,LA(Zp)⊗ δ) ∼= LA(Z∗

p)⊗ δ et H0(Φ−,D(Zp)⊗ δ−1) ∼= D(Z∗
p)⊗ δ−1,

• H0(Φ−,LA(Zp)⊗ δ) = H1(Φ−,LA(Zp)⊗ δ) = 0.
(iii) Si δ(p) = pi, avec i ∈ N, alors

• H0(Φ+,D(Zp)⊗ δ−1) ∼= H1(Φ+,D(Zp)⊗ δ−1) ∼= L(xiδ−1),
• H1(Φ+,LA(Zp)⊗ δ) et H0(Φ−,D(Zp)⊗ δ−1) vivent dans des suites exactes

0 → L(x−iδ) −→ LA(Z∗
p)⊗ δ −→ H1(Φ+,LA(Zp)⊗ δ) −→ L(x−iδ) −→ 0

0 → L(xiδ−1) −→ H0(Φ−,D(Zp)⊗ δ−1) −→ D(Z∗
p)⊗ δ−1 −→ L(xiδ−1) → 0

• H0(Φ−,LA(Zp)⊗ δ) ∼= H1(Φ−,LA(Zp)⊗ δ) ∼= L(x−iδ).

Démonstration. � H0(Φ+,M ⊗ δ) et H0(Φ−,M ⊗ δ) sont les noyaux de δ(p)ϕ− 1 et
δ(p)−1ψ − 1 agissant sur M , et H1(Φ+,M ⊗ δ) et H1(Φ−,M ⊗ δ) sont les conoyaux
de δ(p)ϕ− 1 et δ(p)−1ψ − 1 agissant sur M . La proposition est donc la combinaison
des lemmes 1.16, 1.18, 1.19 et 1.20 ci-dessous.

Remarque 1.14. � (i) Dans le cas δ(p) = pi, avec i ∈ N, le sous-espace L(x−iδ) de
LA(Z∗

p)⊗δ est la droite engendrée par 1Z∗
p
xi, l'application deH1(Φ+,LA(Zp)⊗δ) dans

L(x−iδ) est celle qui envoie le cocyle g 7→ φg sur φ
(i)
g (0). Le sous-espace L(xiδ−1) de

H0(Φ−,D(Zp)⊗δ−1) est la droite engendrée par diDir0, l'application de D(Z∗
p)⊗δ−1

dans L(xiδ−1) est µ 7→
∫
Z∗

p
xiµ.

(ii) Les modules LA(Zp) ⊗ δ et D(Zp) ⊗ δ−1 sont duaux l'un de l'autre. Comme
les images de ϕ − 1 et ψ − 1 sont fermées, on sait a priori que Hj(Φ±,LA(Zp) ⊗ δ)
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et H1−j(Φ∓,D(Zp) ⊗ δ−1) sont duaux l'un de l'autre. Cela peut se véri�er sur la
description qu'en donne la proposition.

1.4.2. Un peu de topologie. � Dans tous les énoncés qui suivent, � isomorphisme �
signi�e � isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques �. Grâce au théorème de
l'image ouverte pour les banach et les fréchets, il su�t en général de véri�er la bijecti-
vité (la continuité est le plus souvent claire) pour prouver qu'un morphisme L-linéaire
est un isomorphisme.

Lemme 1.15. � (i) Soit E un L-espace vectoriel topologique. Si X est un sous-

espace fermé, de codimension �nie, de E, alors tout sous-espace de E qui contient X

est fermé dans E.

(ii) Si E est un L-banach (ou, plus généralement, un L-fréchet), et si u : E → E

est continue, alors Im(u) est fermée dans E si elle est de codimension �nie.

Démonstration. � Le (i) suit juste de ce que E/X est séparé (puisque X est fermé)
et de dimension �nie, et donc tout sous-espace de E/X est fermé.

Pour démontrer le (ii), on choisit un supplémentaire F de Im(u) dans E. L'hypo-
thèse implique que F est de dimension �nie et donc est un banach (ou un fréchet si
l'on préfère). L'application id⊕u : F ⊕E → E est surjective, et si on note G le noyau
de u, elle induit un isomorphisme de F ⊕E/G ∼= F ⊕ Im(u) sur E, ce qui permet de
conclure puisque Im(u) est fermée dans F ⊕ Im(u).

1.4.3. Actions de ϕ et ψ sur LA(Zp)

Lemme 1.16. � Soit α ∈ L∗.

(i) Si α /∈ {p−i, i ∈ N}, alors 1− αψ : LA(Zp) → LA(Zp) est un isomorphisme.

(ii) Si α = p−i, avec i ∈ N, le noyau de 1− αψ : LA(Zp) → LA(Zp) est L · 1Zpx
i

et 1− αψ induit un isomorphisme de {φ ∈ LA(Zp), φ(i)(0) = 0} sur lui-même.

Démonstration. � Si φ est dans le noyau de 1 − αψ, c'est que φ(x) = αφ(px), pour
tout x. Alors φ(x) = αnφ(pnx), pour tout x, ce qui montre que φ est analytique
sur Zp tout entier, et que si φ(x) =

∑
i≥0 aix

i sur Zp, alors
∑+∞
i=0 ai(1 − αpi)xi est

identiquement nul sur Zp. Ceci implique que ai(1 − αpi) = 0, pour tout i ; on en
déduit que le noyau est nul si α /∈ {p−i, i ∈ N}, et que c'est L · 1Zpx

i, si α = p−i

avec i ∈ N.
Maintenant, soit φ ∈ LA(Zp), et soit k ∈ N tel que k + vp(α) > 0. On peut

écrire φ sous la forme
∑k−1
i=0 aix

i + φk, où φk a un zéro d'ordre ≥ k en zéro. La série∑+∞
n=0 α

nφk(pnx) converge dans LA(Zp) et la somme g véri�e (1− αψ) · g = φk. Par
ailleurs, si piα 6= 1, on a (1 − αψ)( ai

1−piα1Zpx
i) = 1Zpx

i. Il s'ensuit que 1 − αψ est

surjectif si α /∈ {p−i, i ∈ N} et que φ est dans l'image de 1 − αψ si et seulement si
ai = 0 si α = p−i. On en déduit le résultat.

Lemme 1.17. � Soit α ∈ L∗.
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(i) Si α /∈ {pi, i ∈ N}, il existe u : LA(Zp) → LA(Zp), linéaire continu, tel que

u ◦ (1− αϕ) soit l'identité sur LA(Zp).
(ii) Si α = pi, avec i ∈ N, il existe u : LA(Zp) → LA(Zp), linéaire continu, tel que

l'image de u ◦ (1− αϕ)− 1 soit contenue dans L · 1Zpx
i.

Démonstration. � Soit k tel que k − vp(α) > 0. Si φ ∈ LA (resp. φ ∈ LA véri�e
φ(i)(0), si α = pi, avec i ∈ N), on peut écrire φ, de manière unique, sous la forme∑k−1
j=0 aj(1− αϕ)1Zp

xi + φk, où φk a un zéro d'ordre k en 0 (avec ai = 0 si α = pi).
La série −

∑
n≥1 α

−nψn(φk) converge dans LA(Zp), ce qui permet de dé�nir u par la

formule u(φ) =
∑k−1
j=0 aj1Zpx

i−
∑
n≥1 α

−nψn(φk). Pour véri�er que u◦(1−αϕ) véri�e
les propriétés désirées, il su�t alors de prouver que u ◦ (1−αϕ) · f = f si f a un zéro
d'ordre au moins k car le résultat est évident pour un polynôme de degré ≤ k−1. Or,
dans ce cas, φ = (1−αϕ)f a un zéro d'ordre au moins k en 0, et donc φ = φk. Comme
(1− αϕ)f(x) = f(x)− α1pZpf

(
x
p

)
, et donc ψn((1− αϕ)f)(x) = f(pnx)− αf(pn−1x)

si n ≥ 1, on obtient :

u(φ)(x) = −
( ∑
n≥1

α−n(f(pnx)−αf(pn−1x))
)

=
∑
n≥0

α−nf(pnx)−
∑
n≥1

α−nf(pnx) = f(x).

On en déduit le résultat.

Lemme 1.18. � Soit α ∈ L∗. Alors 1 − αϕ : LA(Zp) → LA(Zp) est injectif et son

image est fermée.

De plus :

• si α /∈ {pi, i ∈ N}, alors LA(Z∗
p) est un supplémentaire de (1−αϕ)LA(Zp) dans

LA(Zp).
• Si α = pi, avec i ∈ N, alors LA(Z∗

p) ∩ (1− αϕ)LA(Zp) est la droite L · 1Z∗
p
xi et

LA(Z∗
p) + (1− αϕ)LA(Zp) est l'orthogonal de diDir0.

Démonstration. � Si φ est dans le noyau de 1− αϕ, on a φ = αnϕn(φ), pour tout n.
Par suite φ est à support dans pnZp pour tout n, et donc est identiquement nulle par
continuité en 0. D'où l'injectivité de 1− αϕ.

Que l'image de 1−αϕ soit fermée résulte du lemme précédent (si (1−αϕ)φn tend
vers une limite, il en est de même de u((1 − αϕ)φn) = φn ; si α = pi, cet argument
montre que l'image de {φ, φ(i)(0) = 0} est fermée, et comme elle est de codimension 1
dans (1− αϕ)LA(Zp), cela prouve que (1− αϕ)LA(Zp) est aussi fermé).

Si (1−αϕ)φ est à support dans Z∗
p , on a ψ((1−αϕ)φ) = 0, et donc (ψ−α) ·φ = 0.

D'après le lemme 1.16, cela implique que φ = 0 sauf si α = pi ou cela implique que
φ ∈ L · 1Zpx

i.
Par ailleurs, si φ ∈ An(pnZp) (et véri�e φ(i)(0) = 0 dans le cas α = pi), on peut

écrire φ sous la forme
∑+∞
j=0 aj1pnZp

xj (avec ai = 0 si α = pi) et alors la fonction

φ − (1 − αϕ)
( ∑+∞

j=0
aj

1−αp−j 1pnZp
xj

)
est identiquement nulle sur pn+1Zp. Il s'ensuit

que l'on peut écrire tout élément φ de LA(Zp) ( véri�ant φ(i)(0) = 0 dans le cas
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α = pi), sous la forme φ1 + (1− αϕ)φ2, avec φ1 nulle dans un voisinage de 0 et donc
de la forme

∑N
n=0 φ1,n, avec φ1,n à support dans pnZ∗

p . On peut alors écrire φ1,n

sous la forme ϕnψn(φ1,n) = ((1 − αϕ) − 1)nψn(α−1φ1,n), et un développement de
((1 − αϕ) − 1)n exprime φ1,n comme la somme d'un élément de (1 − αϕ)LA(Zp) et
de ψn(α−1φ1,n) qui est à support dans Z∗

p .
On en déduit le résultat.

1.4.4. Actions de ϕ et ψ sur D(Zp)

Lemme 1.19. � Soit α ∈ L∗.

(i) Si α /∈ {p−i, i ∈ N}, alors 1− αϕ : D(Zp) → D(Zp) est un isomorphisme.

(ii) Si α = p−i, avec i ∈ N, le noyau de 1− αϕ : D(Zp) → D(Zp) est L · diDir0 et

1− αϕ induit un isomorphisme de {µ ∈ D(Zp),
∫
Zp
xiµ = 0} sur lui-même.

Démonstration. � Comme 〈(1−αϕ)µ, φ〉 = 〈µ, (1−αψ)φ〉, l'énoncé est une traduction,
par dualité, du lemme 1.16.

Lemme 1.20. � Soit α ∈ L∗.

(i) 1− αψ : D(Zp) → D(Zp) est surjectif.

(ii) Si α /∈ {pi, i ∈ N}, alors ResZ∗
p
induit un isomorphisme du noyau de 1 − αψ

sur D(Z∗
p).

(iii) Si α = pi, avec i ∈ N, le noyau de ResZ∗
p
sur Ker(1 − αψ) est L · diDir0 et

l'image est l'espace {µ ∈ D(Z∗
p),

∫
Z∗

p
xiµ = 0}, qui est de codimension 1 dans D(Z∗

p).

Démonstration. � Le (i) se déduit du lemme 1.17 par dualité, si α /∈ {pi, i ∈ N} (on
a µ = (1 − αϕ) · tu(µ)). Dans le cas α = pi, avec i ∈ N, le lemme 1.17 permet de
montrer que l'image de 1−αψ contient le sous-espace de codimension 1 des µ véri�ant∫
Zp
xiµ = 0. Comme (1− piψ)(diDir1) = diDir1 n'appartient pas à ce sous-espace, il

s'ensuit que l'image de 1− αψ est D(Zp) tout entier, ce qui prouve le (i) dans ce cas
aussi.

Les (ii) et (iii) sont des traductions du lemme 1.18.

1.5. Cohomologie de A0

1.5.1. Sur R(δ). � On rappelle que An est le sous-groupe
(

1+2pnZp 0
0 1

)
de A0, si

n ≥ 1. On note Xn le groupe des caractères de A0/An (que l'on identi�e aussi au
groupe des caractères de Z∗

p , constants modulo 1 + 2pnZp).

Lemme 1.21. � Soient n ∈ N et δ ∈ T̂ (L). Alors Ln(δ) ∼= ⊕η∈XnL(ηδ),

Démonstration. � Un élément de A0/An est d'ordre (p − 1)pn−1 (2n si p = 2), et
comme Fn contient les racines de l'unité d'ordre (p− 1)pn−1 (resp. 2n), l'action d'un
élément de A0/An sur Ln se diagonalise. On a donc Ln(δ) ∼= ⊕η∈XnL(ηδ)mη , avec
mη ∈ N. Or la théorie de Galois implique que mη ≤ 1 (le quotient de deux éléments
de copies de L(ηδ) est �xe par A0/An ∼= Gal(Ln/L), et donc appartient à L) et une
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comparaison des dimensions implique donc que mη = 1 pour tout η, ce qui permet
de conclure.

Lemme 1.22. � (i) Si η 6= 1, alors Hi(A0, L(η)) = 0, si i = 0, 1.
(ii) H0(A0, L) = L et H1(A0, L) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré

par σa 7→ log a.

Démonstration. � Le résultat concernant H0 est immédiat. En ce qui concerne H1,
on a H1(A0, L(η)) = H1(A1,H0(∆, L(η))) ∼= H0(∆, L(η))/(σu − 1). Il en résulte que
H1(A0, L(η)) = 0 sauf si ∆ et σu agissent trivialement sur L(η) (et donc si η = 1) où
H1(A0, L(η)) est de dimension 1. On en déduit le résultat.

Lemme 1.23. � Soient n ∈ N et δ ∈ T̂ (L).
(i) Si −w(δ) /∈ N, ou si x−w(δ)δ n'est pas constant modulo 1 + 2pnZp, alors

Hi(A0, Ln[[t]]⊗ δ) = 0, pour i = 0, 1.
(ii) Si −w(δ) ∈ N, et si x−w(δ)δ est constant modulo 1 + 2pnZp, alors

dimLH
i(A0, Ln[[t]]⊗ δ) = 1, pour i = 0, 1.

Démonstration. � Par dévissage, on se ramène à calculer Hi(A0, tjLn⊗δ), et comme
tjLn ⊗ δ ∼= Ln(xjδ), on conclut en utilisant les lemmes 1.21 et 1.22.

Proposition 1.24. � H0(A0,R(δ)) =

{
0 si δ|Z∗

p
/∈ {x−i, i ∈ N},

L · ti, si δ|Z∗
p

= x−i, avec i ∈ N.

Démonstration. � Soit x ∈ R(δ), �xe par A0, et soit n ∈ N tel que x ∈ E ]0,rn−1](δ).
Alors ιn(x) et ιn(ϕ(x)) appartiennent au L-espace vectoriel H0(A0, Ln[[t]]⊗δ) qui est
de dimension ≤ 1, d'après le lemme 1.23. Comme ιn est une injection, on en déduit
qu'il existe α ∈ N tel que (αϕ − 1)x = 0. D'après le lemme 1.18, cela implique que
x est dans l'image de D(Zp) ⊗ δ, et donc appartient à L · ti, avec i ∈ N, d'après le
lemme 1.19 (la transformée d'Amice de diDir0 est ti). On conclut(4) en utilisant le
fait que σa(ti) = aiti, si a ∈ Z∗

p .

1.5.2. Sur R(δ) � Z∗
p . � Soit η : Z∗

p → L∗ un caractère continu. On voit η comme
un caractère de A0.

Proposition 1.25. � L'image de σu− 1 est fermée dans LA(Z∗
p)⊗ η et D(Z∗

p)⊗ η.
De plus :

(i) H0(A0,LA(Z∗
p)⊗η) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré par 1Z∗

p
η,

et H1(A0,LA(Z∗
p)⊗ η) = 0.

(ii) H0(A0,D(Z∗
p) ⊗ η) = 0 ; si a 7→ µa est un 1-cocycle, il existe λ ∈ L tel que∫

Z∗
p
η−1µa = λ log a, pour tout a ∈ Z∗

p , et l'application (a 7→ µa) 7→ λ induit un

isomorphisme de H1(A0,D(Z∗
p)⊗ η) sur L.

(4)Cette démonstration est assez détournée ; des techniques di�érentielles [16] mènent directement

au résultat.
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Démonstration. � On a Hi(A0,M) = H0(A0/A1,Hi(A1,M)). Le résultat est donc
une traduction du cor. 1.30 à part la description explicite de H1(A0,D(Z∗

p) ⊗ η).
Celle-ci résulte de ce que µ 7→

∫
Z∗

p
η−1 µ est A0-équivariante de D(Z∗

p)⊗ η dans L, et

induit une application surjective, et donc bijective pour des raisons de dimension, de
H1(A0,D(Z∗

p)⊗ η) sur H1(A0, L) (engendré par σa 7→ log a d'après le lemme 1.22).

Corollaire 1.26. � On a H0(A0,R(δ) � Z∗
p) = H1(A0,R(δ) � Z∗

p) = 0.

Démonstration. � Pour H0, c'est une conséquence directe de la prop. 1.24 (en e�et,
ti /∈ R(δ) � Z∗

p). Pour H
1, on utilise la suite exacte longue de cohomologie déduite

de la suite exacte

0 → D(Z∗
p)⊗ δ → R(δ) � Z∗

p → LA(Z∗
p)⊗ χ−1δ → 0;

La nullité de H0(A0,R(δ) � Z∗
p) et le fait que H0(A0,LA(Z∗

p) ⊗ χ−1δ) et
H1(A0,D(Z∗

p)⊗ δ) sont tous deux de dimension 1 impliquent que H1(A0,R(δ)�Z∗
p)

s'injecte dans H1(A0,LA(Z∗
p)⊗ χ−1δ), qui est nul d'après le (i) de la prop. 1.25.

Remarque 1.27. � On a, plus généralement, Hi(A0, D�Z∗
p) = 0 pour tout (ϕ,Γ)-

module D de rang �ni sur R (cela résulte de [14, prop. V.1.19]).

1.5.3. Cohomologie de A1. � Soit δ : Z∗
p → O∗

L un caractère continu. On choisit un
générateur topologique u de 1 + 2pZp.

Lemme 1.28. � δ(u)σu−1 est surjectif sur LA(Z∗
p) et admet une section continue ;

son noyau est le L-espace vectoriel de base les 1i+2pZp
δ, pour i ∈ ∆.

Démonstration. � Remarquons que σu laisse stable LA(i+2pZp) pour tout i ∈ ∆, et
que le changement de variable x = iu−y permet de ramener l'étude de δ(u)σu− 1 sur
LA(i+2pZp) à celle de ατ−1 sur LA(Zp), où α = δ(u) véri�e vp(α−1) > 0 car 1+2pZp
est un pro-p-groupe, et τ : LA(Zp) → LA(Zp) est dé�ni par (τ(φ))(y) = φ(y + 1).

L'étude de ατ − 1 peut se faire en utilisant le développement de Mahler de φ : si
φ =

∑
n≥0 an

(
y
n

)
et (ατ − 1) · φ =

∑
n≥0 bn

(
y
n

)
, on a bn = (α− 1)an + αan+1 puisque

τ
((
y
n

))
=

(
y
n

)
+

(
y

n−1

)
. Si les bn sont donnés ce système d'équation a une unique solution

une fois a0 �xé, à savoir celle dé�nie par récurrence par an+1 = α−1(bn− (α− 1)an) ;
par ailleurs, il existe s > 0 tel que vp(bn) ≥ ns+C, avec C ∈ R, pour tout n ∈ N, et
une récurrence immédiate montre que vp(an) ≥ (n−1)s′+C ′, avec s′ = inf(s, vp(α−1))
et C ′ = inf(C, vp(a0)), ce qui implique que

∑
n≥0 an

(
y
n

)
∈ LA(Zp). En résumé, ατ −1

est surjectif, admet une section continue (celle pour laquelle a0 = 0), et son noyau
est de dimension 1 (et donc est engendré par y 7→ α−y). On en déduit le résultat car
α−y = δ(i)−1δ(x).

Lemme 1.29. � δ(u)σu − 1 est injectif sur D(Z∗
p) et l'image de δ(u)σu − 1 est

constituée des µ véri�ant
∫
i+2pZp

δ−1µ = 0, pour tout i ∈ ∆ ; en particulier, elle est

fermée dans D(Z∗
p).
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Démonstration. � C'est une traduction, par dualité, du lemme 1.28.

Corollaire 1.30. � (i) H0(A1,LA(Z∗
p)⊗δ) et H1(A1,D(Z∗

p)⊗δ−1) sont de dimen-

sion [A0 : A1] et duaux l'un de l'autre (isomorphes à L[∆] comme A0-modules).

(ii) H1(A1,LA(Z∗
p)⊗ δ) et H0(A1,D(Z∗

p)⊗ δ−1) sont nuls.

Démonstration. � C'est une simple traduction des lemmes 1.28 et 1.29.

Remarque 1.31. � Il ne faudrait pas croire que l'image de σu − 1 est toujours
fermée. Par exemple, on véri�e facilement, en utilisant le lemme 1.28, qu'un élément
φ de LA(Zp) est dans l'image de δ(a)σa− 1 si et seulement si on a φ(x) =

∑
j≥0 ajx

j

au voisinage de 0 et la série
∑
j≥0

aj

δ(a)a−j−1x
j a un rayon de convergence non nul (ce

qui inclut la condition ai = 0 si δ(x) = x−i).
On voit donc que l'image de σu − 1 sur LA(Zp) ⊗ δ est fermée si et seulement si

w(δ) n'est pas un nombre de Liouville p-adique (i.e. si lim sup 1
nvp(w(δ)− n) < +∞).

Si w(δ) est de Liouville, cette image est dense mais σu − 1 n'est pas surjectif.

1.6. Cohomologie de A+

1.6.1. A valeurs dans LA(Zp)⊗ δ et D(Zp)⊗ δ−1

Proposition 1.32. � L'image de σu − 1 est fermée dans Hj(Φ±,LA(Zp) ⊗ δ) et

Hj(Φ±,D(Zp)⊗ δ−1), si j = 0, 1. De plus :

(i) Si δ /∈ {xi, i ∈ N}, alors
• Hj(A+,D(Zp)⊗ δ−1) = 0, pour j = 0, 1, 2.
• dimLH

j(A+,LA(Zp)⊗ δ) = 0, 1, 0, si j = 0, 1, 2.
• Hj(A−,LA(Zp)⊗ δ) = 0, pour j = 0, 1, 2.
• dimLH

1(A−,D(Zp)⊗ δ−1) = 0, 1, 0, si j = 0, 1, 2.
(ii) Si δ = xi, avec i ∈ N, alors

• dimLH
j(A+,D(Zp)⊗ δ−1) = 1, 2, 1 si j = 0, 1, 2.

• dimLH
j(A+,LA(Zp)⊗ δ) = 0, 2, 1, si j = 0, 1, 2.

• dimLH
j(A−,LA(Zp)⊗ δ) = 1, 2, 1, si j = 0, 1, 2.

• dimLH
j(A−,D(Zp)⊗ δ−1) = 1, 2, 0, si j = 0, 1, 2.

Démonstration. � On a :
• dimLH

0(A±,M) = dimLH
0(A0,H0(Φ±,M)),

• dimLH
1(A±,M) = dimLH

0(A0,H1(Φ±,M)) + dimLH
1(A0,H0(Φ±,M))

• dimLH
2(A±,M) = dimLH

1(A0,H1(Φ±,M)).
La proposition est donc une conséquence immédiate des prop. 1.13 et 1.25

sauf si δ(p) = pi, avec i ∈ N, où il faut travailler un peu plus pour calculer
Hj(A0,H1(Φ+,LA(Zp) ⊗ δ)) et Hj(A0,H0(Φ−,D(Zp) ⊗ δ−1)) et pour montrer que
l'image de σu − 1 est fermée. Supposons donc que δ(p) = pi, avec i ∈ N et notons
simplement LA et D les modules LA(Zp)⊗ δ et D(Zp)⊗ δ−1.
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• Soit X =
(
LA(Z∗

p)/L · (1Z∗
p
xi)

)
⊗ δ. La prop. 1.13 fournit une suite exacte

0 → X → H1(Φ+,LA) → L(x−iδ) → 0. Comme σu − 1 est surjectif sur LA(Z∗
p)⊗ δ,

il l'est sur X, et donc l'image de σu − 1 est fermée dans H1(Φ+,LA) puisqu'elle
contient X qui est fermé et de codimension �nie. Comme H1(A0,LA(Z∗

p) ⊗ δ) = 0
(prop. 1.25), la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte 0 →
L(x−iδ) → LA(Z∗

p) ⊗ δ → X → 0 et le lemme 1.22 montrent que H0(A0, X) a
même dimension que H0(A0,LA(Z∗

p) ⊗ δ), c'est-à-dire 1, et que H1(A0, X) = 0.
On déduit alors de la suite exacte longue de cohomologie déduite de la suite exacte
0 → X → H1(Φ+,LA) → L(x−iδ) → 0, et de la nullité de H1(A0, X), que :

dimH0(A0,H1(Φ+,LA)) = 1 + dimH0(A0, L(x−iδ)) =

{
1 si δ 6= xi,

2 si δ = xi,

dimH1(A0,H1(Φ+,LA)) = dimH1(A0, L(x−iδ)) =

{
0 si δ 6= xi,

1 si δ = xi.

• Soit Y = {µ ∈ D(Z∗
p),

∫
Z∗

p
xiµ = 0} ⊗ δ−1, de telle sorte que la suite 0 →

L(xiδ−1) → H0(Φ−,D) → Y → 0 soit exacte (c'est la suite exacte duale de la suite
0 → X → H1(Φ+,LA) → L(x−iδ) → 0 du point précédent). On a H0(A0, Y ) = 0
puisque H0(A0,D(Z∗

p)⊗ δ−1) = 0 et dimLH
1(A0, Y ) = 1 (cela suit de la prop. 1.25,

de la suite exacte 0 → Y → D(Z∗
p) ⊗ δ−1 → L(xiδ−1), et du lemme 1.22). On en

déduit les formules

dimH0(A0,H0(Φ−,D)) = dimH0(A0, L(x−iδ)) =

{
0 si δ 6= xi,

1 si δ = xi,

dimH1(A0,H0(Φ−,D)) = 1 + dimH1(A0, L(x−iδ)) =

{
1 si δ 6= xi,

2 si δ = xi.

Pour montrer que l'image de σu − 1 agissant sur H0(Φ−,D) est fermée, il su�t alors
d'utiliser le (ii) du lemme 1.15.

Remarque 1.33. � Les modules D(Zp) ⊗ δ−1 et LA(Zp) ⊗ δ sont duaux l'un de
l'autre. Il en résulte, d'après la prop. 1.12 dont les hypothèses sont véri�ées (prop. 1.13
et 1.32), queHj(A−,D(Zp)⊗δ−1) est le dual deH2−j(A+,LA(Zp)⊗δ) ; en particulier
ces deux modules ont la même dimension sur L, ce qui est compatible avec les résultats
de la prop. 1.32.

Proposition 1.34. � (i) Si δ /∈ {xi, i ∈ N}, alors H1(A+,LA(Zp) ⊗ δ) est de

dimension 1, engendré par la classe du cocycle g 7→ (g − 1) · ((1Zpδ)⊗ δ).
(ii) Si δ = xi, avec i ∈ N, alors l'application envoyant ` sur la classe du cocycle

g 7→ (g − 1) · ((1Zp
xi`) ⊗ δ) induit un isomorphisme de l'espace Hom(Q∗

p , L), de

dimension 2, sur H1(A+,LA(Zp)⊗ δ).
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Démonstration. � Il est clair sur la construction que l'on a bien dé�ni des cocycles.
Comme les espaces au départ et à l'arrivée ont la même dimension, il su�t donc,
pour conclure, de véri�er que les cocycles ainsi construits ne sont pas des cobords,
autrement dit que l'on ne peut pas avoir (g − 1) · ((φ − f) ⊗ δ) = 0, pour tout
g ∈ A+, avec φ ∈ LA et f = 1Zp

δ ou f = 1Zp
xi`, ce qui est clair car la condition

(ϕ− 1) · ((φ− f)⊗ δ) = 0 implique que φ et f coïncident sur Zp − {0}.

1.6.2. A valeurs dans R(δ)

Lemme 1.35. � (i) H0(A+,R(δ)) = 0 si δ /∈ {x−i, i ∈ N} et H0(A0,R(δ)) = L·ti,
si δ = x−i, avec i ∈ N.

(ii) H0(A−,R(δ)) = 0 si δ /∈ {x−i, i ∈ N} et H0(A−,R(δ)) = L · ti, si δ = x−i,

avec i ∈ N.

Démonstration. � Cela suit de la prop. 1.24 et des identités ϕ(ti ⊗ δ) = piδ(p) ti ⊗ δ
et ψ(ti ⊗ δ) = p−iδ(p)−1 ti ⊗ δ.

Lemme 1.36. � Les images de ϕ− 1 et ψ − 1 sont fermées dans R(δ).

Démonstration. � On note D et LA les modules D(Zp)⊗ δ et LA(Zp)⊗ χ−1δ. On a
donc une suite exacte 0 → D → R(δ) → LA → 0 de Φ+ et Φ−-modules. Si u = ϕ,ψ,
notons Xu l'image inverse de (u− 1) · LA dans R(δ). Comme (u− 1) · LA est fermé
dans LA, on voit que Xu est fermé dans R(δ).
• Si u = ψ ou si u = ϕ et δ(p) /∈ {p−i, i ∈ N}, alors u − 1 est surjectif sur D et

donc (u− 1) ·R(δ) = Xu, ce qui permet de conclure dans ce cas.
• Si u = ϕ et δ(p) = p−i, avec i ∈ N, alors (u − 1) ·R(δ) est de codimension ≤ 1

dans Xu car (u− 1) ·D est de codimension 1 dans D . Par ailleurs, (u− 1) ·R(δ) est
orthogonal au noyau de ψ − 1 sur R(δ−1), et donc, en particulier, à z = (∂i 1

T )⊗ δ−1

(on a ψ(z) = δ(p)pi∂i(ψ( 1
T )) ⊗ δ−1 = z, puisque δ(p)pi = 1 et ψ( 1

T ) = 1
T ). Comme

l'orthogonal de z ne contient pas R+(δ) = D , on a (u− 1) ·R(δ) = Xu ∩ z⊥, ce qui
prouve que (u− 1) ·R(δ) est fermé dans R(δ) comme intersection de deux fermés.

Ceci termine la démonstration du lemme.

Lemme 1.37. � σu − 1 est d'image fermée dans Hj(Φ±,R(δ)), si j = 0, 1.

Démonstration. � On déduit de la suite exacte 0 → D → R(δ) → LA → 0 et de la
nullité de H0(Φ+,LA) et H1(Φ−,D) (prop. 1.13), des isomorphismes

H0(Φ+,R(δ)) ∼= H0(Φ+,D) et H1(Φ−,R(δ)) ∼= H1(Φ−,LA),

et des suites exactes

0 → H1(Φ+,D) → H1(Φ+,R(δ)) → H1(Φ+,LA) → 0,

0 → H0(Φ−,D) → H0(Φ−,R(δ)) → H0(Φ−,LA) → 0.

Le résultat pour H0(Φ+,R(δ)) et H1(Φ−,R(δ)) se déduit donc directement de la
prop. 1.32.
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Le résultat pour H0(Φ−,R(δ)) se déduit de la prop. 1.32 et du (i) du lemme 1.15
car H0(Φ−,LA) est de dimension �nie.

Le résultat pour H1(Φ+,R(δ)) se déduit de la prop. 1.32 et du (ii) du lemme 1.15
car H1(Φ+,D) est de dimension �nie (on ne peut pas appliquer directement le (ii) du
lemme 1.15 car H1(Φ+,LA) n'est pas un fréchet, mais on peut reprendre la preuve du
lemme 1.28 en remarquant qu'elle permet d'écrire LA(Z∗

p) comme une limite induc-
tive compacte de banach sur lesquels δ(u)σu − 1 est surjective ; cela permet d'écrire
H1(Φ+,LA) comme une limite inductive compacte de banach auxquels on peut ap-
pliquer le résultat du lemme 1.15).

Théorème 1.38. � Hj(A−,R(χδ−1)) et H2−j(A+,R(δ)) sont duaux l'un de

l'autre, si j = 0, 1, 2. De plus,

• Si δ /∈ {x−i, i ∈ N} ∪ {xiχ, i ∈ N}, alors dimHj(A+,R(δ)) = 0, 1, 0, si

j = 0, 1, 2.
• Si δ = x−i, avec i ∈ N, alors dimHj(A+,R(δ)) = 1, 2, 0, si j = 0, 1, 2.
• Si δ = xiχ, avec i ∈ N, alors dimHj(A+,R(δ)) = 0, 2, 1, si j = 0, 1, 2.
• dimHj(A+,R(δ)) = dimHj(A−,R(δ)), pour tous δ et j ∈ {0, 1, 2}.

Démonstration. � La dualité entre Hj(A−,R(χδ−1)) et H2−j(A+,R(δ)) est une
conséquence de la prop. 1.12 dont les hypothèses sont véri�ées grâce aux lemmes 1.36
et 1.37.

La dimension des H0 se calcule en utilisant la prop. 1.24 ; celle des H2 s'en déduit.
En�n, la dimension deH1(A+,R(δ)) se calcule en utilisant la suite exacte longue de

cohomologie déduite de la suite exacte 0 → D(Zp)⊗δ → R(δ) → LA(Zp)⊗χ−1δ → 0.
• Si δ /∈ {x−i, i ∈ N}, on a Hj(A+,D(Zp) ⊗ δ) = 0, pour tout j, ce qui nous

fournit un isomorphisme

H1(A+,R(δ)) ∼= H1(A+,LA(Zp)⊗ χ−1δ),

ce qui prouve que H1(A+,R(δ)) est de dimension 1 sauf si δ ∈ {xiχ, i ∈ N} où il est
de dimension 2.
• Si δ = x−i, avec i ∈ N, on utilise la nullité de H2(A+,R(δ)) établie ci-dessus.

On en déduit que l'application H1(A+,LA(Zp)⊗χ−1δ) → H2(A+,D(Zp)⊗ δ) est un
isomorphisme pour des raisons de dimension ; il en est donc de même de l'application
H1(A+,D(Zp)⊗ δ) → H1(A+,R(δ)) puisque H0(A+,D(Zp)⊗ δ) = 0. Il s'ensuit que
H1(A+,R(δ)) est de dimension 2.

La dimension de H1(A−,R(δ)) s'en déduisant par dualité, cela permet de conclure.

Remarque 1.39. � (i) Il résulte de la démonstration que l'application naturelle de
Ext1(R,R(δ)) = H1(A+,R(δ)) dans H1(A+,LA(Zp) ⊗ χ−1δ) est un isomorphisme
sauf si δ = x−i, avec i ∈ N, où cette application est identiquement nulle. Il semble
donc que ce cas soit assez pathologique ce qui est corroboré par la remarque de
Chenevier [8, 3.10].
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(ii) Si G+ est un semi-groupe, et si M est muni d'actions de G+ et de son semi-
groupe opposé G− telles que g−1 · g = id si g ∈ G+ (auquel cas g · g−1 est un
projecteur), on dispose d'un foncteur cohomologique ι envoyant c ∈ Cn(G+,M) sur
ι(c) ∈ Cn(G−,M) dé�ni par

ι(c)(g1, . . . , gn) = (−1)n(n+1)/2(g1 · · · gn) · c(g−1
n , . . . , g−1

1 )

(un petit calcul montre que dn+1◦ι = ι◦dn+1). Cela nous fournit des applications natu-
relles Hn(G+,M) → Hn(G−,M), pour n ∈ N. Si G est un groupe, on a G+ = G− et
ces applications sont l'identité des groupes considérés. Le cas de A+ etM = LA(Zp)⊗δ
montre que Hn(G+,M) → Hn(G−,M) n'est, en général, pas un isomorphisme.
Par contre, si D est un (ϕ,Γ)-module sur R, on a Hn(A+, D) ∼= Hn(A−, D) pour
tout n (c'est dû au fait que Hn(A0,Kerψ) = 0, pour tout n), ce qui explique que
dimHj(A+,R(δ)) = dimHj(A−,R(δ)), pour tous δ et j.

2. La série principale localement analytique

Ce chapitre est consacré à des rappels au sujet de la représentation localement
analytique Ban(δ2, δ1), en particulier en ce qui concerne sa suite de Jordan-Hölder
(prop. 2.6). Il contient aussi une construction d'un isomorphisme naturel

Ext1(W (δ1, δ2),Stan(δ1, δ2)) ∼= Ext1(R(δ2),R(δ1)), si δ1 = xkδ2χ avec k ∈ N,

qui joue un rôle important dans la description de Π(∆(s)) si s est spécial.

2.1. Construction de représentations localement analytiques. � Soit S

l'espace dé�ni au � 0.3. Si s = (δ1, δ2,L ) ∈ S , on note :
• δs et ωs les caractères δ1δ−1

2 χ−1 et δ1δ2χ−1,
• Ban(δ1, δ2) l'espace des φ : Qp → L localement analytiques, telles que x 7→

δs(x)φ(1/x) se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage de 0.
On munit Ban(δ1, δ2) d'une action à gauche de G dé�nie par g · φ = φ ? g, où(

φ ?
(
a b
c d

))
(x) = δ−1

1 χ(ad− bc)δs(cx+ d)φ
(ax+ b

cx+ d

)
.

Remarque 2.1. � (i) On a aussi(
φ ?

(
a b
c d

))
(x) = δ2

( 1
cx+ d

)
χ−1δ1

( cx+ d

ad− bc

)
φ
(ax+ b

cx+ d

)
(ii) Le caractère central de Ban(δ1, δ2) est ωs.
(iii) Si η ∈ T̂ (L), alors Ban(ηδ1, ηδ2) = Ban(δ1, δ2)⊗ η.

La représentation Ban(δ1, δ2) s'interprète, plus conceptuellement, comme une
induite analytique. Si W est une représentation localement analytique de B, on
note IndanW l'induite analytique de B à G de W , c'est-à-dire l'espace des fonctions
φ̃ : G → W , localement analytiques, telles que φ̃(bg) = b · φ̃(g), pour tous g ∈ G et
b ∈ B, muni de l'action à gauche de G dé�nie par (h · φ̃)(g) = φ̃(gh).
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Remarque 2.2. � (i) Si φ̃ ∈ IndanW , on dé�nit φ : Qp →W par φ(x) = φ̃
((

0 1
−1 x

))
.

On obtient de la sorte un isomorphisme de IndanW sur l'ensemble des φ : Qp → W ,
localement analytiques, telles que x 7→

(
x−1 −1
0 −x

)
· φ(x−1) se prolonge en une fonction

analytique sur un voisinage de 0. Les formules
(
a b
c d

)−1 = 1
ad−bc

(
d −b
−c a

)
et

1
ad−bc

`
0 1
−1 x

´`
d −b
−c a

´
= 1

ad−bc

` −c a
−cx−d ax+b

´
=

` 1/(cx+d) c/(ad−bc)
0 (cx+d)/(ad−bc)

´`
0 1
−1 (ax+b)/(cx+d)

´
montrent que l'action de G sur IndanW est alors donnée par g · φ = φ ? g−1, avec(

φ ?
(
a b
c d

))
(x) =

( 1/(cx+d) c/(ad−bc)
0 (cx+d)/(ad−bc)

)
· φ

(ax+ b

cx+ d

)
.

(ii) On en déduit, grâce au (i) de la rem. 2.1 que φ̃ 7→ φ, où φ(x) = φ̃
((

0 1
−1 x

))
, est

un isomorphisme G-équivariant

Indan(δ2 ⊗ χ−1δ1) ∼= Ban(δ1, δ2).

On note N le sous-groupe
(

1 Qp

0 1

)
de G. Si Π est une représentation localement ana-

lytique de G, on note J∗(Π) = (Π∗)N le module de Jacquet dual de Π. Ce module est
stable par B, puisque B normalise N , et donc est muni d'une action de B (déterminée
par celle de T =

{(
a 0
0 d

)
, a, d ∈ Q∗

p

}
puisque N agit trivialement). Si χ1, χ2 ∈ T̂ (L),

on note χ1 ⊗ χ2 le caractère de B dé�ni par (χ1 ⊗ χ2)
((

a b
0 d

))
= χ1(a)χ2(d).

Remarque 2.3. � (i) Si µ ∈ J∗(Π) − {0} est propre sous l'action de B pour le
caractère δ, alors v 7→ φ̃v, où φ̃v : G → L est dé�nie par φ̃v(g) = 〈µ, g · v〉,
est un morphisme G-équivariant de Π dans Indanδ−1. En e�et, si h ∈ B, on a
φ̃v(hg) = 〈µ, hg · v〉 = 〈h−1 · µ, g · v〉 = δ−1(h)φ̃v(g).

(ii) L'orthogonal Π � Qp de J∗(Π) est l'adhérence de l'espace engendré par les
(u− 1) · v, pour v ∈ Π et u ∈ N , et J∗(Π) est le dual du module de Jacquet J(Π) =
Π/(Π � Qp) de Π. Comme d'habitude, l'application v 7→ φv(g) = g · v (image de g · v
dans J(Π)), induit un morphisme G-équivariant de Π dans IndanJ(Π).

2.2. Composantes de Jordan-Hölder. � La représentation Ban(δ1, δ2) n'est,
de manière visible, pas toujours irréductible. Ses composantes de Jordan-Hölder ont
été déterminées par Schneider et Teitelbaum [30]. L'énoncé du résultat (prop. 2.6
ci-dessous) va demander un peu de préparation.
• Si χ1, χ2 ∈ T̂ (L) sont localement constants, on note Indlisse(χ1⊗χ2) l'espace des

φ : G → L, localement constantes, telles que φ
((

a b
0 d

)
g) = δ1(a)δ2(d)φ(g), pour tous

g ∈ G et
(
a b
0 d

)
∈ B. On munit Indlisse(χ1 ⊗ χ2) d'une action de G grâce à la formule

(h · φ)(g) = φ(gh). Les résultats suivants sont parfaitement classiques [21, th. 3.3].

Proposition 2.4. � (i) Indlisse(χ1 ⊗ χ2) est une représentation irréductible de G

sauf si χ1 = χ2 ou si χ1 = |x|2χ2 : dans le premier cas, Indlisse(χ1 ⊗ χ2) est une

extension de St⊗χ1 par χ1, où St est la steinberg, dans le second, c'est une extension

de χ1 par St⊗ χ1.
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(ii) Si δ1 6= |x|±1δ2, alors Indlisse(δ1 ⊗ |x|−1δ2) ∼= Indlisse(δ2 ⊗ |x|−1δ1) (et les deux

représentations sont irréductibles).

• Si w(s) − 1 ∈ N, on note Balg(δ1, δ2) l'ensemble des fonctions φ : Qp → L,
localement polynomiales de degré ≤ w(s)− 1, telles que δs(x)φ(1/x) soit polynomiale,
de degré ≤ w(s)− 1, dans un voisinage de 0. Alors, muni de l'action de G ci-dessus,
Balg(δ1, δ2) est une sous-représentation de Ban(δ1, δ2).
• Si δ1 = δ2χx

w(s)−1 (cela équivaut à δs = xw(s)−1), on pose

W (δ1, δ2) = Symw(s)−1 ⊗ χ−1δ1x
1−w(s) et Stalg(δ1, δ2) = St⊗W (δ1, δ2).

AlorsW (δ1, δ2) est une représentation de dimension �nie dont la duale estW (δ1, δ2)⊗
χδ−1

1 δ−1
2 (cela suit de ce que la duale de Symk est Symk ⊗ x−k).

Remarque 2.5. � (i) On a Balg(δ1η, δ2η) = Balg(δ1, δ2)⊗ η.
(ii) Si δ2 est localement constant, il en est de même de δ1χ−1x1−w(s), et on a

Balg(δ1, δ2) ∼=
(
Indlisseδ2 ⊗ δ1χ

−1x1−w(s)
)
⊗ Symw(s)−1.

(iii) Si s = (δ1, δ2,∞) ∈ S cris
∗ et si on note s′ l'élément de S cris

∗ dé�ni par s′ =
(δ′1, δ

′
2,∞) et δ′1 = xw(s)δ2, δ′2 = x−w(s)δ1, alors Balg(δ1, δ2) et Balg(δ′1, δ

′
2) ont les

mêmes composantes de Jordan-Hölder ; en particulier, si δs 6= xw(s)−1, |x|−2xw(s)−1,
ces deux représentations sont isomorphes. En e�et, on peut, quitte à tordre par un
caractère, supposer que δ2 est localement constant (il en est alors de même de δ′2), et
le résultat suit du (ii) et de la prop. 2.4.

Proposition 2.6. � (i) Si w(s)− 1 /∈ N, alors Ban(δ1, δ2) est irréductible.

(ii) Si w(s) − 1 ∈ N, alors ( ddx )w(s) induit un morphisme équivariant surjectif de

Ban(δ1, δ2) sur Ban(x−w(s)δ1, x
w(s)δ2) dont le noyau est Balg(δ1, δ2).

(iii) La représentation Balg(δ1, δ2) est irréductible sauf si δs = xw(s)−1 où

Balg(δ1, δ2) est une extension de Stalg(δ1, δ2) par W (δ1, δ2) qui sont toutes deux

irréductibles, ou si δs = |x|−2xw(s)−1, où Balg(δ1, δ2) est une extension de

W (|x|δ1, |x|−1δ2) par Stalg(|x|δ1, |x|−1δ2).

2.3. Extensions de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2)

Si δs = xk, avec k ∈ N, on note Stan(δ1, δ2) le quotient de Ban(δ1, δ2) parW (δ1, δ2).
On a donc une suite exacte

0 → Stalg(δ1, δ2) → Stan(δ1, δ2) → Ban(x−1−kδ1, x
k+1δ2) → 0.

On cherche à décrire les extensions de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2) (admettant un ca-
ractère central). Si k ∈ N, notons Wk la sous-G-représentation de Ban(χ, x−k) dé-
�nie par les polynômes de degré ≤ k (c'est la duale de Symk) et Xk le quotient de
Ban(χ, x−k) par Wk. En tant que B représentation, Xk s'identi�e au sous-espace des
φ ∈ Ban(χ, x−k) qui tendent vers 0 en ∞.
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Si δs = xk, on a Stan(δ1, δ2) = Xk ⊗ δ1χ
−1 et W (δ1, δ2) = Wk ⊗ δ1χ

−1. On en
déduit un isomorphisme naturel

Ext1(W (δ1, δ2),Stan(δ1, δ2)) ∼= Ext1(Wk, Xk).

Si ` ∈ Hom(Q∗
p , L), on note `+ la fonction valant 0 sur Zp et coïncidant avec ` en

dehors de Zp (notons que les `+ forment un L-espace vectoriel de dimension 2 de base
v+
p et log+, où log est le logarithme normalisé par log p = 0). On note Yk l'espace
Xk ⊕Wkv

+
p ⊕Wk log+, que l'on munit d'une action de G, étendant celle sur Xk, en

posant

(P`+) ?
(
a b
c d

)
= (cx+ d)kP

(ax+ b

cx+ d

)(
`+

(ax+ b

cx+ d

)
+ `(cx+ d)

)
.

(Le membre de droite est dans Yk car `+
(
ax+b
cx+d

)
+ `(cx + d) − `+(x) est localement

analytique sur P1.) Ceci fait de Yk une extension de Hom(Q∗
p , L) ⊗Wk = Wk ⊕Wk

par Xk.

Théorème 2.7. � Si ` ∈ Hom(Q∗
p , L) est non nul, le sous espace E` = Xk ⊕Wk`

+

de Yk est une extension deWk par Xk, et l'application ` 7→ E` induit un isomorphisme

Ext1(Wk, Xk) ∼= Hom(Q∗
p , L).

Démonstration. � Il est immédiat que E` est une extension de Wk par Xk (ces
extensions ont d'ailleurs été considérées par Breuil [5, 6]) ; le problème est donc de
prouver que toute extension non triviale est de cette forme.

On utilise l'isomorphisme standard

Ext1(Wk, Xk) ∼= Ext1(1, Xk ⊗W ∗
k ) ∼= H1(G,Xk ⊗W ∗

k ).

On note ei1e
k−i
2 , pour 0 ≤ i ≤ k, la base standard de Symk = W ∗

k (on a
(
a b
c d

)
·ei1ek−i2 =

(ae1 + ce2)i(be1 + de2)k−i). Comme Wk est irréductible, le lemme de Schur montre
que H0(G,Wk⊗W ∗

k ) est de dimension 1, et un petit calcul montre que (xe1 +e2)k en
est une base

[
il su�t de véri�er que (xe1 +e2)k est stable par

(
a 0
0 1

)
, pour a ∈ Q∗

p , par(
1 b
0 1

)
pour b ∈ Qp, et par

(
0 1
1 0

)]
. L'isomorphisme Ext1(Wk, Xk) ∼= Ext1(1, Xk⊗W ∗

k )
s'obtient de la manière suivante.
• Si 0 → Xk → E → Wk → 0 est une extension de Wk par Xk, l'image inverse de

L · (xe1 + e2)k ⊂Wk ⊗W ∗
k dans E ⊗W ∗

k est une extension de L · (xe1 + e2)k ∼= 1 par
Xk ⊗W ∗

k .
• Si 0 → Xk ⊗ W ∗

k → E → 1 → 0 est une extension de 1 par Xk ⊗ W ∗
k , le

quotient de E⊗Wk par Xk ⊗ (W ∗
k ⊗Wk)0 est une extension de Wk par Xk, où l'on a

noté (W ∗
k ⊗Wk)0 le noyau de l'application naturelle W ∗

k ⊗Wk → L, envoyant µ⊗ v

sur 〈µ, v〉.
Ces deux opérations sont inverses l'une de l'autre et fournissent l'isomorphisme

souhaité.
Pour décrire H1(G,Xk ⊗W ∗

k ), nous aurons besoin d'un peu de préparation.
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Lemme 2.8. � (i) Si g 7→ cg est un 1-cocycle continu sur B, à valeurs dans Yk⊗W ∗
k ,

qui est nul sur A, alors cg = 0 pour tout g ∈ B.

(ii) Si g 7→ cg est un 1-cocycle continu sur G, à valeurs dans Yk ⊗W ∗
k , qui est nul

sur A, alors cg = 0 pour tout g ∈ G.

Démonstration. � Si cα = 0 pour tout α ∈ A, on a cαβα−1 = α · cβ , pour tous α ∈ A
et β ∈ B. Si a ∈ Q∗

p et si b ∈ Qp, posons α(a) =
(
a 0
0 1

)
et β(b) =

(
1 b
0 1

)
. On peut

appliquer ce qui précède à β = β(b) et α = α(pn), avec n ∈ N, de telle sorte que
αβα−1 = β(pnb) = β(b)p

n

. On obtient alors les relations

cβ(pnb) = α(pn) · cβ(b) et cβ(pnb) =
pn−1∑
j=0

β(jb) · cβ(b).

Écrivons cβ(b) sous la forme
∑k
i=0 φie

i
1e
k−i
2 , où φi = φ′i + Piv

+
p + Qi log+, avec φ′i ∈

Ban(χ, x−k) tendant vers 0 en ∞ et Pi, Qi des polynômes de degré ≤ k ; écrivons de
même cβ(pnb) sous la forme

∑k
i=0 φn,ie

i
1e
k−i
2 . La seconde relation ci-dessus nous donne

k∑
i=0

φn,i(x)ei1e
k−i
2 =

pn−1∑
j=0

k∑
i=0

φi(x− jb)ei1(jbe1 + e2)k−i.

Comme il existe r ∈ N tel que les φi soient analytiques sur a + prZp, pour tout
a ∈ Qp, l'identité ci-dessus montre que φn,i est analytique sur prZp, pour tout n ∈ N.
Maintenant, la première relation ci-dessus nous donne φn,i(x) = pniφi

(
x
pn

)
. Il en

résulte que φi est analytique sur pr−nZp pour tout n ∈ N ; c'est donc la restriction à
Qp d'une fonction analytique sur Cp. Par ailleurs, φi−Pivp−Qi log est la restriction
d'une fonction analytique dans un voisinage de ∞, nulle en ∞ ; On en déduit que
Ri = Pivp + Qi log est analytique sur la couronne vp(x) ≤ −N , si N ∈ N est assez
grand, ce qui implique que Pi = Qi = 0 (dériver permet de se ramenener au cas
où Pi et Qi sont des constantes, et on montre que Pi = Qi = 0 en considérant le
développement de Laurent de Ri(ax)−Ri(x), pour a ∈ Q∗

p). Il en résulte que φi est
la restriction d'une fonction analytique sur P1(Cp) (et donc une constante), nulle à
l'in�ni et donc partout puisque constante. En résumé, on a cβ(b) = 0 pour tout b ∈ Qp.
On en déduit le (i) puisque B est engendré par A et les β(b), pour b ∈ Qp.

Si maintenant g 7→ cg est 1-cocycle continu sur G, à valeurs dans Xk⊗W ∗
k , qui est

nul sur A, le (i) prouve que cg = 0 pour tout g ∈ B, et que w · cwgw = 0 pour tout
g ∈ B. On en déduit que cg est nul pour tout g dans les borels inférieur et supérieur,
ce qui permet de conclure puisque G est engendré par ces borels.

Lemme 2.9. � H1(A,Xk ⊗W ∗
k ) est un L-espace vectoriel de dimension 2(k + 1),

isomorphe à Hom(Q∗
p , L) ⊗ W ∗

k par l'application qui envoie ` ⊗ xi sur le cocycle

g 7→ (g − 1) · `+fi, avec fi = 1P1−Zp
xiei1e

k−i
2 .
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Démonstration. � On a Xk ⊗W ∗
k = ⊕ki=0Xke

i
1e
k−i
2 , et Xke

i
1e
k−i
2

∼= Xk ⊗ xi comme
A-module ; on est donc ramené à prouver que l'application envoyant ` sur le cocycle
g 7→ (g−1) · (`1P1−Zp

xi)⊗xi induit un isomorphisme Hom(Q∗
p , L) ∼= H1(A,Xk⊗xi).

Notons Φ le sous-groupe
(
pZ 0
0 1

)
de A. Pour les raisons habituelles, on a une suite

exacte :

0 → H1(A0,H0(Φ, Xk ⊗ xi)) → H1(A,Xk ⊗ xi) → H0(A0,H1(Φ, Xk ⊗ xi)) → 0.

On dispose d'un isomorphisme φ 7→ (φ1, φ2) de Xk sur LA(Zp) ⊕ LA(Zp), où φ1 est
la restriction de φ à Zp et φ2(x) = 1

pxφ( 1
px ). Un petit calcul montre que l'action de

1−
(
p 0
0 1

)
sur Xk devient, via cet isomorphisme, l'application

(φ1, φ2) 7→
(
(1− piϕ) · φ1 − pi+1ResZ∗

p

1
x
φ2(

1
x

), (1− pi+1ψ) · φ2

)
.

Or 1−pi+1ψ induit un isomorphisme de LA(Zp) d'après le lemme 1.16. On en déduit
que l'injection de LA(Zp) dans Xk induit des isomorphismes

Hj(Φ+,LA(Zp)⊗ xi) ∼= Hj(Φ, Xk ⊗ xi), pour j = 0, 1,

et H1(A+,LA(Zp)⊗xi) ∼= H1(A,Xk ⊗xi). On conclut en utilisant la prop. 1.34 et le
fait que les cocycles g 7→ (g − 1) · ((1P1−Zp

xi`)⊗ xi) et g 7→ (g − 1) · ((1Zpx
i`)⊗ xi)

sont opposés dans Xk ⊗ xi (en e�et, si g =
(
a 0
0 1

)
, on a (g − 1) · ((1P1xi`) ⊗ xi) =

`(a)((1P1xi)⊗ xi) qui est nul dans Xk ⊗ xi puisque 1P1xi = 0 dans Xk).

Lemme 2.10. � L'application qui envoie ` sur le cocycle

g 7→ (g − 1) · ((xe1 + e2)k`+) = ((g − 1) · `+)(xe1 + e2)k

induit un isomorphisme de Hom(Q∗
p , L) sur H1(G,Xk ⊗W ∗

k ) qui est donc de dimen-

sion 2.

Démonstration. � Soit g 7→ cg un 1-cocycle continu, trivial sur Z (on s'intéresse
aux extensions admettant un caractère central). Quitte à modi�er ce cocycle par un
cobord on peut, d'après le lemme 2.9, supposer que la restriction de g 7→ cg à A est de
la forme g 7→ (g−1)·

∑k
i=0 `

+
i fi, où les `i sont des éléments de Hom(Q∗

p , L). Mais alors

le cocycle c′g = cg− (g−1) ·
∑k
i=0 `

+
i fi, à valeurs dans Yk⊗W ∗

k , est identiquement nul
sur A. Il est donc identiquement nul sur G, d'après le (i) du lemme 2.8. En résumé,
on a cg = (g − 1) ·

∑k
i=0 `

+
i fi, pour tout g ∈ G.

Maintenant, cg est à valeurs dans Xk ; son image dans Hom(Q∗
p , L)⊗Wk⊗W ∗

k est

donc nulle. Il s'ensuit que
∑k
i=0 `i⊗fi est �xe parG et donc appartient à Hom(Q∗

p , L)⊗
(xe1 + e2)k, ce qui permet de conclure.

Remarque 2.11. � (i) Soit ` ∈ Hom(Q∗
p , L), et soit E` l'extension de 1 parXk⊗W ∗

k

qui lui est attachée par le lemme 2.10. On peut identi�er E` au sous-espace (Xk ⊗
W ∗
k )⊕L · ((xe1 + e2)k`+) de Yk ⊗W ∗

k . L'extension de Wk par Xk qui lui correspond
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est alors l'image de E` ⊗Wk ⊂ Yk ⊗W ∗
k ⊗Wk par φ⊗ µ⊗ v 7→ 〈µ, v〉φ ; c'est donc le

sous-espace Xk ⊕Wk`
+ de Yk. Ceci termine la démonstration du th. 2.7.

(ii) Si on regarde de plus près la démonstration, on obtient un isomorphisme naturel

Ext1G(Wk, Xk) ∼= H1(A+,LA(Zp)⊗ xk).

(Ce dernier espace est naturellement isomorphe à Hom(Q∗
p , L) d'après la prop. 1.34,

d'où l'isomorphisme Ext1G(Wk, Xk) ∼= Hom(Q∗
p , L) du théorème). De manière pré-

cise, la restriction de G à A fournit une application naturelle de Ext1G(Wk, Xk) dans
Ext1A(Wk, Xk). OrWk = ⊕ki=0L⊗x−i en tant que A-module, et donc Ext1A(Wk, Xk) =
⊕ki=0Ext1A(L⊗ x−i, Xk) = ⊕ki=0H

1(A,Xk ⊗ xi) ; la projection sur le terme correspon-
dant à i = k fournit donc une application de Ext1G(Wk, Xk) dans H1(A,Xk ⊗ xk),
et le lemme 2.9 montre que cette application est un isomorphisme. Par ailleurs, on
a démontré au cours de la preuve du lemme 2.9 que l'injection de LA(Zp) dans Xk

induit un isomorphisme H1(A+,LA(Zp)⊗xk) ∼= H1(A,Xk⊗xk), d'où l'isomorphisme
Ext1G(Wk, Xk) ∼= H1(A+,LA(Zp)⊗ xk).

(iii) On déduit du (ii) et de la prop. 1.34 des isomorphismes naturels

Ext1G(W (δ1, δ2),Stan(δ1, δ2)) ∼= H1(A+,LA(Zp)⊗ xk) ∼= Ext1(R(δ2),R(δ1)),

si δ1 = xkδ2χ.

3. Le module ∆ � {0}

Ce chapitre est consacré à l'étude du module ∆ � {0} = ∩n∈Nϕ
n(∆), si ∆ est

un (ϕ,Γ)-module sur R. Il est clair que ∆ � {0} est muni d'une structure de (ϕ,Γ)-
module sur ∩n∈Nϕ

n(R), et on prouve que ce dernier anneau est égal à L{{t}} et que
∆ � {0} est libre sur L{{t}}, de rang inférieur ou égal à celui de ∆ sur R (et même
que l'application naturelle R⊗L{{t}} (∆� {0}) → ∆ est injective). La démonstration
repose sur un théorème de structure pour les ϕ-modules de type �ni sur L{{t}}
(th. 3.6) et le fait que ∩n∈Nϕ

n(Fr(R)) = Fr(L{{t}}) (th. 3.18).

3.1. (ϕ,Γ)-module sur L{{t}}
3.1.1. L'anneau L{{t}}. � On rappelle que L{{t}} est le sous-anneau de R+ des
séries

∑
n∈N ant

n à coe�cients dans L, qui convergent pour toute valeur de t. C'est la
limite projective des anneaux de fonctions L-analytiques sur les disques vp(t) ≥ −n,
pour n ∈ N, et comme chacun de ces anneaux est un anneau principal de Banach,
L{{t}} est un anneau de Fréchet-Stein (tout sous-module fermé d'un module libre
de rang d est libre et de rang ≤ d ; un sous-module de type �ni d'un module libre
de type �ni est fermé (et donc libre)). La théorie des polygones de Newton montre
que f ∈ L{{t}} ne s'annule pas si et seulement si f ∈ L∗ ; en particulier, on a
(L{{t}})∗ = L∗.
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On peut aussi considérer L{{t}} comme un sous-anneau de E ]0,ra], et la topologie
sur L{{t}} induite par celle de E ]0,ra] coïncide avec celle décrite ci-dessus : l'injection
de L{{t}} dans E ]0,ra] est continue et son image est fermée (elle est fermée dans
R+ car c'est l'intersection des noyaux des 1− ϕnψn (cf. prop. 3.9), et R+ est fermé
dans E ]0,ra]) ; le théorème de l'image ouverte pour les fréchets montre donc que cette
injection est un isomorphisme de fréchets.

Un diviseur sur Cp est une expression de la forme D =
∑
α∈Cp

nα[α], où les nα
sont des éléments de Z. Un tel diviseur est e�ectif si nα ≥ 0 pour tout α, localement

�ni si
∑
vp(α)≥−M |nα| < +∞ pour tout M ∈ N ; il est dé�ni sur L si ng(α) = nα,

pour tout α ∈ Cp et g ∈ Gal(Qp/L). En particulier, si D est localement �ni et dé�ni
sur L, on a nα = 0 pour tout α /∈ Qp.

Si f ∈ L{{t}} est non nul, alors Div(f) =
∑
α∈Cp

vα(f)[α] est un diviseur e�ectif
sur Cp, localement �ni et dé�ni sur L. Si I est un idéal non nul de type �ni (et
donc principal) de L{{t}}, on note Div(I) le diviseur Div(f), pour n'importe quel
générateur f de I. L'application I 7→ Div(I), ainsi dé�nie, induit une bijection de
l'ensemble des idéaux non nuls et de type �ni de L{{t}} sur celui des diviseurs e�ectifs,
localement �nis et dé�nis sur L ; de plus, g ∈ I−{0} si et seulement si Div(g)−Div(I)
est un diviseur e�ectif.

Les actions de ϕ et Γ sur R+ induisent des automorphismes de L{{t}} : on a
ϕ
( ∑

n∈N ant
n
)

=
∑
n∈N pnant

n et σb(
∑
n∈N ant

n) =
∑
n∈N anb

ntn.

Lemme 3.1. � Un idéal de L{{t}}, de type �ni et stable par Γ ou par ϕ, est de la

forme (tk), avec k ∈ N.

Démonstration. � Soit I un idéal de L{{t}}, de type �ni et stable par Γ, et soit
D =

∑
α∈Cp

nα[α] le diviseur associé.
• Si I est stable par σa ∈ Γ, alors D est �xe par σa et donc naα = nα, quels que

soient a ∈ Z∗
p et α ∈ Cp. Comme D est localement �ni, cela implique nα = 0 si α 6= 0.

• Si I est stable par ϕ, alors D est �xe par ϕ et donc npα = nα, quel que soit
α ∈ Cp. Comme D est localement �ni, cela implique nα = 0 si α 6= 0.

Dans les deux cas, cela implique que I = (tn0), ce que l'on cherchait à prouver.

Lemme 3.2. � Si α ∈ L, alors ϕ − α induit un isomorphisme sur L{{t}} sauf

si α = pi, avec i ∈ N, auquel cas le noyau de ϕ − α est L ti et ϕ − α induit un

isomorphisme du supplémentaire {
∑
k∈N akt

k, ai = 0} du noyau.

Démonstration. � Cela suit de ce que (ϕ− α)
( ∑

k∈N akt
k
)

=
∑
k∈N(pk − α)aktk.

Lemme 3.3. � Si A,B ∈ GLd(L{{t}}), et si U ∈ Md(L{{t}}) a un coe�cient

constant inversible et véri�e Aϕ(U) = UB, alors U ∈ GLd(L{{t}}).

Démonstration. � Soit ∆ = detU . Comme A et B sont inversibles leurs déterminants
appartiennent à L∗ et la relation satisfaite par U se traduit par ∆(pt) = α∆(t), avec
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α ∈ L∗. Il s'ensuit que si a est un zéro de ∆, alors pka aussi, et comme ∆ n'a qu'un
nombre �ni de zéro dans toute boule, cela implique que ∆ ne s'annule pas en dehors
de 0. Comme ∆ ne s'annule pas non plus en 0 par hypothèse, il s'ensuit que ∆ ∈ L∗,
ce qui permet de conclure.

3.1.2. ϕ-modules. � Un ϕ-module M sur L{{t}} est un L{{t}}-module libre de
type �ni, muni d'une action semi-linéaire bijective de ϕ (on remarquera qu'il su�t
que l'action soit surjective pour qu'elle soit bijective).

Lemme 3.4. � Soit M un ϕ-module de rang d sur L{{t}}, et soit v ∈ M tel

qu'il existe α ∈ L∗ avec ϕ(v) = αv. Alors il existe k ∈ N tel que t−kv ∈ M et

M/L{{t}}t−kv soit libre (de rang d− 1) sur L{{t}}.

Démonstration. � Soit e1, . . . , ed une base deM sur L{{t}} et soient v = v1e1 + · · ·+
vded la décomposition de v dans cette base et I l'idéal (v1, . . . , vd). Alors I est stable
par ϕ et donc de la forme (tk), avec k ∈ N, d'après le lemme 3.1. On en déduit le
résultat.

SoitM un ϕ-module sur L{{t}}, et soitM = M/tM ; c'est un L-espace vectoriel de
dimension �nie muni d'un isomorphisme ϕ. Si P ∈ L[X] est irréductible et unitaire,
on note MP (resp. MP ) l'ensemble des v ∈ M (resp. v ∈ M) tels que P (ϕ)n · v = 0,
pour n � 0, et si k ∈ N, on note P [k] le polynôme pkdP (X/pk) (ses racines sont
celles de P multipliées par pk).

Lemme 3.5. � L'application naturelle MP →MP est surjective.

Démonstration. � Quitte à étendre les scalaires, on peut supposer que toutes les
valeurs propres de ϕ sur M appartiennent à L. Soit α une valeur propre de ϕ sur M
de valuation minimale, et soient v un vecteur propre pour cette valeur propre et ṽ un
relèvement de v dansM . Si n ∈ N, soit un = α−nϕn(ṽ) ; on a un+1−un = α−nϕn(x),
où x = α−1ϕ(ṽ) − ṽ ∈ tM . L'hypothèse selon laquelle α est de valuation minimale
implique que l'on peut trouver une base de M dans laquelle la matrice de α−1ϕ soit
à coe�cients dans OL. On peut relever cette base en une base de M sur L{{t}} (en
appliquant un élément de GLd(L) bien choisi à une base quelconque de M), et dans
la base e1, . . . , ed obtenue, la matrice B de α−1ϕ est à coe�cients dans OL+ tL{{t}}.
Comme la matrice de α−1ϕ dans la base te1, . . . , ted de tM est pB, et comme celle
de α−nϕn = (α−1ϕ)n est pnB(t)B(pt) · · ·B(pn−1t), on en déduit que α−nϕn(x) → 0
quand n → +∞, et donc que un a une limite u quand n → +∞. Comme un a pour
image v dans M , pour tout n, il en est de même de u. Par ailleurs, on a ϕ(u) = αu

par construction. On en déduit, grâce au lemme 3.4, que M ′ = M/(L{{t}}u) est un
ϕ-module libre de rang d− 1 sur L{{t}}. On peut donc lui appliquer l'hypothèse de
récurrence et relever tout élément x de M

′
β = (M/Lv)β , si β est une valeur propre

de ϕ sur M ′/tM ′, en un élément x̃ de M tel que (ϕ− β)nx̃ ∈ tL{{t}}u, pour n assez
grand. Il existe alors a ∈ tL{{t}} tel que (ϕ− β)nx̃ = au, et il résulte du lemme 3.2
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que l'on peut trouver b ∈ tL{{t}} tel que (αϕ− β)b = a (resp. (αϕ− β)b− a ∈ Lti),
si β /∈ pN−{0}α (resp. si β = piα, avec i ≥ 1). Alors x̃ − bu est un relèvement de x
dans Mβ . On en déduit le résultat.

Théorème 3.6. � Si M est un ϕ-module de rang d sur L{{t}}, il existe une base

e1, . . . , ed de M dans laquelle la matrice de ϕ est A + N , où A ∈ GLd(L) est semi-

simple, inversible, et N est nilpotente, commute à A, et se décompose sous la forme

N = N0 + tN1 + t2N2 + · · · , où Ni ∈ Md(L) envoie le noyau MP de P (A) dans celui

MP [−i] de P (piA), pour tout P (en particulier, la somme est �nie).

Démonstration. � On choisit une section ιP : MP → MP de l'application naturelle
(c'est possible d'après le lemme 3.5), et on note ι : M → M la somme directe des
ιP (on a MP = 0 sauf pour un nombre �ni de P et M = ⊕PMP ). Il est alors plus
ou moins immediat que MP = ι(MP ) ⊕ tι(MP [−1]) ⊕ · · · (la somme est �nie). Il en
résulte que si l'on choisit une base de MP , pour tout P , et l'on considère la famille
des ι(ei), où les ei parcourent la réunion des bases des MP , les polynômes étant
rangés dans l'ordre croissant pour la valuation de leurs racines, alors la matrice de
ϕ est triangulaire supérieure par blocs, chacun des blocs diagonaux étant la matrice
de ϕ sur un des MP , les blocs au-dessus de la diagonale étant tous nuls sauf celui
correspondant à P en horizontal et P [k] en vertical, qui est à coe�cients dans L tk.
En particulier, cette matrice est inversible (ce qui prouve, d'après le lemme 3.3, que
les ι(ei) forment une base de M sur L{{t}}), et elle a la forme voulue.

3.1.3. (ϕ,Γ)-modules. � Un (ϕ,Γ)-module sur L{{t}} est un ϕ-module muni en plus
d'une action semi-linéaire de Γ commutant à celle de ϕ.

On dit que v est propre sous l'action de ϕ et Γ s'il existe δ ∈ T̂ (L) tel que l'on ait
ϕ(v) = δ(p)v et σa(v) = δ(a)v, pour tout a ∈ Z∗

p (on dit alors que v est propre pour

le caractère δ).

Exemple 3.7. � (i) Un L{{t}}-module de rang 1 possède, à multiplication près par
un élément de (L{{t}})∗ = L∗, une unique base e. Il en résulte que si M est un
(ϕ,Γ)-module de rang 1 sur L{{t}}, et si e en est une base, alors il existe δ ∈ T̂ (L)
tel que e soit propre pour δ.

(ii) SiM est un (ϕ,Γ)-module de rang 2 sur L{{t}}, il résulte du th. 3.6 que, quitte à
faire une extension quadratique de L, il existe e1 propre pour l'action de ϕ et Γ (pour
un caractère δ1) tel que L{{t}}e1 soit saturé dans M . On a alors M/L{{t}}e1 =
L{{t}}e2, où e2 est propre pour un caractère δ2, et on est dans un des deux cas
exclusifs suivants :
• e2 se relève dans M en e′2 propre pour δ2,
• il existe k ∈ N et (α, β) ∈ L2 − {(0, 0)}, tels que δ2 = xkδ1 et e2 se relève dans

M en e′2 véri�ant

ϕ(e′2) = pkδ1(p)e′2 + αtke1 et σa(e′2) = akδ1(a)e′2 + βtke1, si a ∈ Z∗
p .
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Dans les deux cas, e1, e′2 forment une base de M sur L{{t}}. De plus, dans le premier
cas ou si k = 0 dans le second, le L-espace vectorielM0 = Le1+Le′2 est stable par ϕ et
Γ et c'est le seul sous-L-espace vectoriel de M , stable par ϕ et Γ, tel que l'application
naturelle L{{t}} ⊗L M0 → M soit un isomorphisme. (Dans le second cas, si k ≥ 1,
les sous-L-espaces vectoriels de dimension 2, stables par ϕ et Γ, et non inclus dans
L{{t}}e1, sont de la forme Ltk+ie1+Ltie′2, avec i ∈ N ; ils n'engendrent donc pasM .)

3.2. L'action de ϕ sur Fr(R)

3.2.1. L'action de ϕ sur R

Lemme 3.8. � (i) ϕn(R) ∩R+ = ϕn(R+).
(ii) ∩n∈Nϕ

n(R) = ∩n∈Nϕ
n(R+).

Démonstration. � φϕn(f)(x) =

{
0, si x /∈ pnZp,
φf ( xpn ), si x ∈ pnZp.

On en déduit que :
• φf (x) = 0 si φϕn(f) = 0, ce qui démontre le (i) car φf = 0 équivaut à f ∈ R+,
• l'appartenance de f à ϕn(R) entraîne la nullité de φf en dehors de pnZp. Comme

φf est continue (en particulier en 0), on en déduit que f ∈ ∩n∈Nϕ
n(R) implique

φf = 0, et donc f ∈ R+. Le (ii) est donc une conséquence du (i).

Proposition 3.9. � ∩n∈Nϕ
n(R) = L{{t}}.

Démonstration. � D'après le lemme 3.8, on a ∩n∈Nϕ
n(R) = ∩n∈Nϕ

n(R+). Mainte-
nant, l'application qui à une distribution µ associe sa transformée d'Amice Aµ induit
un isomorphisme de D(Zp) sur R+. L'image inverse de ϕn(R+) par cet isomorphisme
est l'ensemble des distributions à support dans pnZp et donc celle de ∩n∈Nϕ

n(R+) est
l'ensemble des distributions de support {0}. L'isomorphisme ∩n∈Nϕ

n(R) = L{{t}}
est donc une traduction du (ii) de la prop. 1.2.

3.2.2. Le corps Fr(R). � Si a est un entier ≥ 1, on pose ra = 1
(p−1)pa−1 , et on note

Da le disque vp(T ) > ra et Ca la couronne 0 < vp(T ) ≤ ra complémentaire de Da

dans le disque unité. La théorie des polygones de Newton permet de montrer que
f ∈ E ]0,ra] est inversible si et seulement si f ne s'annule pas sur Ca.

Un diviseur sur Ca est une expression de la forme D =
∑
α∈Ca

nα[α], où les nα sont
des éléments de Z. Un tel diviseur est localement �ni, si

∑
vp(α)≥rn

|nα| < +∞, pour

tout n ≥ a ; il est dé�ni sur L si ng(α) = nα, pour tout α ∈ Cp et g ∈ Gal(Qp/L).
Si f ∈ E ]0,ra] est non nul, alors Div(f) =

∑
α∈Ca

vα(f)[α] est un diviseur sur Ca
localement �ni et dé�ni sur L. Si I est un idéal non nul de type �ni (et donc principal)
de E ]0,ra], on note Div(I) le diviseur Div(f), pour n'importe quel générateur f de I.
L'application I 7→ Div(I), ainsi dé�nie, induit une bijection de l'ensemble des idéaux
non nuls et de type �ni de E ]0,ra] sur celui des diviseurs e�ectifs, localement �nis et
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dé�nis sur L ; de plus, g ∈ I − {0} si et seulement si Div(g)−Div(I) est un diviseur
e�ectif.

Soit D =
∑
α∈Ca

nα[α] un diviseur localement �ni. On dit que D est Ca-stable
par µpn (n = ∞ inclus) si nζ(1+α)−1 = nα pour tous α ∈ Ca et ζ ∈ µpn tels que
ζ(1 + α)− 1 ∈ Ca.

Lemme 3.10. � Si D =
∑
α∈Ca

nα[α] est e�ectif, localement �ni, dé�ni sur L et

Ca-stable par µp∞ , il existe g ∈ L{{t}} ⊂ E ]0,ra] tel que D = Div(g) (en tant que
diviseur sur Ca).

Démonstration. � Soit D′ =
∑
α∈Cp

nβ [β] le diviseur sur Cp dé�ni par nβ = nα, si
log(1+α) = 1+β. Comme deux solutions de l'équation log(1+α) = 1+β s'obtiennent
à partir de l'une d'entre elles en faisant agir µp∞ , la condition selon laquelle D est
Ca-stable par µp∞ implique que D′ est bien dé�ni. Il est alors facile de voir que D′

est localement �ni et dé�ni sur L, et donc est le diviseur d'un élément g de L{{t}}
(vu comme une fonction analytique de t sur Cp). Par construction, le diviseur de g vu
comme une fonction analytique sur Ca via le changement de variable t = log(1 + T )
est alors D. On en déduit le résultat.

Soient U = {f ∈ R+, f(0) = 1} et Ua ⊂ U l'ensemble des f ne s'annulant pas
sur Da.

Lemme 3.11. � Tout élément non nul f de E ]0,ra] peut s'écrire sous la forme f =
f+f{0}, avec f+ ∈ Ua , et f{0} ∈ (E ]0,ra])∗.

Démonstration. � Soit D =
∑

0<vp(z)≤ra
vz(f) z le diviseur de f . Si b ≥ a, l'ensemble

{z, rb < vp(z) ≤ ra et vz(f) 6= 0} est �ni et on a vσ(z)(f) = vz(f), si σ ∈ Gal(Qp/L).
Ces conditions impliquent l'existence de f+ ∈ Ua dont le diviseur est D, et alors
g = (f+)−1f ne s'annule pas sur Ca et donc appartient à (E ]0,ra])∗ = (E (0,ra])∗. Ceci
prouve l'existence d'une décomposition sous la forme souhaitée.

Corollaire 3.12. � Tout élément non nul f de Fr(E ]0,ra]) peut s'écrire sous la forme

f = f{0} f
+

f− , avec f
+, f− ∈ Ua sans zéros communs, et f{0} ∈ (E ]0,ra])∗.

Si f = f{0} f
+

f− ∈ Fr(E ]0,ra]), son diviseur Div(f) =
∑
α∈Ca

vα(f)[α] est aussi égal
à Div(f+)−Div(f−).

Lemme 3.13. � Si f ∈ E ]0,ra] est non nul, il existe g ∈ L{{t}} tel que f−1E ]0,ra] ∩
Fr(L{{t}}) = g−1L{{t}}.

Démonstration. � Soit D le diviseur
∑
vp(T )>0 nα[α], où

nα = inf
(
{v(1+α)ζ−1(f), ζ ∈ µp∞ , vp((1 + α)ζ − 1) ≤ ra}

)
.

Par construction, D est invariant par µp∞ (où ζ ∈ µp∞ agit par α 7→ (1 + α)ζ − 1),
et est localement �ni car on a nα ≤ vα(f), si vp(α) ≤ ra. Il existe donc g ∈ L{{t}}
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dont D est le diviseur, et il est facile de voir que tout élément de L{{t}} divise g s'il
divise f . On en déduit le résultat.

3.2.3. L'action de ϕ sur Fr(R)

Lemme 3.14. � (i) R+ est un ϕ(R+)-module libre de rang p de base les (1 + T )i,
pour 0 ≤ i ≤ p− 1.

(ii) Si f ∈ R+, alors NR+/ϕ(R+)f =
∏
ηp=1 f((1 + T )η − 1).

(iii) Si f ∈ R+, alors f divise NR+/ϕ(R+)f dans R+.

Démonstration. � Les (i) et (ii) suivent de ce que ϕ(T ) = (1 + T )p − 1 ; le (iii) est
une conséquence du (ii).

Lemme 3.15. � (i) Tout élément f de Fr(R) peut s'écrire sous la forme f = a
ϕ(b) ,

avec a, b ∈ R.

(ii) ψ(f) = ψ(a)
b ne dépend pas de l'écriture choisie.

Démonstration. � Comme Fr(R) = ∪a≥1Fr(E ]0,ra]), on peut écrire f sous la forme

f = f{0} f
+

f− , et le (iii) du lemme 3.14 fournit une écriture sous la forme voulue avec

a = f{0}f+NR+/ϕ(R+)f
−/f− et b = ϕ−1(NR+/ϕ(R+)f

−).
Si f = a

ϕ(b) = a′

ϕ(b′) , on a aϕ(b′) = a′ϕ(b) et donc ψ(a)b′ = ψ(a′)b, ce qui démontre
le (ii).

Lemme 3.16. � Si n ∈ N, alors R ∩ ϕn(Fr(R)) = ϕn(R).

Démonstration. � Soit y ∈ Fr(R) tel que ϕn(y) ∈ R. Il existe a ≥ 1 tel que y ∈
Fr(E (0,ra]) et, d'après le cor. 3.12, on peut écrire y sous la forme y = y{0} y

+

y− , avec

y+, y− ∈ Ua sans zéros communs, et y{0} ∈ (E ]0,ra])∗. Maintenant, si ϕn(y) ∈ R, il
existe b (que l'on peut supposer ≥ a + n) tel que ϕn(y) n'ait pas de pôle dans Cb.
Ceci implique que ϕn(y−) n'a pas de zéro dans Cb, et donc que y− n'a pas de zéro
dans Cb−n. On en déduit l'appartenance de y− à (E ]0,rb−n])∗ et celle de y à R, ce qui
permet de conclure.

Si a ∈ Z est ≤ 1, on pose ra = r1 + 1 − a. Alors ψ(E ]0,ra]) ⊂ E ]0,ra+1] pour tout
a ∈ Z (cela résulte de [13, prop. I.13]), et ϕ(E ]0,ra+1]) ⊂ E ]0,ra] pour tout a ∈ Z car
z ∈ Ca+1 implique (1 + z)p − 1 ∈ Ca.

Lemme 3.17. � Si f ∈ Fr(E ]0,ra])∩ϕn(Fr(R)), alors Div(f) est Ca-stable par µpn .

Démonstration. � D'après le lemme 3.14, on peut écrire f sous la forme f = g
ϕn(h) ,

avec ϕn(h) = NR+/ϕn(R+)(f−) ∈ R+ et g ∈ E ]0,ra] (cf. cor. 3.12 pour la dé�nition de

f−). L'hypothèse f ∈ ϕn(Fr(R)) implique que f = ϕn(ψn(f)). Or ψn(f) = ψn(g)
h , et

ψn(g) ∈ E ]0,ra−n]. Il s'ensuit que si
∑
α∈Ca−n

nα[α] est le diviseur de ψn(f) sur Ca−n
(avec nα = vα(ψn(g))− vα(h)), celui de f est

∑
α∈Ca−n

∑
β∈Ca, (1+β)pn=1+α nα[β]. Il

est clair sur cette expression que ce diviseur est Ca-stable par µpn .
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Théorème 3.18. � ∩n∈Nϕ
n(Fr(R)) = Fr(L{{t}}).

Démonstration. � Soit f ∈ ∩n∈Nϕ
n(Fr(R)). Il existe a ≥ 1 tel que f ∈ Fr(E ]0,ra]),

et il résulte du lemme 3.17 que Div(f) est Ca-stable par µp∞ . Il existe donc g ∈
Fr(L{{t}}) tel que Div(g) = Div(f) (cf. lemme 3.10). Cela signi�e que fg ∈ (E ]0,ra])∗ ⊂
R. Par ailleurs, ϕ est bijectif sur Fr(L{{t}}) puisqu'il l'est sur L{{t}}. Il s'ensuit, grâce
au lemme 3.16, que f

g ∈ ∩n∈Nϕ
n(R), et donc, grâce à la prop. 3.9, que f

g ∈ L{{t}}.
On en déduit le résultat.

3.3. Le L{{t}}-module ∆ � {0}
3.3.1. Structure de ∆ � {0}

Soit ∆ ∈ ΦΓet(R), de rang d. D'après [1, th. I.3.3], il existe m(∆) ∈ N et, pour
a ≥ m(∆), un sous-E ]0,ra]-module ∆]0,ra] de ∆ véri�ant les propriétés suivantes (qui
les caractérisent) :
• ∆]0,rm(D)] est de rang d sur E ]0,rm(D)] et les applications naturelles E ]0,ra] ⊗

∆]0,rm(D)] → ∆]0,ra] et R ⊗∆]0,rm(D)] → ∆ (les produits tensoriels sont au-dessus de
E ]0,rm(D)]) sont des isomorphismes (et donc ∆]0,ra] est de rang d sur E ]0,ra] pour tout
a ≥ m(D)).
• ϕ(∆]0,ra]) ⊂ ∆]0,ra+1], pour tout a ≥ m(D).
On peut déduire de ces propriétés que :
• ψ(∆]0,ra+1]) ⊂ ∆]0,ra], pour tout a ≥ m(D) et que ϕ(x) ∈ ∆]0,ra+1] si et seulement

si x ∈ ∆]0,ra].

On note ∆�{0}, le L-espace vectoriel ∩n∈Nϕ
n(∆). C'est un L{{t}} = ∩n∈Nϕ

n(R)-
module.

Lemme 3.19. � Soient x1, . . . , xd ∈ ∆ � {0}. Si x1, . . . , xd sont linéairement dé-

pendants sur R, ils le sont déjà sur L{{t}}.

Démonstration. � Soit
∑r
i=1 fixi = 0 une relation de longueur minimale sur R. En

divisant tout par f1, on obtient une relation
∑r
i=1 gixi = 0 de longueur minimale

sur Fr(R), avec g1 = 1. Comme xi ∈ ϕn(∆), on a ϕn(ψn(xi)) = xi et ψn(gixi) =
ψn(giϕn(ψn(xi))) = ψn(gi)ψn(xi) ; on en déduit la relation

∑r
i=1 ϕ

n(ψn(gi))xi =
0. Comme ϕn(ψn(g1)) = 1, la minimalité de la relation entraîne la relation gi =
ϕnψn(gi)), pour tout i et tout n ∈ N. Il s'ensuit que gi ∈ ∩n∈Nϕ

n(Fr(R)) =
Fr(L{{t}}). On en déduit le résultat.

Théorème 3.20. � Si ∆ ∈ ΦΓet(R) est de rang d, alors ∆ � {0} est un (ϕ,Γ)-
module de rang ≤ d sur L{{t}}.

Démonstration. � Soient j la dimension du sous-Fr(L{{t}})-espace vectoriel de
Fr(R) ⊗R ∆ engendré par M = ∆ � {0} (d'après le lemme 3.19, on a j ≤ d), et
e1, . . . , ej une base de cet espace vectoriel constituée d'éléments de ∆ � {0}.
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Soit a ∈ N tel que ∆]0,ra] contienne e1, . . . , ej et, si n ≥ a, soit Mn = ∆]0,rn] ∩M .
Alors ϕ induit une bijection de Mn sur Mn+1 (car ϕ est bijectif sur M et ϕ(x) ∈
∆]0,rn+1] si et seulement si x ∈ ∆]0,rn]) et on a M = ∪n≥aMn.

Soit X l'adhérence du E ]0,ra]-module engendré par Ma dans ∆]0,ra]. Alors X est
un E ]0,ra]-module de rang j [ il est libre en tant que sous-module fermé du E ]0,ra]-
module libre ∆]0,ra] ; il contient e1, . . . , ej qui sont libres sur Fr(R), et donc son rang
est ≥ j ; il est contenu dans le Fr(R)-espace vectoriel F engendré par e1, . . . , ej ce
qui implique qu'une base de X sur E ]0,ra] (une telle base peut se compléter en une
base de ∆]0,ra]) est aussi une base de F sur Fr(R)] et e1, . . . , ej est une base de
Fr(E ]0,ra]) ⊗ X sur Fr(E ]0,ra]). Si δ est le déterminant de e1, . . . , ej dans une base
de Ma sur E ]0,ra], les coordonnées de δx par rapport à e1, . . . , ej sont dans E ]0,ra], si
x ∈Ma. Par ailleurs,Ma = ∆]0,ra]∩

(
⊕ji=1Fr(L{{t}}) ei

)
. On en déduit, en utilisant le

lemme 3.13, l'existence de g ∈ L{{t}} tel que Ma soit inclus dans ⊕ji=1g
−1L{{t}} ei.

Comme Ma est fermé dans ∆]0,ra] (c'est l'intersection des noyaux des 1−ϕnψn, pour
n ∈ N), son image par l'application qui à x associe les coordonnées de gx dans la base
e1, . . . , ej est fermée dans (E ]0,ra])j et est incluse dans (L{{t}})j par construction de
g. Comme la topologie de L{{t}} induite par celle de E ]0,ra] est sa topologie naturelle,
on en déduit que cette image est fermée dans (L{{t}})j , et comme c'est un L{{t}}-
module, il en résulte qu'elle est libre de rang j sur L{{t}}. On en déduit que Ma est
libre de rang j sur L{{t}} et on peut donc supposer que e1, . . . , ej est une base de
Ma sur L{{t}}.

Maintenant, Ma+n est stable par Γ et engendré par ϕn(e1), . . . , ϕn(ej). Il en
résulte que l'idéal de L{{t}} engendré par le déterminant de e1, . . . , ej dans la base
ϕn(e1), . . . , ϕn(ej) est stable par Γ et donc que ce déterminant est de la forme
αtk, avec a ∈ L∗ et k ∈ N. Par ailleurs, le déterminant b(γ) de γ(e1), . . . , γ(ej)
dans la base e1, . . . , ej appartient à (L{{t}})∗ = L∗ puisque Ma est stable par Γ.
La relation (detσa)σa(detϕ) = (detϕ)ϕ(detσa) se traduit alors par la relation
b(σa)α−1a−kt−k = α−1t−kb(σa), dont on déduit que k = 0. Il en résulte que
Ma+n = Ma, pour tout n, et donc ∆ � {0} = Ma. Ceci permet de conclure.

3.3.2. Le module ∆ � {0} dans le cas de rang 2. � Si s ∈ S , le (ϕ,Γ)-module ∆(s)
vit, par construction, dans une suite exacte 0 → R(δ1) → ∆(s) → R(δ2) → 0. On
note e1 la base canonique 1 ⊗ δ1 de R(δ1) et e2 celle de R(δ2). On note aussi ps la
projection ∆(s) → R(δ2) et on choisit ê2 ∈ ∆(s) tel que ps(ê2) = e2.

Si s ∈ S cris
∗ n'est pas exceptionnel, alors tw(s)e2 a un (unique) relèvement e′2 dans

∆(s), véri�ant ϕ(e′2) = pw(s)δ2(p)e′2 et σa(e′2) = aw(s)δ2(a)e′2, pour tout a ∈ Z∗
p .

Si xw(s)δ2 = δ1, alors tw(s)e2 a un relèvement e′2 dans ∆(s) (unique à addition près
d'un multiple de e1), véri�ant ϕ(e′2) = pw(s)δ2(p)e′2 + e1 et σa(e′2) = aw(s)δ2(a)e′2,
pour tout a ∈ Z∗

p .

Remarque 3.21. � Si s ∈ S cris
∗ n'est pas exceptionnel, l'isomorphisme de la

prop. 0.3 entre ∆(s) et ∆(s′) se voit de la manière suivante. Le sous-R-module Re′2
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de ∆(s) est stable par ϕ et Γ (isomorphe à R(xw(s)δ2)) et est saturé. On en déduit
la suite exacte 0 → R(xw(s)δ2) → ∆(s) → R(x−w(s)δ1) → 0, et l'image de e1 dans
R(x−w(s)δ1) est tw(s)e′1, où l'on a noté e′1 la base canonique de R(x−w(s)δ1).

Lemme 3.22. � Soit ∆ ∈ ΦΓet(R), irréductible de rang 2.
(i) Si ∆ possède un vecteur propre pour les actions de ϕ et Γ, alors ∆ est triangu-

lable.

(ii) Si s ∈ S ng
∗ ∪ S st

∗ les seuls vecteurs propres (à multiplication près par un
élément de L∗) de ∆(s) pour les actions de ϕ et Γ sont les tke1 (propre pour xkδ1),
pour k ∈ N ; c'est aussi le cas si s ∈ S cris

∗ est exceptionnel.

(iii) Si s ∈ S cris
∗ n'est pas exceptionnel, les seuls vecteurs propres de ∆(s) pour les

actions de ϕ et Γ sont les tke1 (propre pour xkδ1), pour k ∈ N, et les tke′2 (propre
pour xk+w(s)δ2), pour k ∈ N.

Démonstration. � Si ∆1 est un sous-(ϕ,Γ)-module de rang 1 d'un (ϕ,Γ)-module ∆
sur R, il existe k ∈ N tel que t−k∆1 soit saturé dans ∆ (cf. dém. de [10, lemme 3.2]).
Ceci permet de démontrer le (i).

Maintenant, les seuls sous-(ϕ,Γ)-modules de R(δ) sont les tkR(δ), pour k ∈ N
(cf. prop. 1.24). On en déduit que les seuls vecteurs propres (à multiplication près par
un élément de L∗) de R(δ1) pour les actions de ϕ et Γ sont les tke1, pour k ∈ N.
De plus, si v /∈ Re1 est propre pour ϕ et Γ, il en est de même de son image dans
R(δ2) qui est donc de la forme αtie2, avec α ∈ L∗ ; autrement dit, il existe i ∈ N,
tel que tie2 admette un relèvement propre pour ϕ et Γ. D'après [10, lemme 4.9], cela
implique que s ∈ S cris

∗ n'est pas exceptionnel et que v est un multiple de tke′2, avec
k ∈ N.

On en déduit le résultat.

Théorème 3.23. � Soit ∆ ∈ ΦΓet(R), irréductible de dimension 2. Alors ∆ � {0}
possède un unique sous-L-espace vectoriel (∆ � {0})0, stable par ϕ et Γ, tel que l'ap-

plication naturelle L{{t}} ⊗L (∆(s) � {0})0 → ∆ � {0} soit un isomorphisme. Plus

précisément :

(i) Si ∆ n'est pas triangulable, alors ∆ � {0} = 0 et donc (∆ � {0})0 = 0.
(ii) Si s = (δ1, δ2,L ) ∈ S ng

∗
∐

S st
∗ , alors (∆(s) � {0})0 = Le1.

(iii) Si s = (δ1, δ2,L ) ∈ S cris
∗ , alors (∆(s) � {0})0 = Le1 ⊕ Le′2.

Démonstration. � SiM = ∆�{0} n'est pas nul, alors il est de rang 1 ou 2 et quitte à
faire une extension quadratique de L, il existe v ∈M , propre pour les actions de ϕ et
Γ (cf. ex. 3.7), ce qui, d'après le (i) du lemme 3.22, implique que ∆ est triangulable.

Maintenant, soit s = (δ1, δ2,L ) ∈ Sirr. On a une suite exacte 0 → Re1 � {0} →
∆(s) � {0} → Re2 � {0}, et Re1 � {0} = ∩n∈Nϕ

n(R)e1 = L{{t}}e1. De même
Re2 � {0} = L{{t}}e2, et si l'image de ∆(s) � {0} dans Re2 � {0} est non nulle, elle
est de la forme tiL{{t}}e2, avec i ∈ N. D'après l'ex. 3.7, on a alors deux possibilités :
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• tie2 admet un relèvement propre pour ϕ et Γ, et d'après [10, lemme 4.9], cela
implique que s ∈ S cris

∗ et est non exceptionnel, auquel cas un tel relèvement de tie2
existe si et seulement si i ≥ w(s) (où l'on peut prendre ti−w(s)e′2 comme relèvement).
• il existe k ∈ N et (α, β) ∈ L2 non nul, et un relèvement f de tie2 tels que

ϕ(f) = pkδ1(p)f + αtke1 et σa(f) = akδ1(a)f + βtke1, si a ∈ Z∗
p .

On en déduit que xkδ1 = xiδ2. Comme vp(δ1(p)) + vp(δ2(p)) = 0 et vp(δ1(p)) > 0,
cela implique i > k, et donc que s ∈ S cris

∗ est exceptionnel, et que w(s) = i− k. En
particulier, on a i ≥ w(s), et comme on peut relever tw(s)e2 en e′2, on en déduit que
i = w(s) et que k = 0.

Cela prouve que M est de rang 2 si et seulement si s ∈ S cris
∗ , auquel cas il est

engendré par e1 et e′2. Comme M est de rang ≥ 1, si s ∈ Sirr, cela prouve qu'il est
de rang 1, engendré par e1, si s ∈ S ng

∗ ∪S st
∗ .

En�n, l'existence et l'unicité de (∆(s)�{0})0 se déduisent de la description de M0

dans l'ex. 3.7 (on remarquera que le second cas de cet exemple avec k ≥ 1 a été exclu
par la discussion précédente).

Ceci permet de conclure.

Remarque 3.24. � Si D ∈ ΦΓet(E ), à côté de D � {0} = ∩n∈Nϕ
n(D) (qui est

noté Dnr dans [12]), on dispose [12] de sous-modules D\ ⊂ D] qui jouent un grand
rôle dans l'établissement et l'étude [13, 2, 14] de la correspondance de Langlands
locale p-adique pour GL2(Qp). Par analogie avec les dé�nitions et les propriétés de
D\ et D], on est amené à dé�nir, pour ∆ ∈ ΦΓet(E ), les sous-modules suivants :
• ∆] = ∩n∈Nψ

n(∆]0,ra]), où a ≥ m(D) est quelconque.
• ∆\ est l'orthogonal de ∆̌ � {0} dans ∆].
Nous laissons au lecteur le soin de montrer, en utilisant le dictionnaire d'analyse

fonctionnelle, que dans le cas ∆ = R, alors ∆\ = R+ et ∆]/∆\ est le sous-espace de
LA(Zp) des φ qui sont la restriction à Zp d'une fonction analytique sur Cp.

4. Les vecteurs localement analytiques de la série principale unitaire

Ce chapitre est consacré à la description (prop. 4.11) de Π(∆(s)). L'ingrédient
principal en est la détermination (th. 4.4) du module de Jacquet dual J∗(Π(∆)) qui
permet (th. 4.6) de dévisser le module ∆(s) � P1.

4.1. La représentation localement analytique Π(∆)

4.1.1. Le faisceau U 7→ ∆ �U . � Soit ∆ ∈ ΦΓet(R). Alors ∆ est muni d'une action
de P+ donnée par

(
pka b
0 1

)
·z = (1+T )bϕk ◦σa(z), si k ∈ N, a ∈ Z∗

p et b ∈ Zp, et d'un
inverse à gauche ψ de ϕ qui commute à l'action de Γ et qui est donné par la formule
ψ(

∑p−1
i=0 (1 + T )iϕ(xi)) = x0. On utilise ces données pour associer à ∆ un faisceau

U 7→ ∆�U sur Zp (où U décrit les ouverts compacts de Zp), équivariant sous l'action
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de P+, où P+ agit sur Zp par la formule
(
a b
0 1

)
· x = ax+ b habituelle. De manière

précise :
• ∆ � Zp = ∆ et ∆ � ∅ = 0,
• ∆ � (i+ pkZp) =

(
pk i
0 1

)
∆ ⊂ ∆

• Resi+pkZp
: ∆ � Zp → ∆ � (i + pkZp) est donné par Resi+pkZp

=
(

1 i
0 1

)
◦ ϕk ◦

ψk ◦
(

1 −i
0 1

)
.

On remarquera que l'on a une suite exacte 0 → D → ∆ → LA � χ−1 → 0 de
faisceaux P+-équivariants sur Zp si ∆ = R.

Ce qui précède est valable pour un élément de ΦΓet(R) de rang arbitraire. Si ∆
est de rang 2, on peut lui associer un faisceau U 7→ ∆ � U sur P1 = P1(Qp) (où
U décrit les ouverts compacts de P1), équivariant sous l'action de G, où G agit sur
P1 = P1(Qp) par la formule

(
a b
c d

)
· x = ax+b

cx+d habituelle. (Si a ∈ Q∗
p , l'élément

(
a 0
0 a

)
du centre de G agit par multiplication par ω∆(a), où ω∆ est le caractère χ−1 det ∆,
mais la dé�nition de l'action de G repose [14, � II.1] sur des formules nettement plus
compliquées que celle de P+). On a comme ci-dessus ∆ �Zp = ∆, et le faisceau ainsi
obtenu sur Zp, muni de la restriction de l'action de G à P+, n'est autre que le faisceau
P+-équivariant sur Zp dé�ni ci-dessus. Par ailleurs, si U est un ouvert compact de
P1, on dispose d'une application de prolongement par 0 qui permet de voir ∆ � U

comme un sous-module de l'espace ∆ � P1 des sections globales.
Comme P1 est obtenu en recollant Zp et w · Zp le long de Z∗

p , et comme G est
engendré par P+ et w, le faisceau U 7→ ∆ � U sur P1 = P1(Qp) est complètement
décrit par sa restriction à Zp (avec l'action de P+) et par l'action de w sur ∆ � Z∗

p .
Si on note w∆ cette action, l'application z 7→ (ResZp

z,ResZp
w · z) permet de décrire

∆ � P1 comme l'ensemble des (z1, z2) ∈ ∆ × ∆ véri�ant ResZ∗
p
z2 = w∆(ResZ∗

p
z1).

L'action de G sur ∆�P1 est alors décrite par les formules du squelette d'action (avec
z = (z1, z2)) :
•

(
0 1
1 0

)
· z = (z2, z1).

• Si a ∈ Q∗
p , alors

(
a 0
0 a

)
· z = (ω∆(a)z1, ω∆(a)z2).

• Si a ∈ Z∗
p , alors

(
a 0
0 1

)
· z = (

(
a 0
0 1

)
z1, ω∆(a)

(
a−1 0
0 1

)
z2).

• Si z′ =
(
p 0
0 1

)
· z, alors RespZpz

′ =
(
p 0
0 1

)
· z1 et ResZpwz

′ = ω∆(p)ψ(z2).
• Si b ∈ pZp, et si z′ =

(
1 b
0 1

)
· z, alors(5)

ResZpz
′ =

(
1 b
0 1

)
· z1 et RespZpwz

′ = ub(RespZp(z2)),

où ub = ω∆(1 + b)
(

1 −1
0 1

)
◦ w∆ ◦

(
(1+b)−2 b(1+b)−1

0 1

)
◦ w∆ ◦

(
1 1/(1+b)
0 1

)
sur ∆ � pZp.

Le G-module ∆ � P1 vit alors dans une suite exacte de G-modules :

0 → Π(∆)∗ ⊗ ω∆ → ∆ � P1 → Π(∆) → 0,

(5)La formule pour ub de [14] comporte plusieurs fautes de frappe comme me l'a fait remarquer

G. Dospinescu.
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où Π(∆) est une représentation localement analytique de G (topologiquement, c'est
une limite inductive compacte de L-banach et son dual Π(∆)∗ est donc un L-fréchet).
Si V est la représentation de GQp

qui est associée à ∆ par l'équivalence de catégories
de Fontaine, et si Π(V ) est la représentation unitaire associée à V par la correspon-
dance de Langlands locale p-adique, alors Π(∆) est la sous-représentation Π(V )an

des vecteurs localement analytiques de Π(V ).

4.1.2. Dualité. � Soit ∆̌ = HomR(∆,R dT
1+T ) le dual de Tate de ∆. On dé�nit un

accouplement G-équivariant { , }P1 sur (∆̌ � P1)× (∆ � P1), en posant

{x, y}P1 = {ResZpx,ResZpy}+ {ResZp

(
0 1
p 0

)
x,ResZp

(
0 1
p 0

)
y},

où { , } : ∆̌ × ∆ → L est l'accouplement (x, y) 7→ rés0(〈σ−1x, y〉), et 〈 , 〉 est
l'accouplement tautologique sur ∆̌ ×∆. Cet accouplement identi�e ∆̌ � P1 au dual
topologique de ∆ � P1. Plus généralement, si U est un ouvert compact de P1, alors
{ , }P1 identi�e ∆̌ � U au dual topologique de ∆ � U , et ∆̌ � U et ∆ � V sont
orthogonaux si U ∩ V = ∅.

On choisit un isomorphisme de ∧2∆ sur R(det∆), ce qui nous fournit un isomor-
phisme de (ϕ,Γ)-modules de ∆⊗ ω−1

∆ sur ∆̌. Cela permet, si z ∈ ∆, de voir z ⊗ ω−1
∆

comme un élément de ∆̌. Si v1, v2 est une base de ∆ sur R, telle que v1∧v2 = 1⊗det ∆,
alors v1 ⊗ ω−1

∆ , v2 ⊗ ω−1
∆ est une base de ∆̌ sur R, et on a

{σ−1

(
x1(v1 ⊗ ω−1

∆ ) + x2(v2 ⊗ ω−1
∆ )

)
, y1v1 + y2v2} = rés0

(
(x1y2 − x2y1) dT

1+T

)
,

pour tous x1, x2, y1, y2 ∈ R. L'isomorphisme P+-équivariant ∆ ⊗ ω−1
∆

∼= ∆̌ s'étend
en un isomorphisme G-équivariant (∆ � P1) ⊗ ω−1

∆
∼= ∆̌ � P1. On a donc une suite

exacte

0 → Π(∆)∗ → ∆̌ � P1 → Π(∆)⊗ ω−1
∆ → 0,

et alors Π(∆)∗ ⊂ ∆̌ � P1 et Π(∆)∗ ⊗ ω∆ ⊂ ∆ � P1 sont les orthogonaux l'un de
l'autre ([14, rem. V.2.21]).

Lemme 4.1. � Si v ∈ ∆ = ∆�Zp ⊂ ∆�P1 est propre pour l'action de ϕ et Γ pour

le caractère δ, alors w · (v ⊗ ω−1
∆ ) ∈ ∆̌ � P1 est propre pour l'action de T =

( Q∗
p 0

0 Q∗
p

)
pour le caractère δ−1 ⊗ δω−1

∆ .

Démonstration. � On a(
a 0
0 d

)
· (w · (v ⊗ ω−1

∆ )) = ω−1
∆ (a)

(
1 0
0 d/a

)
w · (v ⊗ ω−1

∆ ) = ω−1
∆ (a)w ·

(
d/a 0
0 1

)
· (v ⊗ ω−1

∆ )

= ω−1
∆ (a)w · (δω−1

∆ (d/a) v ⊗ ω−1
∆ ) = δ−1(a) δω−1

∆ (d)(w · (v ⊗ ω−1
∆ )),

ce qui permet de conclure.
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4.2. Le foncteur de Jacquet dual. � Notre but est de déterminer le module
de Jacquet dual de Π(∆). Pour cela nous allons avoir besoin d'introduire certaines
notations.

Si s ∈ Sirr, on dé�nit les éléments suivants de (∆(s)⊗ ω−1
s ) � P1 = (∆(s) � P1)∗

(cf. no 3.3.2 pour la dé�nition de e1 et e′2) :
• f1 = w · (e1 ⊗ ω−1

s ) (pour tout s ∈ Sirr),
• f2 = w · (e′2 ⊗ ω−1

s ) (si s ∈ S cris
∗ ),

• f ′1 = w · (t−w(s)e1 ⊗ ω−1
s ) (si s ∈ S HT

∗ ∩S ng
∗ ).

Remarque 4.2. � Il résulte du lemme 4.1 et du lemme 4.5 ci-dessous, que :
• f1 est propre sous l'action de B pour le caractère δ−1

1 ⊗ δ−1
2 χ,

• f ′1 est propre sous l'action de B pour le caractère xw(s)δ−1
1 ⊗ x−w(s)δ−1

2 χ (si
s ∈ S HT

∗ ∩S ng
∗ ),

• f2 est propre sous l'action de B pour le caractère x−w(s)δ−1
2 ⊗ xw(s)δ−1

1 χ (si
s ∈ S cris

∗ n'est pas exceptionnel).

Lemme 4.3. � Les éléments f1, f
′
1 et f2 appartiennent au sous-module Π(s)∗ de

∆̌ � P1.

Démonstration. � Il est équivalent de prouver que e appartient à Π(s)∗ ⊗ ω∆, si
e ∈ {e1, e′1, e′2} (avec e′1 = t−w(s)e1), ou encore que e est orthogonal au sous-module
Π(s)∗ de ∆̌ � P1. Or Π(s)∗ contient un sous-OL-module compact W , stable par G,
engendrant un sous-L-espace dense, à savoir le OL-dual de la boule unité de Π(D),
si D = ∆̂[0] de telle sorte que Π(s) = Π(D)an ; il su�t donc de prouver que e
est orthogonal à W . Comme W est stable par

(
p−n 0
0 1

)
, et comme { , }P1 est G-

équivariant, cela implique que
{(

pn 0
0 1

)
· e,W

}
P1 = {e,W}P1 pour tout n. Or

(
pn 0
0 1

)
·

e = αee, avec vp(e) > 0 (on a αe = δ1(p) si e = e1, αe = p−w(s)δ1(p) et w(s) < 0 si
s ∈ S HT

∗ ∩S ng
∗ , et αe = pw(s)δ2(p) si s ∈ S cris

∗ ). On a donc {e,W}P1 = αne {e,W}P1 ,
pour tout n, et comme W est compact, {e,W}P1 est borné et ∩n∈Nα

n
e {e,W}P1 = 0,

ce qui permet de conclure.

Théorème 4.4. � (i) Si ∆ n'est pas triangulable, alors J∗(Π(∆)) = 0.
(ii) Si s ∈ S ng

∗ − (S ng
∗ ∩S HT

∗ ) ou si s ∈ S st
∗ , alors J∗(Π(s)an) = Lf1.

(iii) Si s ∈ S ng
∗ ∩S HT

∗ , alors J∗(Π(s)an) = Lf1 ⊕ Lf ′1.

(iv) Si s ∈ S cris
∗ , alors J∗(Π(s)an) = Lf1 ⊕ Lf2.

Démonstration. � D'après le lemme 4.3, f1, f ′1 et f2 appartiennent à Π(s)∗. Le théo-
rème est donc une conséquence du résultat suivant (en tordant par ω−1

∆ ).

Lemme 4.5. � (i) Si ∆ n'est pas triangulable, alors (∆ � P1)N = 0.
(ii) Si s ∈ S ng

∗ − (S ng
∗ ∩S HT

∗ ) ou si s ∈ S st
∗ , alors (∆(s) � P1)N = Lw · e1.

(iii) Si s ∈ S ng
∗ ∩S HT

∗ , alors (∆(s) � P1)N = Lw · e1 ⊕ Lw · e′1.
(iv) Si s ∈ S cris

∗ , alors (∆(s) � P1)N = Lw · e1 ⊕ Lw · e2.
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Démonstration. � On a
(
pn 0
0 1

)
Resp−nZp

((
1 1
0 1

)
z
)

= (1 + T )p
n(

pn 0
0 1

)
Resp−nZp

z. On
ne déduit que si

(
1 1
0 1

)
z = z, alors Resp−nZp

z = 0 pour tout n, et donc que w · z ∈
∆ � pn+1Zp = ϕn+1(∆), pour tout n. Il en résulte que z est dans l'image de ∆ � {0}
par x 7→ w · x. On en déduit le (i) en utilisant le (i) du th. 3.23.

Supposons maintenant que ∆ = ∆(s). On a a priori une inclusion (∆ � P1)N ⊂
(∆�P1)n, où n est l'algèbre de Lie deN , avec égalité si (∆�P1)n est de dimension �nie
(en e�et, il existe alors un sous-groupe ouvert de N qui agit trivialement sur (∆�P1)n

et donc N agit trivialement car
(
p 0
0 1

)
induit un isomorphisme de (∆�P1)n). Il s'agit

donc d'étudier l'action in�nitésimale de G sur le module w ·(∆�{0}) ou, ce qui revient
au même en conjuguant par w, sur ∆�{0}. L'algèbre de Lie g de G est engendrée par
u+ =

(
0 1
0 0

)
, u− =

(
0 0
1 0

)
, a+ =

(
1 0
0 0

)
et a− =

(
0 0
0 1

)
, et on a u+u−−u−u+ = a+−a−.

On cherche à déterminer le noyau de u− agissant(6) sur ∆� {0}. Commençons par
remarquer que, si v ∈ ∆ � {0} est un vecteur propre pour Γ pour le caractère δv
(i.e. σa(v) = δv(a)v, si a ∈ Z∗

p), alors v est vecteur propre de a
+ pour la valeur propre

w(δv). Par ailleurs,(
b 0
0 1

)
u− = lim

x→0

1
x

(
b 0
0 1

)((
1 0
x 1

)
−1

)
= b−1 lim

x→0

1
b−1x

((
1 0

b−1x 1

)
−1

)(
b 0
0 1

)
= b−1u−

(
b 0
0 1

)
.

Il en résulte que u−(v) est propre sous l'action de Γ pour le caractère x−1δv, si v l'est
pour le caractère δv. En revenant à la description explicite de M = (∆ � {0})0 et de
(∆ � {0}), donnée dans le th. 3.23, on en déduit que u− tue M .

Par ailleurs, on a u+(v) = tv, pour tout v ∈ ∆�{0} et a++a− est la multiplication
par w(δ∆) = 2w(δ1)−w(s)−1. Maintenant, σa(v) = δ1(a)v, pour tout a assez proche
de 1 et tout v ∈M , et donc a+(v) = w(δ1)v. On déduit de la relation u+u−−u−u+ =
a+ − a− que

tu−(tjv)− u−(tj+1v) = (2w(δ1) + 2j − (2w(δ1)−w(s)− 1))tjv = (2j +w(s) + 1)tjv,

si v ∈M et j ∈ N. Comme u−(v) = 0, une récurrence immédiate permet d'en déduire
que u−(tjv) = −(j(w(s) + 1) + j(j − 1))tj−1v.

Maintenant, si j ≥ 1, la nullité de u−(tjv) équivaut à celle de w(s) + 1 + j − 1 =
w(s)+ j. Il s'ensuit que, dans le cas s ∈ S cris

∗ , u−(tjv) = 0 n'est possible que si j = 0
(car w(s) ∈ N− {0}) et donc le noyau de u− sur ∆ � {0} est réduit à (∆ � {0})0.

Dans les cas restant, cela n'est possible que si w(s) est un entier < 0, et si j =
−w(s). On en déduit le résultat.

4.3. Dévissage de ∆(s) � P1

Nous allons prouver que ∆(s)�P1 se dévisse comme ∆(s). Plus précisément, on a
le résultat suivant qui permet, en utilisant la prop. 2.6, de déterminer les composantes
de Jordan-Hölder de ∆(s) � P1.

(6)On pourrait utiliser la formule explicite [15] pour l'action de u− pour simpli�er ce qui suit.
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Théorème 4.6. � (i) Re1 � P1 = {(z1, z2) ∈ ∆(s) � P1, z1, z2 ∈ Re1} est stable

par G, et le G-module ∆(s) � P1 vit dans une suite exacte de G-modules(7)

0 → Re1 � P1 → ∆(s) � P1 → Re2 � P1 → 0.

(ii) Si i = 1, 2, on a une suite exacte de G-modules :

0 → Ban(δ3−i, δi)∗ ⊗ ωs → Rei � P1 → Ban(δi, δ3−i) → 0.

Démonstration. � La démonstration va demander un peu de préparation ; le résultat
est une traduction de la prop. 4.9 ci-dessous.

Soit f1 = w
(−1 0

0 1

)
· (e1 ⊗ ω−1

s ) = ω−1
s δ1(−1)w · (e1 ⊗ ω−1

s ) ∈ (∆(s) ⊗ ω−1
s ) � P1.

D'après la rem. 4.2, f1 est propre sous l'action de B, pour le caractère δ−1
1 ⊗ δ−1

2 χ.
On en déduit, grâce aux rem. 2.3 et 2.2, que Φ1, envoyant z sur φ1,z : Qp → L dé�nie
par φ1,z(x) =

{
f1,

(
0 1
−1 x

)
· z

}
P1 , est G-équivariante de ∆(s) � P1 dans Ban(δ2, δ1).

Lemme 4.7. � L'application Φ1 : ∆(s) � P1 → Ban(δ2, δ1) est surjective et son

noyau est l'ensemble des z véri�ant ps(ResZpz) ∈ R+e2 et ps(ResZp

(
0 1
p 0

)
z) ∈ R+e2.

Démonstration. � On a
(

0 1
−1 x

)
= w

(−1 0
0 1

)(
1 −x
0 1

)
, et donc

φ1,z(x) =
{
w

(−1 0
0 1

)
· (e1 ⊗ ω−1

s ), w
(−1 0

0 1

)(
1 −x
0 1

)
· z

}
P1 =

{
e1 ⊗ ω−1

s ,
(

1 −x
0 1

)
· z

}
P1 .

Maintenant, e1 ⊗ ω−1
s étant à support {0}, on a φ1,ResUz = ResUφ1,z, et comme P1

est la réunion disjointe de Zp et
(

0 1
p 0

)
Zp, on est ramené à prouver que Φ1 induit

une surjection de ∆(s) � Zp = ∆(s) sur Ban(δ2, δ1) � Zp = LA(Zp), dont le noyau
est p−1

s (R+e2) (la partie concernant
(

0 1
p 0

)
Zp s'en déduit alors par G-équivariance).

L'application (z1, z2) 7→ z1e1 +z2ê2 est un isomorphisme de R-modules de R×R sur
∆(s), et si z = z1e1+z2ê2, on a φ1,z(x) = φz2(x). On peut donc déduire la surjectivité
de ∆(s) 7→ LA(Zp) du (iii) de la prop. 1.2 ainsi que le fait que z est dans le noyau de
Φ1 si et seulement si z2 ∈ R+e2.

Lemme 4.8. � (i) Re1 � Z∗
p est stable par w∆(s).

(ii) Le sous-module Re1 �P1 = {(z1, z2) ∈ ∆(s)�P1, z1, z2 ∈ Re1} de ∆(s)�P1

est stable par G.

Démonstration. � ∆(s) � Z∗
p est stable par w et contenu dans Ker Φ1. On déduit

donc du lemme 4.7 que l'image par ps de w(Re1 � Z∗
p) est incluse dans R+e2 � Z∗

p .
Or Re1 � Z∗

p est un sous-R(Γ)-module de ∆(s) � Z∗
p , et w∆(s) étant R(Γ)-semi-

linéaire (car w∆(s) ◦σa = ωs(a)σa−1 ◦w∆(s), traduction de w
(
a 0
0 1

)
=

(
a 0
0 a

)(
a−1 0
0 1

)
w),

w∆(s)(Re1 �Z∗
p) est aussi un R(Γ)-module. Il en est donc de même de son image par

ps et comme celle-ci est incluse dans le R+(Γ)-module R+e2 � Z∗
p , qui est de rang

�ni (et même de rang 1), elle est nulle, ce qui démontre le (i).

(7)Le (i) du lemme 4.8 permet de munir Re2 � Z∗
p de l'action quotient de w∆(s) et donc de dé�nir

Re2 � P1 ; les formules du squelette d'action munissent alors ce module d'une action de G.
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En�n, comme Re1 est stable par P+ et ψ et Re1 � Z∗
p est stable par w∆(s), il

résulte des formules du squelette d'action que Re1 � P1 est stable par G (cf. [14,
prop. V.2.8] pour des résultats du même genre).

Ceci permet de conclure.

le (i) du lemme permet de munir Re2 � Z∗
p d'une action de w∆(s), et donc de

dé�nir un module Re2 � P1. Les formules du squelette d'action passent alors au
quotient modulo Re1 � P1, et donc munissent Re2 � P1 d'une action de G, rendant
G-équivariante l'application naturelle ps : ∆(s) � P1 → Re2 � P1. Ceci prouve le (i)
du th. 4.7.

Si i = 1, 2, on note R+ei�P1 l'ensemble des z ∈ Rei�P1 véri�ant ResZp
z ∈ R+ei

et ResZp

(
0 1
p 0

)
z ∈ R+ei.

Proposition 4.9. � Si i = 1, 2, le sous-module R+ei � P1 de Rei � P1 est stable

par G et on a des isomorphismes de G-modules :

R+ei � P1 ∼= Ban(δ3−i, δi)∗ ⊗ ωs et (Rei � P1)/(R+ei � P1) ∼= Ban(δi, δ3−i).

Démonstration. � R+e2 � P1 est l'image de Ker Φ1 par ps ; on en déduit sa stabilité
par G. De plus, (Re2 � P1)/(R+e2 � P1) est isomorphe à l'image de Φ1, c'est-à-dire
Ban(δ2, δ1).

Maintenant, w · e2 est stable par N . En e�et, on a ResUw · e2 = 0 pour tout
ouvert compact U de Qp, et donc ResU

(
1 b
0 1

)
w · e2 = 0, pour tout ouvert compact

U de Qp. On en déduit que
(

1 b
0 1

)
w · e2 est de la forme

∑
k∈N αk(b)w · tke2, avec

αk(b) ∈ L et
∑
k∈N αk(b)Xk convergeant sur Cp tout entier. Par ailleurs,

(
a 0
0 1

)
w ·

tke2 = ωs(a)w
(
a−1 0
0 1

)
· tke2 = ωs(a)δ2(a)−1a−kw · tke2. En caculant de deux manières(

a 0
0 1

)(
1 b
0 1

)
w · e2 =

(
1 ab
0 1

)(
a 0
0 1

)
w · e2, on obtient αk(ab) = a−kαk(b), et donc αk(b) =

ckb
−k. Or b 7→

(
1 b
0 1

)
w · e2 est analytique dans un voisinage de 0, et donc ck = 0 pour

tout k 6= 0 et c0 = 1.
On déduit de ce qui précède que w · ê2, qui est un relèvement de w ·e2, est �xe par N

modulo Re1 �P1. Ceci permet, comme pour le lemme 4.7, de dé�nir une application
G-équivariante Φ2 : Re1 � P1 → Ban(δ1, δ2), en envoyant z sur la fonction φ2,z

dé�nie par φ̃2,z(x) =
{
w · (ê2 ⊗ ω−1

s ),
(

0 1
−1 x

)
· z

}
P1 . Le noyau de Φ2 est R+e1 � P1

pour les mêmes raisons que précédemment ; on en déduit sa stabilité par G ainsi que
l'isomorphisme (Re1 � P1)/(R+e1 � P1) ∼= Ban(δ1, δ2).

En�n, dans la dualité entre ∆(s) � P1 et ∆̌(s) � P1 les espaces Re1 � P1 et
Re′1 � P1 sont les orthogonaux l'un de l'autre (on a {z′, z}P1 = {ResZpz

′,ResZpz}+
{ResZp

(
0 1
p 0

)
z′,ResZp

(
0 1
p 0

)
z}, et si ê′2 = ê2 ⊗ ω−1

s , on a {x′1e′1 + x′2ê
′
2, x1e1 + x2e2} =

rés0
(
x′1x2−x′2x1

dT
1+T

)
si x1, x2, x

′
1, x

′
2 ∈ R). Cette dualité induit donc des dualités G-

équivariantes entre Rei�P1 et Re′3−i�P1 dans laquelle R+ei�P1 et R+e′3−i�P1

sont les orthogonaux l'un de l'autre (car R+ est l'orthogonal de R+ dans R). On
en déduit que R+ei � P1 est le dual de (Re′3−i � P1)/(R+e′3−i � P1) est donc est
isomorphe à Ban(χδ−1

i , χδ−1
3−i)

∗ ∼= Ban(δ3−i, δi)∗ ⊗ ωs
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Cela permet de conclure.

Remarque 4.10. � (i) Si δ, ω sont deux caractères continus de Q∗
p , on peut

construire des représentations E (δ) �ω P1 et R(δ) �ω P1 en reprenant la stratégie
menant à la construction de D � P1 et Drig � P1 dans le cas où D est de rang 2
sur E . La représentation Rei�P1 de la prop. 4.9 est alors isomorphe à R(δi)�ωs P1.

(ii) Si D est irréductible de rang ≥ 3, on peut encore dé�nir le G-module D�ω P1

(cf. [14, � II.1]), mais la stratégie menant à la construction de Drig �ω P1 est en
défaut. Les résultats de Paskunas [29] laissent à penser qu'il n'est pas possible de
munir Drig � P1 d'une action de G.

4.4. Dévissage de Π(∆(s))

On note simplement Π(s) la représentation Π(∆(s)). On a donc une suite exacte
0 → Π(s)∗ ⊗ ωs → ∆(s) � P1 → Π(s) → 0 de G-modules.

Proposition 4.11. � Soit s = (δ1, δ2,L ) ∈ Sirr.

(i) Si s est générique, on a des suites exactes

0 → R+e1 � P1 → Π(s)∗ ⊗ ωs → R+e2 � P1 → 0 ,

0 → Ban(δ1, δ2) → Π(s) → Ban(δ2, δ1) → 0 .

(ii) Si s est spécial, R+e2 �P1 contient un sous-espace fermé (R+e2 �P1)0, stable
par G, de codimension w(s) et Re1 �P1 contient un sous-espace fermé (Re1 �P1)0,
stable par G, dans lequel R+e1 � P1 est de codimension w(s), et on a des suites

exactes

0 → (Re1 � P1)0 → Π(s)∗ ⊗ ωs → (R+e2 � P1)0 → 0 ,

0 → EL → Π(s) → Ban(δ2, δ1) → 0 ,

où EL est l'extension de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2) correspondant à celle de R(δ2)
par R(δ1) via l'isomorphisme du (iii) de la rem. 2.11.

Démonstration. � La démonstration consiste à analyser comment se répartissent les
composantes de Jordan-Hölder entre Π(s)∗ ⊗ ωs et Π(s).

Dans le cas (i) :
• Si δs 6= |x|2xw(s)−1, ces composantes sont de dimension in�nie et sont de deux

types bien distincts : des limites inductives compactes de banach qui font partie des
composantes de Π(s) et des fréchets (non banach) qui interviennent dans Π(s)∗⊗ωs.
Cela permet de démontrer la première suite exacte en regardant les fréchets ; la seconde
s'en déduit.
• Si δs = |x|2xw(s)−1, alors Ban(δ1, δ2) a une composante de Jordan-Hölder qui

est de dimension �nie, mais celle-ci n'est pas un sous-objet, ce qui fait que le plus
grand sous-objet de Re1 �P1 qui est de type fréchet est quand-même R+e1 �P1. De
même, R+e2 � P1 a une composante de dimension �nie, mais celle-ci n'apparaît pas
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en quotient, et donc R+e2 � P1 est le plus petit sous-objet de Re2 � P1 contenant
les composantes de type fréchet de dimension in�nie. On en déduit le résultat dans
ce cas aussi.

Dans le cas (ii), la situation est un peu plus délicate à cause des deux composantes
de dimension �nie qui peuvent faire partie des composantes de l'un ou de l'autre.
Or Π(s) ne contient pas de sous-représentation de dimension �nie (cela résulte, par
exemple, des cor. I.3.2 et II.2.9 de [14] dont on déduit que Π(s) ne contient pas de sous-
L-espace de dimension �nie stable par B). Il en résulte que le sous-quotient W (δ1, δ2)
de Re1 �P1 apparaît dans Π(s)∗⊗ωs, et comme il n'intervient pas dans R+e1 �P1,
cela prouve que (Re1 �P1)∩Π(s)∗⊗ωs est l'extension (Re1 �P1)0 de W (δ1, δ2) par
R+e1�P1 apparaissant dans Re1�P1. La suite exacte 0 → Π(s)∗⊗ωs → ∆(s)�P1 →
Π(s) → 0 prouve alors que la composanteW (δ1, δ2) de R+e2�P1 n'apparaît pas dans
Π(s)∗ ⊗ ωs (sinon, Π(s) n'aurait pas de composante de Jordan-Hólder de dimension
�nie contrairement à Π(s)∗). Il s'ensuit que l'image de Π(s)∗ ⊗ ωs dans Re2 � P1

est strictement incluse dans R+e2 �P1 et que le quotient est isomorphe à W (δ1, δ2) ;
cette image est donc le sous-module (R+e2 � P1)0 [ qui est l'orthogonal du sous-
module W (χδ−1

2 , χδ−1
1 ) de Ban(χδ−1

2 , χδ−1
1 )]. On en déduit la première suite exacte.

Le lemme du serpent nous fournit alors une suite exacte 0 → Ban(δ1, δ2)/W (δ1, δ2) →
Π(s) → E → 0, où E = (Re2 � P1)/(R+e2 � P1)0 est une extension de Ban(δ2, δ1)
par W (δ1, δ2). Il en résulte que Π(s) contient une extension E′ de W (δ1, δ2) par
Stan(δ1, δ2) et que l'on a une suite exacte 0 → E′ → Π(s) → Ban(δ2, δ1) → 0. Il
reste à déterminer la classe de l'extension E′, et pour cela, nous allons utiliser les
isomorphismes

Ext1G(W (δ1, δ2),Stan(δ1, δ2)) ∼= H1(A+,LA(Zp)⊗ xk) ∼= Ext1(R(δ2),R(δ1))

de la rem. 2.11 dont nous reprenons les notations. Commençons par remarquer que
notre W (δ1, δ2) est (R+e2 � P1)/(R+e2 � P1)0 ; les tie2, pour 0 ≤ i ≤ k en forment
donc une base sur L. Par ailleurs, W (δ1, δ2) ∼= Wk ⊗ δ1χ

−1 = Wk ⊗ xkδ2, et comme(
a 0
0 1

)
agit par multiplication par δ2(a) sur e2, on voit que e2 correspond à l'élé-

ment x−k ⊗ xk de Wk ⊗ xk. L'image de l'extension de W (δ1, δ2) par Stan(δ1, δ2)
dans H1(A+,LA(Zp) ⊗ xk) est donc, d'après la rem. 2.11, obtenue de la manière
suivante : on relève e2 en ẽ2 dans Π(s), et on se débrouille pour que le cocycle(
a 0
0 1

)
7→ ca =

(
δ2(a)−1

(
a 0
0 1

)
− 1

)
· ẽ2 sur A+ soit à valeurs dans les fonctions à

support dans Zp ; l'image de ce cocycle dans H1(A+,LA(Zp)⊗ xk) est alors la classe
qui nous intéresse. Une manière d'assurer que ca est à valeurs dans Zp est de choisir
un relèvement ê2 de e2 dans ∆(s) = ∆(s) � Zp ⊂ ∆(s) � P1, et de prendre pour ẽ2
l'image de ê2 dans LA(Zp)⊗ xk. Or cette description du cocycle a 7→ ca montre que
son image dansH1(A+,LA(Zp)⊗xk) est celle de l'extension ∆(s) de R(δ2) par R(δ1).

Ceci permet de conclure.



LA SÉRIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Qp) 51

4.5. Vecteurs localement algébriques. � On note Π(s)alg l'ensemble des vec-
teurs localement algébriques de Π(s) pour l'action de SL2(Qp) (si δ1 est localement
algébrique, c'est l'ensemble des vecteurs localement algébriques de Π(s)).

Théorème 4.12. � Soit s = (δ1, δ2,L ) ∈ Sirr.

(i) Π(s)alg 6= 0 si et seulement si s ∈ S dR
∗ .

(ii) Si s ∈ S st
∗ , alors Π(s)alg = St⊗ Symw(s)−1 ⊗ δ2.

(iii) Si s ∈ S cris
∗ , alors

Π(s)alg =
(
Indlisse(|x|δsx1−w(s) ⊗ |x|−1)

)
⊗ Symw(s)−1 ⊗ δ2

et est irréductible, sauf si δs = xw(s)−1 ou si δs = |x|−2xw(s)−1 auquel cas Π(s)alg est

une extension de Symw(s)−1 ⊗ δ2 par St⊗ Symw(s)−1 ⊗ δ2.

Démonstration. � Il y a plusieurs cas :
• Si s n'est pas spécial (i.e. si δs 6= xw(s)−1, avec w(s) entier ≥ 1), l'énoncé est

équivalent à Π(s)alg = Balg(δ1, δ2), ce qui est immédiat si w(s) n'est pas un entier < 0
au vu des composantes de Jordan-Hölder de B(δ1, δ2) et B(δ2, δ1) (prop. 2.6) et de la
suite exacte 0 → B(δ1, δ2) → Π(s) → B(δ2, δ1) → 0.
• Si w(s) est un entier < 0, on cherche à prouver que Π(s)alg = 0, et donc

que Balg(δ2, δ1) n'est pas un sous-objet de Π(s). Dans le cas contraire, Balg(δ2, δ1)
serait une sous-représentation de la représentation unitaire Π(V (s)), et son com-
plété universel serait non nul, ce qui contredit un résultat d'Emerton [17]. (On
a

∑pn−1
i=0

(
pn i
0 1

)
· 1Zp = δ2(p)n

∑pn−1
i=0 1i+pnZp

= δ2(p)n1Zp
; il en résulte, puisque

vp(δ2) < 0, que l'image de 1Zp dans le complété universel de Balg(δ2, δ1) est nulle, et
donc que ce complété universel est nul puisque Balg(δ2, δ1) est irréductible.)
• Si δs = xk, avec k ∈ N (ce qui couvre le cas s ∈ S st et le cas s ∈ S cris spécial),

alors Π(s) est une extension de B(δ2, δ1) par E`⊗ δ1χ−1, où E` est l'extension de Wk

parXk correspondant à ` ∈ Hom(Q∗
p , L) (cf. th. 2.7). On est donc ramené à démontrer

le résultat suivant (on rappelle que Symk ⊗ δ2 = Wk ⊗ δ2x
k = Wk ⊗ δ1χ

−1).

Lemme 4.13. � Ealg
` = St ⊗ Wk sauf si ` = vp où Ealg

` est une extension non

triviale de Wk par St⊗Wk et donc est isomorphe à (Indlisse(|x| ⊗ |x|−1)
)
⊗Wk.

Démonstration. � On reprend les notations du th. 2.7.
Si ` = vp, le sous-espace de Yk engendré par Wk`

+ et les fonctions localement
polynomiales surP1 de degré≤ k (isomorphe à St⊗Wk) est stable parG, et l'extension
de Wk par St ⊗Wk ainsi obtenue est non scindée car Π(s) ne contient pas de sous-
représentation de dimension �nie. Ceci permet de conclure dans le cas ` = vp.

Si ` 6= vp, on peut, quitte à multiplier ` par une constante ce qui ne change pas E`,
supposer que ` = log +αvp, avec α ∈ L. Montrons qu'une sous représentation de G qui
se surjecte sur Wk contient une fonction qui n'est pas localement polynomiale sur P1

de degré ≤ k. Pour cela, il su�t de prouver que si φ ∈ Xk, alors
((

1 1
0 1

)
−1

)
·(`++φ) ne

peut pas être nulle dans un voisinage de l'in�ni. Dans le cas contraire, il existerait b ∈ Z
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tel que φ(x+1)−φ(x) = log(x+1)− log x, si vp(x) ≤ b. Par densité de N dans Zp, on
en déduit que φ− log est constante sur i+Zp, si vp(i) ≤ b, ce qui est en contradiction
avec le fait que φ est analytique au voisinage de ∞ (i.e. φ(x) =

∑
n∈N anx

−n, si
vp(x) � 0).

Ceci permet de conclure.

4.6. Cas particuliers

Ce no est consacré à l'étude des deux cas particuliers où le module de Jacquet est
de dimension 2. Le résultat obtenu, dans le cas cristallin, répond aux conjectures 5.3.7
et 5.4.4 de [2].

4.6.1. Le cas cristallin. � Soit s = (δ1, δ2,∞) ∈ S cris
∗ . On note s′ l'élément de S cris

∗
dé�ni par s′ = (δ′1, δ

′
2,∞) et δ′1 = xw(s)δ2, δ′2 = x−w(s)δ1. Alors s est exceptionnel si

et seulement si s = s′.
Il résulte de la démonstration du th. 4.12 que :
• si δs 6= xw(s)−1, |x|2xw(s)−1, alors Π(s)alg = Balg(δ1, δ2) (qui est isomorphe à

Balg(δ′1, δ
′
2), d'après le (iii) de la rem. 2.5),

• si δs = |x|2xw(s)−1, alors Π(s)alg = Balg(δ1, δ2) (extension de W (δ′1, δ
′
2) par

Stalg(δ′1, δ
′
2)),

• si δs = xw(s)−1, alors Π(s)alg est une extension de W (δ1, δ2) par Stalg(δ1, δ2)
isomorphe à Balg(δ′1, δ

′
2) = Π(s′)alg.

On remarque que, dans tous les cas, Π(s)alg ∼= Π(s′)alg. Cela traduit l'existence
d'un isomorphisme Π(s) ∼= Π(s′).

Proposition 4.14. � Si s ∈ S cris
∗ n'est pas exceptionnel, on a des suites exactes

0 → Π(s)alg → Ban(δ1, δ2)⊕Ban(δ′1, δ
′
2) → Π(s) → 0

0 → Π(s)alg → Π(s) → Ban(δ2, δ1)⊕Ban(δ′2, δ
′
1) → 0

Démonstration. � Comme Π(s) ∼= Π(s′), il résulte de la prop. 4.11 que Ban(δ1, δ2) et
Ban(δ′1, δ

′
2) s'identi�ent à des sous-objets de Π(s). La première suite exacte s'en déduit

en examinant les composantes de Jordan-Hölder des représentations considérées. La
seconde en résulte en utilisant les isomorphismes Ban(s)/Balg(s) ∼= Ban(δ′2, δ

′
1) et

Ban(s′)/Balg(s′) ∼= Ban(δ2, δ1).

Remarque 4.15. � (i) La �èche Π(s) → Ban(δ2, δ1) ⊕ Ban(δ′2, δ
′
1) peut s'induire à

partir de l'application z 7→
({
f1,

(
0 1
−1 x

)
· z

}
P1 ,

{
f2,

(
0 1
−1 x

)
· z

}
P1

)
, dé�nie sur ∆(s)�

P1, et qui se factorise à travers Π(s).
(ii) Dans le cas exceptionnel, on a δ′1 = δ1 et δ′2 = δ2. Les suites exactes ci-dessus

deviennent

0 → Balg(δ1, δ2) → Indan
(
(δ2 ⊗ χ−1δ1)⊗

(
1 vp(a/d)
0 1

))
→ Π(s) → 0

0 → Π(s)alg → Π(s) → Indan
(
(δ1 ⊗ χ−1δ2)⊗

(
1 vp(a/d)
0 1

))
→ 0
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4.6.2. Le cas Hodge-Tate non de Rham. � Si s ∈ S HT
∗ ∩ S ng

∗ , alors J∗(Π(s))
contient un autre vecteur propre que f1 pour l'action de B, à savoir f ′1, qui est
propre pour le caractère x−w(s)δ−1

1 ⊗ xw(s)δ−1
2 χ. L'application z 7→ φ′1,z dé�nie par

φ′1,z(x) = {f ′1,
(

0 1
−1 x

)
z}P1 induit donc un morphisme G-équivariant de ∆(s)�P1 sur

Ban(xw(s)δ2, x
−w(s)δ1) qui est surjectif pour les mêmes raisons que z 7→ φ1,z. Or on a

f ′1 = w · (t−w(s)e1 ⊗ ω−1
s ), ce qui nous donne

φ′1,z(x) = (−1)w(s)ω−1
s δ1(−1)

{
t−w(s)e1 ⊗ ω−1

s ,
(

1 −x
0 1

)
z
}
P1

= ω−1
s δ1(−1)

{
e1 ⊗ ω−1

s , t−w(s)
(

1 −x
0 1

)
z
}
P1

= ω−1
s δ1(−1)

{
e1 ⊗ ω−1

s ,
( d
dx

)−w(s)(( 1 −x
0 1

)
z
)}

P1 =
( d
dx

)−w(s)
φ1,z(x).

Il s'ensuit que z 7→ φ′1,z s'obtient en composant z 7→ φ1,z avec le morphisme(
d
dx

)−w(s) : Ban(δ2, δ1) → Ban(xw(s)δ2, x
−w(s)δ1) de la proposition 2.6. Il est à noter

que l'extension de Balg(δ2, δ1) (noyau de ce morphisme) par Ban(δ1, δ2) qui apparaît
n'est pas scindée (cf. démonstration du th. 4.12).

4.7. La transformée de Stieljes. � Terminons cet article par une curiosité dont
je ne sais pas vraiment que penser.

Soit ∆ une extension non triviale de R par R(δ). Si e ∈ ∆ est un relèvement de
1 ∈ R, alors ResUe ∈ R(δ) pour tout ouvert compact U de Zp ne contenant pas 0.
Les φResUe dé�nissent donc une fonction localement analytique (notée simplement φe)
sur Zp − {0} (plus exactement, un élément de LA(Zp − {0})⊗ δχ−1).

Proposition 4.16. � (i) Si δ /∈ {x−i, i ∈ N} ∪ {χxi, i ∈ N}, il existe λ ∈ L∗ et

φ ∈ LA(Zp), uniquement déterminés, tels que φe = λδχ−1 + φ, et on peut choisir e

de telle sorte que φ = 0.
(ii) Si δ = χxi, avec i ∈ N, il existe ` ∈ Hom(Q∗

p , L) non nul et φ ∈ LA(Zp),
uniquement déterminés, tels que φe = xi`+ φ, et on peut choisir e de telle sorte que

φ = 0.
(iii) Si δ = x−i, avec i ∈ N, alors φe ∈ LA(Zp) et on peut choisir e de telle sorte

que φe = 0.

Démonstration. � C'est une traduction du (i) de la rem. 1.39, utilisant la prop. 1.34.

4.7.1. Le cas générique. � Soit s ∈ Sirr non spécial. On suppose l'extension de
R(δ2) par R(δ1) normalisée (ce qui signi�e que λ = 1 dans le (i) de la prop. 4.16 ; le
cas δ = x−i avec i ∈ N est incompatible avec l'hypothèse s ∈ Sirr).

Si U est un ouvert compact de P1, on note cU son complémentaire. On dé�nit un
morphisme

Ss,U : (Ban(δ1, δ2)∗ ⊗ ωs) � U → Ban(δ1, δ2) � cU

de la manière suivante : si µ ∈ Ban(δ1, δ2)∗ �U , on peut relever µ en un élément µ̃ de
Π(s)∗⊗ωs d'après le (i) de la prop. 4.11. Maintenant, Π(s)∗⊗ωs est un sous-espace de



54 PIERRE COLMEZ

∆(s)�P1, et donc RescU µ̃ est un élément de ∆(s)�cU dont l'image dans Re2�cU est
nulle puisque µ est à support dans U ; il s'ensuit que RescU µ̃ ∈ Re1 � cU . On dé�nit
alors Ss,U (µ) comme l'image de RescU µ̃ dans Ban(δ1, δ2) � cU qui est le quotient de
Re1 � cU par R+e1 � cU . (Ceci ne dépend pas du choix de µ̃ car deux choix di�èrent
par un élément de R+e1 �P1 et donc leurs images par RescU di�èrent par un élément
de R+e1 � cU .)

Proposition 4.17. � (i) Si g ∈ G, on a g · Ss,U (µ) = Ss,g·U (g · µ).
(ii) On a (Ss,U (µ))(x) =

∫
U
δs(z − x)µ(z), si x ∈ cU .

Démonstration. � Le (i) est immédiat : on peut prendre g · µ̃ comme relèvement de
g · µ et on a alors Resg·cUg · µ̃ = g · RescU µ̃.

Pour démontrer le (ii), commençons par prouver la G-équivariance de µ 7→ S′s,µ,
avec S′s,µ(x) =

∫
U
δs(z − x)µ(z). Si g =

(
a b
c d

)
, on a g−1 = 1

ad−bc
(
d −b
−c a

)
, et comme

ωsδ
−1
1 χ = δ2 et δsδ2 = δ1χ

−1, on obtient

(S′s,g·U (g · µ))(x) =ωs(ad− bc)
∫
g·U

δs(z − x) g · µ(z)

= δ2(ad− bc)
∫
U

δs(cz + d)δs
(
az+b
cz+d − x

)
µ(z)

= δsδ2(ad− bc)δs
(−cx+a
ad−bc

) ∫
U

δs
(
z − dx−b

−cx+a
)
µ(z) = (S′s,U (µ) ? g−1)(x),

ce que l'on cherchait à véri�er. Maintenant, comme µ 7→ Ss,U (µ) et µ 7→ S′s,U (µ) sont
G-équivariantes toutes les deux, il su�t de véri�er qu'elles coïncident sur la masse
de Dirac en 0 pour montrer qu'elles sont égales : en e�et, la G-équivariance implique
qu'elles coïncident en toute masse de Dirac et la densité des masses de Dirac dans
Ban(δ1, δ2)∗ permet de conclure.

Soit donc ẽ2 un relèvement de e2 dans Π(s)∗ ⊗ ωs. Si V est un ouvert compact de
P1 ne contenant pas 0, on a ResV ẽ2 ∈ Re1 �V ; on note φV,e2 l'image de ResV ẽ2 dans
Ban(δ1, δ2) � V , et les φV,e2 se recollent en une fonction φe2 , localement analytique
sur Q∗

p , et qui ne dépend pas du choix de ẽ2. On cherche à véri�er que φe2(x) =
δs(x), pour tout x ∈ Q∗

p . Or on a
(
a 0
0 1

)
e2 = δ2(a)e2, si a ∈ Q∗

p . Il s'ensuit que(
a 0
0 1

)
ẽ2 − δ2(a)ẽ2 ∈ (Re1 � P1) ∩ (Π(s)∗ ⊗ ωs) = (R+e1 � P1) ; on en déduit que(

a 0
0 1

)
φe2 = δ2(a)φe2 , ce qui se traduit par δ1χ

−1(a)φe2
(
x
a

)
= δ2(a)φe2(x) et donc que

φe2(x) = δs(x)φe2(1).
Par ailleurs, ResZp ẽ2 est un relèvement de e2 dans ∆(s), et comme l'extension est

supposée normalisée on en déduit, grâce au (i) de la prop. 4.16, qu'il existe φ ∈ LA(Zp)
telle que l'on ait φe2 = δs + φ sur Zp. Il en résulte que φ = 0 et φe2(1) = 1, ce qui
permet de conclure.

4.7.2. Le cas spécial. � Supposons maintenant que s est spécial. Alors δs = xk,
avec k ∈ N, et il existe ` ∈ Hom(Q∗

p , L) décrivant l'extension. La di�érence avec le
cas générique est que l'application de Π(s)∗ ⊗ ωs dans Ban(δ1, δ2)∗ ⊗ ωs n'est pas
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surjective : son image est l'orthogonal de W (δ1, δ2) (i.e. de l'espace des polynômes
de degré ≤ k). Si U est un ouvert compact de P1 on note (Ban(δ1, δ2)∗ � U)0 ⊗ ωs
l'intersection de (Ban(δ1, δ2)∗ � U) ⊗ ωs avec l'orthogonal de W (δ1, δ2). On dé�nit
alors, par le même procédé que dans le cas générique, un morphisme

Ss,U : (Ban(δ1, δ2)∗ � U)0 ⊗ ωs → Stan(δ1, δ2) � cU,

où Stan(δ1, δ2) � cU est le quotient de Ban(δ1, δ2) � cU par l'espace des polynômes de
degré ≤ k sur cU .

Proposition 4.18. � (i) Si g ∈ G, on a g · Ss,U (µ) = Ss,g·U (g · µ).
(ii) On a (Ss,U (µ))(x) =

∫
U

(x− z)k`(x− z)µ(z), si x ∈ cU .

Démonstration. � Le (i) se démontre exactement comme dans le cas générique. Pour
démontrer le (ii), on commence, comme dans le cas générique, par prouver la G-
équivariance de µ 7→ S′s,µ, avec S

′
s,µ(x) =

∫
U

(z − x)k µ(z). Si g =
(
a b
c d

)
, on obtient

(S′s,g·U (g · µ))(x) =ωs(ad− bc)
∫
g·U

(z − x)k`(z − x) g · µ(z)

= δ2(ad− bc)
∫
U

(cz + d)k
(
az+b
cz+d − x

)k
`
(
az+b
cz+d − x

)
µ(z)

= (ad− bc)kδ2(ad− bc)
(−cx+a
ad−bc

)k ∫
U

(
z − dx−b

−cx+a
)k
`
(
az+b
cz+d − x

)
µ(z)

=(S′s,U (µ) ? g−1)(x),

la dernière identité venant de ce que `
(
az+b
cz+d−x

)
= `

(
z− dx−b

−cx+a
)
+`(−cx+a)−`(cz+d),

et de ce que le terme faisant intervenir `(−cx+a) disparaît car on intègre un polynôme
en z de degré ≤ k, et que celui faisant intervenir `(cz+ d) disparaît car le résultat est
un polynôme en x de degré ≤ k.

Il su�t alors, comme dans le cas générique, de prouver que Ss,U (µ) et S′s,U (µ)
coïncident pour µ = Dir0 −w · ( 1

k!d
kDir0) qui est un élément de Ban(δ1, δ2)∗

0 dont les
translaté sous l'action de G (et même de N) engendrent topologiquement Ban(δ1, δ2)∗

0 .
Soit donc ẽ2 un relèvement de e2−w · t

k

k! e2. On dé�nit, comme ci-dessus, une fonction
φ2, localement analytique sur Q∗

p , et on cherche à prouver que son image modulo les
polyômes de degré ≤ k est xk`. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, on a

((
a 0
0 1

)
−

δ2(a)
)
·φ2 = 0 dans Stan(δ1, δ2), ce qui signi�e que

((
a 0
0 1

)
− δ2(a)

)
·φ2 est un polyôme

de degré ≤ k, et donc que φ2 est de la forme xk`′(x)+P (x), où `′ ∈ Hom(Q∗
p , L) et P

est un polyôme de degré ≤ k. On en déduit le résultat, comme dans le cas générique,
en utilisant le fait que ResZp ẽ2 est un relèvement de e2 dans ∆(s), et donc que la
restriction de φ2 à Zp est de la forme xk`+ φ, où φ ∈ LA(Zp).

Remarque 4.19. � La transformation µ 7→
∫
U

1
z−xµ(z) (qui correspondrait au cas

δs = x−1, interdit par l'hypothèse s ∈ Sirr), est la transformée de Stieljes [23] : son
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image est l'espace des φ : cU → L qui sont la restriction d'une fonction analytique
sur P1(Cp)− U , nulle en ∞.

A. Cohomologie des semi-groupes

Soit G+ un semi-groupe topologique. Si M est un L-espace vectoriel topologique
muni d'une action continue de G+ (en brefM est un G+-module), on note C•(G+,M)
le complexe habituel

0 // C0(G+,M)
d1 // C1(G+,M)

d2 // · · · ,

où Cn(G+,M) est le Λ module des fonctions continues de (G+)n dans M (et
C0(G+,M) = M par convention), et dn+1 est la di�érentielle

dn+1c(g0, . . . , gn) = g0·c(g1, . . . , gn)+
X

0≤i≤n−1

(−1)i+1c(g0, . . . , gigi+1, . . . , gn)+(−1)n+1c(g0, . . . , gn−1).

Si n = 0, 1, 2, on obtient :

d1c(g) = (g − 1) · c, si c ∈M = C0(G+,M),

d2c(g0, g1) = g0 · c(g1)− c(g0g1) + c(g0),

d3(g0, g1, g2) = g0 · c(g1, g2)− c(g0g1, g2) + c(g0, g1g2)− c(g0, g1).

On note Bn(G+,M) l'espace des cobords, image de dn, et Zn(G+,M) l'espace de
cocycles, noyau de dn+1. Comme dn+1 ◦dn = 0, on a Bn(G+,M) ⊂ Zn(G+,M), et on
note Hn(G+,M) le n-ième groupe de cohomologie de G+ à valeurs dans M , quotient
de Zn(G+,M) par Bn(G+,M).

Notons G− le semi-groupe opposé de G+ que l'on voit comme l'ensemble des in-
verses des éléments de G+ (et donc G+ = {g−1, g ∈ G−}). Si M est un L-espace
vectoriel topologique, muni d'une action de G+, son dual M∗ est muni d'une action
de G− donnée par 〈g ·µ, v〉 = 〈µ, g−1 · v〉. On dispose donc de groupes de cohomologie
Hn(G−,M∗), pour n ∈ N.

A.1. Dévissage de la cohomologie de A+. � On a A+ = Φ+ × A0, où Φ+ est
le semi-groupe

(
pN 0
0 1

)
et A0 le groupe A0 =

(
Z∗

p 0

0 1

)
. On note ϕ =

(
p 0
0 1

)
le générateur

de Φ et σa, si a ∈ Z∗
p , l'élément

(
a 0
0 1

)
. Tout élément g de A+ s'écrit alors, de manière

unique, sous la forme ϕk(g)σa(g) = σa(g)ϕ
k(g), avec k(g) ∈ N et a(g) ∈ Z∗

p .
On peut décomposer A0 sous la forme ∆×A1, où ∆ est le sous-groupe de torsion

de A0 et A1 =
(

1+2Zp 0
0 1

)
. Comme nos coe�cients sont tous des L-espaces vectoriels

topologiques, on a

Hi(A0,M) = Hi(A1,H0(∆,M)) = H0(∆,Hi(A1,M)),

pour tout i, et comme A1 ∼= Zp, on a Hi(A1,M) = 0 et donc Hi(A0,M) = 0, pour
tout i ≥ 2. De plus, si u est un générateur topologique de 1 + 2Zp (et donc σu est un
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générateur topologique de A1), alors

H0(A1,M) = Ker(σu − 1) et H1(A1,M) ∼= M/(σu − 1) ·M,

le dernier isomorphisme étant induit par c 7→ c(σu) (l'isomorphisme inverse envoie
v ∈M sur g 7→ g−1

σu−1 · v, où
g−1
σu−1 est vu comme un élément de Zp[[A1]]).

La nullité de H2(A0,H0(Φ+,M)) implique que la suite d'in�ation-restriction

0 → H1(A0,H0(Φ+,M))
ιHS // H1(A+,M)

πHS // H0(A0,H1(Φ+,M)) → 0

est exacte, pour tout M . Par ailleurs,

H0(Φ+,M) = Ker(ϕ− 1) et H1(Φ+,M) ∼= M/(ϕ− 1)M,

le dernier isomorphisme étant induit par c 7→ c(ϕ) (l'isomorphisme inverse envoie
v ∈M sur le cocycle g 7→ g−1

ϕ−1 · v ; si v ∈ (ϕ− 1) ·M , ce cocycle est un cobord).
On a Hn(Φ+,M) = 0 si n ≥ 2. On en déduit, grâce à la suite spectrale de

Hochshild-Serre, que Hi(A+,M) = 0, si i 6= 0, 1, 2, et que l'on a des isomorphismes

ιHS : H0(A0,H0(Φ+,M)) ∼= H0(A+,M),

ιHS : H1(A0,H1(Φ+,M)) ∼= H2(A+,M).

Le premier isomorphisme se passe de commentaires, mais nous allons avoir besoin
d'expliciter le second.

Soit c un 2-cocycle continu sur A+, et soit α : A+×A+ →M dé�nie par α(g, h) =
c(g, h) − c(h, g). En soustrayant de la relation de cocycle pour (h1, g, h2) celles pour
(h1, h2, g) et (g, h1, h2), et en utilisant la commutatitivité de A+, on obtient l'identité

d2,hα(g, h1, h2) = (1− g) · c(h1, h2).

Par antisymétrie, on a aussi d2,gα(g1, g2, h) = (h−1)·c(g1, g2). Par ailleurs, si c = d2c1,
alors α(g, h) = (g − 1) · c1(h) − (h − 1)c1(g). Maintenant, comme H2(Φ,M) = 0,
on peut écrire c sous la forme c′ + d2c1, où c′ est un 2-cocycle sur A+ véri�ant
c(h1, h2) = 0, pour tous h1, h2 ∈ Φ+. Alors les identités ci-dessus montrent que
h 7→ c′(g, h)−c′(h, g) est un élément de Z1(A+,M), pour tout g ∈ A+, et que l'image
de g 7→ (h 7→ c′(g, h)− c′(h, g)) dans C1(A+,H1(Φ+,M)) est un 1-cocycle trivial sur
Φ+ et donc est l'in�ation d'un 1-cocyle sur A0 ; l'isomorphisme ι−1

HS : H2(A+,M) ∼=
H1(A0,H1(Φ+,M)) envoie c sur l'image de g 7→ (h 7→ c′(g, h) − c′(h, g)). (Ceci ne
dépend pas de la décomposition c = c′ + d2c1 choisie car, si c = c′′ + d2c

′
1 en est une

autre, cela implique que c1 − c′1 est un 1-cocyle sur Φ, et l'image de d2(c1 − c′1) par
ιHS est celle de g 7→ ((g − 1) · (c1 − c′1)), et donc est nulle.)

Si (ϕ − 1)M est fermé dans M , on peut décrire l'isomorphisme inverse ιHS :
H1(A0,H1(Φ+,M)) → H2(A+,M) de la manière suivante. Si α ∈ Z1(A0,H1(Φ+,M)),
on peut relever α en un cocyle sur A0, à valeurs dansM , car H2(A0, (ϕ−1)M) = 0 et

H1(Φ+,M) = M/(ϕ− 1)M . Alors c(g, h) = −ϕk(g)−1
ϕ−1 · σa(g)α(σa(h)) est un 2-cobord

sur A+, trivial sur Φ+ × Φ+, dont l'image dans H1(A0,H1(Φ+,M)) est celle de α.
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A.2. Dualité. � Dans tout ce qui suit, on suppose que la topologie sur M∗ est
telle que l'application naturelle M → (M∗)∗ est un isomorphisme.

• Entre Hj(Φ±,M) et H1−j(Φ∓,M∗).
Notons Φ− = ψN le semi-groupe opposé de Φ+. Si M est un L-espace vectoriel

topologique, muni d'une action de Φ+, alors ψ−1 est le transposé de ϕ−1. Il s'ensuit
que Ker(ψ − 1) et Im(ϕ − 1) sont orthogonaux, ainsi que Ker(ϕ − 1) et Im(ψ − 1).
L'accouplement naturel M∗ ×M → L induit donc des accouplements

〈 , 〉Φ : Hi(Φ−,M∗)×H1−i(Φ+,M) → L, pour i = 0, 1.

Si Im(ϕ− 1) et Im(ψ− 1) sont fermés, alors Hi(Φ+,M) et Hi(Φ−,M∗) sont séparés
si i = 0, 1, et ces accouplements fournissent les identi�cations suivantes :

� H0(Φ−,M∗) ∼= H1(Φ+,M)∗ et H0(Φ+,M) ∼= H1(Φ−,M∗)∗,
� H1(Φ+,M) ∼= H0(Φ−,M∗)∗ et H1(Φ−,M∗) ∼= H0(Φ+,M)∗.

Remarque A.1. � Soient E un L-espace vectoriel topologique, et u : E → E

linéaire continue. On dispose de résultats généraux [7] assurant que l'image de
tu : E∗ → E∗ est fermée si celle de u l'est (c'est par exemple le cas si E est un
fréchet [4, th. IV.4.2.1]). En pratique, la démonstration de la fermeture de Im tu est
en général une simple traduction de celle de Imu.

• Entre Hj(A0,M) et H1−j(A0,M∗).� Si M0 est un L-espace vectoriel topologique
muni d'une action de A0, le cup-produit induit un accouplement

〈 , 〉A0 : Hi(A0,M∗
0 )×H1−i(A0,M0) → H1(A0, L) = L.

De manière explicite, si x ∈ H0(A0,M∗
0 ) (resp. H0(A0,M0)), alors il existe λ ∈ L tel

que l'on ait 〈x, c(σa)〉 = λ log a (resp. 〈c(σa), x〉 = λ log a), pour tout a ∈ Z∗
p , et λ est

l'élément de L fourni par l'accouplement ci-dessus.
On suppose que l'application naturelleM0 → (M∗

0 )∗ est un isomorphisme. Soit u un
générateur de 1+2pZp. Si (σu−1)M0 et (σu−1)M∗

0 sont fermés, alors Hi(A0,M0) et
Hi(A0,M∗

0 ) sont séparés si i = 0, 1, et l'accouplement 〈 , 〉A0 induit les identi�cations
suivantes :

� H0(A0,M∗
0 ) ∼= H1(A0,M0)∗ et H0(A0,M0) ∼= H1(A0,M∗

0 )∗,
� H1(A0,M) ∼= H0(A0,M∗

0 )∗ et H1(A0,M∗
0 ) ∼= H0(A0,M0)∗.

• Entre Hi(A+,M) et H2−i(A−,M∗).� On note A− le semi-groupe opposé de A+.
On a alors une décomposition A− = Φ− ×A0.

Lemme A.2. � Soit 〈g, h〉 = k(h) log a(g)− k(g) log a(h). Si j = 0, 1, 2, il existe un

(unique) accouplement 〈 , 〉A+ : Hj(A−,M∗) ×H2−j(A+,M) → L, tel que l'on ait,
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pour tous h, g ∈ A+,

〈c, c′(g, h)− c′(h, g)〉 = 〈c, c′〉A+〈g, h〉, si c ∈ Z0(A−,M∗) et c′ ∈ Z2(A+,M),

〈c(g−1), c′(h)〉 − 〈c(h−1), c′(g)〉 = 〈c, c′〉A+〈g, h〉, si c ∈ Z1(A−,M∗) et c′ ∈ Z1(A+,M),

〈c(g−1, h−1)− c(h−1, g−1), c′〉 = 〈c, c′〉A+〈g, h〉, si c ∈ Z2(A−,M∗) et c′ ∈ Z0(A+,M).

Démonstration. � Soient c ∈ Z0(A−,M∗) et c′ ∈ Z2(A+,M). Si α(g, h) = c′(g, h)−
c′(h, g), on a d2,hα(g, h1, h2) = (1 − g) · c′(h1, h2). (Cela a été utilisé pour la des-
cription de l'isomorphisme ιHS : H1(A0,H1(Φ+,M)) ∼= H2(A+,M).) On en déduit
que (g, h) 7→ 〈c, c′(g, h) − c′(h, g)〉 est bilinéaire antisymétrique et donc de la forme
λ(k(h) log a(g) − k(g) log a(h)), avec λ ∈ L. On note 〈c, c′〉A+ l'élément λ de L ainsi
dé�ni. Alors (c, c′) 7→ 〈c, c′〉A+ est bilinéaire sur Z0(A−,M∗) × Z2(A+,M) et, pour
terminer la démonstration du cas j = 0, il su�t de véri�er que 〈c, c′〉A+ = 0 si c′ = d2c1
est un 2-cobord, ce qui suit de l'identité α(g, h) = (g − 1) · c1(h)− (h− 1) · c1(g).

Soient c ∈ Z1(A∓,M∗) et c′ ∈ Z1(A±,M). On cherche à prouver que f(g, h) =
〈c(g−1), c′(h)〉−〈c(h−1), c′(g)〉 est bilinéaire, antisymétrique (ceci est évident), sur A+.
Or f(g, h1h2)− f(g, h1)− f(g, h2) est égal à

〈c(g−1), c′(h1h2)− c′(h1)− c′(h2)〉 − 〈c(h−1
2 h−1

1 )− c(h−1
1 )− c(h−1

2 ), c′(g)〉

= 〈c(g−1), (h1 − 1) · c′(h2)〉 − 〈(h−1
2 − 1) · c(h−1

1 ), c′(g)〉

= 〈(h−1
1 − 1) · c(g−1), c′(h2)〉 − 〈c(h−1

1 ), (h2 − 1) · c′(g)〉,

Comme A± est commutatif, un 1-cocycle sur A± véri�e la relation (g − 1) · c(h) =
c(gh)− c(g)− c(h) = (h− 1) · c(g). On en déduit que :

f(g, h1h2)− f(g, h1)−f(g, h2) = 〈(g−1 − 1) · c(h−1
1 ), c′(h2)〉 − 〈c(h−1

1 ), (g − 1) · c′(h2)〉

= 〈c(h−1
1 ), (g − 1) · c′(h2)〉 − 〈c(h−1

1 ), (g − 1) · c′(h2)〉 = 0.

Ceci prouve la linéarité par rapport à h ; celle par rapport à g en découle en utilisant
l'antisymétrie. On en déduit l'existence d'un accouplement 〈 , 〉A+ : Z1(A−,M∗) ×
Z1(A+,M) tel que

f(g, h) = 〈c, c′〉A+(k(h) log a(g)− k(g) log a(h)).

Par ailleurs, De plus, si c ou c′ est un cobord, alors f est identiquement nulle (car
〈c(g−1), (h−1)c′〉 = 〈(h−1−1)·c(g−1), c′〉 = 〈(g−1−1)·c(h−1), c′〉 = 〈c(h−1), (g−1)c′〉
et argument similaire si c′ est un cobord). Il en résulte que 〈 , 〉A+ se factorise à travers
H1(A−,M∗)×H1(A+,M).

Ceci démontre le cas j = 1, et le cas j = 2 s'obtenant en échangeant les rôles de
M et M∗ et de A+ et A− dans le cas j = 0, cela permet de conclure.

Proposition A.3. � On suppose que :

• (ϕ− 1) ·M et (ψ − 1) ·M∗ sont fermés dans M et M∗,
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• (σu − 1) ·M0 est fermé dans M0, si M0 est un des modules Hj(Φ+,M), pour
j = 0, 1, et Hj(Φ−,M∗), pour j = 0, 1.

Alors les accouplements 〈 , 〉A+ induisent des identi�cations :

Hj(A−,M∗) ∼= H2−j(A+,M)∗ et Hj(A+,M) ∼= H2−j(A−,M∗)∗, pour j = 0, 1, 2.

Démonstration. � La première hypothèse implique que Hj(Φ+,M) et H1−j(Φ−,M∗)
sont séparés et duaux l'un de l'autre, si j = 0, 1 ; la seconde implique alors que
Hi(A0,Hj(Φ+,M)) etH1−i(A0,H1−j(Φ−,M∗)) sont duaux l'un de l'autre, si i = 0, 1
et j = 0, 1, pour l'accouplement 〈 , 〉A0 .

On en déduit le résultat pour j = 0 en utilisant l'identité

〈ιHS(c), ιHS(c′)〉A+ = 〈c, c′〉A0 ,

si c ∈ H0(A0,H0(Φ−,M∗)) et c′ ∈ H1(A0,H1(Φ+,M)). (Elle se véri�e en revenant
aux formules.) Le résultat pour j = 2 s'en déduit en échangeant les rôles de M et M∗

et de A+ et A−.
Pour véri�er le résultat dans le cas j = 1, on utilise les suites exactes

0 → H1(A0,H0(Φ+,M)) → H1(A+,M) → H0(A0,H1(Φ+,M)) → 0,

0 → H1(A0,H0(Φ−,M∗)) → H1(A−,M∗) → H0(A0,H1(Φ−,M∗)) → 0.

Si c ∈ ιHS(H1(A0,H0(Φ−,M∗))) et c′ ∈ ιHS(H1(A0,H0(Φ+,M))), on a c(ϕ−1) = 0
et c′(ϕ) = 0, et donc 〈c, c′〉A+ = 0. L'accouplement 〈 , 〉A+ induit donc des accou-
plements sur H1(A0,H0(Φ+,M))×H0(A0,H1(Φ−,M∗)) et H1(A0,H0(Φ−,M∗))×
H0(A0,H1(Φ+,M)) dont on véri�e aisément en revenant aux formules qu'ils coïn-
cident, au signe près, avec les accouplements 〈 , 〉A0 . On en déduit le résultat pour
j = 1, ce qui permet de conclure.
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