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Résumé. — La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine « de Rham implique poten-
tiellement semi-stable » est maintenant un théoréme : Berger a montré comment associer a une
représentation de de Rham un module différentiel avec structure de Frobenius sur l'anneau de
Robba, ce qui permet de ramener cette conjecture & la conjecture de monodromie de Crew qui a
ensuite été démontrée par André, Mebkhout et Kedlaya de maniére indépendante. Dans cet article,
nous donnons une nouvelle démonstration de la conjecture de Fontaine ne s’appuyant pas sur la
théorie des équations différentielles p-adiques.

Abstract. — The p-adic monodromy conjecture of Fontaine « de Rham implies potentially semi-
stable » is now a theorem : Berger showed how to attach to a de Rham representation a differential
module with a Frobenius structure over the Robba ring, which reduced Fontaine’s conjecture to
Crew’s monodromy conjecture proved afterwards, independently by André, Mebkhout and Kedlaya.
In this paper, we give a new proof of Fontaine’s conjecture which bypasses the theory of p-adic
differential equations.
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Introduction
0.1. Notations. — Soient kp un corps parfait de caractéristique p, Op = W (kp) anneau des
vecteurs de Witt & coefficients dans kp et F' = @’F[%] le corps des fractions de O, ce qui fait de

F un corps complet pour la valuation p-adique v, (que I'on suppose normalisée par v,(p) = 1),
d’anneau des entiers O et de corps résiduel kp.
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On se fixe une cloture algébrique F' de F. La valuation v, s’étend de maniére unique a F et
on note C' le complété de F pour la valuation v,. Si K C F est une extension algébrique de F,
on note Ok 'anneau des entiers de K et kg son corps résiduel.

On se fixe aussi un systéme (™), cn d’éléments de F vérifiant €0 = 1, (1) #£ 1 et (e(HD)P =
e sin e N. Ceci fait de €™ une racine primitive p"-iéme de 1'unité.

Si K est une extension finie de F', on note K, le corps K (a(”)) et K, I'extension cyclotomique
de K réunion des K,. On note ¥k le groupe de Galois Gal(F/K) et x : 9x — Zj le caractére
cyclotomique. Soit aussi % le noyau de la restriction de xy & ¥x de telle sorte que H#x =
Gal(F/Kx) et soit T = 9/ #5 = Gal(Kx/K). Alors x se factorise a travers I'ic et I'image
de I'x par x est un sous-groupe ouvert de Zy.

0.2. La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine. — Soit K une extension
finie de F' et soit V' une Qp-représentation de dimension d de ¥, c’est-a-dire un Q,p-espace
vectoriel de dimension d muni d’un morphisme continu de groupes de ¥, dans GL(V'). Soient
B;;ls c B} r les anneaux introduits par Fontaine [14 15, 17| pour classifier les Q-

representatlons de gK venant de la géomeétrie, et soit t € BT, le « 2iw p-adique de Fontaine ».

Tl
Rappelons que V est de de Rham si Bj[1] ®q, V est 1somcorsphe a (BIz[+])? en tant que Y-
module, ce qui équivaut & ce que le K-espace vectoriel Dar(V) = (Blz[1] ®q, V)95 soit de
dimension d. De méme, V est semi-stable si Bf[}] ®q, V est isomorphe & (B[}])¢ en tant
que Yx-module. Une représentation semi-stable est a fortiori de de Rham ; réciproquement, une
représentation de de Rham est semi-stable si et seulement si Dgr (V') posséde une base sur K
constituée d’éléments de B;@[ ] ®q, V. On dit que V' est potenticllement semi-stable s'il existe
une extension finie L de K telle que V soit semi-stable en tant que Q,-représentation de ..
Une représentation potentiellement semi-stable est de de Rham (car BIR contient F') et notre
but, dans cet article, est de donner une nouvelle démonstration du résultat suivant qui avait été
conjecturé par Fontaine [18|.

Théoréme 0.1. — Toute représentation de de Rham de Yx est potentiellement semi-stable.

Les démonstrations existantes(!) de ce théoréme passent par la théorie des équations différen-
tielles p-adiques. En utilisant la théorie des (¢,I')-modules [16, 6|, Berger [4] a associé & une
représentation de de Rham V' un module différentiel Niig(V) avec structure de Frobenius sur
I’anneau de Robba et a montré que V' était semi-stable si et seulement si ce module était quasi-
unipotent, réduisant ainsi la conjecture de Fontaine & la conjecture de monodromie p-adique
de Crew [13]. La conjecture de Crew a ensuite été démontrée de maniére indépendante par
André [2], par Mebkhout [25] et par Kedlaya [24]; je renvoie a [10] pour plus de détails. Des
trois démonstrations de la conjecture de Crew & notre disposition, celle de Kedlaya est celle qui
utilise le moins la théorie des équations différentielles p-adiques : elle repose & la place sur une
classification & la Dieudonné-Manin des ¢-modules sur 'anneau de Robba, ce qui lui permet par
dévissage de se ramener au cas d’'un module isocline traité par Tsuzuki |29, 8|.

<1)Depuis la premiére version de cet article, Fontaine [20] a fabriqué une autre démonstration évitant le recours
a la théorie des équations différentielles p-adiques; un de ses ingrédients n’est pas sans rappeler les techniques du
n° 3.3 de cet article.
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0.3. Principe de la démonstration. — Notre démonstration de la conjecture de Fontaine est
paralléle a celle obtenue en combinant les travaux de Berger et Kedlaya, mais évite complétement
la théorie des (¢, I')-modules et celle des équations différentielles p-adiques (il reste quand-méme
un fantéme de ces théories dans la démonstration de certains points). Elle a été obtenue en
deux temps. Comme nous ’avons indiqué ci-dessus, le seul point ot la théorie des équations
différentielles p-adiques est utilisée dans les travaux de Kedlaya est & travers le théoréme de
Tsuzuki. Or celui-ci admet un équivalent (prop. 0.2 ci-dessous), dii & Sen [26], dans la théorie des
représentations galoisiennes (cf. [4, n® 5.6] pour I’équivalence des résultats de Sen et de Tsuzuki) ;
avec ce fait en téte, il n’est pas trés difficile de fabriquer une démonstration de la conjecture de
Fontaine ne faisant pas référence aux équations différentielles p-adiques, en faisant du mécano
avec les arguments de Berger et Kedlaya (c’est cette démonstration qui apparait en filigrane
dans cette introduction). Par la suite, des questions provenant de la théorie des déformations
de représentations galoisiennes [5]| nous ont amené a essayer de rendre les ingrédients de la
démonstration les plus directs possibles (et a expliciter comment les constantes se comportent
dans une famille) dans I’espoir que ceux-ci s’adaptent & une démonstration « en famille ».

Nous remplagons le théoréme de Dieudonné-Manin de Kedlaya par un résultat analogue
(cf. prop 0.3) pour certains p-modules sur l'anneau B;Eg = Npeny” (B

ois), et utilisons cette

décomposition pour une variante Nﬁgg(V) du module NIig(V) de Berger. Le théoréme de Tsuzuki
est remplacé par le résultat suivant de Sen [26] (bien antérieur a la définition de représentation
semi-stable!), selon lequel une représentation de de Rham dont les poids de Hodge-Tate sont nuls
(ce qui se traduit par I'existence d'un isomorphisme de ¥x-modules de BJ; ®q, V sur (BIz)9)

est potentiellement non ramifiée et donc, a fortiori, potentiellement semi-stable.

Proposition 0.2. — Si V est une représentation de Hodge-Tate de 9y, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) Uinertie de 9k agit a travers un quotient fini;

(ii) les poids de Hodge-Tate de V' sont tous nuls.

Le dévissage permettant de se ramener au cas « isocline » est un peu plus délicat que dans le
cas des équations différentielles p-adiques, et repose sur des calculs de cohomologie galoisienne
dans les anneaux de Fontaine et, plus précisément (cf. prop. 0.4 ci-dessous) sur un énoncé du
type « Hg1 = Hl » pour les ¥x-modules

Uy, = (BS

cris

h_ h_
)P et U, = (B

Les méthodes pour faire ces calculs, bien que relativement techniques, sont parfaitement huilées :
elle remontent a article fondateur de Tate [28].

Signalons que Fontaine avait démontré [19] le théoréme 0.1 ci-dessus (avant qu’il ne soit
démontré en toute généralité) pour les représentations de dimension 2, par une méthode qui
rappelle un peu celle décrite ci-dessus.

L’analogue du théoréme de Dieudonné-Manin auquel il a été fait allusion plus haut est le
suivant
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Proposition 0.3. — Soit M un sous-B_-réseau de (BI)? et soit My = {z € (]A?;:Eg)d, " (z) €

M, quel que soit n € Z}. Alors M,ig est un ]A?;:i'g—module libre de rang d, et il existe une base
€1,...,eq de Mg sur ]A?;;Eg vérifiant :

(i) il existe h € N et a; < --- < ag € N tels que " (e;) = pPie; si 1 <i<d;

(i) ¢™(e1),...,¢"(eq) est une base de M sur Bl quel que soit n € N.

_l’_

cris
[u], et la dérivation N = —-L : B — B, commute a 'action de .

Rappelons que 1'on obtient B, a partir de B en lui adjoignant un analogue p-adique u de

logp. On a alors Bf, = B
Le résultat du type « H, 91 = HL » auquel il a été fait allusion ci-dessus est alors le suivant. (Le

corps Ej, apparaissant dans 1’énoncé est 'extension non ramifiée de degré h de Q,,.)

Proposition 0.4. — Soient a et h des entiers > 1.

(i) Soit 0 — c¢; un 1-cocycle continu a valeurs dans Uy, tel que o — ¢ "(c,) soit un
cobord dans B;{R, pour tout n € N. Alors, si a # h (resp. si a = h), il existe ¢ € Uy, (resp.
c€E E,%Ku + Uy,q) tel que Uon ait ¢, = (0 — 1) - ¢, quel que soit o € Y.

(ii) Soit o +— ¢, un 1-cocycle continu a valeurs dans Uy, , tel que o — NE(p™(cy)) soit un
cobord dans B;R, pour tous k,n € N. Alors il existe ¢ € Uﬁw tel que l'on ait ¢, = (0 — 1) - ¢,
quel que soit o € Y.

0.4. Démonstration de la conjecture de Fontaine. — Nous renvoyons aux n° 0.5 et n° 0.6
pour des commentaires sur la démonstration des propositions 0.3 et 0.4 ; nous allons maintenant
montrer comment on peut en déduire la conjecture de monodromie de Fontaine. (I’anneau B,

log
apparaissant ci-dessous est défini par Bfgg = Mueny™(BY); on a aussi Bltg = Bjig [u], et on
aurait pu définir les ¥x-modules Uy, , et Uﬁz,a par Uy, = (E;qg)wh:pa et U%,a = (ﬁfgg)wh:pa.)

Soit V' une représentation de de Rham de 9%, de dimension d, & poids de Hodge-Tate < 0
(on peut s’y ramener en tordant par une puissance convenable du caractére cyclotomique). Soit
NIR(V) = B(J{R ®x D4r (V) ; Phypotheése selon laquelle les poids de Hodge-Tate de V sont < 0
implique que NXR(V) est un sous—BIR—réseau de BIR ®q, V.

Soit N;Eg(V) ={z € B;Eg ®q,V | ¢7"(z) € NIz (V), quel que soit n € Z}. La proposition 0.3
ci-dessus appliquée & M = N:{R(V) nous fournit le résultat suivant :

“module libre de rang d. Plus précisément, Nt (V)

Proposition 0.5. — N (V) est un B g

rig rig
posséde une base eq,...,eq sur B;';g vérifiant :
(i) il existe h € N et a1 < --- < aqg € N tels que oh(e;) = pie; sil <i<d;

i) ©™(e1),..., 0" (eq) est une base de N1 (V) sur BX, quel que soit n € N.
dR dR

Comme NIR(V) est isomorphe a (BIR)d en tant que ¥x-module, la proposition 0.6 ci-dessous

montre qu’il existe une extension finie L de ¥k telle que ]A?;fg « OB+ I(I;Eg(V) contienne d éléments
rig

indépendants sur B:R, fixes par Ir. Mais ]§fgg R+ ﬁ;g(V) est inclus dans ]~31Jgg ®q, V, ce
rig

qui prouve que V est semi-stable en tant que représentation de I; et donc aussi en tant que
représentation de ¢z, ce que 'on cherchait & démontrer.

Proposition 0.6. — Soit Y un ]A?;;Eg—module libre de rang d muni d’actions semi-linéaires de @

et G commutant entre elles. Si'Y posséde une base eq, ..., eq sur B;Eg vérifiant :
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(i) il existe h € N et a; < --- < aq € N tels que p"(e;) = p¥ie; si 1 <i < d,
ii) le B, -module engendré par ¢"™(e1),...,¢"(eq) est isomorphe & (B1,)¢ en tant que Y-
dR dR
module, quel que soit n € N,
alors il existe une extension finie L de K et une base fi,...,fq de Blog ®B+ Y sur Blog

vérifiant les conditions suivantes :
(a) fi est fize par le sous-groupe d’inertie I, de 9.
(b) fi=e + Z;;ll Q5 jej, avec oy j € U;L,araj (et donc goh(fi) =p¥ie;);

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal r de ’ensemble
{ai,...,aq}. Sir =1 (i.e. si tous les a; sont égaux & un entier a), alors W = Epe; @ --- @ Epeq
est I'ensemble des x € Y vérifiant ¢”(z) = p®x; c’est donc un Ej,-espace vectoriel de dimension
d stable par ¥k . D’autre part, le ¥x-module BdR ®q, W = @h 1B+ ROE, ¥ ‘(W) est isomorphe

(B+ )hd. d’aprés la propriété (ii) de la base eq,...,eq. Ceci 51gn1ﬁe que W, vu comme Q-
représentation de ¥y, est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont
nuls ; on déduit du théoréme de Sen (prop. 0.2) l'existence d’une extension finie L de K telle que
les e; soient fixes par Iy, ce qui conclut I’étude du cas r = 1.

Sir # 1, soit s le plus petit entier tel que asy1 # a1, et soient Y’ le sous—]A?;;Eg—module de
Y engendré par eq,...,es et Y =Y/Y'. Comme a; > a,, pour tout j > s + 1, le Ej-espace
vectoriel engendré par ey, ..., es est aussi 'espace Y¢"=P"" On en déduit que Y’ est stable par ¢
et Y, ce qui fait que Y’ et Y” sont munis d’actions de ¢ et ¥x commutant entre elles. D’autre
part, si n € N, on a la suite exacte

0— BCTR ®1§I " (Y') — B(J{R ®]§$ P"(Y) — B(TR ®]§r+i " (Y") =0
de dR—modules munis d’une action de ¥x. On en déduit la suite exacte
0— (Big @p: ¢" (Y’ )7 — (Big Bpy, © "(Y)7K — (Big DB P ("),
et comme dimg ((Blz ®]§r+ig ©"(Y))?K) = d, par hypothése, et dimgx MYx < rgBXRM, si M est

un—BzR—module libre de rang fini muni d’une action de ¥k, on en déduit le fait que Y’ (muni
de la base e1,...,es) et Y” (muni de la base €541, ...,€q, oil €; désigne I'image de e; dans Y")
vérifient les conditions de la proposition. On peut appliquer les résultats obtenus pour r = 1
a Y’ et ’hypothése de récurrence a Y”, ce qui nous fournit une extension finie L de K et des
Q45 € U,

hya;—ay» POUT s+1 < j <i<d,tels que Iy, agisse trivialement sur ¢y = e1,...,9s = es et

surgl—el+zj er1a”ej,pours+1 dSmtgl—eH—Z] 8+1a”6J818+1 <d. Si
o€lpetsii>s+1,alors (0—1)-g; € Y , ce qui permet de I’écrire sous la forme ijl ﬁivjvgej,

et comme g; vérifie cph(gi) = p%g;, 1’application o+ [3; o est un 1-cocycle sur Iy, a valeurs dans
/

h,ai—aj :
Soit M, le sous—B;fR—module engendré par ¢"(e1),...,¢"(eq). Comme la matrice de passage de
et1,...,eqa g1 +NF(g1),..., 94+ N¥(gq) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale,

les ©™(g; + N*(g;)) forment une base de M, sur Bl; dans laquelle la matrice de o € I, est

(105 Bl’jl”_“:’), oll By o est celle des o™ (050 + N"’(ﬁi,j,g)). L’hypothése selon laquelle M, est
isomorphe a (BIR)d, en tant que ¥x-module, se traduit donc par la nullité de l’image dans
HY(Ip,Bly), des cocycles 0 — ¢"(Bijo + N¥(Bij0)), pour s+ 1 <i < det1<j<d, quels

que sment n € Z et k € N. On déduit de la proposition 0.4 lex1stence de 3;; € Uh ai—a; tel
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que l'on ait f;, = (1 — o) - Bi;, pour tout o € Ir. Il suffit alors de poser f; = g; si i < s et
fi = gi +Z;:1 Bi jei si s4+1 < i < d pour obtenir une base de Bfgg ®]§r+ig Y vérifiant les conditions

souhaitées. Ceci permet de conclure.

0.5. Remarques sur le théoréme « de Dieudonné-Manin ». — Les travaux de Kedlaya et
Berger utilisent I’anneau B!

- rig ~
contient B;Eg et peut s’obtenir en localisant et complétant B;Eg. C’est un anneau de Bézout
[tout idéal engendré par un nombre fini d’éléments est principal (cf. [24, th. 3.20]) et tout sous-

module fermé® d'un module libre est libre (la démonstration de [4, th. 4.10] pour 'anneau de

| . ~
(que Kedlaya note Fgfjcon. ..) au lieu de 'anneau B;'i’g ; cet anneau

Robba s’étend sans probléme)|. Par ailleurs, tout ¢-module Y de rang d sur Biig admet une

base eq,...,eq vérifiant ¢"(e;) = pe;, ol h est un entier > 1 et a; < --- < ag € Z (théoréme

de Dieudonné-Manin de Kedlaya [24, th. 4.16]; ce théoréme est loin d’étre une évidence). Pour

démontrer la proposition 0.3, on peut appliquer ce qui précede & Y = B! ®@g+ M, et obtenir
rig

rig
une base eq,...,eq de Y sur E’Lg ayant les propriétés voulues. Comme un élément x de ]~31]:ig
vérifiant ¢"(x) = p®xz appartient a ﬁzg (cf. [4, prop. 3.2] ou lemme 10.10), cette base est en
fait constituée d’éléments de M. Pour démontrer que les e¢; forment une base de M sur Ejigv

on utilise des résultats standard (du type « suites exactes fondamentales ») dans les anneaux de
Fontaine (cf. lemme 3.25 et cor. 3.26).

La démonstration de la proposition 0.3 que nous donnons dans le texte principal est totalement
différente de celle esquissée ci-dessus : a la place du théoréme de Kedlaya, nous utilisons la théorie
des Espaces Vectoriels de Dimension finie développée dans [9] pour construire la décomposition.
Le principe de la démonstration est d’étudier les sous- Ej-espaces vectoriels Wy, , = (Uh}a)dﬂMrig
de M, (ott 'on a noté Ej I'extension non ramifiée de degré h de Q) et, en particulier, de
comprendre comment leur « dimension » varie avec a. C’est pour pouvoir parler de dimension
que I'on a besoin « d’analytifier » la situation et de considérer Uy, , et W}, , comme les C-points de
E),-Espace Vectoriels Uy, , et W}, ,. L’étude de la Ej,-Dimension de Wy, , se fait par des arguments
combinatoires qui reposent sur les ingrédients suivants :

e la formule dimpg, Wy, , = (da — tg(M),d) si a > 0 [tg(M) est la longueur du B]j;-module
(BjirR)d/ M];

e une variante 0 — U, — Upgp1 — V! — 0 de la suite exacte fondamentale [t}, est
«la» période d’un Lubin-Tate pour Ej, et, si d est un entier, V¥ est 'Espace Vectoriel trivial de
Dimension (d,0)];

e le fait que la Dimension (a,b) d’un sous-E},-Espace Vectoriel de V% ne contenant pas de V!
vérifie a < b;

e le fait que IB%(J{R ne contient pas de V! (cet énoncé est ’analogue analytique du fait que Bé{R
ne contient pas de sous-anneau isomorphe a C stable par %), ce qui permet de montrer que le
sous—IB%:{R—Module engendré par un Ejp-Espace Vectoriel de Dimension (a,b) est de rang < b.

(Q)Eiig est la limite inductive, pour r > 0, d’anneaux B!%") de Fréchet, et on dit quun sous-module M de (Ejig)d

est fermé si on peut I'ecrire comme une limite inductive de B!%"_modules M,, ot M, est fermé dans (]A?;]O’T])d,

"

pour r > 0 assez petit (muni de la topologie induite par celle de Erig, M serait dense s’il était de rang d).
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Le premier de ces ingrédients permet de minorer la Dimension de Wy, ,, alors que les trois
autres permettent de majorer la différence entre la Dimension de Wy, .1 et celle de Wy, ,, ce qui
fournit suffisamment de contraintes pour tout déterminer.

0.6. Remarques sur le théoréme « H, ; = H} ». — L’espace U’h7 ., de la proposition 0.4 est
une extension de B,, = BXR /thjR (avec m = a) par une certaine Qp-représentation V,; . de
@y, de dimension finie. On peut étudier les H'(9x,B,,) par dévissage en utilisant les résultats
de Tate sur les H' (9, C(k)); cela permet de ramener la démonstration de la proposition 0.4 &
vérifier que 1’on a H; (Yx, V};’a) = HL (9, V}{,a), ce que Hyodo [23] a fait par des arguments de
dimension dans le cas ot le corps résiduel est fini. Malheureusement, pour prouver le théoréme 0.1,
on a besoin du résultat dans le cas ol le corps résiduel est algébriquement clos et il nous faut
nous rabattre sur les techniques introduites par Berger [3, n® IV.2] pour étendre le résultat de
Hyodo au cas d’un corps résiduel parfait quelconque. Ceci nous oblige & étudier la cohomologie
galoisienne de I'anneau E’Lg Iig
par la porte du théoréme de Dieudonné-Manin, rentre donc par la fenétre. . .

(ou plutdt des anneaux B7] dont B est la réunion) qui, chassé

On part d’un cocycle continu o — ¢, sur ¥x, a valeurs dans ]AE’;]O”"}, tel que, pour k assez grand,
o — 0 *(c,) se trivialise dans B(J{R, et on lui fait subir le traitement suivant :

e un peu de « descente presque étale » permet de descendre de BIO7] 3 ]A?;]Ig’r] = (]AE’;}O’T])%K ;

e des « traces de Tate normalisées » permettent de descendre de fﬂlg’r] a B]Ig’:l] qui est un
anneau de fonctions analytiques (en 7) sur une couronne; ’

e 'existence de fonctions analytiques prenant des valeurs données en des points donnés per-
met d’utiliser ’hypothése de trivialité dans BjR pour annuler notre cocycle en « les racines de
I'unité », ce qui permet de le rendre divisible par ¢ = log(1 + 7) ;

e finalement, on est ramené au probléme de trouver une primitive analytique d’une fonction
analytique sur une couronne, ce qui est possible sauf si le résidu de cette fonction analytique est
non nul, auquel cas la primitive fait intervenir la fonction logarithme, ce qui explique 'apparition
du u (et le passage de Uy, a U;h ) dans le cas général.

0.7. Organisation de Darticle. — L’article comporte deux parties totalement indépen-
dantes : 'une regroupant les §§1-3, consacrée a la démonstration de la proposition 0.3 et 'autre
regroupant les §§4-10, aux calculs de cohomologie galoisienne dans les anneaux de Fontaine.

La partie consacrée aux anneaux de Fontaine est beaucoup plus longue que ce qu’elle pourrait
étre car, en vue d’applications aux familles de représentations p-adiques, nous avons explicité la
plupart des constantes implicites se trouvant dans les énoncés de la théorie des (¢, I')-modules.
Une des raisons qui nous ont poussé a faire ceci (outre les applications sus-mentionnées) est
que beaucoup des résultats de la théorie des (¢, I')-modules reposent sur le théoréme de surcon-
vergence de [6]. Malheureusement, l’article en question est entouré d’un flou topologique assez
inquiétant et nous avons profité de ’occasion pour faire une mise au point (les techniques restent
globalement inchangées, mais les énoncés sont précisés et renforcés ; ils sont utilisés dans [5] pour
redémontrer la surconvergence des (¢, I')-modules, et généralisés aux (¢, I')-modules sur une base
dans [1]).

0.8. Remerciements. — Des discussions avec Laurent Berger, lors d’un séjour au départe-
ment de mathématiques de 'université de Harvard en octobre 2002, ont été le facteur déclenchant
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pour la rédaction de cet article. En particulier, la démonstration du théoréme de Dieudonné-
Manin via la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie a été obtenue au cours de ce
séjour.

Par ailleurs, la rédaction de cet article a bénéficié de la sérénité d’esprit procurée par la
contemplation des couchers de soleil depuis le jardin de I'institut Tata de Bombay en novembre
2002 ; je voudrais en profiter pour remercier ces deux institutions, L. Berger et R. Sujatha de
leur hospitalité, ainsi que le programme d’échanges franco-indien CEFIPRA qui a rendu possible
le séjour a l'institut Tata.

1. Rappels et compléments sur les Espaces Vectoriels de Dimension finie

L’objet de ce §, outre de rappeler certains faits de base concernant la théorie des Espaces
Vectoriels de Dimension finie développée dans [9], est d’étendre, ce qui se fait sans douleur,
ladite théorie aux E-Espaces Vectoriels, si E est une extension finie de Q.

1.1. Espaces Vectoriels de Dimension finie. — Pour nous, une C-algébre de Banach A est
une C-algébre unitaire compléte pour une norme || ||, vérifiant les conditions

(i) [[ez||y = |c| - |||, sice C et x €A,

(i) [l + il < sup(ally , lylla) et lloylly < loly -yl si o,y € A.

Le Spectre Spec(A) de A est I’ensemble des morphismes continus s : A — C de C-algébres et
on dit que A est spectrale si ||z, = supsegpec(a) [8(#)]- (Comme il s’agit du spectre maximal, cet
espace aurait aussi pu étre noté Spm(A)...)

Une C-algébre de Banach A est dite conneze si elle ne posséde pas d’idempotent autre que 0
et 1; elle est dite p-close si tout élément = € A vérifiant ||z — 1]|, < 1 a une racine p-iéme dans
A et elle est dite sympathique si elle est spectrale, connexe et p-close. Toute algébre de Banach
spectrale et connexe posséde une cléture sympathique A obtenue en rajoutant suffisamment de
racines p-iémes et en complétant [9, n® 5.5].

Un Espace Vectoriel W est un foncteur (covariant) de la catégorie des algébres sympathiques
dans celle des Qp-espaces vectoriels vérifiant la condition : pour toute algébre sympathique A,
I'application naturelle de W(A) dans le Q,-espace vectoriel des applications Spec(A) — W(C)
est injective. Ce procédé s’étend a d’autres catégories comme, par exemple, celle des anneaux |9,
§ 7]. Les exemples les plus simples de tels objets sont :

e les Qp-espaces vectoriels de dimension finie : si U est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie, on peut voir U comme un Espace Vectoriel en posant U(A) = U, pour toute l'algébre
sympathique A, et en prenant I'identité pour tous les morphismes de transition ;

e si d € N, 'Espace Vectoriel V¢ défini par V¥(A) = A%, pour toute 1'algébre sympathique A,
et le morphisme évident A{ — A4, si s: A; — Ay est un morphisme d’algébres sympathiques.
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Un Espace Vectoriel W est dit de Dimension finie s’il admet une présentation de la forme

00—V

N

0 U Y yd 0

N\

W ——=0

ou U et V sont les Espaces Vectoriels associés a des Qp-espaces vectoriels de dimension finie et
les suites

0 U Y yd 0
0 1% Y A 0

sont des suites exactes d’Espaces Vectoriels. (On rappelle que, par définition, c’est le cas si
et seulement si, pour toute algébre sympathique, la suite exacte correspondante est exacte.)
A un tel Espace Vectoriel, on peut associer sa dimension principale dimp,(W) = d € N,
sa dimension résiduelle dimyes(W) = dimq, U — dimq, V' € Z et sa Dimension Dim(W) =
(dimpy (W), dimyes(W)) € N x Z. Un des principaux résultats [9, §7| de la théorie est le suivant :

Proposition 1.1. — (i) St W est un Espace Vectoriel de Dimension finie, sa Dimension ne
dépend pas de la présentation choisie.

(i1) Si f : Wy — Wy est un morphisme d’Espaces Vectoriels, et si Wy et Wo sont de Dimension
finie, alors Ker f et Im f sont des Espaces Vectoriels de Dimension finie et on a Dim(Ker f) +
Dim(Im f) = Dim(Wy).

Remarque 1.2. — On peut reformuler cette proposition sous la forme : la catégorie des Espaces
Vectoriels de Dimension finie est une catégorie additive munie de fonctions additives dimyp;, dimyeg
et Dim caractérisées par les formules

(a) dimp,(Qp) = 0, dimyes(Qp) =1 et Dim(Q,) = (0,1);

(b) dimp, (V) = 1, dimyes(V!) = 0 et Dim(V!) = (1,0).

Plus généralement, si I est une extension finie de Q,, contenue dans C, on définit un E-Espace
Vectoriel comme un foncteur de la catégorie des algébres sympathiques dans celle des F-espaces
vectoriels. Comme E est contenu dans C, I'Espace Vectoriel V¢ est un E-espace vectoriel. On
dispose d’un morphisme naturel (oubli de la E-structure) de la catégorie des E-Espaces Vectoriels
dans celle des Espaces Vectoriels et on dit qu’un E-Espace Vectoriel est de Dimension finie s’il I'est
en tant qu’'Espace Vectoriel. La proposition 1.1 admet comme conséquence immédiate 1’énoncé
suivant :

Proposition 1.3. — la catégorie des E-FEspaces Vectoriels de Dimension finie est une catégorie
additive munie de fonctions additives dimp, g, dimyes p et Dimg caractérisées par la formules
(a) dimp, g(E) =0, dinyes g(F) = 1 et Dimg(E) = (0,1);
(b) dimpy, £(VY) = 1, dimyes 5(V) = 0 et Dimg(V?!) = (1,0).

Remarque 1.4. — (i) Si W est un E-Espace Vectoriel de Dimension Dimg(W) = (a,b), alors
DimW = (a, [+ Q] 1)
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(ii) Si W est un Espace Vectoriel, alors £ ®q, W est naturellement muni d'une structure de
E-Espace Vectoriel et, Dimg(E ®q, W) = ([E : Qp] - a,b), si DIimW = (a, b).

1.2. Le corps des éléments additifs. — Soit C{X} la C-algébre des séries f = >0 a,, X™,
ol a, € C tend vers 0 quand n tend vers +oo. Si on munit C{X} de la norme de Gauss
|fllc = sup,en |an|, alors C{X} devient une C-algebre de Banach, spectrale, connexe, dont

le spectre s’identifie naturellement & 0¢. Si C{X} est la cloture sympathique de C{X}, alors

la cloture intégrale C{X}(>) de C{X} dans C{X} est dense dans C{X} par construction |9,
n°5.5] et est une extension étale galoisienne de C{X} dont on note H¢ le groupe de Galois.
Le groupe H¢ est, par construction, un pro-p-groupe abélien (i.e. un Z,-module compact) ; son

action sur C{X}(>) s’étend, 1d, par continuité, a C{X?}. D’autre part, on note T¢ I'ensemble des

morphismes continus 7 C{X} — C{X} de C-algebres, tels que 7(X) — X € C. On a alors
7(X) — X € O¢, ce qui nous fournit une suite exacte

1 He To Oc 1

de groupes topologiques, I’application de T¢ dans O¢ étant donnée par 7 +— z(7) = 7(X) — X.

On choisit une fois pour toutes sg € Spec(C{X}) vérifiant so(X) = 0 [i.e. sp est au-dessus
de 0 € Oc = Spec(C{X})]. Alors T — sg o 7 est une bijection de T¢ sur Spec(C/'{\X/}). Si
fe C/‘:{\)?}, on note f(7) [resp. f(0)] élément soo7(f) [resp. so(f)] de C. On dit que f € C/':{\)?}
est additif silon a f(o7) = f(0) + f(7) quels que soient 0,7 € T, et on dit que f, additif, est
de rang r (resp. de rang fini) si U}) = f(H¢) est un Zy-module de rang r (resp. de rang fini).

—_~—

On note ¥ C C{X} l'ensemble des éléments additifs de rang fini. On dispose d’une injection
naturelle ¢ — ¢X de C' dans %.

Si W est un Espace Vectoriel, on dit que £ € W(C{X}) est additif de rang r si l’'on a :
(a) £(oT) = L(0) + £(T) quels que soient o, 7 € T¢;
(b) £(H¢) est un Zy-module de rang r.
SiW=V! on Le\t_o/mbe sur la notion précédente. Si W est un Espace Vectoriel de Dimension
finie, et si £ € W(C{X}) est un élément additif de rang fini, on note Ly le sous Q,-espace vectoriel
de W(C') engendré par ¢(T¢) et Ly le sous-Espace Vectoriel de W engendré par Ly. L’Espace

Vectoriel Ly est appelé le sous-Espace Vectoriel de W engendré par £.

Si f € ¢, on appelle Graphe de f le sous-Espace Vectoriel Lx ; de V? engendré par I’élément
additif (X, f) de V2(CT{\X/}). Le Qp-espace vectoriel Ly f = Lx ¢(C) est le Qp-espace vectoriel
engendré par le graphe I'y de f, ot

Ty ={(scor(X),scor(f)) | 7 €Tc}={(a(r). f(7)), 7 € Tc}.
On dispose de deux projection pry et pry de Ly ¢ sur Vi envoyant (x(7), f(7)) sur z(7) et f(7)
respectivement. Si g € €, il existe dans Ly, f(C/’{\)?}) un unique g additif vérifiant pr;(g) = g et

on définit le composé f - g de f et g par la formule naturelle f - g = pry(g). On a alors le résultat
suivant |9, §6] :

Proposition 1.5. — Muni des lois + et -, l'ensemble € est un corps non commutatif, de
centre Qp, dont C' est un sous-corps commutatif mazimal.
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—_—

Il existe une (unique) famille (X4 )aec d’éléments de C{ X} vérifiant les propriétés suivantes :

(i) XaJrg = Xan, sia,BeC;

(ii) Xo =X e C{X},siaca={z € C | vy(z) > ]ﬁ};

(iii) Xo(0) =1,si a € C.

De plus, si a € C, il existe xo(7) € C* tel que l'on ait 7(X,) = xa(7)Xa. L’application
T — Xa(7) est un morphisme de groupes de T¢ dans C* et la restriction de x, & Heo est a
valeurs dans pr,. Sl a € a et si 7 € Hg, il existe un unique élément o(T) de Zy tel que I'on
ait X,-nq(7) = (eM)¥a(") quel que soit n € N. L’application 7 +— 1)4(7) est un morphisme de
groupes de He dans Z,,.

Si f € €, larestriction de f & Ho est un morphisme de groupes continu et, si A1, ..., A, est une
base de UJQ = f(He¢) sur Z,, il existe o, . .., a; € a uniquement déterminés tels que la restriction
de f a He soit égale & Y7 Aj - t)q,. L'image de Y7 \j ® a; dans C ®z, a = C®q,C ne dépend
d’aucun des choix que I'on a faits, ce qui nous fournit une application naturelle § : ¢ — C®q, C.

Remarque 1.6. — Il est assez malaisé de réconcilier la structure de corps de € avec la suite
exacte de la proposition 1.7 ci-dessous, mais un calcul immédiat montre que, si f € € vérifie

6(f) =21 ® B € C®q,C, et sice C, alors

T

S(e-f)=> coi®Bi et 3(f-c)= Y o®ch
=1

=1

C’est & partir de cette expression que ’on montre que C' est un sous-corps commutatif maximal.

L’application a ® 3 +— « induit par linéarité une application Tr : C®q,C — C. On a alors
|9, §10] le résultat suivant.

Proposition 1.7. — Les applications § et Tr définies ci-dessus donnent naissance a la suite
exacte de C-espaces vectoriels (« a droite » et « & gauche »)

19
0 C & C2q,C —2= C —=0
Remarque 1.8. — Le rang de f se lit sur §(f) comme le montre la construction de l’applica-
tion § : si 0(f) = > iy ® B, ou fu,..., 0, forment une famille libre sur Q,, et aucun des «;

n’est nul, alors rg(f) = r. En particulier,
(a) f est de rang O si et seulement si f € C';
(b) f ne peut pas étre de rang 1.

1.3. Le commutant de F dans . — Soit g C € le commutant de F ; c¢’est un sous-corps
de % qui joue, pour les E-Espaces Vectoriels de Dimension finie, le role que joue % pour les
Espaces Vectoriels de Dimension finie. Nous allons avoir besoin d’analyser sa structure d’un peu
plus prés.

Lemme 1.9. — Si f € €, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f € Cr;
(ii) 0(f - c) =0(c- f) quel que soit c € E.
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Démonstration. — L’implication (i)=-(ii) est une évidence; montrons la réciproque. Si ¢ € E,
soit u(c) = c¢- f — f - c. Par hypothése, on a d(u(c)) = 0 et donc u(c) € C. D’autre part, on a

uled)=cd-f—f-ed=cd-f—c-f-d+c-f-d—f-ed=c-u(d)+u(c)-d,

et comme ¢, d, u(c) et u(d) sont des éléments de C' et donc commutent deux a deux, l'application
¢ — u(c) est une Q,-dérivation sur E; elle est donc identiquement nulle, ce qui permet de
conclure.

Lemme 1.10. — Si f € €, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f€CE;
(ii) le Graphe Lx ¢ de f est un sous-E-Espace Vectoriel de V2.

Démonstration. — (i)=(ii) : si f € € et g € €, alors Lx s contient I’élément (g, f - g) de
¢? C V2(C{X}). En particulier, si f € €g, sic € Eetsig=cX, alors Lx s contient (cX, f-c) =
(cX,cf) = (X, f). Comme (X, f) engendre Lx ¢, on en déduit I'inclusion cLx s C Lx,  qui
prouve que Ly y C V2 est stable par multiplication par un élément de E.

(ii)=(i) : si ¢ € E, on a pry(c(X, f)) = pri(cX,cf) = c¢X et, comme (cX,cf) est additif, on
déduit de la formule définissant la multiplication dans € (cf. prop. 1.5), que ¢f = pry(cX, cf) =
f - ¢, ce qui permet de conclure.

Remarque 1.11. — Le lemme précédent montre que, si f € €, alors Uy = Q, ®z, f(He)
est un F-espace vectoriel. On définit le E-rang rgp(f) de f comme la dimension de ce E-espace
vectoriel.

Soit eq,...,eq une base de E sur Q, et soit e, ..., e} la base de E duale de ey, ..., eq pour la
forme bilinéaire (z,y) — Trg/q, (zy). L’élément Zle ef ®e; de E®q, £ C C®q,C correspond
a lidentité de Endq,(F) = E* ®q, E, si on utilise I'isomorphisme E* = E induit par la forme
bilinéaire (z,y) — Trg/q,(zy). En particulier, cet élément ne dépend pas de la base e1, ..., eq4;
nous le noterons ep. Par ailleurs, si ¢ € E, on a Trg/q, (cz-y) = Trg/q, (2 cy), ce qui se traduit
par le fait que ey commute a F (i.e. Z?:l cer ®e; = 25:1 ef ®@e;csic € E). Ceci nous permet
de définir une application C-linéaire 1g : C ®g C — C®q,C par la formule

d
tp(z®y) :x‘eE-y:Zm6f®eiy.
i=1

Cett application est injective comme on le voit en I’écrivant dans une base de C sur E.

Proposition 1.12. — Siz € C®q,C, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) = commute a FE ;
(ii) = est dans l'image de (.

Démonstration. — (ii)=-(i) est une conséquence du fait que ey commute & E. Pour la réciproque,
choisissons une base (;) es de C sur E, ce qui fait de (e;3;)1<i<d,jes une base de C' sur Q,. On
peut alors écrire x de maniére unique sous la forme Zi, j x;je; @ eifj, ol z;; est un élément de
C nul pour presque tout couple (i, j), et il s’agit de prouver que x; ; ne dépend pas de i.
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On a ce; = ZZZI Trg/q,(ceier)ex et donc

d d
oe=33" (3 Trpjg, (ceicf)efais) @ exty

jed k=1 =1
Par ailleurs,
d
c-T = Z ZCCCk,j@z ® exf;,
jed k=1

ce qui fait que x commute a E' si et seulement si cejxy ; = Zle Tre/q, (ceieZ)ez’-‘xi,j quels que
soient 1 < k < d et ¢ € E. On peut en particulier appliquer cette identité & ¢ = (eZ)*lez‘ et
obtenir ejxy ; = ejxy;, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.18. — Il existe une unique application 0p : €5 — C Qg C rendant commutatif le
diagramme

G C oy C

|,

¢ 2> C2q,C

Démonstration. — La proposition 1.12 montre que 'image de € par  est incluse dans 'image
de C ®g C par tg; U'injectivité de tp permet de conclure.

Théoréme 1.14. — Le diagramme
é T
0—>C—>Cp —>C&pC—>C—>0
|,
0 C ¢ "> C9q,C > —>0

est commutatif et les lignes horizontales sont exactes.

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, la seule chose & vérifier est que l'on a
Trowvg = Tr, ce qui suit du lemme 1.15 ci-dessous. Maintenant, la ligne du bas est exacte d’aprés
la proposition 1.7; 'exactitude de celle du haut s’en déduit par une chasse au diagramme sans
difficulté, la surjectivité de Tr étant évidente.

Lemme 1.15. — Soient K un corps, P € K[X] un polynéme séparable de degré d et L =

K[X]/P. Alors, si ei,...,eq est une base de L sur K et si ef,... e} est la base de L sur K
duale de ey, ... eq pour la forme bilinéaire (v,y) — Trp/k(zy), on a
d
Z eiej =1
i=1
Démonstration. — Comme on 'a déja vu, lalgébre L étant étale sur K, I’élément Zle er®e;
de L ®k L ne dépend pas du choix de la base eq,...,eq; il en est donc a fortiori de méme de

Z?Zl e;e;. Par ailleurs, cette quantité ne change pas si on remplace K par une extension, ce qui
permet de supposer que K contient toutes les racines de P et donc que L = K% On peut alors
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prendre pour e; l'idempotent de K¢ projetant sur le i-iéme facteur, auquel cas on a er =e; et

d x _ d _ :
Yoy eief => o e =1, ce qui permet de conclure.

Remarque 1.16. — Si f € € et si dp(f) = >y a; ® B;, ou fi,..., 3 forment une famille

libre sur E et aucun des «; n’est nul, alors rgg(f) = r. En particulier,
(a) rgg(f) = 0 si et seulement si f € C';

(b) rgp(f) # 1 quel que soit f € €.

2. Sous-Espaces Vectoriels des Anneaux de Fontaine

Dans ce §, nous rappelons un certain nombre de résultats du §9 de [9] comme la définition
des Espaces Vectoriels B, et Bj 4, et les complétons sur certains points. En particulier, les
propositions 2.4 et 2.18, qui fournissent des conditions numériques sur les sous-Espaces Vectoriels
de V¢ et (BZ{R)d> joueront un role crucial dans la démonstration du théoréeme « de Dieudonné-
Manin ».

2.1. Sous-Espaces Vectoriels de V?. — Dans tout ce qui suit, A désigne une algébre sym-
pathique « générique ». On définit ’Anneau A comme le foncteur en anneaux sur les algébres
sympathiques associant & A sa boule unité. On note B I’Anneau A[%] ; on a donc B(A) = A. On
peut aussi voir B comme 1'Espace Vectoriel V! en oubliant la structure d’anneau.

On dispose d’un foncteur naturel de la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie
dans celle des E-Espaces Vectoriels de Dimension finie, & savoir le foncteur W — B ®¢c W. Ce
foncteur est exact (évident) et, si W est de dimension d sur C, alors Dimg(B ®c W) = (d,0).

La plupart des résultat de ce n° sont des conséquences de I’énoncé suivant, qui découle de |9,
prop. 7.13] appliqué & l'injection de W dans V1.

Proposition 2.1. — Si'W est un sous-Espace Vectoriel de V! de Dimension finie, et si W # V1,
alors W est un Qp-espace vectoriel de dimension finie.

Lemme 2.2. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢ vérifiant dimp, (W) = r, alors
il existe une partie I a r éléments de {1,...,d} telle que la projection w; de W sur VI donne
naissance a la suite exacte

0 A W \%4 0,

ot A est un E-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant évident.
Soit m; : V¢ — B lapplication « i-iéme coordonnée ». Si r > 1, il existe i € {1,...,d} tel
que dimp; g(m;(W)) > 1, ce qui signifie que m; est surjective (cf. prop. 2.1). L’Espace Vectoriel
W = W N ker6; est un sous-E-Espace Vectoriel de VL@ ={i} verifiant dimp, (W) =7 —1;
on peut donc lui appliquer ’hypothése de récurrence : il existe J C {1,...,d} — {i} de cardinal
r — 1 telle que 7y donne naissance & la suite exacte

0 A w’ \'2 0,

o A est un E-espace vectoriel de dimension finie. Il suffit alors de prendre I = J U {i} pour
obtenir le résultat souhaité.
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Lemme 2.3. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢ de Dimension (1,0), et si e est un
élément non nul de de W(C'), alors W =B - e.

Démonstration. — Soit 6 : W @ B — V¢ I'application (x,b) — x — be. Soit Y le noyau de 6.
L’image de § est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢ contenant W. On en déduit que dimy, (Y) <
dimp, z(B) = 1. Par ailleurs, comme Y est inclus dans V4! et Im¢§ dans V¢, il résulte du
lemme 2.2, que dimyes 5(Y) > 0 et dimyes, z(Imd) > 0, et comme

dimyes £(Y) + dimyes, £ (Im 6) = dimyes, 5 (W) + dimyes 5(B) = 0,

on en déduit que dimyes g(Y) = 0. Enfin, comme Y est non trivial puisqu'’il contient (e, 1),
on en déduit, en utilisant la prop. 2.1, que Dimg(Y) = (1,0). Considérons alors les projections
naturelles de Y sur W et B. Leurs noyaux respectifs sont de dimensions résiduelles > 0 et, comme
dimyes £(Y) = 0, les mémes arguments que ci-dessus permettent de montrer que ces projections
sont des isomorphismes. On en déduit le résultat.

Proposition 2.4. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢ vérifiant dimp, g(W) >
dimyes (W), alors W contient un sous-Espace isomorphe a A%

Démonstration. — Soient r = dimp, (W) et s = dimyes p(W). D’aprés le lemme 2.2, quitte a
renumeéroter les coordonnées de V¢, on peut supposer que la projection de W sur V" = V" x
{0}4=7, parallélement & V4= = {0}" x V9", est surjective; le noyau A de cette projection est
alors un sous-FE-espace Vectoriel de dimension de s de V4.

Si 1 <i<r, notons {; € W(C’{X}) le relevement additif de (0,...,X,...,0) e V'(C{X}), ]

X étant en i-iéme position, et soit ¢; € VI~ T(C{X }) 'image de ; par la projection de V¥ sur
V=" parallélement & V™. On a 0g(¢;) € A®p C, ce qui permet, ayant choisi une base oy, ..., as
de A sur E, d’écrire 05 (¢;) sous la forme dp(4;) = Y 75_) o ® a5

Comme s < 7, il existe fq,.. .,ﬁT € C non tous nuls, tels que l'on ait > 1awﬂz = 0 si
2 < j < s. Soient alors £ € W(C{X}) le relevement additif de (41X, ...,5,X) € V’"(C{X}),

¢ I'image de ¢ dans V9~ 7"(C’{X}). Onal=>7_ 43 etdonc

— i(SE(fi) B = iaj X (iamﬂi) =1 ® (i%,lﬁi)-
i=1 j=1 i=1 i—1

En particulier, le E-rang de ¢ est < 1 et donc est nul (cf. (b) de la rem. 1.16), ce qui se traduit par
le fait que la projection de Ly C W sur B-(f31, . . ., ;) est injective et donc que Dimg(IL;) = (1,0).
Ceci permet de conclure.

Proposition 2.5. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢, alors il existe r < d et un
sous-E-Espace Vectoriel Y de W ne contenant pas de sous-Espace de Dimension (1,0) tel que
Uon ait W=Y V",

Démonstration. — Si W contient un sous-Espace de Dimension (1,0), alors il existe e € W(C)
tel que W contienne B - e d’aprés le lemme 2.3. Comme le foncteur V +— B ®¢ V est exact, si
X est un supplémentaire de C' - e dans C% et X = B ®¢ X, alors X = V41 et Papplication
(b, x) +— be + z est un isomorphisme de B-e® (XNW) sur W. Une récurrence immédiate permet
d’en déduire la proposition.
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2.2. Les Anneaux de Fontaine. — Nous allons rappeler trés rapidement la construction
des anneaux de Fontaine vus comme Anneaux, c’est-a-dire comme foncteurs de la catégorie des
algébres sympathiques dans celle des anneaux ; le lecteur est invité a se reporter a [17] ou [9, §9]
pour les détails.

Soit a € O¢ avec vp(a) = %. On définit ’Anneau R comme le foncteur
A= R(A) = {(zn)neN, ©n € A(A)/aA(A) et 2P | =z, sin € N}.

En particulier, R(A) D R(C) contient I’élément € formé a partir du systéme compatible de racines

de 'unité que l'on s’est fixé. Si x = (zp)nen € R(A) et si 2, € A(A) a pour image z, modulo a,
k

alors la suite a?fl 4, converge, quand k tend vers 400, vers un élément (™ de A(A) qui ne dépend

que de x. Ceci permet de mettre R(A) en bijection avec 'ensemble des suites z = (z(™),en,
avec (™ € A(A) et (2P = (™) sin e N.

L’anneau R est un Anneau parfait de caractéristique p et on définit I’Anneau A,y comme le
foncteur A — W(R(A)) associant & A Panneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R(A). Si
x € R(A), on note [z] € Ajyr(A) son représentant de Teichmiiller, et tout élément de Ajn¢(A) peut
s’écrire de maniére unique sous la forme Z;ﬁg pFlag], oit (zx)ren est une suite d’éléments de
R(A). Le Frobenius ¢ « élévation a la puissance p » sur R se reléve en un morphisme d’Anneaux
@ : Ajps — Ajpr ; ce morphisme est bijectif.

On définit 0 : Ay — A par la formule 0(3°720 pFlzi]) = 375 pkx,io) ; ¢’est un morphisme
d’Anneaux qui est surjectif et dont le noyau est I'idéal principal engendré par w = 1 + [51/ Pl +

- [/t

On note Bi ¢ I’Anneau Ainf[%] et on étend, par Qy-linéarité, ¢ en un isomorphisme d’Anneaux
de Bi,t et 8 en un morphisme de d’Anneaux de Bj,; sur B.

Si m € N, on note B,,, I’Anneau Bj,¢/w™Bins; on a donc By = B. On définit 1’Anneau IB%:{R
comme la limite projective des B,,,. Par construction, 6 s’étend en un morphisme d’Anneaux de
IB%IR sur By =B, et on a B, = ]BBIR/wmIB%ji’R quel que soit m € N. On note vy la valuation sur
B définie par vy (z) = m, siz € "Bl —w™ ' BL;.

On définit ’Anneau A,.x comme le séparé complété de Ainf[%] pour la topologie p-adique et
I_;ax = Amax[%]. L’identité de A;,r se prolonge en une injection continue de

+ +
max max

I’Anneau B}, par B

Anax et, par Qp-linéarité, de B dans IBB(';R, qui permet de voir B comme un sous-Anneau

+ .
de By, ce que nous ferons.
Le morphisme de Frobenius ¢ : Aj, — Ay se prolonge en un morphisme continu de A,y dans

Apax et, par Q,-linéarité, en un morphisme de B, dans B, ; ce morphisme est injectif mais

pas surjectif et on définit I’Anneau @:g comme Dintersection des ¢"(B .. ), pour n € N; ceci

max

fait de E;ﬁg un Anneau sur lequel ¢ est bijectif. Par ailleurs, comme IEI C Bt .., on considérera

g max?
+

IBSIg comme un sous-Anneau de B;, sans plus de commentaire.

Les anneaux E* = R(C), AT = Ajs(C), BY = Biys(C), By, = B,,(0), Bl = B (O),
B, =Bl . (C) et B;Eg = IB%ji'g(C) sont étudiés plus en détail au § 5.
2.3. Sous-Espace Vectoriels de B,,.— On peut aussi voir B,, comme un Espace Vectoriel
en oubliant la structure d’anneau. On montre [9, cor. 9.23| que cet Espace est de Dimension
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(m,0) et on dispose de la suite exacte

0
0 —— wBm—1 B B 0,

qui montre que B,, admet une filtration par les W; = w'B,,,_;, vérifiant Wog = B,,, W,,, = 0 et
Wi /W1 2Visio<i<m— 1.

Lemme 2.6. — Si'W est un Espace Vectoriel admettant une filtration décroissante par des sous-
Espaces Vectoriels W;, 0 <i<n—1, avee Wo =W et W;/W; 11 2V si0<i<n—1 (W est
donc de Dimension (n,0)) et si X est un sous-Espace Vectoriel de W, alors dimyes X > 0.

Démonstration. — Le résultat se démontre par récurrence sur n : il résulte de la prop. 2.1 que les
seuls sous-Espaces Vectoriels de Dimension finie de V! sont V! et les sous-Q,-espaces vectoriels
de dimension finie de V!(C); tous ces espaces ont une dimension résiduelle > 0. Pour passer de
n —1 an, soit X; = W; N X. On dispose du diagramme commutatif

0 Xy X X/Xy 0
0 Wy W \z 0

dans lequel les lignes horizontales sont exactes et les fléches verticales sont injectives. La di-
mension résiduelle de X est donc la somme de celle de X; (qui est > 0 grace a 'hypotheése de
récurrence) et de celle de X/X; (qui est aussi positive puisque X/X; s’identifie & un sous-Espace
Vectoriel de V1). Ceci permet de conclure.

Corollaire 2.7. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de B,,, alors
dimyes (W) > 0.

2.4. Sous-Espaces Vectoriels de I@;Eg. — Si h est un entier > 1, on note Ej, I'extension non
ramifiée de Q,, de degré h; on a donc Ey = Q,. Soit ¢, € B, «la» période d'une forme
différentielle invariante d’un groupe de Lubin-Tate associé & I'uniformisante p de I’extension Ep,.
En particulier, ¢; est, a multiplication prés par un élément de Qy, le 2im p-adique ¢ de Fontaine,
w™ 't est une unité de Bz, et ¢, est caractérisé (cf. [12, lemme 6.4.] ou [9, prop. 9.10, lemmes 9.17
et 9.18]), & multiplication prés par un élément de E, par les propriétés :

(i) @ (tn) = ptn et (i) var(tn) = 1;
et, de plus, t;, vérifie les propriétés

(i) vrr (@7 (th)) = 0si 1 < j < h—Let 7 020 @I (1) € Q3

(iv) tp, est un générateur de I'idéal Jgaoz]h = {z € B, ¢""(x) € tBI; pour tout n € N} de
B

max-*
La propriété (iv), qui est la plus délicate, est le point crucial pour démontrer I'exactitude des

« suites exactes fondamentales » (cf. [9, n°®9.7]) que nous utiliserons sous la forme de la propo-
sition 2.10.

Lemme 2.8. — Sixz € B vérifie cp"h(x) € ﬂBgR quel que soit n € Z, alors x est divisible par

rig
=+
ty, dans ]B%rig.
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Démonstration. — D’aprés la propriété (iv) de ¢, si n € N, on peut écrire =" (z) sous la forme

thin, avec y, € BL . On a alors thyo = = = " (thyn) = ptre™ (yn), ce qui prouve que Yo

appartient a cp"h(IBIflaX) quel que soit n € N; on en déduit 'appartenance de gy a B;Eg, ce qui
permet de conclure.
Corollaire 2.9. — Soit n — a,, une fonction de Z dans N, périodique de période h. Alors les
conditions sutvantes sont équivalentes pour un élément x de B;ﬁg :

. L h—1 ) ~

(i) = est divisible par [[;= ¢~ *(tn)* dans B;ﬁg;

(ii) ¢"(x) € t" By quel que soit n € Z.
Démonstration. — L’implication (i)=-(ii) suit des propriétés (i) et (ii) de ¢, et l'implication

(ii)=(i) se démontre par récurrence sur ag + - - - + ap—1 en utilisant le lemme précédent.

Sia € N, on note Uy, , le Ej-Espace Vectoriel (Br‘flax)‘ph:pa = (Egg)“’h:pa. C’est un Ej,-Espace
Vectoriel de Dimension Dimg, (Up, ) = (a, 1) (cf. [9, cor. 9.21]).

Proposition 2.10. — Si a < b sont des entiers, alors linjection de B, dans B(J{R induit la
suite eracte

00—t Upp—q Uhp B, 0.

Corollaire 2.11. — Sib,ag,...,ar € N et sia=ag+ -+ ap, alors z — (x,p(x),...,¢"(z))
induit la suite exacte

00— (ITi—o ¢ “(ta)*)Upp — Un,ayp —> ®j_1Bo, — 0.
Démonstration. — Récurrence sur r utilisant la proposition précédente.

Corollaire 2.12. — Si b,ag,...,an_1 € N, sia=ag+ -+ ap_1, et si x est un élément de
(H;:() wii(th)*ai)TUh’a% tel que ¢"(x) € IB%:{R, pour tout n € N, alors x € Upy,.

Démonstration. — Soit y = (H;":O cp_i(th)‘“)x. La propriété (iii) de t, montre que l'image de
©'(y) dans B, est nulle, ce qui permet d’utiliser le corollaire précédent pour conclure.

2.5. Sous-Espaces Vectoriels de (B;)?

Lemme 2.13. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de IBIR, alors W N
tkIB%ji'R =0 st k est assez grand.

Démonstration. — Soit Wy, = W N t*Bl;. Comme N/25t"Bj; = 0, on a NI23W,(C) = 0. Si
DimWj, = (ag, by), la suite de terme général ay, est décroissante, et donc stationnaire pour k > k.
Si ag, # 0, alors Wy, (C) est de dimension non dénombrable sur Q,,. Par ailleurs, si k > ko, alors
W (C) est de codimension finie (sur Q) dans Wy, (C) et donc N>k, Wi (C) est de codimension
dénombrable (sur Q,) dans Wy, (C). Comme N2 W(C) = 0, cela conduit & une contradiction
et donc ar = 0 si k > ko. La suite (Wy)g>k, est donc une suite décroissante de Qp-espaces
vectoriels de dimension finie et, comme ﬂ,i':o?]Wk(C’) =0, on a Wy = 0 si k est assez grand, ce
qu’il fallait démontrer.

Proposition 2.14. — IBB(J{R ne contient pas de sous-Espace Vectoriel isomorphe a V'.
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Démonstration. — Supposons le contraire. Soit W C IB%IR isomorphe a V!. Quitte & rempacer W
par t~*W, on peut supposer que W n’est pas inclus dans le noyau de 6 : IB%(J{R — B;.

Soit W = WNtB; et W = §(W). Comme WNt*Bl, = 0si k > 0, lapplication naturelle de
W dans By, est injective si k > 0 et W’ s’identifie & un sous-Espace Vectoriel de tBy_1 C By ; en
particulier, dimyes(W’) > 0 (cf. lemme 2.6). Comme par ailleurs, W” est un sous-Espace Vectoriel
de By, on a aussi dimes(W”) > 0. Comme par hypothése,

0 = dimyes(W) = dimyes(W) + dimyes(W"),
cela implique dimges(W”) = 0, et comme W” est un sous-Espace Vectoriel non nul de B; & V1,

on a W =B et 6 est un isomorphisme de W sur B;. Soit lyw € W(C/'T{\X/}) I'image inverse de X
par 6 ; c’est un élément additif de rang 0 puisque 6 est un isomorphisme.

Maintenant, U = Uj ; est une extension non triviale de B; = V! par Q, dans la catégorie des
Espaces Vectoriels de Dimension finie (c’est méme 'extension universelle [9, n°® 10.4]); soit fy

I'élément additif de U(C{X}) vérifiant 6(y) = X. Comme U est une extension non triviale de
B; par Qp, cela implique que £y est de rang 1. On en déduit le fait que f = 0(t~L(byw — L)) est
un élément de € de rang 1 (en effet, fyw(He) = 0 puisque fy est de rang 0, et donc f(H¢) =
t~Yy(He) est un sous-Z,-réseau de Q,), ce qui contredit le (b) de la remarque 1.8 et permet de
conclure.

Remarque 2.15. — Cet énoncé est I’analogue analytique du fait que BIR ne contient pas de
sous-anneau isomorphe & C' stable par Galois.

Proposition 2.16. — SiW C IB%(J{R est un sous-E-FEspace Vectoriel non nul de Dimension finie,
alors dimyes (W) > 1.

Démonstration. — Soit W, = W N thj{R et soit kg le plus grand entier k tel que Wy # 0
(cf. lemme 2.13). Alors Wy, s’injecte dans tf0BT /tFHIBT = V1 et comme Wy, est un sous-
Espace Vectoriel de IB%:{R, cette injection ne peut étre un isomorphisme (lemme 2.14). On a
donc dimyp,, p(Wg,) = 0 et dimyes, 5(Wy,) > 0. Par ailleurs, W/W;, s’injecte dans By, et donc
dimyes 5(W/Wy,) > 0. On en déduit I'inégalité

dimres,E(W) = dimres,E(szo) + dimres,E(W/szo) >0,
qui permet de conclure.
Soit W un sous-Espace Vectoriel de (B;)? Soit Bl; - W le sous-B;-module de (BJ;)?
engendré par W = W(C') et soit IBS(J{R -W I’Espace Vectoriel engendré par B(J{R -W : par définition,
si A est une algébre sympathique,

Biz - W)(A) = {z € (Bl (M), s(x) € Bl - W pour tout s € Spec(A)}.

Lemme 2.17. — SiW est un sous-Espace Vectoriel de (IB%IR)d, alors IB%XR-W est un BIR-module
: < + W= mt +
libre de rang < d, et on a By - W = B ®BSLR B - W.

Démonstration. — BIR étant un anneau de valuation discréte d’uniformisante ¢, on peut trouver
une base e, ..., eq de (IB%IR)d sur IB%:{R, un entier r < d et des entiers a; < as < -+ < a, tels que
teq,...,t%e, forment une base de BIR - W sur B(J{R. Soit alors A une algébre sympathique et
z € (BIz(A))%. On peut écrire z de maniére unique sous la forme z = Zgzl z;e;, avec x; € BIL (A)
si 1 < i < d. Maintenant, z € (BJ - W)(A) si et seulement si, quel que soit s € Spec(A), I'image
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de s(z;) est nulle dans By pour k < a; (resp. k € N) sii < r (resp. ¢ > r+1). Comme By, est un
Espace Vectoriel, cela signifie que I'image de x; est nulle dans B (A) pour k < a; (resp. k € N)
sii < r(resp.i>r+1), et donc que z; € t%Bly(A) (resp. z; = 0) sii < r (vesp. i > r + 1).
Ceci permet de montrer que t*'ey,...,t% e, forment une base de IB%CTR - W sur IB%IR, et permet de
conclure.

Proposition 2.18. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de (IB%XR)d, de Dimension
Dimg(W) = (a, h), alors le rang de B - W est < h.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur d, le cas d = 1 correspondant a
la proposition 2.16. Si i € N, soit W; = W N ((Blz)? x {0}97%). les W; pour 0 < i < d forment
une suite croissante de FE-Espaces Vectoriels de Dimension finie. Soit ig > 1 le plus petit ¢ tel
que W; # 0. Alors W;, (resp. W/W,,) s’identifie & un sous-E-Espace Vectoriel de Bl (resp. de
(BIz)4 ") et on a

rggr (Big - W) =18t (Big - (W/Wi)) + 1 < dimyes, 5(W/Wig) + 1
= dimres,E (W) +1- dimres,E(Wio)a

et comme dimyes 5(W;,) > 1 d’aprés la proposition 2.16, cela permet de conclure.

3. Autour du théoréme de Dieudonné-Manin

3.1. Enoncé des résultats. — Sir = % € Q,avec k > 1 et (bk) = 1, on note Dy, le
Qp-espace vectoriel ®;cz/pzQp - €; muni de l'action du Frobenius ¢ donnée par

( ) €i+1 sl 7é 07
ei) =
oA pbel sii=0.

Soit M un sous-Bj-réseau de (Bl;)?. Comme B} est de valuation discréte d’idéal maximal
engendré par tj, il existe des entiers aq, ..., aq et une base uq, ..., uq de (B(J{R)d sur BIR tels que
thlug, ... ,tzdujf soit une base de M+sur Bl;. On nitedtH(M) la quantité ch‘l:1 a;.

it M=DB M1 -B L -1é B ¢ M.

Soit dr @87, e sous-B jp-réseau de (Bj;)* engendré par

Lemme 3.1. — (BJ)?/M est un Ey-Espace Vectoriel de dimension (tg(M),0).
Démonstration. — On a (IB%;;R)d/M = @flleai - u;, ce qui permet de conclure.
Soit Mg le sous—ﬁ;'{g—Module de (@;ﬁg)d défini par
Mg = {z € (Eﬁg)d, ©"(z) € M quel que soit n € Z}.

Le résultat principal de ce § est le théoréme suivant :

Théoreme 3.2. — Le E:i'g—Module Mg est un ﬁ;’i‘g—module libre de rang d admettant une dé-
composition sous la forme @;crM;, ot M; = @Ig ®q, D,
Remarque 3.3. — Les r;, comptés avec multiplicité dimq, D), s’appellent les pentes de Myig ;

il y a donc d pentes. La décomposition ci-dessus n’a rien d’intrinséque ; par contre la filtration
(croissante) par les sous—IB%jig—Modules Mg = @, < M; est, elle, parfaitement intrinseque.
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Remarque 3.4. — Le théoréme 3.2 admet comme corollaires faciles les corollaires 3.5 et 3.7 ci-
dessous, mais ce n’est pas dans cet ordre que I’on peut établir les résultats. Une des difficultés de
la démonstration est que ’on ne sait pas a ’avance quels vont étre les dénominateurs des pentes
de Mg, ce qui nous ameéne a commencer par démontrer le corollaire 3.7 en utilisant la théorie des
Espaces Vectoriels de Dimension finie ; on en déduit le corollaire 3.5 par des arguments purement
combinatoires. Enfin, le théoréme 3.2 se déduit du corollaire 3.5 de maniére assez classique.

Sih>1etaé€lZ,soit

h__,a
Whye =M™ ={z¢ (Un.a)?, ¢"(z) € M quel que soit n € N};
c’est un sous-Ej,-Espace Vectoriel de (Uh,a)d dont on note (wp,q, w;% .) la Ep-Dimension. Comme
Upe=0sia<0,o0nawy,=w),,=0sia<O0.

Corollaire 3.5. — Il existe des rationnels r1 = %, ey Tg = Z—Z, un entier hg = 1 multiple de

hi,...,hq, et une famille e, ..., eq d’éléments de (Bf,.)¢ vérifiant pli(e;) = p%ie; tels que, si
h est un multiple de hg, alors
Wha = @gleh,a—hri €4

)

Lemme 3.6. — Sir = %, alors

(ka — hb, k) si g >,

. ™ h: N
DlmEh((]BIg ®q, Dp)* 7" ) = {0 sinon

Démonstration. — Si e est le p.g.c.d de k et h, 'application i — i + h est périodique de période

% sur Z/kZ ; on en déduit un isomorphisme

"’_,’_ h_a ~ e

(Brig ®Qp D[T‘])(’D v ([Uk—eh,@) ’
et le résultat. (L’isomorphisme en question est xie; + -+ + zpeg — (T1,...,2¢).)
Corollaire 3.7. — Il existe des entiers y;, ., Yn,q tels que l'on ait

(l) 0 < yh,a < y;;”a, et Zaez y;;,}a = d ;
(11) w;z,a = w;L,a—l + y;ua et wh,a = ’wh7a,1 + w;*b,a—l + yh,afl-

Démonstration. — Il résulte du lemme 3.6 que Dimg, Wy, , = Zrig%(a — hr;, 1) et donc que

Dimg, Wy, , — Dimg, W), 1 = Z (a — hri, 1) + Z (1,0)

s <risq <o
/ .
= E (a — hry, 1) + (wh,afho)v
el e

on en déduit le résultat en posant (yn.q, ¥ ,) = > a=1_, <a(a— hri,1).
’ 3 T
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3.2. Démonstration directe du corollaire 3.7. — On note M, , le sous—IB%:fR—Module IB%:{R‘
Wi.q de (IB%:{R)d engendré par Wy, o, et my, , son rang. On note aussi W, o et M}, , respectivement
les Qp-espaces vectoriels Wp, ,(C) et My, (C). On a Mj, 4 = BIR - Wha, et donc, en particulier,
Wh,a C Mh,w

Lemme 3.8. — SiacZ, alors Wy, , Nt M = t, Wy, ,_1.

Démonstration. — Soit x € Wy, N M. Alors t,:la: € (t,:thﬂ)d est tel que 4,0”(75,:13:) eM C
(IB%SFR)d quel que soit n € N (il faut regarder séparément les cas « h divise n » et « h ne divise
pas n » et utiliser les propriétés (ii) et (iii) de t3). D’aprés le corollaire 2.12, ceci implique que
t,:lx € (Uh,a—l)d; on en déduit le résultat.

Lemme 3.9. — Sia € Z, on dispose de la suite exacte

0—— thWh,a —_— Mh,a N Wh,a-‘,—l I Mh,a/tth,a — 0.

Démonstration. — L’exactitude & gauche est une évidence et celle au milieu résulte du lemme 3.8.
Pour montrer I'exactitude a droite, posons m = my, et choisissons une base e1, ..., e, de My,
sur ]B%IR constituée d’éléments de W, ,. Alors My, , N Wj, 411 contient Uy 1e1 @ --- @ Up 164 et
I'exactitude & droite suit de ce que 6 : Up, 1 — By est surjective.

Corollaire 3.10. — On a My, o C My, 441 pour tout a € Z, et my , = d si a est assez grand.

Démonstration. — L’exactitude a droite de la suite du lemme 3.9 alliée a I'inclusion W}, , C Mj, 4
montre que My, oM}, q41 se surjecte sur My, o /ty My, ,. L’anneau BIR étant de valuation discréte,
cela implique que My, q N M q41 contient Mp, , ou, autrement dit, que My, C Mpq41. On en
déduit, en utilisant le lemme 2.17, I'inclusion de My, , dans My, q41. D’autre part, M étant un
sous—B;fR—réseau de (B;R)d, il contient (tiBiR)d pour un certain %, ce qui fait que Wy, 5,4, contient
(tiUhﬂ)d let donc mp, pitq = d|, si a € N. Ceci permet de conclure.

Lemme 3.11. — Sia est assez grand, alors wy, , = d et wyq = da — htg(M).

Démonstration. — Si ¢ € N, soit D, = (B )%/ (M+ (t{B1z)%). Si b € N est tel que M contienne
(t:BiR)% et sic > b, alors D, = (Bl)? /M et x € M si et seulement si son image dans D, est
nulle.

Soit alors a > hb. Ecrivons a sous la forme a = ag+- - - +an_1, avec ag, . .., ap_1 = b. 11 resulte
de la discussion précédente que Wy, , est le noyau de I'application z +— (z,¢(z),...,¢" (z))
de (Uh,a)d dans EB?;&]DQZ.. D’autre part, cette application est surjective d’aprés le Corollalre 2.11
puisque D,, est un quotient de (B,,)?; on a donc

Dimg, (W}, ,) = dDimg, (Up,4) Z Dimpg, (Dg,)

et on conclut en utilisant les formules (cf. lemme 3.1 pour la seconde)
DimEh(Uh,a) = (a, 1) et DimEh(Dai) = (tH(M),O)

Lemme 3.12. — Le IB%IR—Module M/My, o est sans torsion.
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Démonstration. — On a M = IB%(J{R Qg+ M et My, = IB%(;“R ®gt+ Mpq d’apres le lemme 2.17.
dR dR

On en déduit I'égalité M/Mj, , = BIR ®p+ (M/Myg), et il suffit de montrer que M/Mj, , est

dR

sans torsion. Soient m = my, 4 et a1,...,apn une base de My , sur BIR, constituée d’éléments

de Wj, 4. Si x € M est tel que tpx € My, 4, on peut écrire ¢z, de maniére unique, sous la forme

T101+ -+ Ty AVEC T, . .., Ty € BIR. Comme 0 : Uy, 1 — C est surjectif, il existe z; € Uy, 1,

pour 1 <i<m,tel que x; — 7; € thB;fR. Siy; = t;l(a:i — ), on a

T=T100 + + Ty, = tpx — th(ylal +--- ymam)v

et comme yjoq + -+ + YmQm € Mp o C M, on voit que T € ;M. Par ailleurs 7 € (Uj q41)¢
et cp”(t}f%) € M quel que soit n € N. D’aprés le corollaire 2.12, ceci implique t,;ls? € Wha, et
donc x € t, My, 4, ce qui permet de conclure.

Corollaire 3.13. — On a My, =M sia > 0.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 3.10, rgg+ My o = d = rgp+ Msia > 0 et donc M/Mj, 4
dR dR

est un IB%(J{R-Module de torsion ; le lemme précédent montre que ce Module est nul, ce qui permet
de conclure.

Comme M /My, q et M/Mp o1 sont sans B(}LR—torsion, M}, o1 admet des supplémentaires
: / 2 . / _ m+ /
dans Mj, 4. Soient M,w un de ces supplémentaires, et Mh,a = Big ®B<Jer Mhﬂ. On a donc
Mh,a = Mh,afl D M?x,a' Soit Yh,a = M?z,a N (Whﬂ + Mh,afl)-

Lemme 3.14. — (i) Y q + My, q—1 contient Wy, 4.
(ii) L application naturelle de Yp, o dans My, ,/tyM], , est injective.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire y € Wy, 4 sous la forme y1 +y2, avec y1 € My 41 et y2 € MZ “
car alors yo = y — y1 appartient a Wy, , + M, 1, et donc aussi & Yy, ,. 7
Pour démontrer le (ii), partons de y € Wy, , Nt, M, . Il existe donc m’ € M;z,a’ m € Mp, g1 et
w € Wy, tels que T'on ait y = tm' = m+w. D’aprés7 le lemme 3.9, il existe w' € Wy, o "M, 41
et mi € tpMj 41, tels que w’ —m = tpmy, ce qui se traduit par t5(m' +my) = w + w’. On
en déduit, en utilisant le lemme 3.8, que w + v’ € thWh a—1, et comme Wy, 1 C My, 41, cela
implique y = t,m’ € My, 41, et donc y = 0 puisque My, 41 ﬂMz’a = 0. Ceci permet de conclure.

Le lemme précédent permet, entre autre, de montrer que Yy, est de Dimension finie ; on note
(yh,a, yg a) sa Fj-Dimension.

Lemme 3.15. — Sia € Z, alors
(1) mh,a - mh,afl < y;%w
(i) Yna < Ypar 58 Ypq 7 0.

Démonstration. — Yy, o + M}, 41 contient W, , et donc B;R Y q +Mp -1 est égal & Mj, 4. On
en déduit I'inégalité rgB:R(]Bj{R “Yh,a) = Mpq — My q—1. Comme par ailleurs, Yy, , C M%’a, cette
inégalité est une égalité et le (i) découle du corollaire 2.18.

Quant au (ii), il découle du (i), grace a la proposition 2.4, une fois que 'on a remarqué que Yy, 4,
étant un sous-Ej,-Espace Vectoriel de (B]j;)?, ne contient pas de V! (prop. 2.14), et (lemme 3.14)
que Y}, , s’identifie & un sous-Ej,-Espace Vectoriel de M/h,a/thM;L,a & Yh,a T Mha-1,

Corollaire 3.16. — Sia € Z, alors mp o — My a1 =Y}, , €t W), , = Mpq.
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Démonstration. — On a w;l,b = Zagb y;m > Zagb Mhaq — Mha—1 = Mpyp. Par ailleurs, pour
b> 0, onaw,, =mpp =d (cf. corollaire 3.10 et lemme 3.11). Toutes les inégalités dans la
somme sont donc des égalités, ce qui permet de conclure.

En regroupant les résultats obtenus dans le lemme 3.11 et les corollaires 3.13 et 3.16, on obtient
le résultat suivant qui termine la démonstration du corollaire 3.7.

Corollaire 3.17. — Les entiers wy, ,, Wh.q, Yp, , €t Yna VETifient les relations
. / _ .
(1) ZaEZ yh’a - d:
a1 / I .
(i) Yna < Yhar S Ypo 7 0;
O / / / /
(111) Wy o~ Wha 1= Yna et Wh,a — Wh,a—1 = Wy 41 + Yha-

3.3. Démonstration du corollaire 3.5. — Le principe de la démonstration est d’étudier ce
qui se passe quand on remplace h par un multiple.

Proposition 3.18. — Si h,k > 1 et a € Z, alors
(1) Wip ko = Exh ®E, Wha ;s
(il) Wkh,ka = kWka, Wip kg = Wh.q € Mihka = Mha-

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Soit ey, ..., e, une base de
Eyp, sur Ep. Comme ¢ ..., " sont les éléments de Gal(Ey,/E}p), la matrice de coefficients
(gojh(ei))lgi,jgk est inversible. On peut donc trouver des éléments aq, ..., a; de Eyp, tels que I'on
ait Zle oM (ei)a; =1 et Zle h(e)a; =0si1<j<k—1.

Un petit calcul montre alors que les applications (wi,...,wg) Zle a;w; et w —
(w1, ..., wg), avec w; = Z§:1 p %I (ze;) sont inverses I'une de I'autre et envoient respective-
ment (WNML)”c dans Wi, ko €t Wip, g dans (Whﬂ)k. Ceci permet de démontrer le (i) et termine
la démonstration.

Lemme 3.19. — Sia € Z, alors
k—1
/ o
Yxh,ka—i = Yh,a
i=0
Démonstration. — D’apres le (iii) du cor. 3.17, on a
k—1
/ /
Z ykh7ka—z‘ = Mkh,ka — Mkhk(a—1) — Mha — Mha-1 = yh7a-
i=0

Lemme 3.20. — Siypqa =0 et si k(a —1) < b < ka, alors ygpp = 0.

Démonstration. — On a Wihka — Wkhk(a—1) = k(Wha — Wha—1) = kw), ,_;, d’aprés le (ii) de la
prop. 3.18 et le (iii) du cor. 3.17. Par ailleurs, d’aprés le (iii) du cor. 3.17, on a

kol
—

Wkh,ka — Wkh,k(a—1) = (wéh,k(aq)ﬂ- + Ykh k(a—1)+i+1) = kw;ch,k,‘(af]_) + Z Ykh,b-
i k(a—1)<b<ka

s
Il
o

On en déduit le résultat, en utilisant 'égalité wy, ,_; = w), h(a—1) de la prop. 3.18.
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Lemme 3.21. — Siyp, >0 et sik=y, ,, alors

> Whnp — 1) < Yha — 1.
k(a—1)<b§ka, ykh’lﬁéo

Démonstration. — Notons que, d’aprés le lemme 3.15, k = y;, , > ynq > 1; en particulier, k > 2.
On déduit du (ii) de la prop. 3.18 et du (iii) du cor. 3.17, que

x>
I
—

/ -
k(Wh,a — Whia-1) = Wkhka — Wkhk(a—1) = KWk k1) T D _(Wkhka—i + Ykh,ka—i)

I
o

et donc Zi‘:ol (iy;gh’kafi +Ykh.ka—i) est divisible par k. Comme par ailleurs, d’apreés le lemme 3.19,
Zf:_ol Yihkai =k, 11y a deux cas :

o il existe 0 < i <k — 1 tel que Yip pa—i = Kk €t Ypp po; = 0 si j # i. Dans ce cas, on déduit
du (ii) du cor. 3.17 que yip ka—j = 0, si j # @ et que Y pa—j < ygh’ka_i = k est divisible par k,
et donc est nul; on a done Yy, 1y pca, ykh’b;éo(y,/ch’b -1)=0<k—1;

e le cardinal r de I’ensemble des ¢ € {0,...,k — 1} vérifiant y%hyka_i # 0 est > 2, auquel cas
on obtient, en utilisant le lemme 3.19,

khp — 1) < ko) =T < Una— 2,
(y 1) < y r<uy 2

k(a—1)<b<ka, ygp 70 k(a—1)<b<ka
ce qui permet de conclure.

Définissons le défaut de h comme la quantité A(h) = Z{a,yh,a?ﬁo} (Yp.o—1). Comme y}, . > ypa,
on a A(h) = 0 si et seulement si y,, = 0 pour tout a, et donc si et seulement si Y, , est un
Ep-espace vectoriel de dimension finie quel que soit a € Z.

Proposition 3.22. — Il existe h tel que A(h) = 0.

Démonstration. — Soit h réalisant le minimum de A(h). Si A(h) # 0, il existe a € N tel que
Yna 7 0 et, si k =y, ., les lemmes 3.20 et 3.21 montrent que A(kh) < A(h), ce qui conduit a
une contradiction qui permet de conclure.

Supposons dorénavant que A(h) =0 et, si b € Z, soit e, pour 1 < j < 3, une base de Yjp
sur Ej,. Soit de plus I = [[,cz{(b,4), 1 <j <y} et,sii=(b,j) €I, soit r; = L.

Proposition 3.23. — Sous les hypotheéses ci-dessus, on a
(i) (¢™(ei))ier est une base de M sur Bjy quel que soit n € N ;
(i) Who = @icr(Una—hr, - €) sia € Z.

Démonstration. — Par construction, on a My, , = @bgaB:fR - Yp.q, ce qui montre que les e;, avec
r; <, engendrent My, ,. En particulier, comme My , = M si a > 0 (corollaire 3.13), les e;, i € 1,
engendrent un sous-réseau de (B1;)¢ et, comme |I| = d ((i) du corollaire 3.17), cela montre que
les e; forment une base de M sur IB%CTR et donc aussi de M sur B;{R.

En particulier, les e;, ¢ € I forment une famille libre sur ]B%;{R et l'application naturelle
Dicr ([Uhﬂ,hn . e,-) — Wj, 4 est injective. Une récurrence immeédiate sur a (utilisant le (ii) du
corollaire 3.17) montrant que les Ep-Espaces Vectoriels ;e ([Uh’a_h” : ei) et Wy, ont la méme
dimension, cela prouve que cette application est un isomorphisme.
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Finalement, si n € N, on a

Wha=¢"(Wha) = Bicr (¢" (Una—nr,) - ¢"(€)) = Bier (Una—hr, - ¢"(€)),

ce qui montre que les ¢"(e;), i € I, engendrent le méme sous—IB%j{R-Module de (IEB;{R)d que les e;,
1 € I, et termine la démonstration de la proposition.

3.4. Démonstration du théoréme 3.2
Lemme 3.24. — On a
Z r, =ty (M)

el
Démonstration. — D’aprés le (ii) de la proposition 3.23 et le lemme 3.11, on a
> (a— hry) = dimy,y g, (Wh o) = da — htp (M),

el
si a est assez grand. Ceci permet de conclure.
Choisissons une bijection I = {1,...,d} et, si 1 < i < d, solent a;1,...,0,q9 € ]§r+ig les
coordonnées de e;. Soit A = (a;j)1<ij<d € Md(]~3r+ig) et soit § = det A.

Lemme 8.25. — On a t—tHM)§ ¢ Ey.

Démonstration. — Comme gph(ei) = ph”(

e;),onad € U, Sy = U hiy (). Par ailleurs,
1Laugi=1 T ’

¢"(e1),...,¢"(eq) formant une base de M sur Bly, on a vy (¢"(8)) = tu(M) quel que soit

n € N ; le corollaire 2.11 montre que ceci implique ’appartenance de (H?:_Ol @ i (ty) "t (M ))(5 a

Uy 0 = Ej, ce qui, compte tenu de la propriété (iii) de ¢j, permet de conclure.
Corollaire 3.26. — Les e;, i € I forment une base de Mg sur @Ig

Démonstration. — Soit x € M. D’aprés le lemme précédent, on peut écrire x sous la forme

_ m+ 11 _— m+ 1 1
T = ) er @it avec x; € B [1] = B[, m]
tout n € N (puisque les ¢"(e;), i € I, forment une base de M sur ]B%IR) ; on en déduit, utilisant le

+
rig’

. Par ailleurs, on a ¢"(z;) € Bl; pour

corollaire 2.12 (pour (H?;& 0~ (th))x;, avec a > 0), I'appartenance de z; & B
de conclure.

ce qui permet

Proposition 3.27. — Soit h un entier > 1, soit a € Z et soit e le p.g.c.d. de a et h. Soit' Y
un Ep-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire de @ telle que 'on ait
©"(x) = p®x quel que soit x € Y. Alors

(i) Sie#1, et siY' est le sous-Ej,j.-espace vectoriel de Y des éléments vérifiant ohe(z) =
pex, onaY = E), Q8 . Y’

(ii) Si a et h sont premiers entre eux, alors la dimension de Y sur Ej est un multiple (h de
h et il existe des éléments fi,..., fo de' Y tels que les @7 (fi), pour 1 <i <l et0<j<h—1,
forment une base de 'Y sur Ej,.

Démonstration. — Le (i) se démontre comme la proposition 3.19. Pour démontrer le (ii), introdui-
sons l'algebre Hy, , = Ep @ Epo@--- @ Epp" 1 avec les régles de commutation ¢’ - o = ¢ () - ¢
et la relation " = p?. C’est une algébre a division de dimension h? sur Q) et d’invariant 7, et

7

comme a et h sont premiers entre eux, cette algébre est un corps (non commutatif). Par ailleurs,
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Y est naturellement un H}, ,-module de type fini et, Hj, , étant un corps, c’est un Hj, o-module
libre de rang fini. Il suffit de prendre pour f1,..., f; une base de Y sur Hj, , pour démontrer le
(ii).

Le théoréme 3.2 se déduit de la proposition ci-dessus (et du corollaire 3.26) en faisant une
récurrence sur le nombre de pentes. Si tous les r;, i € I, sont égaux a r = 7, on a My, =
Brlg ®E, Y, ot Yy, 4 est un Ej-espace vectoriel de dimension finie auquel on peut appliquer la
proposition 3.27. Soit e le p.g.c.d. de a et h. En utilisant le (i), on obtient un isomorphisme Yy, , =
Ey ®Eh Yh o eten utilisant le (ii), on obtient une décomposition Y@ o = @leEh.e ®q, (Qple]- fi)

et Qp[ |- fz est isomorphe a Dy /4], ce qui permet de conclure.

Si le nombre de pentes est > 2, soit r = 7 la plus grande des pentes, soit e le p.g.c.d. de a et h, et
soit J le sous-ensemble des i € I vérifiant r; = r. On peut appliquer ’hypothése de récurrence au
sous—@* -Module M’ engendré par les e;, 1 € [ —.J, et la proposition 3.27 & Wh a /(Wh a DM’) =
Y@ o (Comme on n’a rien imposé a Yh L en ce qui concerne ¢, il n’a aucune raison d’étre

stable sous l'action de ¢ et on ne peut pas lui appliquer directement la proposition 3.27, mais
Iisomorphisme précédent permet de le faire.) Si fi,..., fr est une famille d’éléments de Y o

e’le

vérifiant les conclusions de la proposition 3.27, et si fi, 1 <i <4, est un élément Wi, o relevant

fi, alors Qp[y] - fz est isomorphe & Dy, /4. On obtient alors une décomposition de Mg sous la

forme voulue en écrivant My, sous la forme My = M’ @ ( &f B:g ®q, (Qul¢] - fi), et en

utilisant la décomposition de M’ fournie par I’hypothése de récurrence.

4. Les anneaux de caractéristique p

Ce § est consacré a des rappels sur la théorie du corps des normes de Fontaine et Winten-
berger |21, 30|. Pour les applications aux familles de représentations p-adiques de ¥, il s’avére
utile de préciser comment les constantes dépendent de K, ce qui nous améne & entrouvrir la boite
noire que cette théorie constitue d’habitude; les rappels sont donc un peu longs. ..

4.1. Rappels sur les corps locaux. — On note gF, pour s > —1, les sous-groupes d’inertie
de ¥p en numérotation supérieure. En particulier, %F = 9p ; le sous-groupe d’inertie Ir de ¥p
est égal 45, pour tout s €] — 1,0], et le sous-groupe d’inertie sauvage de ¥r est la réunion des

95, avec s > 0.

() 5)

=91 . . - .
Si s> —1, onnote F'’ lintersection des F~ ¥, pour t > s. En particulier, F ( est 'extension

maximale non-ramifiée (resp. modérément ramifiée) de F si s € [—1,0[ (resp. si s = 0). Si
L C F est une extension de F, et s > —1, on note L®) le sous-corps L N F(S) de L et on définit
le conducteur ¢(L) € [—1,400] de L comme la borne inférieure de ’ensemble des s tels que
L®) = L. On dit que L est profondément ramifiée si ¢(L) = +oo (ceci ne peut, bien évidemment,
se produire que si L est une extension infinie de F).

Lemme 4.1. — (i) ¢(L) = —1 si et seulement si L est une extension non ramifiée de F ;
(ii) ¢(L) = 0 si et seulement si L est une extension modérément ramifiée de F ;
(iii) ¢(F,) =n—1 sin € N, et FY = F, sin—1< s<ny
(iv) e(L1La) = sup(e(Ly),e(Ls)), si Ly et Ly sont deux extensions de F.
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Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents ; le troisiéme est un résultat standard,
et I'inégalité ¢(LjLs) > sup(c(L1), (L)) est immédiate sur la définition du conducteur. Réci-
proquement, si s = sup(c(Lq),c(L2)), on a L; C ) et Ly C F(S), et donc L1Ly C et
¢(L1Ly) < s. Ceci permet de conclure.

Si K est une extension finie de F', notons 0y p sa différente. La formule suivante nous sera
trés utile :
c(K)

+oo
vp(DK/F):/_1 (1—[[(:11{(5)]>ds:/_1 (1—[K:1K(s)]>ds.

On en déduit en particulier la majoration v,(0g/r) < ¢(K)+ 1. Soit ng(K) le plus petit entier >
c(K)+1.

4.2. L’extension cyclotomique d’une extension finie de F'
Lemme 4.2. — Sin = no(K), alors :
(i) ¢(Kn) =n—1 et ' contient 1 + p"Zy, ;
(il) Kp41/Ky, est une extension totalement ramifiée de degré p;
(iii) Ky(izl = K quel que soit s < no(K) — 1.

Démonstration. — On a c¢(K,,) = sup(c(K), c(F,)) = sup(c(K),n —1); on en déduit le (i) et le
(ii). Par ailleurs, Kff) = Kf{:zl N K,, et donc Kff_gl/K,(f) est de degré p si Kr(zj)—l %+ K;LS). Ceci
implique que l'on a K, 11 = KfﬁglKn, ce qui conduit & une contradiction car ¢(K,11) = n et
c(Kf{ilKn) = sup(c(KT(ﬁl),c(Kn)) <sup(s,m—1) <nm—1sis <ny(K)—1<n—1. Ceci
termine la démonstration.

Corollaire 4.3. — Sin > ng(K), alors

(i) f(Ent1/Fogr) = f(Kn/Fn),

(i) e(Kn41/Fnt1) = e(Kn/Fp) ; o

(iii) l'application naturelle de l’ensemble des plongements de Koo dans F au-dessus de Fyo
dans celui des plongements de K,, dans F au-dessus de F,, est une bijection ; en particulier, si

K/L est galoisienne, alors Gal(K,/F,) = Gal(Kx/Fs) = 57 /1.
Démonstration. — Tous ces points sont des conséquences immédiates du (ii) du lemme précédent.

On note di_, le degré de l'extension Ko /Fo. On note ex (resp. fx_ ) la limite de la suite
de terme général e(K,,/F,) (resp. f(Kn/Fy)).

Remarque 4.4. — (i) di_, est aussi le degré de 'extension K, /F, si n > no(K).

(ii) Comme l'extension Fuo/F est totalement ramifiée, fx_ est aussi le degré de I’extension
F'/F, ou F’ est I'extension non ramifiée maximale de F' contenue dans K.

(iii) On a F' C K, si n > no(K).

(iv) ek fr. = dk.. -

Proposition 4.5. — La suite de terme général p"vy(0g, /5,) est stationnaire pour n = no(K)
et on a p"vp(0g, /) < ]ﬁpno(K) quel que soit n € N.
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Démonstration. — On part des formules

+oo 1 1

Ok, r,) = vk, /r) — 0p(OF, /F) Z/ ds

PR En/ PN K (E7 TSP\ En 1 ([Fn FO) (K, K,(f)])

et p"* = I%[Fn : F]. Par ailleurs, on a F,Sf) = K,(LS) N F,, et donc [F), : F,(LS)] = [Fan(f) : Kﬁf)], ce
qui nous donne

1

p
= s
K, : FnK,(f)])

n — (s) . _
Vo, r) =Ty [ EDF

Maintenant, si s > ng(K) — 1, on a K®) = K et donc [K,, : FnK,(ls)] = 1, puisque ng(K) — 1 >
¢(K), ce qui nous fournit la formule
no(K)—1

[E() . F] (1 - ;> ds.

pnvp(DKn/Fn) = K, : F, K(s)]

p—1J/

Pour obtenir la majoration de la proposition, il suffit alors de majorer 1 — par 1 et

1
(K P K]
d’utiliser la formule

no(K)—1 X K
/ [F): Flds = 14 (p—1) 4+ + (p— 1)p™F) 72 = protf)=t,
—1

Il reste & montrer que la suite p"v, (0, /r,) est stationnaire pour n > ng(K). Soient donc
n = no(K) et s <ng(K)—1. On a Y = Fé‘i)l = F}, ou k est le plus grand entier < s +1 <
no(K), et donc [FT(L‘_?1 : F] = [F,ss) : F] quel que soit s € [—1,no(K) — 1]. Par ailleurs, ’extension

K, +1/K, est de degré p et, comme 7(1‘21 = K}({g) est de conducteur < s < n — 1, 'extension

n

FnHK(il/Fan(f) est non triviale et donc de degré p, elle aussi. On a donc [K,, 1 : Fn“l’lKT(Li)-l:I =

(K, : FnKT(Ls)], ce qui permet de conclure.

Lemme 4.6. — Siz € Of,,, et o€ Gal(Fy41/F,), alors vy(o(z) —x) > p%l.

+1

Démonstration. — x peut s’écrire sous la forme z = Z];;ol 2 (eMTDY avec x; € O, si 0 <
1 < p — 1. Par ailleurs, 0(8("“)) = ue™tD o0l u, est une racine p-iéme de l'unité, et donc
o(z) —x =P  2i(e™D) (ul —1). Le résultat suit de la minoration v, (u —1) > zﬁ siuf = 1.
Remarque 4.7. — Une conséquence de la proposition 4.5 est que v, (0, / F,) tend vers 0 quand
n tend vers +o00 : I'extension K /Fs est presque étale.

Notons a I'idéal des éléments de valuation > %.

Lemme 4.8. — Sin >no(K)+1 et six € Ok,_,, alors Ng, /i, () — 2P € a.

Démonstration. — Soit eq,...,eq une base de Ok, sur O, ; c’est aussi une base de K11 sur
Foy1 car Ky /Ky, et Fypq/F, sont de degré p. Soit ef,...,e; la base de K, sur F, duale
de e1,...,eq pour la forme bilinéaire (z,y) — Trg, sk, (zy) qui est aussi la restriction a K, de

-1
Kn/

d
sous la forme ) 7, x;e, avec

la forme bilinéaire (z,y) — Trg, ., /F,., (zy). Les e sont éléments de ? . et donc vérifient

vp(er) > —ﬁp”O(K)*” > —%. On peut alors écrire x € O

p(p—1 n+1
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B
Il
=

Kns1/Fosr (T€;) € OF, . On a Gal(Ky11/K,) = Gal(F,41/F,) et, comme vy(o(x;) —

x;) = %1 d’aprés le lemme 4.6, on obtient finalement,

bS]

1 1 1

d
vp(o(z) —z) =0 o(x;) —x)el ) = - )
y(o(2) - ) p(;u Jmm)el) >y e =
quel que soit 0 € Gal(Ky,+1/Ky). Comme Gal(K,+1/K,) est de cardinal p, cela permet de
conclure.

Corollaire 4.9. — Sin > no(K) + 1 et si x € Ok, /a, alors 2P € Ok, /a et le morphisme
d’anneauz x — 2P de Ok, . /a dans Ok, [a ainsi défini est surjectif.

Démonstration. — Soient wy41 une uniformisante de K41 et w, = Ng,i1/Kn (Wpt1); c’est une
uniformisante de K,. D’aprés le lemme précédent, on a w} | = w, dans Ok, /a. Tout élément
de x de O, ,, peut s’écrire de maniere unique sous la forme x = ZZE’) wﬁjﬂ [ax], ot les ay, sont des
¢léments de kg et [ag] € Opr est le représentant de Teichmiiller de ay, et on a 2P = >/ wk[a}]
modulo p et donc, a fortiori, modulo a. On en déduit 'appartenance de zP a O, /a et, utilisant

le fait que kg est parfait, la surjectivité de x — xP.

4.3. Le corps E et certains de ses sous-anneaux. — Soit
Et = {(xn)neN, Tn € Oc/a et :Ufl_H =z, sin € N}

L’anneau O¢/a étant de caractéristique p, application x — P en est un morphisme et E* est
un anneau de caractéristique p sur lequel ¥p agit naturellement (composante par composante).
D’autre part, si (z,)nen € ET et si 2, est un relévement quelconque de x,, dans O¢, la suite de

terme général i"ﬁ i converge dans O¢ vers une limite 2" qui ne dépend pas du choix des Z,.

+ ~
Ceci permet de décrire ET comme l'ensemble des suites x = (x(o), AN .) d’éléments de
Oc vérifiant (z("+D)P = ("), Soit vg : ET — R Papplication définie par vg(z) = v,(2(©)).
On peut voir € = (1,5(1), e .) comme un élément de E* et, sion pose m=¢—1, on
a vg(T) =ty

Si K est une extension finie de F', soient
f}} = {(zn)nex € ET, z, € O /asin e N},
El = {(#y)nen € E*t, 2, € Ok, /asin est assez grand}.

E}; contient € et 7, ce qui nous permet de poser E=Et[7], Ex = E} 71 et Ex = EL[7 Y
si K est une extension finie de F'.

Proposition 4.10 (|21, 30]). — (i) E est un corps dont vg est une valuation pour laquelle il
est complet et dont le corps résiduel est kp. De plus laction naturelle de 9p sur E est continue.

(ii) Ep = kp((7)) et, plus généralement, si K est une extension finie de F, et si F' est
l’extension mazimale non ramifice de F' contenue dans K, alors Ex, muni de vg, est un corps
complet pour une valuation discréete, de corps résiduel k.

(iii) Le sous-corps E = UgrEK est une cloture séparable de Ep stable par 9 et, si K est
une extension finie de F, alors Gal(E/Eg) = ¥ ; en particulier, % agit contindment sur E
muni de la topologie discrete.
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(iv) E est le complété de E pour la valuation vg ; en particulier, E est algébriquement clos.
De plus, Ex = EPX est le complété de la cloture radicielle de E.

Démonstration. — Ce théoréme constitue un cas particulier de la théorie du corps des normes;
le point (ii) et une partie du (iii) sont démontrés dans le n° suivant et nous renvoyons a [30] pour
le reste.

4.4. L’anneau des normes

Proposition 4.11. — L’anneau E}Q est un anneau de valuation discréte, complet, de corps
résiduel kpr. De plus, si Tx = (T n)neN est une uniformisante de E}Q, et sim > no(K)+1,
alors T, appartient & Ok, /a et tout relevement g, de Tk dans O, est une uniformisante
de K,,.

Démonstration. — Par surjectivité de x +— P (cor. 4.9), on peut trouver une suite X = (w,) €
E}, telle que, si n > ng(K) + 1, @, soit I"image d’une uniformisante w,, de K, dans Ok, /a. On
a alors O, /a = kp[X]/X°kn/P et Ef. = lim OF,, /a est donc isomorphe & kg [[X]], l'application

de kp/[[X]] dans Ok, /a étant donnée par > ;20 ap X* — Zi;loe[("_l

K = F, on peut prendre w, = ™ — 1, ce qui montre que I'on a Ep = kp((7)).

a? "wk. En ticuli i
e W particulier, si

Maintenant, si Tx = (Tkn)neN est une uniformisante quelconque de EL, on peut écrire
7x sous la forme Tx = S ap X* € kp[[X]], avec a; # 0. Si n > ng(K) + 1, on a alors
k

Thn = Y oy arik, ce qui fait que tout relévement 7, différe de l'uniformisante >} [a]wk
de K, par un élément de a et est une uniformisante de K,. Ceci termine la démonstration de la

proposition.

Proposition 4.12. — Si K est une extension finie de F', alors Ex est une extension séparable
de degré dix_ de Ep, d’indice d’inertie fx. et d’indice de ramification ex_ . De plus, on a
VE(OE, /Ep) = My oo P"0p (0K, /5, ) < ﬁpno(K)'

Démonstration. — Si ex. = 1, on a Ex = Ep = kp((7)), et le résultat est évident. Nous
supposerons donc dans ce qui suit que ex_ > 2. Soit Tx = (Tk n)neN une uniformisante de Ex
et, sin > no(K)+1, soit g, un relévement de T, dans Ok,,. Comme n > ng(K)+1 > no(K),
I'extension K, /F) est totalement ramifiée de degré e = ek __ ; le polyndme minimal P, de TKn
sur F est donc un polynéme d’Eisenstein de degré e que ’on peut mettre sous la forme P, (X) =
Xe+ ae,LnXe_l + -+ 4 ap,n. Soit S I'ensemble des plongements de K., dans F au-dessus Fl_;
d’aprés le (iii) du cor. 4.3, c’est aussi 'ensemble des plongements de K,, dans F' au-dessus F!. si
n > ng(K)etona P (X) =[[,ce(X —0o(TKn))-

Notons @;,, I'image de a;, dans Op; /a, et P, le polynome X¢ +Ee_17nXe_1 +---4apn- Ona
aussi Pp,(X) = [[,c5(X —0(Tkn)) ; on en déduit le fait que a; = (@in)n>no (i) appartient a EF,
et P(X) = X4 ac1 X+ + a0 = [[,es(X — 0(Tk)) € EL[X]. Par ailleurs, comme P,
est un polynome d’Eisenstein, on a vp(ag ) = v,(e™ — 1) et donc vg(ag) = vg(7) ; le polynéme
P est donc un polyndéme d’Eisenstein, ce qui prouve que c’est le polynéme minimal de Tx et
que Ex est une extension totalement ramifiée de degré ex_ de Eps; 'extension Ex/Ep est
donc une extension d’indice d’inertie [F’ : F] = fx_, d'indice de ramification ex__ et de degré

fKooeKoo - dKoo
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Enfin, on a vg(P'(Tr)) = limp— oo p"0p(Pp (K n)) = limy 00 p"0p(0k,, /5, )- On déduit alors
de la proposition 4.5 la non nullité de P'(7 ) qui montre que 'extension Ex /Ep est séparable,
et I'inégalité vg (g, /E,) = vE(P'(TK)) < 1p n0(K) que 'on cherchait a établir.

5. Les anneaux parfaits

5.1. Le corps B et certains de ses sous-anneaux. — Soient A+ = W(E*) et A = W(E)
Par construction,
A/pA=E et AT/pAt =ET

+o0 k[

et tout élément de AT (resp. K) s’écrit de maniére unique sous la forme ;%) p*[xy], ot les xy,

sont des éléments de E* (resp. E), et [zx] désigne le représentant de Teichmiiller de xy.

Ces anneaux sont naturellement munis de deux topologies : la topologie forte et la topologie
faible. La topologie forte consiste & munir A (resp A*) de la topologie d’anneau la moins fine
rendant continue la projection A — E (resp. AT — E*), ot I'on a muni E (resp. E) de
la topologie discréte. La topologie forte sur A ou A* nest donc rien d’autre que la topologie
p-adique.

La topologze fazble sur A (resp A+) est la topologie d’anneau la moins fine rendant continue
la projection A—E (resp. At — E+) ott 'on a muni E (resp E+) de la topologie induite par
la valuation vg. De maniére explicite, si k € N, soit wy : A — R U {+00} la fonction définie par
wi () = inf;cp vp(z;) siz =Y % p'lw) € A. Les propriétés suivantes de wy, sont immédiates :

(i) wy(x) = 400 si et seulement si z € pFTLA ;

(i) wi(z +y) = inf(wp(z), wi(y)) avec egalité si wy(x) # wi(y) ;
(1) we(wy) > infy e (r(2) + w5 (1))

(iv) wilp(z)) = pun(e);

(v) wr(o(x)) = wi(x) sio € Ip.

La topologie faible sur A ou At est la topologie définie par la famille de semi-valuations wy,
pour k € N (i.e. une suite x,, a pour limite x si et seulement si, quel que soit k € N, wg(z, — x)
tend vers +o0o quand n tend vers 400).

Proposition 5.1. — (i) L application (zy)ken — > poo P*[zk] est un homéomorphisme de (E)

N
(resp. (E*) ") sur A (resp. AT) pour les topologies faible et forte.

(ii) A et At sont séparés et complets pour les topologies forte et faible.

Par fonctorialité des vecteurs de Witt, on peut relever (de maniére unique) les actions de ¥p
et o sur E et ET, ce qui permet de munir les anneaux A et AT d’une action de ¥ et d'une
action du Frobenius ¢ commutant entre elles. De maniére explicite,

+o0 +o00 +oo too
(3o le) = Yo r ) et o (30 pFlenl) = Y ptloten)] si o € %
k=0 k=0 k=0 k=0

Proposition 5.2. — ¢ agit contindment sur A et AT munis des topologies forte ou faible, et
l'on a

Ape=1 _ (X +yp=1 _

A= = (AT =1Z).
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Démonstration. — La continuité de 'action de ¢ est immédiate et x = Y725 p¥[xy] est invariant
par ¢ si et seulement si on a xi =z}, et donc xj, € F,, pour tout k, c’est-a-dire si et seulement
siz e W(Fy) =Zy,.

Remarque 5.3. — Ni 7% ni, a fortiori, ¥r n agissent discrétement sur E ou EJr ce qui implique
que ni % ni gp n aglssent contintiment sur A ou A7 si on les munit de la topologie forte. Par
contre, comme A et AT sont homéomorphes & EN et (E+) respectivement, ¢r agit continiment
sur A et A+ munis de la topologie faible.

Si [K : F] < 400, soient Ak = W(Eg), 11;} = W(f);}), Par construction, on a
;&K/p;&K = EK et ;&};/p:&;; = E};
Les anneaux A K et K;} sont des sous-anneaux fermés de A et AT respectivement que ce soit pour

la topologie forte ou ou la topologie faible. D’autre part, on déduit du (iv) de la proposition 4.10
les égalités

A = Ag et (AY)R = AL
Soit B = K[l] (resp. By = AK[l]) le corps des fractions de A (resp. Ag) et soient Bt =
A+[ ] et B}Q = A+[ ]. Tout élément de B (resp. B*) s’écrit de maniére unique sous la forme

> kez PPkl ott (z)kez est une suite d’éléments de E (resp. ET) nuls pour k assez petit. Les
actions de ¢ et ¥ s’étendent par Q,-linéarité a B et Bt et l'on a

B*~! = (BY)*"'=Q,, B”*=Bg et (B")”* =B[.
5.2. Le corps B! et certains de ses sous-anneaux. — Sir > 0, soit

+o0o
A7) — {x €A, klim rwg(z)+k = —I—OO} = {x = Zpk[ka] €A, klim rvg(zg)+k = —i—oo}.

——00
k=0

3|x

Siz =12 pFw] € A7 posons 007 () = infren vg(zr) + E = infren wi(z) +

Proposition 5.4. — La fonction v(®7 A0 L RU {+0o0} vérifie les propriétés suivantes :

(i) v (2) = +o0 si et seulement siz =0;

(ii) vO")(z +y) > inf(vO(2), 0O (y)), si 2,y € AT

(iif) v OT](xy)>UOT]( )+UO'"( ), siz,y € AT

(iv) v (pr) = v (z) + L et vO7([a]2) = vE(a) + v )(2), sia € E et size A0 ;
(v) v<0 o(z)) = v (2) et vOP I (p(z)) = pv©@)(z) sio € Gy et z € AT,

Démonstration. — Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates des propriétés de la
fonction wy.

Corollaire 5.5. — Sir > 0, alors AO) est un sous-anneau de A stable sous Uaction de Y et

@ induit un isomorphisme d’annequx de AT gyp AP,

Proposition 5.6. — AOT] gt séparé et complet pour la topologie définie par 007l
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Démonstration. — La séparation suit du (i) de la proposition 5.4. Maintenant, si (a;)ien est

une suite d’éléments de A (07 tendant vers 0, alors a; tend vers 0 dans A (muni de la topologie

faible) et la série > /% a; converge dans A vers une limite a vérifiant wy(a) > inf;en wg(a;).
k

Comme limy_, o wg(a;) + é = 400 et lim; 4 oo (infren wr(a;) + ) = 400, on en déduit le fait

que wg(a) + é tend vers +oo quand k tend vers +oo, ce qui permet de conclure.

Remarque 5.7. — Si z € A0 ot si 2 = S 320 pFlwg] dans A, alors la série S oo ph ]

converge et a pour somme x dans A7,

Proposition 5.8. — Soient r > 0 et C > —o00. Si (Tn)nen est une suite d’éléments de A
tendant vers 0 dans A, et telle que Uon ait v(®7] (xn) = C pour tout n € N, alors la suite
(Zn)neN tend vers 0 dans A% quel que soit s €]0,7[.

Démonstration. — Si x, = ZZ:OB P*[zn.1], les hypothéses se traduisent par

(1) limp— 400 VE(Zn,%) = +00 quel que soit & € N,
(i) infren vE(Zn k) + é > C quel que soit n € N.
On a dong, si s €]0, 7],

r—Ss

, inf (vg(2pk) + é)

inf <1)E(93nk) + %) > inf (C’ + ko s ot " )

keN

Choisissant ko pour rendre le second terme grand et utilisant le (i), on en tire le fait que
infren (UE(JEmk) + f) tend vers +0o quand n tend vers +00, ce qui permet de conclure.

Lemme 5.9. — Sixz =312 pF[xy] est un élément de AT les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) @ est une unité de 'anneau des entiers de A7) ;

(ii) vg(xo) =0 et rvg(xg) + k>0 st k > 1.

Démonstration. — Si o = 3720 pFlax] et y = 725 p¥lyk] sont deux éléments de I'anneau des
entiers de A7) vérifiant zy = 1, on a en particulier vg(zy) > —%, vE(Yk) = —% quel que soit
k € N et xgyp = 1; on en déduit I'égalité vg(zo) = 0. Soit maintenant ig (resp. jo) le plus grand

entier i (resp. j) tel que vg(v;) = —% (vesp. vg(y;) = —2). On a donc vg(zy;) > —otko g

T
i+7 <io+joet (4,75) # (0, Jo) et vE(Tiyyjy) = —@, ce qui nous donne wi, 4, (xy) = —@.
Comme par ailleurs, wj,+j,(zy) = 0, on obtient ig = jo = 0, ce qui termine la démonstration de
I'implication (i)=>(ii).

Réciproquement, on peut écrire = sous la forme [xo](1 — y), ot y = — >_1% pPlwg L o] vérifie
(07l (y) > 0. La série E;ﬁ% y" converge donc dans I'anneau des entiers de AO7] 6t 2 admet
[251](30H20 y™) comme inverse.

Proposition 5.10. — Sir > 0, alors

(i) 9r agit continament sur A" muni de la topologie faible.

(i) ¢ : AOr — AP st continu.
Démonstration. — Le (i) est une évidence et comme vl (g (x)) = vO7](z), il suffit de vérifier
que si z = 3720 pFxx] est fixé, alors o — o(x) est continue, et on peut se contenter de vérifier
la continuité en o = 1.

Commencons par considérer le cas ou x = [a], avec o € E. Comme 0 — o(«) est continue, il
en est de méme de 0 — [o(a)] vue comme fonction & valeurs dans A muni de la topologie faible,



36 PIERRE COLMEZ

ce qui signifie que, quel que soit k € N, wi([o(a)] — [a]) tend vers +o00 quand o tend vers 1.
Comme par ailleurs, on a wy([o(a)] — [@]) = vg(), on en déduit le fait que v"([o(a)] — [a])
tend vers +oo quand o tend vers 1.

La cas général s’en déduit en remarquant que, si @ = Y720 p¥[zy], la fonction ¢ — o(z) est
somme de la série de fonctions >/ (¢ — p*[o(21)]) qui converge uniformément dans A0,

Lemme 5.11. — Sixz = Y20 pFlay] € A yerifie vg(xg) = 0, il existe s €]0,7[ tel que x
0,s]

soit une unité de Uanneau des entiers de Al
Démonstration. — Comme vg(xy) + tend vers 400, il existe C > 0 tel que l’on ait vg(zk) —i—% >
—C quel que soit k € N 11 suffit alors de choisir s de telle sorte que I'on alt < — % > C pour que
vg(zy) + £ °>vp(Te) + 5 E 4 kC >0sik>1,et donc que z soit une unité de l’anneau des entiers
de A3l @apres le lemme 5.9. Ceci permet de conclure.

Si r > 0, soit BOs] = K(Oﬂ[%]; ’est un sous-anneau de B. Finalement, soit Bl la limite

inductive (ou réunion) des B On munit Bf de la topologie de la limite inductive, chaque
B0 = U, enp ™A 07 gtant lui-méme muni de la topologie de la limite inductive.

Proposition 5.12. — B' est un sous-corps de B stable sous les actions de Yr et ; de plus,
ces actions sont continues.

Démonstration. — La seule chose qui ne résulte pas immédiatement de la proposition 5.10 est
le fait que tout élément non nul de Bf est inversible. Soit donc z = Z;O?C p*lzg] € BO avec
z, # 0. On peut écrire x sous la forme p*o[zy Jy avec y = 3720 pFy,] € AT et gy = 1.
D’aprés le lemme 5.11, il existe s €]0,7[ tel que y soit inversible dans A sl ce qui permet de
conclure.

Si K est une extension finie de F', on définit un sous-corps ﬁ}{ de B' et des sous-anneaux
_/ng’r] et ﬁgg’r], pour r > 0 de ]A?;}( par

E}(:ETﬂﬁK AQ’T]ZA(O’T]QAK et B( T B(OT}QBK

On a aussi ﬁ} = (]~3T)XK, KQ’T] (A(0 "k et B(0 - = (B B 1A

5.3. Les anneaux B} et Brfg — Soit o +— p® un morphisme de groupes de Q (muni de

I’addition) dans F* (muni de la multiplication) tel que p' = p. Soit p = (p,p'/?,...) € E*.
On note Ay le séparé complété de A+[[p ]] pour la topologie p-adique et on pose B, =

Amax[ |. Le Frobenius ¢ sur At s'étend par continuité & Anax et B il est injectif mais pas
leeCtlf

On pose ﬁ;'i’g = Npene™ (B Par construction, BJr est un sous-anneau de B

max 7
max)- max sur lequel
@ est bijectif. On peut aussi 'obtenir en complétant B+ pour la topologie de Fréchet définie
par la famille de semi-valuations v+l pour r €]0,1], avec vI"**l(z) = infrez (& + vg(zy)) si
x =335 Pilxe] € B*. (En effet, si k € Z, alors vl () > k si et seulement si z € pk;iJr[%],

et donc ¢"(Bi, ) est le complété de BT pour la semi-valuation vP~" o))
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5.4. L’anneau Eiig et ses sous-anneaux. — On étend v(07) a BO7] = A(O’T][%] en posant
007 (2) = infysk, (vE(2g) + &) sia = Zg“fm plzx]. On a alors vO ) (phz) = v (2) + £ si 2 €
BO et keZ. Si0<s<retz= S ko P Flap] € BOT soit 01571 (2) = min(v©@#)(z), 0071 (2)).
Remarquons que 'on a vl (z) = v(07](z), quel que soit s €]0,7[, si z € A7 mais il n’y a pas
de formule simple reliant v (pFz) a vls7(z).

On note BI%7] 1e complété de B(0] pour la topologie (de Fréchet) induite par la famille de semi-
valuations v!57] , pour 0 < s < r. Comme on a v[slﬂ(x) > yls207] (x)sir > s1 = sy >0, il suffit de
prendre une suite s, tendant vers 0 au lieu de tout s €]0,r[ pour définir la topologie de BIO-] ;
en particulier, cette topologie est définie par une famille dénombrable de semi-valuations, ce qui
implique que BI0] est métrisable ; on peut donc définir sa topologie par les suites convergentes et
une suite x,, converge dans Bl si et seulement, quel que soit s €]0, r[, la suite vl (2,11 — x,,)
tend vers +00 quand n tend vers +oo.

L’anneau BI%7] a été étudié en détail par Berger [4, §2| qui montre, en particulier les résultats
suivants :

Proposition 5.13. — (i) BI% contient ﬁgg et BOT et tout élément de BIOT peut s’écrire
comme somme d’un élément de ]~3;gg et d’un élément de BO7] ; une telle écriture est unique a
addition prés d’un élément de ﬁig NBOs = B+,

(ii) Si K est une extension finie de F, alors ﬁg’rl est dense dans ]~3]Igﬂ = (BlOr]) i

5.5. Le logarithme et ’anneau B!

log
Lemme 5.14. — (i) Six = Y20 pF[zx] est une unité de A vérifiant vg(zo — 1) > 0, alors la
série logz = > %(x — 1)™ converge dans Brlg

(i) Siz = Y720 pF[xx] est une unité de Uanneau des entiers de AT yérifiant vg(zo—1) > 0,
)n 1

alors la série logx = Yt G i

-——(z —1)" converge dans Bl

Démonstration. — Nous ne démontrerons que le (ii), le (i) se démontrant exactement de la méme
maniére. Soit o = (0] (x — 1). Les hypothéses mises sur = se traduisent par I'inégalité a > 0.
Par ailleurs, comme z € A" on a v*"l(z — 1) = & quel que soit s €]0, 7], et donc

plsl <(_17)1n_1 (v — 1)”) > ylo7] ((_17):_1) + ol (z — 1) = na — UPSl)

tend vers +o00, quel que soit s €]0, 7], quand n tend vers +oo. Ceci permet de conclure.

Par exemple, t = logle] est un élément de Eji_g sur lequel ¢ agit par multiplication par le
caractére cyclotomique. On aimerait bien étendre cette application a (ET)*, malis pour cela, on
est forcé d’étendre un peu 'anneau Brlg en rajoutant un analogue p-adique u de logp.

Si o € 9, il existe c(0) € Z, tel que 'on ait (p) = pe®?) (0 +— c(o) est le cocycle a valeurs
log = Bilg[ ]. On munit ﬁLg d’un
opérateur « de monodromie » N = —=- et d’une action de ¢ (resp. ¥r), compatible avec celle

dans Z,(1) associé a p par la théorie de Kummer). Soit B/

existant sur BL ,

a celle de 9 et on a Ny = ppN.

en posant ¢(u) = pu (resp. o(u) = u+c(o)t). Les actions de ¢ et N commutent
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Proposition 5.15. — Il existe une unique application log : (]~3T)* — f’);rog vérifiant les propriétés
sutvantes :

(i) logxy = logz + logy;

(i) logz = 2129 #(w — 1) si la série converge;

(iii) logla] = 0 si a € kg ;

(iv) logp = 0 et log[p] = u.
De plus, on a p(logz) = logy(x) et o(logx) = logo(z) si o € Yr. Finalement, si x =

Z;:O?go ko] € (]~3T)*, avec xy, # 0, alors N(logx) = —vg(Tk,)-

Démonstration. — Si a € Q, on note p* I'élément (p®,p®/?,...) de E*. Tout élément de (]~3T)*
peut alors s’écrire de maniére unique sous la forme x = p [ Ylaly, ot k € Z, a € Q, a € kp,
et y = > 420 pFyx] est un élément de A N B vérifiant vg(yo — 1) > 0. D’aprés le lemme 5.11,
il existe donc r > 0 tel que y soit une unité de 'anneau des entiers de A(Oﬂ"], ce qui permet
de définir log x par la formule logz = au + logy. Le reste de la proposition est plus ou moins
immeédiat.

On note ]§+ le sous-anneau ]§+ [ | de ]§T o> il est stable par N, ¢ et G, et on a Bf =

N2 (BY), si Bjt désigne 'un des anneaux Bmax[ ] ou BY, [u]. “
Proposition 5.16. — Si K est une extension finie de F, alors (Bfog)%f = (Bl';g)%f =
(B;tg)% KnF,

Démonstration. — L’égalité (B log) i ( )gK correspond au cas particulier V = Q, de la

9,

proposition 3.4 de [4], et I’égalité ( Og) K = K N F" se déduit du résultat correspondant pour

B, (cf. [17] ou [11, rem. 5.14]).

+
5.6. L’anneau BdR

Proposition 5.17 ([14]). — L’application 0 : AT — Og, donnée par oo pan]
2-1-00 n,.(0)

o DTy, est un morphisme surjectif d’anneaur dont le noyau est un idéal principal
engendré par & = [p] — p ou encore par w = i =Lt [eV/P] - 4 [M/PPL.

On prolonge 6 en un morphisme de BT sur C. Si m € N, on note B,, lanneau Bt /¢mB*
que 1’on munit d'une structure d’anneau de Banach p-adique en prenant I'image de AT comme
anneau d’entiers. On a en particulier B; = C. On note B(TR I’anneau lim B,,, que 'on munit de

la topologie (de Fréchet) de la limite projective. Par construction, € s’étend en un morphisme
continu de B(TR sur By = C. L’action de ¢ sur BT s’etend par continuité en une action continue

_1\yn—1
de ¥ sur Bé{R. La série définissant ¢ = logle] = :;3 %W” converge dans B(J{R et ¢ est un
générateur de ker 6
Lemme 5.18. — Six = ZZOE pFlzy] € A, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la série 3120 pF[xk] converge dans Bl ;
ii) la série 2:08 pl‘“mgC ) converge dans C' ;

(
(iii) k + ve(2x) tend vers +oo quand k tend vers +00 ;
(iv) z € A0,
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©0.1] ot les

Démonstration. — Les propriétés (iii) et (iv) sont équivalentes par définition de A
propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes par définition de vg. L’implication (i)=-(ii) suit de la
continuité de § : Bjz — C'; il ne reste donc plus que (iii)=>(i) & prouver. Si limy_ 4o k+vg(z)) =
400, la partie entiére a; de k + UE(xk) tend vers +oo quand k tend vers +oo et on peut écrire

x), sous la forme g+ y,  avec y, € E*. On a alors

D \kp~ §._
Planl = () B Iyl = (1+ 207+ ) el
Mais (1 + %)—k =Yoo (* )p €™ est dans I'image de p ~m A+ modulo £t et (p + &)W =
Sk (3F)p e TE™ est dans I'image de p®~ m A+ modulo €. On en déduit le fait que p*[zy]
est dans I'image de p® 2™ A+ modulo £”*! et donc tend vers 0 dans B,,,. Comme ceci est vrai
quel que soit m € N, cela implique la convergence de la série Z;;xé pFlxy] dans Bj{R, ce qui
permet de conclure.

Remarque 5.19. — Le morphisme de A AO1] dans B qr défini ci- dessus S etend par continuité
B _ co (=" ) ([1'5]

e 1 —1) converge

en un morphisme de BI%1 dans B(Jir De plus, la série log
dans BIR, ce qui nous fournit un morphisme naturel d’anneaux de BI° 1] [u] dans B}, 4R qui com-
mute & 'action de ¥r. Ce morphisme étant injectif (cf. [4, prop. 2.25]), nous considérerons

B/%![u] comme un sous-anneau de B, sans plus de commentaires.

6. Les anneaux imparfaits

6.1. Les anneaux A, B, Ax et Bx. — Soit 7 = [¢] — 1. Comme les actions de ¢ et ¥r sur 7w
sont données par les formules

pom)=0+m)P -1 et g(r)=(1+ ﬂ-)X(Q) —1,
I’anneau A;C = OF|[n]] est stable par ¢ et ¥p.

Soit Ap = Op[[r]]{1} I'adhérence de Op|[n]][1] dans A pour la topologie forte (ou faible, cela
revient au méme car Op[[n]] est complet pour les deux). C’est 'anneau des séries de Laurent
de la forme Zkez apm®, ol ap € O et limp__o vp(ag) = 400 et on a Ap/pAp = Ep. Soit
Br = A F[ | C B le corps des fractions de Ap; les formules ci-dessus montrent que Bp est
stable par %F et .

Si [K : F] < 400, extension Ex /Efp est finie et séparable et, comme B est absolument non
ramifié et a comme corps résiduel E qui contient Ef, il existe une unique extension (automati-
quement non ramifiée) Bx de B de corps résiduel Ex contenue dans B. On note A x anneau
de ses entiers.

Comme E = Ug.rj< oo Ex est la cloture séparable de Ep, I'extension maximale non ramifiée
B} de Bp dans B est aussi la réunion des B K, ou K parcourt les extensions finies de F'. On
note B I'adhérence de B dans B pour la topologie forte ; son anneau des entiers A est donc le
complété de 'anneau des entiers de B} pour la topologie p-adique.

Proposition 6.1. — (i) Si K est une extension finie de F', alors A et Bi sont stables par .
(ii) Les sous-anneauz B et A de B sont stables sous l'action de G et .
(i) #F agit continuement sur B muni de la topologie forte.
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(iv) Si K est une extension finie de F, on a B% = By et A7k = Ay.

Démonstration. — (i) Si # € E}; est un élément primitif de extension séparable Ex /Ep, il
en est de méme de 7. Maintenant, si z € Ag a pour réduction T modulo p et si P € Ap[X]
est le polynéme minimal de z sur Bp, le polynéme minimal de ¢(x) sur By est le polynome
©(P) € Ar[X] dont la réduction modulo p est le polynome minimal de ZP. Il résulte alors du
lemme de Hensel que 'on a ¢(z) € Bg, ce qui montre que Bg (et donc aussi Ag) est stable
par ¢.

(ii) La stabilité de A et B par ¢ suit, par complétion, de celle de A et Bg pour toute
extension finie K de F. D’autre part, comme g € ¥ est un isomorphisme de Bg, I'unicité de
By montre que g induit un isomorphisme de By sur Bk, ce qui montre que B est stable
par 95 ; il en est donc de méme de B et A par complétion.

(iii) On a Gal(BY/Bp) = Gal(E/Er) = %, ce qui montre que %% agit continiment sur
E = A/pA muni de la topologie discréte et donc contintiment sur A (et sur B) muni de la
topologie forte (p-adique).

(iv) Si K est une extension finie de F, on a E”K = Eg et donc (B¥)”% = By, ce qui permet
de déduire l'identité B#% = By du théoréme d’Ax-Sen-Tate.

6.2. Les éléments 7w, wx, ™, et Tk,

Si K est une extension non ramifiée de F', on a Ax = Ok ®¢, Ap. Dans le cas général, soit
F’ Vextension non ramifiée maximale de F' contenue dans K.,. Soit 7Tx une uniformisante de
Ef, soit Py le polynéme minimal de Tx sur Ep et soit Px € AT, [X] dont la réduction modulo
p est Pg. D’aprés le lemme de Hensel, Px a une unique racine mx dans Ag dont la réduction
modulo p est T et Ax est un A p-module libre dont (1, 7g, . .., 7r§<K_1) est une base.

Dans toute la suite de ce texte, on se fixe pour chaque extension finie K de F' un élément 7g
construit comme ci-dessus (en posant 7x = 7 si Ex/Ep est non ramifiée).

Lemme 6.2. — wo(%) =0 et wk([—%) > —k,sik>1.

Démonstration. — On am = [e] =1 = [T] +plai]+p*[ao] +- - -, ot ; est un polynome en e —1
a coefficients dans Z et sans terme constant, ce qui implique vg(a;) > vg(e?P — 1) = W.
Ecrivant alors 7 sous la forme 7 = [7](1+4p[a1]+p?[ag]+---), on avg(a1) = vg(a1) —vg(T) > —1

et vg(a;) = —vg(T) = —isii > 2, ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire 6.3. — Sir < 1, alors % est une unité de lanneau des entiers de A7) et logm €

ru+ B/,

Lemme 6.4. — wi(rgx) = —(2k — 1)v(0g, /5, ) quel que soit k > 1.

Démonstration. — Si mg = Z:i% p"[zy], montrons, par récurrence sur k, que l'on a vg(zy) =
—(2k — V)vg (P (TK)). Soit z = Zizop"[xn]. Par construction, Px(zz) € p*T' Ak ; d’autre
part, comme P est a coefficients dans AT, I'hypothése de récurrence implique que, sin > k+1,
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alors
P > inf —(2¢;, — 1 P (7
P >, B S0 e
=— sup (2n — r)ve(PK(TK)) = —(2n — 2)ve(PK(TK)),

1<i]‘ <k,i1++ir=n

car r > 2 puisque n > k + 1 et les i; < k. En particulier, wyy1(Pr(21)) = —2kvg(Pg(TK))
et, si on note yx1 'image de p~* 1Pk (2;) modulo p, on a vg(ykr1) > —2kve(Pk(7k)). La
congruence Pk (zxy1) € p"2Ak nous fournit alors la formule yi1 + P (Tk)zks1 = 0, qui
permet de montrer 'inégalité voulue pour k + 1, et permet de conclure.

Posons 7 — (208(0g, /E,))""  si Ex/Ep est ramifiée,
si Ex/Ep est non ramifiée,
Lemme 6.5. — Sir <rg, alors tg € A(Ig’r] et
(1) [;—f;} est une unité de l'anneau des entiers de ;&ﬁg’r} ;
.\ Pl(ng) R . ~(0,7]
(ii) Pl 7] est une unité de l’anneau des entiers de Ay .
Démonstration. — Le (i) a déja été démontré au corollaire 6.3 dans le cas non ramifié et le cas

ramifié suit du lemme 6.4.
On déduit du lemme 6.4 I'inégalité w(Py (7x)) > —(2k — 1)vE(0g, /E,.) si £ = 1. On a donc

wo(ﬁ;ﬁ%) =0 et wk<m> > —T]; sik>1,

ce qui permet de démontrer le (ii) et termine la démonstration.
Sin € N, on pose m, = ¢~ () et T, = ¢ " (TK).
Proposition 6.6. — Sin > ny(K)+1, alors 0(mg ) est une uniformisante de K.

Démonstration. — Si Ex /Ep est non ramifiée, on a K, = F), sin > no(K), et (rx ) = 0(my,) =
£ _ 1 est une uniformisante de K,.

Si Ex/EF est ramifiée, notons 5 la quantité vg(0g, /g, )- On a g, = [W?n] + 30020 pFlag],
avec vg(ag) = —p "(2k — 1)dx. Comme p "0 < ﬁ d’aprés la proposition 4.12, la suite
de terme général k — p~"(2k — 1)dx est croissante pour k > 1, de minimum 1 — p~"dx >

1

1- o) > %, et tend vers +oo quand k tend vers +o0o. Ceci implique que la série définissant

O(m K,n) converge dans O¢ vers un élément ayant méme image Tg ,, que e

" dans O¢/a. D’aprés
la proposition 4.12, il existe une uniformisante 7, de Ok, ayant aussi Tx, comme image
modulo a.

Soit Pk, € F,[X] I'image de ¢™"(Pk) par 6. Alors Pk, admet 6(mg,) pour racine, et,
comme v,(0(Txp) — Trn) = %, un développement de Taylor en 6(7g ) nous fournit l'in-
égalité vy(Prn(fTrn)) = inf(% + (P, (0(7,0))), %) Par ailleurs, on a p~"vg(Py(nk)) =

p Mok < p(Tl—l) < %, et donc v,(P ,(Tkn)) = p "0k < %. On déduit alors du lemme
de Hensel l'existence d’une unique solution z dans K, de I'équation Pk ,(zr) = 0 vérifiant

vp(x — T n) > Vp(Pg,, (T n)), et cette solution est donc (mg ), ce qui permet de conclure.
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Corollaire 6.7. — Sin > nyg(K) + 1, alors mx,, € Ky[[t]].
Démonstration. — Si Ex /Ep est non ramifiée, on a mx = 7 et
Tk =Tn =™ exp(p™™t) — 1 € Fu[[t] C Kn[[t]]-

Si Ex/Ep est ramifiée, alors 7k, est une racine du polynéme ¢~ "(Pk) qui est a coefficients
dans ¢ "(A},) C F![[t] daprés ce qui précede, et comme 6(7g ) est une racine simple de
0(p~ " (Pk)) appartenant & K, le lemme de Hensel (dans K, ((¢))) montre que ¢~ "(Pg) a une
unique solution dans K,[[t]] dont I'image par 6 est 6(7g »,); ceci permet de conclure.

6.3. Le corps B! et ses sous-anneaux

On définit des sous-anneaux A7 BT gj > 0 et BT de B en posant
AT —AnACT BOT_BABO e Bf=BNBf,

anneaux que ’on munit des topologies induites par les topologies respectives de ;&(0”“], B(0]
et BT. Si on utilise le fait que A (resp. B) est un sous-anneau (resp. un sous-corps) de A
(resp. B), stable par ¥r et ¢, on obtient la proposition suivante.

Proposition 6.8. — (i) B est un corps stable par 9 et .
(ii) Sir >0, les anneaux A7 et BOT sont stables par 9 et x € A0 (resp. x € B(O””}) st
et seulement si p(x) € AP (resp. p(z) € BOPT'T,

Si K est une extension finie de F', on définit des anneaux Agg"r] =AnN Kgg’r] = (AOYi
r >0 et Bl. = BN Bl = (Bf)”«.

Soit f; = Tr}(_l sil<i< ek, Les f; forment une base de A sur Aps et on note (f;*)1<i<er,,
la base de Ag sur Aps duale de (f)i<igex,, pour la forme bilinéaire (z,y) +— Tx/p(7y) =

D€t | i T (TY)-

Lemme 6.9. — Si1<i<eg,, alors fF € P (nx) AL [rk].

Démonstration. — On a TK/F/(PI/{(TI‘K)_lTFj) = 0 (resp. TK/F/(PI,{(TFK)_lTl’j) =1)sij <
ek, —2 (resp. si j = ek, —1). Comme par ailleurs - est une combinaison linéaire & coefficients
dans A;C, en les W%(, pour 0 < j < ex, — 1, ceci permet de montrer que f* est de la forme

P (k)7 'Qi(mk), ot Q; € AL, [X] est unitaire de degré ex — 1 —i.

Corollaire 6.10. — Sir < r, alors f € A0 et vOTI(f7) > —VE(OE, /B )-

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du lemme 6.5.
Corollaire 6.11. — (i) Agg,r] est un A;?’T]—module libre de rang [Ex : Ep|, sir < rg.

(ii) B}( est une extension de degré [Ex : Ep| de B}.

Démonstration. — Si les e;, pour 1 < i < fk_, forment une base de O sur O, alors les e,-fj'-,
pour 1 < < fg et 1l <j<eg,,forment une base de A(Ig’r] sur A;g’r] et de BTK sur BTF puisque
*
j )

lon peut écrire x sous la forme z = Zji‘f TK/F/(W}(A&:) et décomposer T/ (77%;1@ dans

la base des e;, 1 <17 < fr_.
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7. Anneaux imparfaits et séries de Laurent

7.1. L’anneau Ax. — Il résulte de la proposition 4.10 que tout élément de Ex peut s’écrire
de maniére unique sous la forme Zl—:gm akﬁ’;(, ol les aj sont des éléments de kp/. En relevant
en caractéristique 0, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 7.1. — Tout élément de A peut s’écrire de maniére unique sous la forme
Y okez akwlf(, ot (ag)kez est une suite d’éléments de Opr tendant vers 0 quand k tend vers —oo ;

Démonstration. — Soit s : Ex — Ak la section de la réduction x — T modulo p, donnée par la
formule
s (Z akﬁ]f() = Z[ak]wﬁ.
kEZ keZ
Si x € Ak, on définit par récurrence une suite (a,)nen d’éléments de A en posant xg = z et
Tpi1 =p (xn — 5(Tp)). On a alors x = :{i%p”s(fn).

7.2. L’anneau Agg,r]

Lemme 7.2. — Siz € Eg et 0 <1 < g, alors s(x) € A0 et vO7)(s(x)) = vg(z).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du (i) du lemme 6.5.

Lemme 7.3. — Six € Ak et k € N, alors wk(a‘“*;(j)) > inf(wgy1(x), wo(z) — ";—‘L‘(l)

k+1
TK

Démonstration. — On a wyy1 (v — s(T)) = inf(wy1(7), ve(T)— =), d’apres le lemme précédent,

et le lemme suit de ce que wy(x) = vE(T) et wi(z) = wri1(pz).

Si z € Ak, définissons par récurrence, une suite (z,,)nen d’éléments de Ax en posant zg = x

et T+l = %@
Lemme 7.4. — Sin €N, alors vg(T,) > infogicn(wi(z) — T:T:Z)
Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, on a wy(zn41) = inf(wiy1(zn), wo(xy,) — 13,21)

Une récurrence immédiate (sur n) permet alors de montrer que l'on a, pour tout k € N,
k+n—1i
wi(x >inf(w x inf  w;(x —7)
k( n) = k+n( )70<i<n_1 1( ) rK

Le lemme correspond & k = 0.

Sir > 0 et si L est une extension finie de F', notons LQ/L(O’T] I’ensemble des séries de Laurent
> rez axT™ a coefficients dans O, telles que vp(ax) + kr tende vers +oo quand k tend vers —oo.
(on peut aussi voir JZ/L(O’T] comme un réseau de 'anneau des fonctions analytiques bornées sur la
couronne 0 < v,(T) < 7). Si f € %L(O’T], soit v(")(f) = infrez vy(ag) + kr; Iapplication v(") est

une valuation sur JZ{L(O’T] pour laquelle cet anneau est complet (exercice facile).

Proposition 7.5. — (i) Sir < rg, Uapplication f — f(wg) est un isomorphisme d’anneaux
topologiques de 42{}9’WE(7TK)] sur Agg’r}, et on a vO")(f(rk)) = LolroE@r)(f).

(ii) L’application f — f(mg) est un isomorphisme sur ng’r], de l’anneau des fonctions ana-

lytiques bornées sur la couronne 0 < v,(T) < r, a coefficients dans F".
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Démonstration. — Le (ii) est une conséquence directe du (i). Soit f = >,z axT" € .Qf(o roe(Tx)],

On peut, d’aprés le lemme 6.5, écrire akﬂ]f{ sous la forme p”P(“k)[ﬁ];{]u, ol u est une unité de
I’anneau des entiers de Agg,r]. Donc v (apmk) = kvg(Tr) + p( i) , ce qui permet de montrer
que la série définissant f(mg) converge dans A(K’ " et que v(® ”}(f(wK)) > Ly(ree@x))(f).

©, ] Soit (zn)nen la suite construite a partir de  comme au
lemme 7.4, et soit f, définie par fn(m{) = 5(T,), de telle sorte que x = Y NP "fn(7K).

Réciproquement, soit z € A

Alors f, € T*Ow][[T]], ou a, = % est, d’aprés le lemme 7.4, supérieur ou égal a
=) inf;<p, (wi(z) + %) On en déduit la minoration
. 1 N1 1
oD fu) 2 ot anrew (i) 2 7 ((wile) + )+ 0= i)( - ).

Comme w;(x) + % — 400, et % — i > 0, cela implique que v("ETK)) (p f,) — 400, et comme
wi(z) + L > v(O71(z), pour tout 4, on a v"ETK) (p f,) > rv071(z), pour tout n. On en déduit

%Ig(l),’r‘v}; (fK)]

la convergence de la série ) p" fn dans et, si f désigne la somme de cette série,

la minoration v"ETK) () > rvO7l(z). Ceci permet de conclure.

7.3. L’anneau B]]gﬂ. — Ce n°est adapté de [4, n°4.1 et n°4.5]. On définit I'anneau B]Ig’r]
0,r]

comme l’adhérence de ng’r] dans ]~3][g’r]; c’est aussi le complété de B% pour la famille de

semi-valuations vl*"], s €]0,7[ et la proposition 7.5 se traduit de la maniére suivante.

Proposition 7.6. — Sir < rg, Uapplication f — f(7wg) induit un isomorphisme d’anneaux

de Fréchet de anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < vy(T) < rvg(Tk) «a

coefficients dans F' » sur B]0 "]

Lemme 7.7. — Soit g =7n"1p(r). Sir <1, alors U(O,r}(g —-1)= mf( Lo p—1).

Démonstration. — % —-1= 2:2 pt (g)wk_l, ce qui permet d’utiliser la proposition 7.5 pour

obtenir
(1) =2t u (7)) + G-,

et le résultat (en regardant en k = 2 et k = p).

z+1 . 1

17p _7)

Corollaire 7.8. — (i) Sii € N et r > 0, alors v(oﬂ(@ -1)= 1nf(
(ii) Sii e N etr>s>0, alor; v[svr](%@) —-1)= inf(%,pz - .
@ tend vers 1 dans B}FO’T], quel que soit r > 0.

P
(iv) Quand i tend vers +oo, % tend vers 1 dans B}Fo’r]

(iil) Quand i tend vers 400,

, quel que soit r > 0.

Démonstration. — Le (i) suit du lemme précédent et de la formule v©71(pi(z)) = plv@P'r)(z).

Le (ii) est une conséquence du (i) et de la définition de vl*"]. Le (iil) suit du (ii) et de la définition

7] p't_ _ yptoe ¢
(71') n=t+1 P °

de la topologie de B] , et le (iv) suit du (iii) et de la formule

Lemme 7.9. — Sii € N, alors

O ) B2
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Démonstration. — Evident.

Proposition 7.10. — Soientr > 0 et n > ng(K) + 1 vérifiant p"r > 1. Si (z;)i>n est une suite
d’éléments de Ko, avec x; € K; pour tout i > n, alors il existe x € B]Ig’r] tel que O(¢p~ (7)) = x;
pour tout © = n.

Démonstration. — Soit (a;);>n une suite d’éléments de N tendant vers +o0o quand i tend vers
+o0 et telle que p*x; € Ok,, pour tout ¢ > n. Soit

() ( p )
a= @l -ty oyeet) € ke
et soit z; élément de I’anneau des entiers de A(}g,r] tel que 8(p~%(Z;)) = z; (Pexistence d'un tel Z;
el o )
&)al =(p'— %)ai (d’apreés la prop. 7.5) tend,

p .
quel que soit s €]0, [, vers +o0o quand ¢ tend vers +oo, comme la suite de terme général S;E;)

est assurée par le lemme 6.6). Comme U[S’T](

tend vers 1 et donc est bornée, et comme la suite de terme général Z; est bornée, la série

+o0 i
S i im) . 2L
— w'(m) p

C1V\ai—1
ple=Dp =t
)

]

0,r 12 - N . . .
converge dans B]K’ vers un élément x qui répond a la question comme on le voit en utilisant le

lemme 7.9.

Proposition 7.11. — Soient r > 0 et n > no(K) + 1 vérifiant p™r > 1. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes pour un élément de B]Ig’r] :

(i) O(¢~(x)) = 0 quel que soit i > n;

i ¢ 10,7]

(ll) S WBK .
Démonstration. — L’implication (ii)=>(i) est évidente. Pour démontrer I'autre implication com-
mengons par remarquer que la condition n > ng(K)+ 1 implique que les W}( ; (resp. les 9(7TK7i)j),
pour 0 < j < eg., — 1, forment une base de ¢*i(B][g’T]) (resp. K;) sur ¢*i(B]Ig}T]) (resp. F)),
ce qui permet de se ramener au cas K = F’. Dans ce cas, on peut (prop. 7.6) écrire x sous la

forme f(7), ot f est une fonction analytique sur la couronne 0 < v,(7T") < (pp_r - La condition

9(p~i(x)) = 0 se traduit par lannulation de f* ' (et donc aussi de f) en e® — 1 (et donc

aussi en ses conjugués) ; autrement dit, f est divisible par %, quel que soit 7 > n. La
n—1
fonction g = % est donc holomorphe sur la couronne 0 < v,(7) < ﬁ, et on a

x = ﬁg(ﬂ)’ ce qui permet de conclure.

Corollaire 7.12. — Soient r > 0 et n > no(K) + 1 vérifiant p"r > 1. Alors Uapplication
z— (0(p7(x)))isn induit la suite ezacte

0 —— B}Ig’r] —_— B]}%ﬂ”] - Hi}n K, ——>.

¢
en=1(m)
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8. Traces de Tate normalisées

8.1. Sur IA(OO. — (C’est le cas considéré par Tate [28]; la proposition 8.1 ci-dessous qui sert de
modéle & tous les résultats de ce § est, avec la remarque 4.7, I'ingrédient permettant de calculer
la cohomologie galoisienne de C. Soit n € N. Si x € K, alors il existe k € N tel que x € K, 1«
et mTrKn )/ Kn (z) ne dépend pas du choix de k; on a donc construit de la sorte une
application K,-linéaire Rk , : Koo — Kp.

Proposition 8.1. — (i) Rk, s’étend en une application K, -linéaire continue de I?Oo sur K,
et on a R p(x) six € K.

(ii) oo Rrn=RKon sioc9r.

(ili) limp— 400 R n(2) = .

8.2. Sur Ex. — Soit [ = p~®Z N [0,1[; c’est un systéme de représentants de Q,/Z,. Si
m € N, soit I, = {i € I | vy(i) > —m}, ce qui fait que I est la réunion croissante pour m € N
des I;,. Soit aussi Ex ., = ¢ " (Eg); c’est un sous-corps de E et Ex o = UneNnEgk,m est la
cloture radicielle de Ex.

Lemme 8.2. — Sim € N, les !, pour i € I,,,, forment une base de E;m sur E;

Démonstration. — T = € — 1 étant une uniformisante de Ep, tout élément de E;; peut s’écrire
de maniére unique sous la forme

+oo pm—1
Y anm =) (e 1) 9" (by),
n=0 r=0

ott les a, sont des éléments de kg et b, = > 420 ¢ ™ (a4 ppm ). On en déduit le fait que les
(e —1)" pour 0 < 7 < p™ — 1 forment une base de Ef. sur ¢"™(E}.) et la matrice faisant passer
de (¢ — 1)" aux €" étant triangulaire avec des 1 sur la diagonale, il en est de méme des £" pour
0<r<p™—1. I n’y aplus qu'a appliquer ¢~ pour en déduire le lemme.

Proposition 8.3. — Soient K une extension finie de F' et cx = vE(0g, /E,) + VE(T). Alors,
(i) tout élément x de Eg ,, s'écrit de maniére unique sous la forme x = Y., €'ai(x), ol
a;(x) € Eg sii €I, et on a l’encadrement

vg(r) — cx < Air}f vg(a;(x)) < vg(x);

1€1m

(i) tout élément x de Ex s'écrit de maniére unique sous la forme x = Yicr€lai(x), ou
(ai(x))icr est une suite d’éléments de Ex tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies, et on a l’encadrement

vg(x) —cx < 12? ve(ai(z)) < vg(x).

Démonstration. — Une base de E;m sur EJ} est aussi une base de Ep,, sur Er; de plus,
I'extension Er,,/Er est radicielle al(;rs que l'extension Ex /Ef est séparable ; une base de Ep,
sur Er est donc aussi une base de E ,,, sur Ex ; on en déduit 'existence et 'unicité de I’écriture.
D’autre part, U'inégalité inf;c,, vg(a;(x)) < vg(x) est une évidence. Dans le cas K = F', autre
inégalité est une conséquence des deux remarques suivantes :
(a) infier,, vE(ai(x)) = 0 si vg(z) = 0 (les & forment une base de E;Cm sur EJ).
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(b) ai(7*z) = Tra;(z) si k € Z (par unicité de écriture).
Dans le cas général, soient d = d_, et dx = vE(0g, /E,), et soient (e1,...,eq) une base de
E} sur EJ et (e},...,e}) la base de Ex sur Ep duale de (eq,...,eq) pour la forme bilinéaire
(z,y) = Trg, /B, (vy); les e forment donc une base de DEL/EF sur E; et, en particulier, on a
vg(e)) = —dk. Sim € N, alors (eq,...,eq) et (ef,...,e}) sont aussi des bases de Ex ,,/Epm,
duale 'une de I'autre pour la forme bilinéaire (z,y) — Trg, . /B, (2y) ; on a donc, si z € Ek p,

d d
x = ZTI"EK,m/EF,m (zer)-er et a;(x)= Za,;(TrEK’m/EF’m (xeg)) - er, sii € Iy,
k=1 k=1

et comme vg(Trg, ,, /By, (T€x)) = vE(), on déduit le (i) du cas K = F.

Maintenant, UpeNnEg ,m est dense dans Ex d’apres le (iv) de la proposition 4.10 et 'inégalité
ve(ai(z)) > vg(x) — cx montre que a; s’étend par continuité en une application F)-linéaire
continue de Ex dans Eg, ce qui permet de déduire le (i) du (i) par passage a la limite.

Remarque 8.4. — Si K est une extension non ramifiée de F', le lemme 8.2 montre que 'on
a;i(z) € E}“( siz € E}F( > un passage a la limite montre que ceci reste vrai si x € E}F(

8.3. Sur KK — Sim € N, on note Ag,, le sous-anneau ¢~ " (Ag) de A. On a donc
AK,m/pAK,m = EK,m-
Proposition 8.5. — (i) Si K est une extension finie de F, alors

(a) tout élément x de A, peut s’écrire de maniére unique sous la forme v =
Zz‘elm [e¥ai(x), o a;(x) € Ak, sii € Ly ;

(b) tout élément x de A g peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = Sierletai(z),
ot (ai(x))ier est une famille d’éléments de Ay tendant vers 0 (pour la topologie faible) quand
1 tend vers ’infini.

(ii) Si K est une extension non ramifiée de F' et si x € :&}, alors a;(z) € A} quel que soit
1€ 1.

Démonstration. — Les trois énoncés se démontrent de la méme maniére ; commencons par le (i)
(b). Soit M le A g-module des familles (a;(x));cr d’éléments de A tendant vers 0 quand ¢ tend
vers I'infini. Pour démontrer le (i), il s’agit de prouver que l'application (a;)ics — Y ;¢ [e']a; est
un isomorphisme de M sur A K, ce qu'il suffit de vérifier modulo p puisque les modules considérés
sont sans p-torsion et complets pour la topologie p-adique. Le (i) de la proposition 8.3 permet
donc de conclure.

Le (i) (a) se démontre en remplagant I par I,,, dans la démonstration ci-dessus et en utilisant
le (i) de la proposition 8.3. Le (ii) se démontre en remplagant Ax par AL et en utilisant la

remarque 8.4.

Remarque 8.6. — L’unicité de la décomposition entraine que les a; : A K — Ag sont Ag-
linéaires.

Soit 1) = p~lp! oTrg/,(B); ¢’est un inverse & gauche de ¢ qui commute a 'action de & (car
¢ le fait) et, d’autre part, dans la base 1,[¢],...,[eP7!] de A sur ¢(A), cet opérateur est donné
par la formule

¥ (p(xo) + p(x1)[e] + - + (1) [EP7Y]) = mo.
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Sim € N, soit R m : AK — AK I’application définie par

Ricm(z) = > ['ai(z).
i€l
Lemme 8.7 — Sin>m et x € Ak, alors Rg m () = o """ (z).

m—n

Démonstration. — Si j € Z et z € Ak, alors ¥ ™([e7]¢"(2)) vaut [eP" "™ (z) (resp. 0)
si p"~™ divise (resp. ne divise pas) j. On en déduit le résultat en utilisant le (i) (a) de la
proposition 8.5.

Proposition 8.8. — (i) limp,— oo Rxm(z) = 2.
(ii) Sim € N, alors Rgm = ¢ ™ oRggo ™.
(ili) Rk,m est une section Ak n,-linéaire continue de Uinclusion de Ak, dans AK.
(iv) St 0 € 9p, alors c o Ry = Riomoo. En particulier, Rk, commute a l'action de I'k.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) (b) de la proposition 8.5. Le
(ii) et le (iv) découlent, par continuité, du lemme 8.7 et du fait que ¢ et 1) commutent a ¥p.
Finalement, Rg o = ap est Ag-linéaire d’aprés la remarque 8.6 et la A ,,-linéarité de Rx
découle de la A g-linéarité de Rx o et du (ii).

8.4. Sur Agg’r}. — Si K est une extension finie de F', si v > 0 et si m € N, soit Agg’;l =

Akm D Agg’r] ; on a aussi Ag?,’:i = SO_m(Ag()’p_mﬂ).

Lemme 8.9. — Si o € E vérifie vg(a) > —lvg(7), alors on peut écrire [a] de maniére unique
sous la forme [a] = >0 Mfizw[ﬂn], ot a(n) est le plus petit entier > %n et B, € ET quel

que soit n € N.

Démonstration. — Commengons par remarquer que, si ¢ = Z$§8 pk [ag] € Acetsibe N, alors

—1b
Yl ([”p](g; - [ag])) = inf (bop(7) + vp(aks1) + k) > bop(7) — 1+ o (a).

Maintenant, on obtient les 8, du lemme par récurrence, en posant g = 7‘la], B, = T, et

71—“(”"‘”‘“(”) 7\ a(n+1)—a(n) [77 a(n+1)—a(n)
) T o~ 7

ro = (e = ) = (5 ;

On déduit de la remarque préliminaire I'inégalité
o0 (2, 01) > (a(n+1) — a(n))oe@) — 1+ 00 (z,)

Par ailleurs, 'hypothése vg(a) > —fvg(T) se traduit par v/%(z9) > 0; on en déduit, par une
récurrence immédiate, que v/%(z,) > a(n)vg(T) — n, quel que soit n € N. Pour conclure, il

suffit alors de remarquer que a(n)vg(7) —n = a(n)}% —n >0 et donc que vg(B,) = 0.

p—1
r

Sir < rg,soit cx(r) = cx + inf(0,
1
—UEl(ﬁ) = pT et cx(r) = ck.

— p). Remarquons que, si Ex/Ep est ramifiée, on a

Proposition 8.10. — Sir <rg et si T € Kgg’r], alors a;(x) € Aggﬂ quel que soiti € I et on a

v O (a;(2)) = v O (@) — e (r) et lim v (a;(z)) = +o0.
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Démonstration. — Si x = 0, il n’y a rien & démontrer ; nous supposerons donc z # 0.

e Commencons par traiter le cas ot Ex/Ep est non ramifice et 2 = [0, & € Ex est un
représentant de Teichmiiller. Soit ¢ € Z le plus petit entier tel que —lvg(7T) < vg(a). D’apres le
lemme 8.9, on peut écrire [a] sous la forme [o] = S - +a(n> [Bn], ot les 3, sont éléments de
E}; (car fixes par % par unicité de I'écriture). On a donc a;([a]) = 5% ﬂef:(n) a;([Bn]), avec
ai([8n]) € A} puisque Ex/EFp est non ramifiée (cf. (ii) de la prop. 8.5). Maintenant, on a, en
écrivant n sous la forme n = pk + i, avec 0 < i < p—1 (et donc a(n) = (p — 1)k + 1),

'

WO () = = (e alm) L = (1~ 1) i - ).

r P r r
Comme r < 1, la suite de terme général pk(f - 1) + z(% — ) tend vers +o0o quand k tend
vers +0o et 0 < 7 < p — 1, et atteint son minimum inf(0, == — p) pour k =0et i =p—1 ou

(0,r]

k=14 =0, ce qui montre que la série > [fa(n) a;([Bn]) converge dans A}
a;([a]) vérifie

et que sa somme

v ai([a) > ~os(m) + 0f(0, 2L~ p) > ®7([a]) v () +mf(0, 2L p).

On en déduit le résultat dans le cas considéré.

e Si Ex/Ep est non ramifiée, et si @ = >4 p¥[xy] dans A, alors la série converge dans
A et on a a;(x) = Y2120 pPa;([zx]), ce qui permet d'utiliser ce que I'on vient de démontrer et
la convergence uniforme pour conclure.

e Dans le cas général, on a a;(z) = > 7K, ai(TK/F/(W}(_lx))f* et U(O’"](TK/F/( _lx)) >

(071 (z), ce qui permet d’utiliser le corollaire 6.10 pour conclure.

Corollaire 8.11. — Sir >0 et sip™"r < rg, alors Rgn(x) € A&?:g, la suite de terme général
Ry n(x) tend vers x dans :&ggm] et on a VO (R, () = v O (2) — p~eg(r) sia € Agg’r].
_—

(0,r]

comme Ry g = ag, et comme p~"r < rg, la proposition 8.10 montre que l'on a Rg »(x) € A},
et

VO (Rica(a) = p 0O (ao (" (@) 2 " (00

Finalement, si p~™r < rg et n > ng, on a

# = Rica(#) = 97" (6™ (@) = Ricuno (@) =97 (Y Elai(e™ (@)

i€—In—n,

Démonstration. — Sin > 0, on a Rrgn(x) = ¢ "(Rro(¢"(z))). Comme ¢"(z) € AP

—-n

(" (@) —cx (r) = o (z)—p ek (r).

La convergence de R () vers z est donc une conséquence de ce que, d’aprés la proposition 8.10,
lim; o0 0P "7 (a; ("0 ())) = +o0.

5310,7]
8.5. Sur By
Proposition 8.12. — Sir > 0 et si p "r < rg, alors R, : A&g’r] — Agg’;;] s’étend par Q-
linéarité et continuité en une application Ry, : ]§£’T] — B}[g’g, la suite de terme général Ry ()

tend vers x dans ﬁg’r], et on a v (R () = ol (@) — ex(r) sis €]0,7] et x € ﬁg’r].
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Démonstration. — Comme v(O" (pFz) = vOr)(z) + %, on a v (R, (x)) = v (2) —p~eg (1)
quels que soient r, n vérifiant p™"r < rg et x € ng’r]. En particulier, si p™"r < rg, alors quel

0,s] _ p
V(R () =min( @ R (@), 0O (R (2)))

—n

que soit s €]0,7[, on a v (R, (z)) > o ck(r), et donc

>min(v®(z) — p ek (1), v = p ek (r)) = v (@) — p ek (r).

Comme ﬁg,r] est dense dans E}I%T] pour la topologie définie par les vl57) s €]0,7[, cela montre

que Rk, s’étend par continuité en une application Ry, : ﬁ]}%r] — B]Ig:;] vérifiant 'inégalité
VT R () = 07 (@) = ex(r) si s €0, et 2 € B

Il reste & montrer que R ,(x) tend vers « dans fillg’r], et il s’agit de montrer que, quels que
soient s €]0,7[ et M > 0, il existe ng € N tel que v (x — R, (x)) = M sin > ng. Par densité,
il existe y € ]A?;g?’r} tel que lon ait vl (2 —y) > M + cx(r). Soit k € N tel que z = pFy € K&?’r}.
D’aprés le corollaire 8.11, il existe ng € N tel que v(%")(z — Rin(2)) > M +Zsin>ng, etona
alors

007y = Riga(y) =07z~ Rica(2) = = = M,

o0y~ Riga(y)) =0z = Ricn()) = © 2 007z = Raca(2)) = - > M,

w3
w |

et donc v (y — R n(y)) = M si n > ng. Pour conclure, il suffit alors d’écrire = — R, () sous
la forme (z —y) = Rz —y) + (y = Rin(y))-

9. Action de I'i

9.1. Invariants
Proposition 9.1. — Si v € T'x est d’ordre infini, alors E}(zl = E}fl = k?,,zl et A}(zl =
AL gl

K P

Démonstration. — Soit Kk = k},zl. Si E}?l #+ K, alors E}’(zl contient un élément x vérifiant
ve(x) > 0. Il contient donc aussi le sous-corps k((z)) de Eg, ce qui implique que Ex est une
extension finie de E}:l et que, si z € Eg, 'ensemble des valeurs prises par v*(z), k € Z, est
fini (de cardinal < [Eg : E}:l]). Prendre z = € conduisant & une contradiction, c’est donc que
Er =«

K : . B

Maintenant, si z € E}{l, alors ¢"(Rxn(2)) € E}’(_l quel que soit n € N. D’aprés ce qui
préceéde, ceci implique Rk (2) € k quel que soit n € N et z = lim,, 400 Rxn(2) € K, et donc
B - B -

KooK =1 _ xv=1 =1

On en déduit les égalités A)- = A)- " = 0}, en réduisant modulo p, puis modulo p? etc.,
ce qui permet de conclure.

9.2. Le I'x-module A", — Soit x = vg(0g, /E,)-

Lemme 9.2. — Si~y € 'k vérifie n(y) = no(K), alors

ve(Y(TK) —7TK) = p"Vog(T) — Ok.
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Démonstration. — Soit n = n(y). Comme n > no(K), 'extension K,41/K, est cyclique de degré
p (lemme 4.2), et on a vk, ., /K,) = (P — 1)vp(V(wnt1) — wnt1) quelle que soit I'uniformisante
Wp41 de Kyq1. On peut en particulier prendre un relévement 7g 41 de Tg py1 POUr wpt1, ce
qui nous donne, utilisant la formule v,(dx, /) = p~ "k de la proposition 4.12,

v (V(TK) = Tr) =p" oy (YR nt1) = Frent1)
1
__n+l
=pntl. - 1Up(DKn+1/Kn)
1
1
:pn+ : p _ 1 (UP(DKH+1/F71+1) + 'Up(bFn+1/Fn) - Up(bKn/Fn))
:pn—i-l . L(l + (p—(n—H) - p_n)(SK) _ an _ 5K
p—1 p—1 ’
ce qui permet de conclure.
Lemme 9.3. — Sim =1, siu € Zy et sir <p~ ™, alors % est une unité de l’'anneau des

entiers de A7,

Démonstration. — On a .
Pt —1 m<(1+7r)“—1 l)
m Y )
et comme % est une unité de Zy|[[r]] puisque u € Zy, le lemme 6.2 permet de conclure.

Lemme 9.4. — Si~ € L'k vérifie n(y) = no(K), et si v < inf(rg,p "), alors
VO (y(mx) = 7)) = p" g (T) — bk

Démonstration. — Soit @) le polyndéme obtenu en appliquant v aux coefficients de Pg. On peut
alors écrire Q — Pk sous la forme (y(7) — m)R, ot R € AL[X]. Comme P est un polynome
d’Eisenstein, le coefficient constant de R est une unité de 'anneau des entiers de A}, (sa réduction
modulo p est de valuation 0) et R(y(7x)) est une unité de ’anneau des entiers de Agg,r}

D’autre part, on a Q(v(7wg)) = 0, ce que l'on peut traduire sous la forme

Pk (v(7k)) — Pk (k)
Y(mK) — TK '

sir <rg.

(v(m) = M) R(y(7k)) = =(v(7K) = 7K)

Soit 3 = PK%??}B:?EMK) ; c’est un polynome en 7 et y(mg), a coefficients dans AL ; on a

donc wi(B) = —(2k — 1)dx d’aprés le lemme 6.4. Comme n(y) = no(K) et 0xg < ﬁpnO(K)’
le lemme 9.2 montre que vg(Y(Tk) — Tk)) > Ok ; on en déduit 'égalité wo(B) = ve(B) =
vE(P) (TK)) = 0k Ceci implique (lemme 6.5) que [P (Tx)] '3 est, pour tout 7 < ri, une unité

de 'anneau des entiers de A&?’ﬂ, et donc que y(7g) — mx est, & multiplication prés par une unité
de 'anneau des entiers de ./ngg’ﬂ, égal a [Py, (7r)] " (y(7) —7). Comme (1) —7 = [¢] ([e]p"(”U_ 1),

ot u=p "M(x(y)—1) € Zy, le lemme 9.3 permet de conclure.

Corollaire 9.5. — Si K est une extension finie de F, si n(y) = no(K), si r < inf(rg,p~ ™))
et st x € Ag?’r], alors

W01 = 7)(@)) > v (@) + p" Vg (F) — i
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Démonstration. — D’aprés la proposition 7.5, on peut écrire x sous la forme f(7g), avec f(T') =
ap T et v\ (x) = infez (nvg(Tr) — £*). On a donc
Znez T et (0 r]( ) inf c ( ( ) 'Up(an)) 0) d

0 £(k) . +o0 -
W(x)—a:zzif k<' K)(’Y( ) — )" Z (7( K) —1>k.

! T
k=1 k=1 K

) (mgc) . F) (mge)-m
Par ailleurs, fk(kiff)l’% =Y ez (})anh vérifie v 7"](f(ﬂ) > 007 (f(1k)). On en déduit
la minoration v (y(z) — ) > v l(z) + v ’"]( yirx) — 1) et le lemme 9.4 permet de conclure
(en utilisant la majoration dx + vg(Tr) < cx = 0 + UE( ))-

9.3. Le I'x-module (A&g’r})d}zo. — Les résultats qui suivent sont des raffinements de résultats
de [22, 7].

Proposition 9.6. — Si~y € T'xx —{1} vérifie x(v) € 1+2pZy, et sir < inf(p~'rg,p~ "), alors
1 —~ admet un inverse sur (Agg’r])wzo et il existe c(r, K,n(v)) tel que l'on ait

SO(1 =)+ 2) 3 o0 a) — e i),
st € (Aﬁgﬂ)wzo-

Démonstration. — Commencons par remarquer que, si v € g, si k& € N et si (1 —~F) est
inversible, alors (1 — 7) est inversible d’inverse (1 4+ v + --- + ~*71)(1 — 4*)~1. D’autre part,

n(yP=P") > n(v) 4+ n. Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer I'inversibilité de
(1 — ) et lexistence de c¢(r, K,n(v)) pour n(vy) assez grand.

Ecrivons x(7) sous la forme 14+p™u, avec m = n(v). Tout élément z de Aﬁzo s’écrit de maniére
unique sous la forme Zf;ll [e]"p(zi), ont z; = a;/, (¢~ (2)) € Ak. La proposition 8.10 montre que,
si z € Agg’r], alors ¢(z;) € Agg,r] et vO(p(2)) = v (2) = peg (r). Comme 7P (1 — []P™¥)
est une unité de 'anneau des entiers de Agg,r] d’aprés le lemme 9.3, ceci nous permet de définir
une bijection f : (Agg”])lb:o — (Ag?’ﬂ)lb:o par la formule

p—1 p—1

£ (Sleelen) = - Sl H

i=1 i=1
et on a vO7l(f,(2)) = v®")(2) — peg (r) — p™vg(T). Un petit calcul utilisant Videntité y([e]’) =
€] [e]P" ™ montre que 'on a
p—1

s ()2 = S R )

i=1 [e] 7P —1

Par ailleurs, comme z; € AP et pr < rg, on a v@P((1—~)(2)) = vOP(2) + p™vg(T) — cx
d’aprés le corollaire 9.5, et donc

v (((1 =) - 20)) = poP (1 =) - 1) = 0 (20)) + p"™om(T) — pex
> v O7(2) + p o (F) — 2pek (7).
On en tire I'inégalité

0Oz — £,(1 =) - 2)) 2 007 (z) + (L pom(T) — 2pexc(r).
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Tout ceci permet de montrer que si (p"+' — p™)vg(T) — 2pcx(r) > 0 et si y € (Agg’ﬂ)l/’zo
I'application z +— gy, (z) =  — f,((1 — ) - £ — y) est contractante sur (A(0 T])w 0. elle y posséde
donc un unique point fixe z qui vérifie de plus, v(®71(z) > vO7I( £, (y)) = 0O (y) —peg —p"vg (7).
Ce point fixe est I'unique (car f, est bijective) solution de I’équation (1 — ) - z = y appartenant

a (AR,

Remarque 9.7. — L’inégalité (p™! — p™)vg(T) — 2pck (1) > 0 est équivalente & p™ > 2c (1) ;
on a donc démontré en passant que, si n(y) = no(K) et si p”h) > 2c¢k(r), on peut prendre
c(r, K, n(y)) = p"Mog(T) + pex (r).

A O]

9.4. Décomposition de A}"'. — Sim > 1, soit RK =Rgm — Rgm—-1-

Lemme 9.8. — R, (z) € ¢~ (Aw % sim>1etazeAg.
Démonstration. — On a Ry, (¥) = >_,c ai(z)[e'], ou I} = {i € I, vy(i) = —m}. On conclut
en remarquant que, si ¢ € I* et j est le reste de la division de p™i par p,ona j € {1,...,p— 1}
et o™ (ai(2)[e]) € [P p(Ax) C AR,

Soit X( ] I'image de A( "] par 1 — Rg p.

Proposition 9.9. — Sir >0, si p~"r < inf(rg,p' "), et si v € T vérifie n(y) < n, alors

(©, T], et il existe ¢ (r, K,n(vy)) tel que

V013~ 1) w) 2 w0 (w) — p e K (),
st x € X( De plus, si n(y) = no(K) et pn(v) > 2c(r), on peut prendre ¢ (r,K,n(y)) =
pn(’Y) Ly ( ) + ZCK(’I“).

v — 1 est inversible sur X

Or]

(

Démonstration. — Commencons par constater que v — 1 est injectif sur X, ] d’aprés la propo-
sition 9.1. Si z € Xé?’;;], on a Rgn(x) = 0; on peut écrire = sous la forme x = ;;OZH R¥% . (2),

et on a vOI(R% (2)) = vO7(2) — p'~ick (r) d’aprés le corollaire 8.11.
D’autre part, ¢'(R¥ (7)) € (AP TYY=0 Papres le lemme 9.8, et la proposition 9.6 montre
qu'il existe z; € (AP 71)¥=0 te] que l'on ait
P (Rii(@) = (y =Dz et oO7(z) 2 oI (RE (@) — o™i, K n(7)).
Oq a alprs v O (= (2)) = vO7] (R i(z)) — p~le(p~ir, K,n(y)). Comme, d’aprés la rem. 9.7,
p~e(p~tr, K,n(y)) est majoré indépendamment de ¢, et comme la suite de terme général R}}Z(x)

tend vers 0 dans A(}g,r]’ il en est de méme de la suite de terme général p—(z;). L’élément

z= :FOZH 0 (2) de Ag’r] vérifie (v — 1)z = x par construction et on a
o07l(z) > .gnﬁlv(o’r](w%(zm’)) >0 O(@) = sup (p'er(r) +p T e(pT'r K, (7).
= 12n+1

Ceci permet de conclure avec

d(r,K,n(y)) = sup sup p" ‘(pex(p”'r) + c(p”'r, K,n(v))).
n>n(y) izntl

Le maximum est atteint pour n = n(7y) et i = n+1 (du moins si n(y) = no(K) et p") > 2cx (1) ;
d’ou la formule pour ¢/(r, K,n(vy)) dans ce cas particulier).
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9.5. Décomposition de EL%’T] Soit X] } I'image de B] "] par 1 — Rk . On déduit de
la proposition 9.9, par les mémes arguments permettant de déduire la proposition 8.11 de la
proposition 8.12, le résultat suivant :

Proposition 9.10. — Sir > 0, si p~"r < rg, et si v € I'x vérifie n(y) < n, alors v —1 est
inversible sur X][g’g, et on a v*N((y = 1) z) > olrl(a) — pd (r, Ko n(y)) six € X]0 e

s €]0,7][.

10. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine

10.1. Descente presque étale

Lemme 10.1. — Soit r > 0 et soient L C M deux extensions finies de F'. Alors, quel que soit
0 >0, il existe a € Ag}’r] vérifiant v (o) > =6 et D ven ) Ola) =1
Démonstration. — Notons T/, 'opérateur Zaejﬁ g O cet opérateur coincide avec Trg /B
sur EM. L’extension EM/EL étant séparable, il existe § € EM vérifiant Tpy/r,(8) = 1. On a aussi
Tayn(e™"(8)) = 1 quel que soit n € N et, comme vg(p~"(8)) = p~"vE(f), on peut supposer
vg(8) > sup(~1, ~3).

On a alors T/ ([3]) = 143775 pFlar], avec ve(zx) = ve(8) > —%, et donc T/ ([B]) est une
A (O

unité de 'anneau des entiers de A" "l L'élément o = (T a2 ([6])) 71 [3] vérifie, par construction,

Tryyr(a) =1, et on a 07 (a) = vO7([8]) = vg(B) = -0, ce qui permet de conclure.
Proposition 10.2. — Si K est une extension finie de F, alors H'(H#, ]A?;]O”’}) =0.

Démonstration. — Soit 0 — ¢, un 1-cocycle continu sur %, a valeurs dans BI%7] Soit (Sn)neN
une suite d’éléments de 0, r| tendant vers 0 quand n tend vers +oo. Nous allons construire par
récurrence sur n > —1 une suite d’éléments de BJ%"] vérifiant les conditions suivantes :

(i) v (cy — (1 = 0) - ¢4) = n quels que soient o € H et j < n

(ii) U[Sf”"](cn —Cpo1)2n—2s8ij<n—1;
ceci permettra de conclure car, la condition (ii) ci-dessus assure que la suite de terme général ¢,
1071 et 1a condition (i) nous donne vl%" (¢, —(1—0)-c) =
+oo quels que soient o € #% et j € N. On a donc ¢, = (1 — o) - ¢, ce qui montre que le cocycle

converge dans BJ%7 vers une limite c € B

o — ¢, est un cobord, ce que l'on cherchait & obtenir.

Revenons a la construction des ¢, ; il n’y a rien a faire si n = —1. Supposons donc ¢,, construit ;
le cocycle 0 — ¢y o = ¢ — (1 — 0) - ¢, vérifie donc la condition lsi7] (cn,0) = n quels que soient
o € Hx et 7 < n. Soit L une extension finie de K telle que v[sf”“](cnvg) >n+2sij<n+1
et 0 € A7, (Iexistence d'une telle extension est assurée par la continuité du cocycle o — ¢y ).
Soit « € A(LO’T] vérifiant v(O(a) > —1 et Tr k() =1 (l'existence d'un tel a est assurée par le
lemme 10.1). Si S C #% est un systéme de représentants de H#% /A7, soit cg = Y g T()cn 7.

Soit S” un autre systéme de représentants de J#% / #7,. Si 01, ...,04 sont les éléments de S, on
peut, quitte a renuméroter les éléments o, ...,0), de S’, trouver 11,...,7q € H7, tels que Pon
ait 0' =o0;7 811 < i< d;on a alors

Csr = Z UiTi(a)Cn,ain = Z Ji(a)cn,ain Z Uz Uz Cn T»L) + CO'Z) =cs+ Z Uz QcCp ‘rz)
i=1 =1

=1
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On en déduit, en utilisant le fait que 7; € #, et la définition de L, 'inégalité vlsi"] (cs —cgr) =
n+1sij<n+1.

Maintenant, un petit calcul montre que ¢, — (1 — 0)cs = ¢,5 — cg, et comme oS est un
systéme de représentants de % /.77, on voit que ¢,41 = ¢, + ¢g répond a la question, quel que
soit le choix de S.

Corollaire 10.3. — Sir > 0, l'application d’inflation induit un isomorphisme de H*(T'g, ]§][g’r])
sur H' (%, BI0T).

Démonstration. — Le terme suivant dans la suite exacte d’inflation-restriction est nul d’aprés la
proposition 10.2.

10.2. Décomplétion

Proposition 10.4. — Sin = no(K) et p~"r < rg, alors Uinclusion de B}[g’g dans ]A?;][g’r] induit

un isomorphisme de HI(I‘K7 B]I%g) sur H! (I‘K?]’:D;}[%T])‘

Démonstration. — On a ]A?;]Ig’r] = B]Ig”g EBX]I?::L], et il s’agit de prouver que H'(I'g, X][g;]) = 0. Soit
7]

> et soit v € I'g vérifiant n(y) < n
(I'existence d’un tel v est assuré par ’hypothése n > ng(K') car I' contient 1+ p"Z, d’apreés le

. N 0,
donc 0 — ¢, un 1-cocycle continu sur I'i & valeurs dans X]K

lemme 4.2). Alors, d’aprés la proposition 9.9, il existe ¢ € X]Ig’;] tel que l'on ait ¢, = (y—1) - c.
Le cocycle 0 — ¢ = ¢o — (60 — 1) - ¢ est alors trivial sur le sous-groupe I' de 'y engendré

topologiquement par I'; il provient donc par inflation d’un cocycle sur I'x/T" & valeurs dans
7]

.- Ceci permet de

(X]Ig:g)r , et ce dernier module est nul puisque v — 1 est inversible sur X]Ig:
conclure.

10.3. Cocycles se trivialisant dans BIR. — Les techniques de descente presque étale et de
décomplétion ont été introduites par Tate [28] pour calculer la cohomologie galoisienne de C';
elles lui ont permis de démontrer :

(i) HY (A, C) =0 (et donc H'(#j,C(k)) = 0 quel que soit k € Z) ;

(ii) l'application Rg, : K+ — K, induit un isomorphisme de H'(Tg,Kuo(k)) sur
HY Tk, K,(k)) quels que soient n € N et k € Z;

(iil) HY(Tk, K,(k)) = 0 si k € Z — {0} et Papplication qui, & ¢ € K, associe le cocycle
o — clog x(o), induit un isomorphisme de K sur H!'(T'x, K,,).

Par dévissage, on en déduit :
(iv) H'(Aic, Big) = 0;
(v) 0: (Blg)"x — Koo induit un isomorphisme de H'(Ig, (BlR) ") sur H'(Tg, Kso);
(vi) Rkn00 @ (BlR)"% — K, induit un isomorphisme de H! (I, (B )7%) sur H'(T'k, K,,).

Proposition 10.5. — Sir > 0 et si n > no(K) + 1 vérifie p"r > 1, Uapplication x +—
(9~ 4(x))isn de BIO7 dans [Lisn By induit la suite ezacte

' (Tk, ﬁl(w)B]I%r]) — H' (g, B}}?“) —— [Lisn H Tk, (BJR) %) — 0.
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Démonstration. — Si on utilise ce qui précéde pour réécrire [ [, HY (T, (BER)7%) sous la forme
Hi>n H'(T'g, K;), I'exactitude de la suite de la proposition s’obtient a partir de la suite exacte
longue de cohomologie associée & la suite exacte

00— WB]I%T] — B ——= [z Ki —0

du corollaire 7.12.

10.4. Cohomologie de tB][g’r}. — Le calcul de la cohomologie de tB][g’r} (ou plutot de son

image dans H 1(FK,B]£’T])) est essentiellement di a Berger [3, n°IV.2]. Nous le reproduisons
ci-dessous pour la commodité du lecteur.

] ]

rang 1 engendré par dmg, muni naturellement d’une action semi-linéaire de I'-, v € ' agissant

Soit Q]Ig’r] le module des différentielles continues de B][g’T sur F’; c’est un B]Ig’r -module de

sur a - db par y(a - db) = 7y(a) - d(y(b)). On dispose d’une application résidu Res : Q]Ig’T] — F'

envoyant (Y, .z axmh )drg sur o

permet de montrer qu’elle commute & I'action de T K ; elle ne dépend pas non plus du choix de

; cette application ne dépend pas du choix de 7g, ce qui

K grace au facteur de normalisation %

oo}

Notons 0 la dérivation (1 + 7)- de A} = Op[[r]]. Cette dérivation s’étend (de maniére

unique) en une dérivation continue de Ag?’r] et B]]g’r] quels que soit r > 0. Par ailleurs, si K est
une extension finie de F' et r < rg, on a Agg’r] = A;?’T] [TK] et B][g’ﬂ = B]FO’T] [TK] sir < rg, et

]

comme P (7k) est inversible dans A(Ig’r si r < ri (cf. lemme 6.5), la dérivation 0 s’étend de
maniére unique en une dérivation de A&g’ﬂ et B}[g’ﬂ.

Comme I' agit continiiment sur T, il existe un sous-groupe ouvert I de I' tel que 1'on ait
vE(Y(Tx)—TK) > vE(TK) siy € T On aalors v (y(ng) —7x) > v (1) quel que soit r €

10, 7k [, ce qui permet de montrer que, si y € Iy, si x € B]}g,r] et si r €]0, rg], alors w tend
. PP , +oo (—1) !
vers 0 quand n tend vers +o0o. Ceci permet de définir Popérateur logy = Y "> ( 7)1 (y=1)"

sur B]}(;,r] : la formule logy - = lim, ;0o p "(7*" — 1) - = montre que cet opérateur est une
dérivation et un petit calcul montre que I'on a log~y = log x(7) t0.
Si v € I vérifie n(y) # +o00, on définit Popérateur O, par la formule

+o00 (—l)n

1 log ~y 1 1
T logx(7) v—1 logx(y)  logx(7) HZ:‘; n+1

(y=1"
On a (y—1)-0, = t0, ce qui va nous permettre d’inverser v — 1 sur les éléments divisibles par .

Proposition 10.6. — Sirg >1r > s > 0, et si 0 — ¢, est un 1l-cocycle continu sur ' a
valeurs dans tB}Ig’r], alors il existe a € F unique et ne dépendant pas de s, tel que o — ¢, soit

]

cohomologue dans B]Ig’s au cocycle o — (o — 1) - (alogm).

Démonstration. — Si les cocycles o — (0—1)-(alogn) et 0 — (6 —1)-(blog ) sont cohomologues
dans B}lg’s], c’est que (a — b)logm € B}[g’s] et donc que N((a —b)logm) = —% = 0. On en
déduit 'unicité d'un a vérifiant les conclusions de la proposition. De plus, comme N(¢,) = 0,
onal0=N((c—1)-(alogm)) = fp%l(a(a) —a); on en déduit 'appartenance de a & F' (sous
réserve de son existence).
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Il reste a prouver lexistence d’un a. En fait, nous allons prouver que, si v € I'x — {1} est

1 : N _ 41 dm 10,7] ;
10gX(v)Res.(wy) convient, ol wy = t7 ¢y 7 € Q. Si

wy = (X ez axmh)drg, on a Res(wy) = e‘;;; et on peut aussi écrire w, sous la forme

suffisamment proche de 1, alors a =

dm oo ag
—d 1 W —a_q1 K k+1.
Wey z+a ogx(y)ﬂ, avec z = a—1 log — - + Z k+17TK
keZ—{—1}
Comme W_IWE(KW est une unité de 'anneau des entiers de A&?ﬂ (cela découle du lemme 6.5),
€K
> }071”} k+1

on a log TE— ¢ B} d’apreés le lemme 5.14; par contre, Zkezf{fl} niT n'appartient pas

K ] 10,s]
K

a cause des k + 1 en dénominateur, mais il appartient & B quel que soit

10,s]
K-

z hy O’
forcément & B]KT

s €]0,r[; on en déduit appartenance de z 4 B

. . . . 1]0,s]
Par ailleurs, (v — 1) - logm appartient a B}

a(m)

quel que soit s €]0,r[ (et méme quel que soit

s > 0 car est une unité de Zy[[x]]); on en déduit, en revenant a la formule définissant [,

I'appartenance de ([ — m) ]Ig,s}

alogm a B]Ig’s}. Maintenant, la formule (y — 1) - 0, = t0 nous donne (y —1) - (y + alogn) = ¢, ;
on en déduit le fait que le cocycle o — ¢, = ¢, — (0 — 1) - (y + alog7) est trivial sur le sous-
groupe I de I'g engendré topologiquement par - ; il provient donc par inflation d’un cocycle sur
'k /T a valeurs dans (B]Ig’s] @® F'logm)" = (F")' (cf. prop. 5.16). Comme H'(I'x /T, (F")') =0
(conséquence facile du théoréme de Hilbert 90), on peut, quitte & modifier ¢/ par un cobord a

logma By ™ et donc aussi celle de y = O, (2 +1log x(v)alogm) —

valeurs dans (F')' c B]Ig’s], se débrouiller pour que ¢, = 0 quel que soit o € I'k. Ceci permet de
conclure.

10.5. Un résultat du type « Hg1 = Hl » pour B(07]

Proposition 10.7. — Soient r €]1,p| et s €]1,r[. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes pour un cocycle continu o +— ¢, sur Y a valeurs dans BIO7]

(i) il existea € F et b € B tels que Uon ait ¢y = (0 —1) - (au+b), pour tout o € Y ;

(ii) quel que soit i € N, il existe ¢; € Bl tel que Uon ait o' (cs) = (0 — 1) - ¢;, pour tout
o €Y.

Démonstration. — L’implication (i)=(ii) est évidente (on prend ¢; = ¢ ~*(au + b)). La démons-
tration de la réciproque va utiliser la plupart des résultats qui précédent. Soit n > 1 tel que
p~™r < rg. Quitte a remplacer le cocycle o — ¢, par un cocycle cohomologue, on peut supposer

que notre cocycle provient par inflation d’un cocycle sur I'k & valeurs dans B][%ﬁ, d’aprés le co-

rollaire 10.3 et la proposition 10.4. Le cocycle o — ¢, = ¢™(c¢,) est alors a valeurs dans B]Ig’p ol
/) se trivialise dans (BJz)”% quel que soit i > n. On

et, par hypothése, le cocycle o — p~¢(c,
peut done, quitte & remplacer o — ¢/ par un cocycle cohomologue, supposer qu'’il est a valeurs

dans ﬁl(ﬂ)B}%p‘”r}’ d’aprés la proposition 10.5.
Maintenant, comme r < p, on a p~"r < p'™" et " "!(7) est une unité de Agg’p_%] (cela

suit du corollaire 6.3). On a donc w%l(ﬂ)B][g’p_nﬂ = tB]Ig’p_"T] et, quitte & remplacer o — ¢

—ng)

par un cocycle cohomologue dans B]Ig’p , on peut supposer que notre cocycle est de la forme

o+ (0 —1)-(alogm), avec a € F, d’aprés la proposition 10.6. Appliquant ¢~

" au cocycle
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o,

on voit que, quitte & remplacer notre cocycle initial par un cocycle cohomologue dans
Lp_”(B]O’p_ns]) = B!%sl, on peut supposer que on a ¢, = (0 —1) - (alogmy,), ce qui permet de
conclure puisque

1 -
logm, = ¢ "(logm) € —————u+ B0
! (p—Dpnt
d’apres le corollaire 6.3 (on a p™ > s par hypothése).
Proposition 10.8. — Soient r €]1,p| et s €]1,r[. Alors les conditions suivantes sont équiva-

lentes pour un cocycle continu o — c, sur Yk a valeurs dans BIO-] [u] :

(i) il eziste b € BI%SI[u] tel que Uon ait ¢y = (0 — 1) - b, pour tout o € Y ;

(ii) quel que soient k € N et i € N, il existe c;; € Bji_R tel que, pour tout o € Y, l'on ait
N7 (cq)) = (0 = 1) - (cra)-

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le plus petit entier £ tel que
NFk+le, =0 pour tout o € Y (Pexistence d’un tel k résultant de la compacité de ¥k ). Le cas
k = 0 a été traité dans la proposition 10.7. Dans le cas général, si ¢, = ck,auk +--++co,s, On peut
appliquer la proposition 10.7 au cocycle o — N¥(c,) = (—=1)*klcg ». Il existe donc, si ' €]s, 7],
des éléments ap g € F et by € B0 tels que I'on ait (—=1)*Kklck s = (0 — 1) - (aou + br,) quel
que soit o € ¥k, et on peut appliquer 'hypothése de récurrence au cocycle o — ¢, — (0 — 1) -
((:L,yg’()l/,ﬁ:%1 + by, u¥) ; ceci permet de conclure.

10.6. Un résultat du type « Hg1 = Hl » pour Uj,q et U} .. — Ce n° termine la démons-
tration de la proposition 0.4.

Lemme 10.9. — Sih>1eta > 1, alors o" —p* : F — F est bijectif.

Démonstration. — Il suffit de prouver que " — p® : Op — O est bijectif, et comme Op est
séparé et complet pour la topologie p-adique, il suffit de prouver le résultat modulo p, ce qui est
évident car o — p® coincide avec z — 2P et kp est parfait.

Lemme 10.10. — Soit r > 0.

(i) Si z € Bl wérifie "(z) = pa, alors x € Uy,

(i) Si x € Bl [u] vérifie o"(x) = px, alors z € Ul
Démonstration. — Ecrivons z sous la forme a + 3, avec a € ]~31;'i’g et B = Z,jf,;o pklay] € B(O7],
On a ©"(B) — p*B = p®a — " (a) € ﬁxg NB©7 = Bt et une récurrence immédiate montre que
ceci implique vg(xy) = 0 quel que soit k > ko, et donc 3 € BT et z € Bjig,
le (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit de constater que, si z = zg+z1u+- - -+apuf vérifie o' (z) = pa,
avec z; € Bl si 0 < i <k, alors o (z;) = p
conclure.

ce qui démontre

@=ihy.. ce qui permet de se ramener au (i) pour

Proposition 10.11. — Soient a et h des entiers > 1.

(i) Soit o +— ¢, un 1-cocycle continu a valeurs dans Uy, 4 tel que, quel que soit n € N, il existe
cn € Blg tel que ¢ "(co) = (00— 1) - ¢, pour tout o € Y. Alors, si a # h (resp. si a = h) il
existe ¢ € Uy, (resp. ¢ € EfKu + Upq) tel que Uon ait ¢, = (0 — 1) - ¢, pour tout o € Y.
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(ii) Soit 0 — co un 1-cocycle continu a valeurs dans U}, tel que, quel que soient k € N et
n € N, il existe cp, € BI; tel que N¥(o™"(cs)) = (00— 1) -, pour tout o € Y. Alors il
eriste c € Uy, , tel que l'on ait ¢, = (0 — 1) - ¢ pour tout o € Y.

Démonstration. — Pour démontrer le (i), choisissons r €]1, p[ et considérons notre cocycle comme

O7r]

étant a valeurs dans Bl La proposition 10.7 nous fournit alors ¢y € Fu + B0 tel que

l'on ait ¢, = (0 — 1) - ¢g, pour tout o € ¥x. Par ailleurs, comme ¢, est tué par o — p?, on
a ¢"(co) — pPcp € K N BI%U = F. D’aprés le lemme 10.9, on peut trouver ¢; € F tel que
©"(c1) — pPcr = (o) — pPco et ¢ = ¢y — ¢1 répond A la question comme le montre le (i) du
lemme 10.10.

Le (ii) se démontre de la méme maniére en considérant le cocycle comme étant & valeurs dans
BIO-] [u] et en utilisant la proposition 10.8 au lieu de la proposition 10.7 et le (ii) du lemme 10.10

au lieu du (i) dudit lemme.

Références

[1] F. ANDREATTA et O. BRINON, Surconvergence des représentations p-adiques : le cas relatif, ce
volume.
[2] Y. ANDRE, Filtrations de type Hasse-Arf et monodromie p-adique, Inv. Math. 148 (2002), 285-317.
[3] L. BERGER, Représentations p-adiques et équations différentielles, thése de l'université Paris 6
(2001).
[4] L. BERGER, Représentations p-adiques et équations différentielles, Inv. Math. 148 (2002), 219-284.
[5] L. BERGER et P. COLMEZ, Familles de représentations de de Rham et monodromie p-adique, ce
volume.
[6] F. CHERBONNIER et P. COLMEZ, Représentations p-adiques surconvergentes, Inv. Math. 133 (1998),
581-611.
[7] F. CHERBONNIER et P. COLMEZ, Théorie d’ITwasawa des représentations p-adiques d’un corps local,
J.AM.S. 12 (1999), 241-268.
[8] G. CHRISTOL, About a Tsuzuki theorem, p-adic functional analysis (Ioannina, 2000), 6374, Lecture
Notes in Pure and Appl. Math. 222, Dekker, 2001.
[9] P. CoLMEZ, Espaces de Banach de dimension finie, J. Inst. Math. Jussieu 1 (2002), 331-439.
[10] P. CoLMEZ, Les conjectures de monodromie p-adiques, Sém. Bourbaki 2001/02, exp. 897, Asté-
risque 290 (2003), 53-101.
[11] P. CoLMEZ, Conducteur d’Artin d’une représentation de de Rham, preprint 2003.
[12] P. CoLMEZ et J-M. FONTAINE, Construction des représentations p-adiques semi-stables, Inv.
Math. 140 (2000), 1-43.
[13] R. CREW, Finiteness theorems for the cohomology of an overconvergent isocrystal on a curve, Ann.
scient. E.N.S. 31 (1998), 717-763.
[14] J-M. FONTAINE, Sur certains types de représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps
local ; construction d’un anneau de Barsotti-Tate. Ann. Math. 115 (1982), 529-577.
[15] J-M. FONTAINE, Cohomologie de de Rham, cohomologie cristalline et représentations p-adiques,
Algebraic geometry (Tokyo/Kyoto,1982), SLN 1016 (1983), 86-108.
[16] J-M. FONTAINE, Représentations p-adiques des corps locaux, The Grothendieck Festschrift, vol 11,
Birkhauser, Boston 249-309, 1991.
[17] J-M. FONTAINE, Le corps des périodes p-adiques, Périodes p-adiques exp. II, Astérisque 223 (1994),
59-102.
[18] J-M. FONTAINE, Représentations p-adiques semi-stables. Périodes p-adiques, exp. III, Asté-
risque 223 (1994) 113-184.



60

[19]
[20]

[21]

[22]
[23]

[24]
[25]

[26]
[27]

28]
[29]

[30]

PIERRE COLMEZ

J-M. FONTAINE, exposé & Orsay, 1998.

J-M. FONTAINE, Représentations de de Rham et représentations semi-stables, prépublication Orsay,
2004.

J-M. FONTAINE et J-P. WINTENBERGER, Le corps des normes de certaines extensions algébriques
de corps locaux, C.R.A.S. 288 (1979) 367-370.

L. HERR, Sur la cohomologie galoisienne des corps p-adiques, Bull. S.M.F. 126 (1998), 563-600.
O. Hyopo, Hgl(K, V) = HL (K, V), proceedings of a symposium on arithmetic geometry, ed. K. Kato,
M. Kurihara, T. Saito, Univ. Tokyo (1991).

K. KEDLAYA, A p-adic monodromy theorem, Ann. of Math. 160 (2004), 93-184.

7. MEBKHOUT, Analogue p-adique du théoréme de Turritin et le théoréme de la monodromie p-
adique, Inv. Math. 148 (2002), 319-351.

S. SEN, Lie algebras of Galois groups arising from Hodge-Tate modules, Ann. of Math. 97 (1973),
160-170.

J-P. SERRE, Corps locaux, Deuxiéme édition. Publications de 1’Université de Nancago, No. VIII.
Hermann, Paris, 1968. 245 pp.

J. TATE, p-divisible groups, Proc. Conf. Local Fields (Driebergen, 1966) 158-183 Springer, Berlin.

N. Tsuzukli, Finite local monodromy of overconvergent unit-root F-isocrystal on a curve, Amer. J.
Math. 120 (1998), 1165-1190.

J-P. WINTENBERGER, Le corps des normes de certaines extensions infinies des corps locaux ; appli-
cations, Ann. Sci. E.N.S. 16 (1983), 59-89.

PiERRE CoLMEZ, Ecole Polytechnique, C.M.L.S., 91128 Palaiseau Cedex, France e Institut de mathématiques

de Jussieu, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France e E-mail : colmez@math.polytechnique.fr



