CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE p-ADIQUE
ET CHANGEMENT DE POIDS

par

Pierre Colmez

Résumé. — Si f est une forme modulaire de poids > 2, la représentation de
GL2(Qp) qui lui est associée par la correspondance de Langlands locale p-adique
encode celle qui lui est associée par la correspondance classique. Nous introduisons
une technique de changement de poids qui permet d’étendre le résultat aux formes
de poids 1. Nous déterminons aussi complétement les composantes de Jordan-Hdolder
des représentations localement analytiques apparaissant dans la correspondance.

Abstract. — 1If f is a modular form of weight > 2, the representation of GL2(Qp)
attached to it by the p-adic local Langlands correspondence encodes the represen-
tation attached by the classical correspondence. We introduce weight shifting tech-
niques that allow to extend the result to weight 1. We also give a full description of
the Jordan-Hdélder components of the locally analytic representations appearing in
the correspondence.
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Introduction
0.1. Correspondances de Langlands locales p-adique et classique. — Soit

G = GL3(Q,) et soit L une extension finie de Q,. On note Rep G (resp. Rep™G)
la catégorie des L-représentations unitaires (resp. localement analytiques) admissibles
de G. SilII € Rep G, on note I1*" le sous-espace de ses vecteurs localement analytiques ;
c’est un objet de Rep™ G (cf. [25]) et, si II est de longueur finie, on récupére IT & partir
de TI*" en prenant son complété unitaire universel [9].

La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,) associe, & toute
représentation V' de dimension 2 du groupe de Galois absolu 9q, de Q,, une repré-
sention II(V') € Rep G. Tout objet irréductible W de Rep G apparait [21, 10] comme
composante de Jordan-Holder d’un II(V') (et la semi-simplifiee V5 de V est alors
complétement déterminée par W).

Cette correspondance encode la correspondance classique au sens suivant : si V
est de Rham, a poids de Hodge-Tate a < b distincts, on peut retrouver |6, 14, 10|,
a partir de II(V'), la représentation lisse LL(Dps (V) associée a la représentation
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de Weil-Deligne déduite du (¢, N,%q,)-module Dy (V). Cela se fait en considérant
l'espace II(V)*# des vecteurs localement algébriques de II(V), et la recette est alors

I(V)™e = LL(Dpst(V)) ® Sym’ ! @ det?,

@=1 ost la puissance symétrique de la représentation de dimension 2 évidente

ot Sym®~
de G.

Il est naturel de se demander si un résultat analogue est encore vrai si les poids de
Hodge-Tate sont égaux (quitte a tordre par une puissance du caractére cyclotomique,
on peut supposer, ce que nous ferons, qu’ils sont nuls ; cela équivaut & ce que l'inertie
agisse & travers un quotient fini [26]) ; 'un des buts de cet article est de montrer que
«oui» (autre est de comprendre les composantes de Jordan-Holder des II(V)2").
Dans le cas ou Dpg (V') n’est pas absolument irréductible, en tant que représentation
du groupe de Weil, il y a une recette simple :

e Si V est scindée, il existe deux caracteres 61,02 de Qy, unitaires, localement
constants, tels que V = L(d1) & L(d2).

e Si V n'est pas scindée, il existe un caractére § de Qy, unitaire, localement
constant, tel que V' soit l’extension non ramifiée de L(J) par elle-méme.

Dans le cas scindé,

(V) = Ind (2 @ (z|2])7161) @ Ind (6; ® (z]z])~16s),

ou Ind m; ® 7, désigne I'induite continue du caractére (&) — ni(a)n2(d) du borel B.
Dans ce cas, LL(Dp(V)) = Indhsse(ég ® |z|716) = Indhsse(él ® |z|7162). Pour
retrouver LL(Dpg (V) & partir de II(V), il suffit donc de prendre son module de
Jacquet (isomorphe & (02 ® (z]x])7161) @ (61 @ (z|x])~'62)) comme représentation de
B, tordre par 1 ® x, et prendre une composante de Jordan-Holder de I'induite lisse.

La recette est la méme dans le cas non scindé : dans ce cas II(V) est une extension
de Ind(6 ® (z|x|)~18) par elle-méme et LL(Dpe(V)) = Ind'sse (6 ® |z|710).

Dans le cas ott D¢ (V) est absolument irréductible, le module de Jacquet de II(V)
est nul et la représentation II(V') n’a pas de vecteurs algébriques. La recette que nous
proposons (rem. 0.9) utilise une technique de « changement de poids » qui permet
de passer de poids de Hodge-Tate égaux a des poids de Hodge-Tate distincts, ce qui
permet de faire apparaitre des vecteurs localement algébriques. Cette technique semble
A premiére vue totalement abracadabrante, mais elle s’interpréte bien en termes d’une
généralisation d’une conjecture de Breuil et Strauch.

0.2. Les composantes de Jordan-Hélder des II(A). — L’équivalence de caté-
gories de Fontaine et ses raffinements permettent de remplacer les représentations de
9q, par des (¢,I')-modules étales sur I'anneau de Robba Z. Depuis les travaux de
Berger [1], on a pris conscience de I'intérét de considérer tous les (¢, T')-modules de
rang fini sur Z et pas seulement les (p, I')-modules étales. Partant de ce principe, la
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correspondance de Langlands locale p-adique est étendue dans [8] sous la forme de la
prop. 0.1 ci-dessous.

Rappelons quun (¢,T)-module A sur % donne naissance a un faisceau PT-
équivariant sur Z,, ou Pt = (ZPB{O} Zf’) et (¢%) € PT agit sur z € Z, par
(8 11’) -x = ax + b. La correspondance de Langlands locale p-adique s’établit en
prolongeant le faisceau PT-équivariant précédent en un faisceau U — A X U (ou U
décrit les ouverts compacts) G-équivariant sur P! = P1(Q,).

Soit A un (p,T')-module, de rang 2 sur #. Notons w le caractére

w=wa = (z]z]) "t det A.

Proposition 0.1. — (i) 1l existe un unique prolongement de A en un faisceau G-
équivariant U — AR U sur P, de type analytique (D), tel que le centre de G agisse
par w.

(ii) 11 existe® TI(A) € Rep™G telle que l’on ait une suite exacte :

0= MIA)*®w— AXRP! - TI(A) = 0.

Remarque 0.2. — (i) Si A est étale, et si V est la représentation de %q, qui lui
correspond (i.e. si A = Dyig(V)), on a II(A) = II(V)?".

(ii) Si V est absolument irréductible, il en est de méme de II(V). Par contre,
II(V)2™ n’est pas toujours irréductible. Plus généralement (et plus précisément), on a
les résultats suivants :

e Si A est triangulin (i.e. si A est une extension de Z(d2) par Z(91), ou d1, 02 sont
des caractéres localement analytiques de Qy), alors [7, 20] :

II(A)* = (Ind™ (02 ® (z]z])7101))™ @ (Ind™ (61 ® (z]2|)162))™.

e Si A est de Rham, non triangulin, & poids de Hodge-Tate 0 et &k > 1, et si ¢
est un caractére localement analytique de Qy, alors II(A ® 6) = II(A) ® § et TI(A)
est une extension de TI(M, —k) par LL,(M) ® Sym*™!, ot LL,(M) € Rep"*°G et
II(M, —k) € Rep™G ne dépendent que du (o, N,%q,)-module M = Ay (par contre
Pextension de TI(M, —k) par LL,(M)®Sym* ™! encode la filtration sur Apg), cf. th. 0.6
ci-dessous (cela résulte aussi de la conjonction de [6, th. V1.6.43] et [9]).

On connait bien les composantes de Jordan-Holder des séries principales [23] et des
représentations lisses [16]. Le résultat suivant achéve donc (cor. 0.4 ci-dessous) la clas-
sification des composantes de Jordan-Hélder des II(A), et donc a fortiori des II(V)?".

1. Cela signifie que AKX U est de type LF (limite inductive de fréchets) et que, si K est un sous-
groupe ouvert compact de G stabilisant U, 'action de K sur A X U s’étend en une action continue
de l'algébre 2(K) des distributions sur K.

2. Cette décomposition détermine II(A) uniquement si A est indécomposable, ainsi que dans
presque tous les cas ou A est décomposable.
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Théoréeme 0.3. — (i) Si A n’est ni triangulin ni (G torsion prés) de Rham & poids
de Hodge-Tate distincts, alors II(A) est irréductible.

(i) Si M est absolument irréductible en tant que (p,N,9q,)-module, alors
II(M, —k) est irréductible pour tout k > 1.

Corollaire 0.4. — (i) Les composantes de Jordan-Holder des TI(A) sont de l'un des
types sutvants :
e Sym” ® 6, avec k € N et § un caractere.
o 7 ®Sym”* ® 68, avec ™ € Rep™°G, irréductible, k € N, et § un caractére.
e Ind™ (6, ® &1 (z|z|)71), avec® k(8,02(x|z|)~t) ¢ N.
e TI(A), avec A ni triangulin, ni de Rham.
o I[(M,—k) ® 9, avec k € N, M un (o, N,%q,)-module irréductible, et § un
caractere.
(ii) II(A) est de longueur finie. Plus précisément, II(A) est de longueur :
e 1 si A nlest ni triangulin, ni de Rham & poids de Hodge-Tate distincts (&
torsion pres),
e 2 5i A est triangulin et (5165 ") ¢ Z—{0}, ou bien si A n’est pas triangulin
mais est (a torsion prés) de Rham a poids de Hodge-Tate distincts,
e 3 si A est triangulin et (6,65 ") € Z — {0}, mais 6; # |z|T'at* 5y (4 pos-
sibilités), avec k entier > 1,
o 4 510y = |x|FratkS,y, avec k entier > 1.

Remarque 0.5. — (i) On peut raisonnablement penser que la liste du (i) du corol-
laire épuise les objets absolument irréductibles de Rep®"G. L’énoncé analogue pour
Rep G est vrai (cf. [21] pour p > 5 et [10] pour le cas général).

(ii) Une conséquence du (ii) du cor. 0.4 et de [21, 10] est que, si II € Rep G est de
longueur finie, alors I1*" est aussi de longueur finie.

0.3. Le cas de Rham, non triangulin. — Nous allons nous intéresser aux repré-
sentations de G associées aux (¢,T')-modules de Rham, non triangulins, de poids 0
et k > 0 (quitte a tordre par %, on peut toujours se ramener a ce cas). Ces (p,T')-
modules sont obtenus en choisissant :

e un (¢, N,9q,)-module M, absolument irréductible, de dimension 2,

e si k> 1, une droite .2 du L-espace vectoriel Mgr = (Q, ® M)%ar,

On note A = A(M) le (¢,T')-module de poids (0, 0) qui lui est associé et, si k > 1,

on note Ay, le (¢, I')-module de Rham, a poids de Hodge-Tate 0 et k, qui correspond
a%Z.0na:

t*"A Ao CA et AJAL o = Ahg/tkA ~ % /t*% (comme Z-modules).

3. Si § est un caractére localement analytique de Qj;, on note #(d) son poids : x(8) = ¢’(1).
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Théoréme 0.6. — Soit w = (z|z|) "1 det A.
(i) Si k € Z, il existe un unique prolongement de A en un faisceau G-équivariant
sur P1, de type analytique, tel que :
e le centre de G agit par z*w,
e le casimir agit par multiplication par %(k2 — 1).
(ii) Il existe des représentations II(M, k) € Rep™ G, pour k € Z, et une représen-
tation lisse LL,(M), vérifiant les propriétés suivantes :

e Sik €Z, on a une suite exacte
0 — (M, k)* ® zFw - AR, PY = II(M, —k) @ 2% — 0.

e Sik>1,
II(M, k)™& = Mag ® (LL,(M) ® Sym"™1).

(iii) Si k > 1, les injections tKA C A o C A se prolongent en des injections
G-équivariantes

t* ARk, P C Ap o Mor, P! C AR, P!
et induisent les suites exactes :
0 — II(M, k)8 — II(M, k) — IL(M, —k) @ ¥ — 0,
0.2 ® (LL,(M) ® Sym" ') — II(M, k) — II(Ag &) — 0,
0 — I(Ag )8 = T(Ag.2) — II(M, k) @ 2" = 0,
et l’isomorphisme :

(A, )™ = (Myr /%) ® (LL,(M) ® Sym* ).

Remarque 0.7. — (i) Le (iii) de ce théoréme améliore les résultats *) du n° VI.6.9
de [6] (voir, en particulier, le th. VI.6.43) puisque la représentation LL, (M) est non
seulement indépendante de la filtration .Z (comme dans [6]), mais aussi du poids k.
(Bien str, si on sait que LL, (M) est la représentation LL(M) fournie par la corres-
pondance classique, cette indépendance est une évidence, mais, dans ’état actuel de
nos connaissances, la preuve de cette égalité utilise I'indépendance par rapport a la
filtration ainsi que des arguments globaux [14, 13].)

(ii) Le G-module A K, P! ci-dessus correspond au G-module N,;; X P! de [6].
La différence est que, dans [6], il faut transpirer beaucoup pour étendre l’action de
G sur Ay o R, PL A Nyig ® P! et encore plus pour prouver que ce qu'on obtient
est indépendant de .#, alors qu’ici on construit A M, P! « en tordant I’action de
(2%) € G sur ARP? par (a — cz)* » (cf. th. 0.8 ci-dessous pour la signification a
donner a cet énonce).

4. Le (¢,T)-module A ci-dessus correspond au Nyig de [6], tandis que le Dyjz de [6] est 'un des
Ay, o ci-dessus.
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La torsion par (a — cx)* repose sur la construction d’un isomorphisme
0: AR, P! 5 AR, P!,

jouant le role de la multiplication par z, et défini en utilisant I’action infinitésimale
de G et, en particulier, la formule de Dospinescu [11]. La recette permet de décrire
II(M, k) directement & partir de TI(A).

Onnote u™ = (33),u™=(99),a" = (§9),a” = (§9). la base naturelle de gl,.
Théoréme 0.8. — (i) Il existe un unique isomorphisme® 0 : TI(A) — TI(A), tel
que

at =ut9, v =-0utd et wod=0"tow.
(ii) Si (a,c) € Q2 —{(0,0)}, alors a — cd est un isomorphisme de II(A).
(iii) Si k € Z, on peut munir II(A) d’une action de G en posant
(28) wv=(=c0+a)"((28) -v);
la représentation ainsi obtenue est II(M, k).

Remarque 0.9. — (i) Comme II(M, k)8 encode LL,(M) si k > 1, le théoréme
fournit une recette pour retrouver LL,(M) & partir de II(A).

(ii) Les constructions de 9 et II(M, k) ont été inspirées par les formules de la
série principale (6 : dans ce cas, les représentations se réalisent comme des espaces de
fonctions sur Q, (avec une condition en co), avec action de G donnée par

((25)9)(x) = a(ad—bc)ﬂ<a—cx)¢(d— bx) |

a—cx a—cx
ou «a, 8 sont des caractéres localement constants, et pour faire apparaitre des vec-

teurs localement constants, il suffit de multiplier 'action de (‘CL g) par a —cx; or le

dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique montre que la multiplication par a — cz
correspond a laction de a — ¢d sur £, on 9 = (1 + T)% (cf. [8, prop.2.6] par
exemple). La connexion ci-dessous avec les fonctions analytiques sur les revétements
du demi-plan de Drinfeld n’a été réalisée que bien plus tard.

0.4. Lien avec la conjecture de Breuil-Strauch. — Soit ) le demi-plan de
Drinfeld, et soit 3, le n-iéme étage de la tour de Drinfeld : c’est un revétement de {2,
de groupe de Galois H,, = H*/(1+@"Oy), ot H est algébre de quaternions sur Q,,
et @ une uniformisante de @. On a une action de G sur Q (par (2}) -z = 2£8) et
sur chacun des Y, et donc aussi sur 'anneau &, des fonctions analytiques sur %,,.

Par ailleurs, 'action de H* sur ces espaces commute & celle de G. Il est donc naturel
d’essayer de décrire les espaces 0, en tant que représentations de G x H*. C’est le
but de la conjecture de Breuil et Strauch (dans le cas n = 1).

5. D’espaces vectoriels topologiques, pas de G-modules.
6. Je les ai présentées lors de la conférence en I’honneur de H. Hida, en juin 2012, et je m’excuse
du temps mis pour écrire les détails...



8 PIERRE COLMEZ

On peut généraliser leur conjecture de la maniére suivante. Si z € ¥,,, on note
7(z) son image dans Q = C, — Q,, ce qui permet de définir, pour tout k € Z, une
représentation 0, (k), de G x H*, en tordant l’action naturelle sur &, par :

(1 x W) (2) = (en(2) + d)* F((7 x B) - 2),
siy=(2%) € Get he H*. Alors #ﬁ)k C O (k) @27 F = 0, (k+2) est G x H*-
équivariant si k > 0. On note H}g (3, k) le conoyau. L’application f + f dr(z) induit
un morphisme G x H*-équivariant de ,,(2) sur Q3, et Hig (X,,0) est la cohomologie
de de Rham de X,,.

Si M est un (o, N,9q,)-module, absolument irréductible, de dimension 2, on note
JL(M) la représentation de H* qui lui est associée par la correspondance de Jacquet-
Langlands [16]. C’est une représentation irréductible, de dimension finie.

Conjecture 0.10. — Soient M comme ci-dessus et n assez grand (dépendant de M ).
(i) Si k € Z, alors Hompg«(JL(M)*, 0, (k)) est une représentation coadmissible
de G, isomorphe a II(M, k — 1)* @ 272,
(ii) Si k >0, alors

Homp - (JL(M)*, Hig (20, k)) = Mg ® (LL,(M)* @ Sym*).

Remarque 0.11. — (i) L’action de % coincide avec celle de u™, et le (ii) de la
conjecture est une conséquence du (i) et de th. 0.6 (iii).

(ii) L’isomorphisme 9 de II(M,0)* correspond & la multiplication par w(z) sur
O, (1) ; ses propriétés ne sont donc a posteriori pas trés surprenantes.

(iii) Cette conjecture a été prouvée (pour k = 0) par Dospinescu et Le Bras [13] : la
preuve utilise des arguments globaux pour construire une application de II(M, k—1)*
dans 0, (k), ainsi que opérateur 0 sur II(M,0). Les th. 0.6 et 0.8 permettent d’en
déduire le cas k£ > 0 général.

0.5. Notations. — On regroupe ici les notations concernant le groupe G ; beaucoup
sont déja apparues dans l'introduction.

e B= (QO; gg) est le borel (supérieur).

e Pt est le semi-groupe (ZP_O{O} le )-

ew=(9%).

eut =(38),um=(99),a"=(§9),a” =(3?) est la base naturelle de gl,.

e L’algébre de Lie p de PT admet pour base a™,u™.
eC=vru" +uur+1(a"—a)?=2utu" + J(a™ —a")(a" —a” —2) est le
casimir, générateur du centre de 1’algébre enveloppante U (sly) de slo.

Si K est un groupe compact, on note Z(K) la L-algébre des distributions sur K.
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1. (¢,I')-modules

1.1. L’anneau de Robba
1.1.1. Un diagramme d’anneauz. — Soit 0} = OL[[T]].
1

Sih > 1, 0n posery = v,(Cr—1) = W (vesp. rp, = 2%, sip=2),etn, = -

e Sia>b > 1, on note ﬁg“’r”] le complété de ﬁ;@r[T;a , 7%7) pour la topologie
p-adique, et &) Panneau ﬁg“’m][%].

e Si b > 1, on note &%) Pintersection des &= pour a > b.

e Enfin, on note % 'anneau de Robba, réunion croissante des &1°7!, pour b > 1,

et on note Z* l'intersection de Z et L[[T]].

Soit t = log(1+ 7). C’est un élément de Z* ayant un zéro simple en (,» — 1, pour
tout n. Sin > 1, on pose L, = L®q, Qp((pn), et on note ¢, 'injection de &197] dans
L, [[t] envoyant f sur f((,~e?/?" — 1). Enfin, on note 0 : L,[[t]] — L, la réduction
modulo t¢.

On obtient alors le diagramme suivant dans lequel les fléches sont des morphismes
d’anneaux qui sont injectifs sauf 6.

Rt —— O] > R

J@‘gm

Ces anneaux s’interprétent en termes de fonctions analytiques sur des couronnes :

&lrare] est Panneau des fonctions analytiques sur la couronne r, < v,(T) < 7 et
&10m] (vesp. 1) est I'anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < v, (T) <
rp (resp. sur le disque unité v,(T") > 0). L’application ¢,, correspond & la localisation
en (pn — 1 et 6o, al’évaluation en (pn — 1.
1.1.2. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique. — Soit LA(Z,) Pespace des
fonctions localement analytiques sur Z,, a valeurs dans L, et soit Z(Z,) son L-dual
topologique, espace des L-distributions sur Z,,.

Sip e P(Zp), on définit sa transformée d’Amice

mm=éa+ﬂww,

P

et si f € #Z, on définit la fonction ¢y : Z,, — L, par :
5 (x) = réso((L+T) 7" f 1%7).

Le résultat suivant (cf. [4] par exemple) est une traduction de la description d’Amice
de LA(Z,) en termes de développements de Mahler.

Proposition 1.1. — (i) p — A, induit un isomorphisme 9(Z,) = Z* d’anneauzx
de Fréchet.
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(ii) f > ¢y induit un isomorphisme X /H#+ = LA(Z,) d’espaces de type compact.

La remarque suivante peut aider a comprendre ce qui se passe dans le (iii) du
th. 0.6.

Remarque 1.2. — On a ¢up(z) = (—4)¥¢s(x). Comme le noyau de (—-L)* est
I’espace LP[07k_1](Zp) des fonctions localement polynomiales de degré < k — 1, cela
nous fournit le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont exactes et
les colonnes sont obtenues en ajoutant les noyau et conoyau de la multiplication par t*
(la premiére colonne est obtenue en dualisant la derniére) :

0 0 Lplok-1]
i ! |
0 s 7] LA(Z,) — 0
itk \Ltk for
0 A 73 LA(Z,) — 0
| | |
(LplOk—1ly= R |th R 0

et donc une suite exacte

0 — LPOA=U 5 (LplOk=1yx _ 2/tk g — 0.

1.2. Extensions finies de ’anneau de Robba

1.2.1. La théorie du corps des normes. — On note E* la limite projective des ﬁﬁp /D
pour les applications z — zP; c¢’est un anneau intégre de caractéristique p sur lequel
“q, agit naturellement (par son action sur ﬁQP /p). On note E son corps des frac-
tions ; c’est un corps algébriquement clos de caractéristique p, qui est complet pour la
valuation vg définie par vE((Tn)nen) = limy, 400 P"Vp(Zn), OU &y, est un relévement
de z,, dans ﬁ’ap.

Notre systéme compatible de racines de l'unité définit un élément ¢ = ((pn)nen
de E+, sur lequel %q, agit a travers I', et on a 0,(¢) = (%, si a € Zy. 11 s’ensuit
que I'on peut voir F,((7T")), muni de 'action de %q, agissant a travers I', comme un
sous-corps Eq, de E, en envoyant 7' sur ¢ — 1.

On note H = Gal(Q,/Fx) le noyau du morphisme %, — I'. L’action de 9q, sur E
laisse stable la cloture séparable E de Eq, et la théorie du corps des normes [27] ou
celle des algebres perfectoides [22, 18] permet de montrer que cette action induit un
isomorphisme H = Gal(E/Eq,).

Si K est une extension finie de Q,, on note Hg le sous-groupe de H fixant K et
Ex le sous-corps de E fixé par Hi. Alors Ex est une extension finie séparable de
Eq, et donc de la forme Fy((7x)).
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1.2.2. De la caractéristique p a la caractéristique 0. — On note Fi extension non
ramifiée de Q,, de corps résiduel F; c’est 'extension maximale non ramifiée de Q,
contenue dans QfK. On note Lg Panneau L ® Fk.

SiP=X%"+aq 1 X4 4q € Eq,[X] est le polynome minimal de 7, et
si @; est un relevement de a; dans Z,[[T]], alors P = X% + a4 1 X9 +--- + a9 a
une unique racine Tx dans A= W(E) ayant pour image 1 ® i dans kr ® Ex. En
remplacant L par Lx et T par Tk dans la construction des anneaux &% et %, on
obtient des extensions étales &0 (Eg) /&%) pour n > m(K), et Z(Ex)/%.

1.2.5. Les actions de p, 9q, et les dérivations V et 0. — On note ¢ 'endomorphisme
de #Z envoyant f(T) sur f((1+T)? —1). On fait agir 9q, sur Z a travers I, I'action
de o, envoyant f(T) sur f((1+7T)* —1). Il est clair sur les formules que les actions
de ¢ et 9q, commutent.

On note 9 la dérivation (1 +T)% de Z et V = lim,_s1 ";:11 I’action du générateur
naturel de 'algébre de Lie de I'. On a

V =t0.

Si Ex/Eq, est galoisienne, les actions de ¢, 9q, et V s’étendent de maniére unique
a Z(Ek), et vérifient les propriétés de commutation précédentes. De plus, les actions
de ¢ et Yq, sont Ly-semi-linéaires.

Sin > 1, on note K, le corps K ((pn). Il existe alors m(K) tel que, si n > m(K),
I’application ¢, s’étend en une application ¢, : &19"(Ex) — L& K, [[t]], qui commute
a l'action de 9q, .

L’action de 0 = t~!V s’étend en une dérivation des anneaux ci-dessus et on a

dog=x(9)go0, sig€¥Y,, et Odop=ppod.

Cette dérivation est encore (1 + T )%, mais elle s’exprime en termes de la variable
Tk sur Z(Ek) : il existe Qg € Z(Ek), non nul, tel que 9 = Qkﬁ. Le lemme
suivant, qui est immédiat, montre que 0 : Z(Ex) — Z(Ek) n’est pas loin d’étre un

isomorphisme.

Lemme 1.3. — Ker0 = Lg et f — réso(f‘é?%) induit un isomorphisme Coker & —
Lg.
Remarque 1.4. — On peut décomposer Z(Ef ) sous la forme

Z(Eg) = (Lx ®1L Z) @ (@%(EKV)’

ott p décrit les représentations non triviales du sous-groupe d’inertie de Gal(Ex /Eq,).
Cette décomposition est stable par d car 0 commute & ’action de H = Ker x. Comme
ses noyau et conoyau sur L ®p, % sont de dimension 1 (sur Ly ) sur Z(Eg) et sur
Lk ®1, % (qui correspond au cas K = Q), on en déduit que 9 est un isomorphisme
de %(EK)‘).



12 PIERRE COLMEZ

1.3. (p,I')-modules et faisceaux Pt-équivariants sur Z,. — Un (p,I")-module
A sur Z est un Z-module libre, de rang fini, muni d’actions semi-linéaires continues
de ¢ et I' commutant entre elles, telles que I"application naturelle Z ®,,%) p(A) — A
soit un isomorphisme.

Si A est un (p,I')-module sur Z, on définit une connexion V sur A par

Si A est un (@, T")-module, tout élément z de A peut s’écrire de maniére unique
sous la forme 2 = 327" (14 T)p(x;). On définit un opérateur &y -linéaire ¢ : A — A,
par la formule

p—1

D(D (1 +T)p(xs)) = o

=0

Cet opérateur commute a I'action de I' et est un inverse a gauche de ¢. De plus,

Y(p(a)x) = ap(z) et Y(ap(x)) =P(a)r, sia€ Opetx e A.

Par ailleurs, la formule (Pga 11’) 2= (1+T)¢p*o0,(2),sik €N, ac Zy et b€ Zy,
munit A d’une action de P*. L’action de I’algébre de Lie p de P™ est alors donnée

par les formules :

ut-z=1tz et a”-2z=Vz, pourtoutz€ A.

On utilise cette action de PT et 'opérateur 1) pour associer 4 A un faisceau U — ARU
sur Z, (ou U décrit les ouverts compacts de Z,,), équivariant sous l'action de P, ou
Pt agit sur Z, par la formule (3 11’) - = ax + b habituelle. De maniére précise :

. k

e ANZ, =A, Az(b:o, etA&(zj—kap): (PO i)ACA

o Resiipua, = (51) ot outo (3 71)

Un exemple de (¢,I')-module sur # est Z(Ek) si K/Q, est galoisienne. Nous
aurons besoin du résultat de commutation suivant (pour ce cas particulier : 9 n’est
pas défini pour un (p,T")-module sur Z quelconque car V(A) n’est pas inclus dans
tA en général).

Lemme 1.5. — Si U est un ouvert compact de Z,,, alors O o Resy = Resy 0 0.

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de le vérifier pour U = i + p*Z,,. Cela résulte
du calcul suivant :

O(Resyypiz,2) = O((L+T) " (1 +T)7"'2))
= i1+ T " (1 + T)7'2) + (1 + T) ik (—i(1 + T) "'z + (1 + T)'92)
= (1+ T " (1 + T)'92) = Res;y prz, (92).
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1.4. Un diagramme de modules. — Soit A un (¢, I')-module sur %, de rang d.
Il existe un entier m(A) et une base eq,...,eq de A sur #Z tels que, si on pose
Aol = gd | £10mle, alors :

o Al07] est stable par T’ pour tout n > m(A);

o p(Al0m]y ¢ AlOTnial ot 4h(AlOTnl) ¢ AlOT] pour tout n > m(A).

De plus, Al07=] ¢ AlOrntil (car £1072) ¢ £10mn+1]) et A est la limite inductive des
Al9mn] pour ces inclusions, pour n > m(A); chacun des Al97n] st un fréchet, en tant
que &197]-module de type fini.

Sia>b>m(A), on pose Alrarel = glrarel @ 5 Alo™] On a alors Alo™] =
ﬂaZbA[T“’Th].

A partir de A, on construit le diagramme suivant :

A]O,Tn]

|-

4 6
Adif,n > AScn,n

A

dans lequel on a posé :
Aj_if,n = L”HtH ® A]O}T"] et AScn,n = Ln ® A]O’Tn] = Aj_if,n/tAjif,n’

ot Pon voit Ly, [[t]] et L, pour n. > m(A), comme des &1%7]-algebres via le morphisme
Ly E10T 5 L[]

e Toutes les fleches sont injectives, sauf 6 qui ne 1’est pas mais est surjective.

e [' et V opérent sur tout le diagramme et V définit une connexion.

On note Agey, la limite inductive des Agen ,, pour les inclusions naturelles (induites
par les inclusions L,, C Ly+41, &0l © L0l of AlOTn] NO’T"“]). Clest un Lgo-
module libre de rang d sur lequel V agit linéairement. On note Oge, ’endomorphisme
de Agen ainsi défini : c’est I'opérateur de Sen et ses valeurs propres sont les poids de
Hodge-Tate de A.

On note L [[t]] la limite inductive des L,[[t]] et Al la limite inductive des A(‘ELH.
Alors Al est un Lo [[t]]-module libre de rang d sur lequel V définit une connexion.
De plus, Agen = Ajl'if/tA(inf. La connexion V s’é¢tend a Agir = A(;f[%] ; on dit que A
est de Rham si cette connexion est triviale. En dimension 2, elle est non semi-simple
si et seulement si A est (& torsion prés) presque Hodge-Tate (poids de Hode-Tate
entiers) mais pas de Rham [15]. L’opérateur Oge, est scalaire si et seulement si A est
un tordu d’un (¢, I')-module de Rham, & poids de Hodge-Tate tous nuls.

On définit Ay = AL [1]/A%;. Alors Aj,; est un Lo[t]-module de torsion, muni
d’une action localement analytique de I' (limite inductive de représentations de di-
mension finie).

Lemme 1.6. — Si P € L[X], les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) P(V)-ACtA,
(i) P(V) - A%, CtAZ,,
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(111) P(@Sen) =0.

Démonstration. — L’équivalence des (ii) et (iii) est une évidence, et celle des (i) et
(ii) résulte de techniques standard en théorie des (¢, I')-modules : il suffit d’utiliser le
fait que ¢, et V commutent et le résultat suivant [1] :

Lemme 1.7. — L’application N +— N;f induit une bijection entre les sous-(p,T')-
modules N de A, commensurables a A, et les Log[[t]-réseaur Al stables par V : on
retrouve N a partir de N(;Lif comme l’ensemble des z € A tels que 1,(2) € N(ﬁf pour
n > 0. Plus précisément, si a > b > m(A), alors

Nlreml = £ ¢ Alrerel -y (2) € N pour a > n > b}

2. La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL3(Q,)

Nous allons nous intéresser aux composantes de Jordan-Holder de la représentation
II(A) de la prop. 0.1. Le cas A triangulin est étudié en détail dans [7, 8] : tout se décrit
précisément en termes de séries principales. Nous supposerons donc A irréductible, et
nous allons montrer que TI(A) est irréductible sauf si A est (& torsion prés) de Rham
A poids de Hodge-Tate distincts auquel cas II(A)28 % 0, et donc II(A)*8 est une
composante non triviale. (Nous prouverons plus tard (prop. 3.25 et th. 3.31) que
II(A)/TI(A)*# est irréductible.)

La non nullité de IT(A)22 si A est de Rham & poids de Hodge-Tate distincts est
un ingrédient important de la preuve de la conjecture de Fontaine-Mazur [14, 19].
On dispose déja de deux preuves (|6, chap. VI.6] et [11]) de cette non nullité. Celle
ci-dessous (7) (cf. th. 2.15) utilise I'un des ingrédients principaux de la preuve de
Dospinescu, & savoir ’existence et le calcul du caractére infinitésimal, couplé avec une
technique de « microlocalisation » qui permet d’exploiter le modeéle de Kirillov du
(B, g)-module des vecteurs localement algébriques pour I'unipotent supérieur ( W)

2.1. La représentation II(A). — L’hypothése A irréductible implique en parti-
culier que A est isocline. Quitte & le tordre par un caractére non ramifié de Qy, ce
qui tord II(A) par le méme caractére, on peut donc le supposer étale, non triangulin.

La prop. 0.1 affirme qu’il existe un unique prolongement de A en un faisceau
G-équivariant sur P! de caractére central wa, et que 'on a une suite exacte de G-
représentations :

0—TMA)*@wa - ARP! - TI(A) = 0.
Rappelons briévement comment on construit un tel prolongement avant de prouver

son unicité (prop. 2.2). En fait, la preuve de I'unicité fournit une construction, mais il

7. On trouvera une autre preuve, moins directe mais plus précise, au chapitre suivant (th. 3.31).
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semble difficile de vérifier directement que ce que ’on obtient est bien G-équivariant
et, encore plus, que les sections globales se décomposent comme ci-dessus.

La construction du prolongement a P! se fait de la maniére suivante : on note &
'ensemble des éléments bornés de Z et & son complété (alors &1 est aussi 'ensemble
des éléments surconvergents de &) ; on note D € ®I'**(&) le (¢, I')-module correspon-
dant & A (et donc A = D,y dans les notations habituelles) et DT ensemble de ses
éléments surconvergents (on a alors D = & @ ¢+ D et A = Z @4+ DY).

e On prolonge [6, § I1.1] D en un faisceau G-équivariant sur P*, de caractére central
wa, en utilisant des formules explicites, inspirées [5, chap. V] de 'analyse fonctionnelle
sur P1L.

e On prouve [6, § I1.2], par prolongement analytique a partir du cas triangulin, que
D X P! vit dans une suite exacte 0 — II(D)* @ wa — DX P! — TI(D) — 0, avec
II(D) € RepG.

e On prouve (cf. [6, chap. V] ou [9]) que I'image inverse de I1(D)** dans DXP* est
D' R P!, on étend laction de G sur DT X P! & AKX P! par continuité, et on obtient
la suite exacte voulue avec II(A) = II(D)?".

Un grand r6le est joué par un accouplement parfait [, Jp: sur DX P! et AR P!,
qui est G-équivariant au sens que :

[9-2,9 y]pr =wa(detg) [z,y]p1, pourtousge G eta,yc DXP! ou ARPL
Cet accouplement est défini en fixant un isomorphisme

N A= (RE5) @ wa

de (p,T')-modules ®. On pose (V) alors [z, y] = réso((o_1(z) Ay) @wi'), siz,y € A,
et

[z,y]pr = [Resz,x,Resz,y] + wa(—1)[Respz,w - z,Respz, w - y]

= [Respz,r,Resyz, y] + wa(—1)[Resz, w - 2, Resz, w - y].

La décomposition de DR P! et AKP! sous la forme ci-dessus est une conséquence de
la perfection et de la G-équivariance de [, |p1, et de ce que II(D)*@wa et TI(A)*@wa
sont leurs propres orthogonaux.

2.2. Unicité. — On suppose, dans ce qui suit, que End A = L. C’est le cas sauf si
A est une somme directe %(51) @ %(d2) ou bien une extension de Z(x*§) par %(5),
avec 01, 02,0 caractéres de Qp et k € N.

On suppose que ’on dispose d’un prolongement de A en un faisceau G-équivariant
Uw— AKX, U sur P!, de caractére central w.

dT \ _ dT
8. oa(137) = agyr e ¢(357) = 157

9. Avecréspw =a—1,siw=fdTl et f =3, 5 apT*.

dT): arTr
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Lemme 2.1. — Il existe m'(A) > m(A) tel que :

e w laisse stable A0 K Z; et s’étend par continuité a Alrem] g Z; pour tous
a>b>m'(A).

o §i X = AlOm] Alrerel ef XRP! = {(21,25) € X, Reszszo = w-Resgzz1}, alors
A0l P est stable par GLy(Z,) et Uaction de GLy(Z,) s’étend par continuité a
Al g PL,

e La restriction de Uaction de K, = 1+ p*My(Z,) a A"« ] R P est analytique.

Démonstration. — La preuve utilise un certain nombre de faits démontrés dans les
n° 3 et 4 de [6, § V.1]. Le groupe I est essentiellement procyclique, ce qui permet de
définir Panneau Z(I') et ses sous-anneaux &1%7¢)(T) et &« (") en remplacant la
variable 7' par v — 1, ot 7y est un générateur de I'. Alors AKX Z3 est un Z(I")-module
libre de rang 2 et, si e1, es en est une base, alors c’est aussi une base de A% X Z;
sur &0 et de Alrem] X Zy sur Elrarl(T), sia > b, et si b est assez grand.

Maintenant, la relation w(g9) = (g 9)( agl 9)w se traduit par 'identité w oo, =
w(a)og-1 0w sur AX Zy. 1l s’ensuit que w est %(I')-semi-linéaire (pour I'involution
L de Z(T') envoyant o, sur w(a)o,-1). Il en résulte que w - e, w - e5 est une base de
AR Z* sur Z(T'), et donc aussi de Al & Z* sur £107I(T) et de Al B Z* sur
Elrem(T), si a > b, et si b est assez grand. Comme ¢, laisse stable &1%7]1(T") si b est
assez grand, elle s’étend (par continuité ou par semi-linéarité) en une involution de
&lram(T). On en déduit le premier point (en étendant w par semi-linéarité).

Le second s’en déduit en utilisant le lemme I1.1.10 de [6].

Pour le troisiéme, il suffit de vérifier que 'action de K, sur Ao X (1 +pZ,) est
analytique (car P! est une réunion de translatés de 1+ pZ, par GLx(Z,) et K, est
distingué dans GL2(Z,)). Pour cela, il suffit de vérifier que les actions des sous-groupes
4 un paramétre ((1) palz,, ), ( 1+;Z)f‘z,, (1)), (palzp &)) et ((1) 1+1?“zp ) sont analytiques. Pour le
premier, cela résulte de ce que la multiplication par (1+7)* sur & [ra:7s] est analytique
en  sur p*Zy, (car vy(p®log(1+ 1)) = ;£5 > ;;%1 sur la couronne r, < v,(T) < 1y).
Pour le second, c’est le méme argument mais dans &7 7/(T"). Le résultat pour les
deux derniers se déduit de celui pour les deux premiers par conjugaison par w.

Ceci permet de conclure.

Proposition 2.2. — Siw est un caractére de Q3 (et n(w) = w'(1)), il existe au plus
un prolongement de A en un faisceau G-équivariant U — A K, U sur P, de type
analytique et de caractére central w.

De plus, si un tel prolongement existe, il existe o, 3, bien déterminés a l’ordre prés,
tels que

kKw)=a+p—-1 et (V—a)(V-73)- ACtA,
et alors
C=L(a=B)2-1) et v =3V-a)(B-V) surA.
= S

(On aaussiut =t,a" =Vetat +a= =k(w) sur A.)
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Démonstration. — On commence par prouver la seconde partie de I’énoncé en re-
prenant les arguments de Dospinescu [11]. Le casimir C' commute & I’action de G,
et donc a fortiori & celle de P, ainsi qu’a Resz, (ou plus généralement Resy, pour
tout U). C’est donc un endomorphisme #*-linéaire (et donc Z-linéaire par densité
de #7[+] dans %) de A, commutant aux actions de ¢ et I'. Autrement dit, c’est un
endomorphisme du (¢, I')-module A, et donc un scalaire puisque End A = L.

Par ailleurs, a™ + a~ = k(w), puisque le centre agit par w, et a™ = V sur A. On
en déduit que

C=2uu" + 32V — £(w))(2V — K(w) — 2).

I s’ensuit que 3(2V — £(w))(2V — k(w) — 2) — C est divisible par ¢ sur A puisque u™*
y est la multiplication par ¢; cela équivaut (lemme 1.6) a ce que

(208en — £(w))(20gen — K(w) —2) —2C = 0.

il y a deux cas :

e Oge, n'est pas scalaire. Alors ((2X — k(w))(2X — k(w) — 2) — 2C) est le po-
lynéme minimal de Ogep, et donc, si «, 8 sont les poids de Hodge-Tate de A, on a
1((2X — k(W) (2X — k(w) —2) —2C) = (X — a)(X - B).

® Ogep est scalaire. Si on note « ce scalaire et si on pose 8 = k(w) + 1 — a, alors
1((2X = k(w))(2X — K(w) —2) —2C) — (X — a)(X — B) est constant et annule Ogep ;
il est donc nul.

On a donc

((2X — K(@)(2X — r(w) - 2) —2C) = (X — a)(X — §)

N

dans les deux cas, et donc k(w) = a+ B —1et C = 1((a — 8)? — 1). La formule

ci-dessus pour C devient utu~ + (V — )(V — 8) = 0; on en déduit la formule pour
u” sur A (ne pas oublier que u™ =t sur A).

Maintenant, I’action de (pa+11zp 7) sur le sous-module Alrat17al de Alratioral @ Pl

est analytique d’apreés le lemme 2.1 et donc, sin > a+ 1, ’action de ( pln (1)) est donnée

par 'exponentielle de ’action de p"u~ € gl,. Comme
(oD DG D) =w,

on en déduit que w est complétement déterminé sur Alra+n+1matn] K (1 4 p"Z,) par
A (et Paction de PT) et w. En conjugant par (Zoz (1)), on voit que, pour tout n, w est

complétement déterminé sur Alra+n+1:matn] [ Z3, et donc a fortiori sur Al0ratnl Z;,
et donc aussi sur A X Z7.

Comme le faisceau U — A K, P! est complétement déterminé par sa restriction a
Z, avec l'action de P, et 'action de w sur sa restriction a Zy (car P! est obtenu en
recollant deux copies de Z, le long de Zy, via w, et que G est engendré par Pt w,
et le centre), cela prouve l'unicité et termine la preuve de la proposition.
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Remarque 2.3. — (i) Il résulte de la preuve de la proposition que « et 3 sont les
poids de Hodge-Tate de A sauf si 'opérateur de Sen est scalaire auquel cas I'un de «
et 3 est ce scalaire et l'autre est déterminé par la relation a + 5 = k(w) + 1.

(ii) Dans le cas End A # L, il y a encore unicité [8, th.6.8], mais la preuve est
nettement plus indirecte.

Proposition 2.4. — On suppose que AR, P! existe 19, Alors, si N est un sous-
(¢, T)-module de A, les conditions suivantes sont équivalentes :

o (V—a)(V—-p8)-NCtN,

o (V—a)(V-p8) Nf CtNj,,

o N KX, P! existe.

Démonstration. — L’équivalence des deux premiers points résulte du lemme 1.6 ap-
pliqué a N.

Le troisiéme point implique le premier grace a la formule pour v~ de la prop. 2.2.
Réciproquement, il suffit de prouver que N X Zy est stable par I'action de w agissant
sur AK Zy (car A est stable par PT). Pour cela, il suffit de remarquer que le second
point implique (grace au lemme 1.7) que N[e7¢l est stable par u~, et donc par
(pnlzp ?) sin > 0,sia>b>m(A). Les arguments prouvant l'unicité de w si w
est donné (preuve de la prop. 2.2) montrent alors que N [ratnt1ratn] [Q Z3 est stable
par w. On conclut en utilisant le fait que N1 X Z; = ﬂZﬁ)fﬂN[’”H"Hv“M] XZ5.

Remarque 2.5. — (i) N X, P! s’identifie a
{z € AR, P', Resz,z € N, Resz w-z € N}.

(ii) On peut déduire de cette proposition que, si A est triangulin, extension de
R(62) par Z(61), et si A K, P! existe, alors Z(51) X, P! existe et, en passsant au
quotient, que Z(d2) X, P! existe, et que 1’on a une suite exacte

0— 206K, P - AR, P! - %(5,) X, P! — 0.

Cette suite exacte [7, 11, 20] est I'ingrédient principal dans la description de II(A),
si A est triangulin.

2.3. Micro-localisation. — On suppose que A X, P! existe, ce qui nous fournit
a, f € L vérifiant les conclusions de la prop. 2.2.
On munit Agjr d’une action de U(g) en posant

ut -z =tr, at x=Vuz, u_-x:—%(V—a)(V—B)-x, at+a  =(a+p-1).

Le casimir agit alors par multiplication par 3((a — 8) —1).

10. On dit que A K, P! existe si A se prolonge en un faisceau G-équivariant sur P!, de caractére

central w.
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Lemme 2.6. — Si A€ U(g), et sin > m(A), alors

AOLp =1y 0 (7”0n (1)))\(1’;" (1)), sur Al

Démonstration. — 11 suffit de vérifier I’énoncé pour une base de g. La formule est
évidente pour u™ (qui agit par multiplication par t) car

Ln(tZ) :pfnth(Z) et (p(;L ?)u+(p;)7L ?) _ pnu+.

Elle I'est aussi pour a* qui commute & ¢,, et (pon (1’) et pour a™ puisque at+a~ = K(w).
Enfin, la formule pour u~ se déduit de celle pour le casimir (qui fournit ce que 1'on
veut pour uTu~ puisque P'on sait ce qui se passe pour (a* —a™)?), de celle pour u™,
et de l'injectivité de u™ (multiplication par t).

L’hypothése d’existence de A X, P!, implique que A(‘fif est stable par U(g)
(prop. 2.4, seule la stabilité par v~ pose probléme); on peut donc munir Aj;, =
Agit/ AL d'une action de U(g). On note (Ag;)Y®~fni I'espace des v € Aj, dont
Porbite sous U(g) est de dimension finie sur L (cela équivaut a ce que 'image inverse
de cette orbite dans Agjs soit un L [[t]]-réseau stable par U(g)).

Proposition 2.7. — (i) Sia—B ¢ Z, ou sia = (3, ou si a—f € Z mais V n'est pas
semi-simple, AT est le seul réseau de Agis stable par U(g), et (Ag,)V (@ ~fini =0,

(if) Sia— B =k € N—{0}, et si V est semi-simple, on est dans un des cas
sugvants :

° A(‘fif admet une base ey, ey vérifiant Ve; = aey, Ves = [eqy. Dans ce cas, le
seul réseau de Aqgis stable par U(g) et strictement inclus dans A(Tif est {eq,tFes) et
(Ag)V @00 = (L [t]/t%) - t~Fey.

° Aj{if admet une base e, es vérifiant Ve = aey, Ves = aey. Alors A(‘;f n’a pas
de sous-réseau strict stable par U(g) et (Ag)V @i = (Lo [t]/t*) - (t e, t es)

° Aj‘if admet une base e, es vérifiant Vey = [ey, Ves = Bey. Alors les sous-
réseaur stricts de A}, stables par U(g) sont t* Al et les t* Al + Loo[[t]] ® 2, ot &
est une droite de Le; @ Leo, et (A7,)V(®~fni =,

Démonstration. — Si e € A(J{if vérifie Ve = Ae, alors
at(tle) = AN+ j)e, uT(tle)=tITle, w™(tle) = —(N+j—a)\+j— Bt/ e,

pour tout j € Z. Ceci permet de traiter tous les cas o V est semi-simple car, alors
Ajif admet une base ey, ey sur Lo[[t]] vérifiant Ve; = A\;e;, avec \; € {a, 5}. Les
formules ci-dessus montrent que l’existence de sous-réseaux stables par U(g) est liée
a Pannulation éventuelle du facteur (A; +j — «)(A; + 7 — /) (qui se passe pour j =0
et au plus une autre valeur de j si @ — 8 € Z).

Si V n’est pas semi-simple, il existe k € N, tel que a = 8 + k (quitte & permuter
a et B) et une base e, ez de A(}Lif sur Lo [[t]] vérifiant Ve, = ae; + tFeq, Ves = Bes.
Le sous-Loo ((t))-module engendré par e est stable par U(g) et ses seuls sous-réseaux
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stables sont (e) et (tFey). Les seuls réseaux stables du quotient sont (e;) et (t=*

Or on a

€1>.

u e =—3(V=B)(V—a) e =-2(V-73) they = —kt" e,

u -t ke = —I(V-—a)(V=PB)e1=—-2(V—a) - ea=kt""es.

On en déduit qu’un réseau N stable par U(g) ne peut pas avoir une intersection avec
Loo((t)) - e réduite a (t*es), et donc N contient AL;. De méme, I'image de N modulo
Loo((t)) - €2 ne peut pas étre égale a (t~Feq), et donc N C Al

Remarque 2.8. — (i) La condition V non semi-simple signifie que A est (& torsion
prés) presque Hodge-Tate mais pas de Rham.

(ii) Les trois cas ot aa— 3 = k € N — {0} et V semi-simple correspondent (a torsion
prés) aux cas de Rham et, respectivement et plus précisément, aux cas :

e A de Rham a poids de Hodge-Tate 0 et k, tordu par §, avec x(0) = 3,

® Ogen = et K(w) =2a—k — 1,

e Ogon =P et k(w)=28+k—1.

2.4. Vecteurs Localement algébriques. — Nous allons déterminer dans quels
cas II(A) posséde des vecteurs localement algébriques. Un ingrédient important est
Iexistence d'un modéle de Kirillov pour le (B, g)-module des vecteurs u*-finis.

2.4.1. Modéle de Kirillov. — SiY est un B-module de caractére central w, un modéle
de Kirillov pour Y est la donnée de :
e un L..[[t]]-module Y muni d’une action de Z(T),
e une injection B-équivariante de Y dans l'espace LA,( ;,?)F des ¢ : Qp — Y
— localement analytiques,
— a support compact dans Q, (c’est la signification du « rc »),
— vérifiant 0,(é(z)) = ¢(az), pour tout a € Zy (invariance par I'),

muni de 'action suivante de B :
a:c)

((85) - @) @) = w@)"" (=

Si Y posséde un modéle de Kirillov dans LArC(Q;7 Y)T, on note Y, I'image inverse

P’ _

Par exemple, si Y est une représentation lisse de G, on peut prendre Y = Lo, (vu
comme Lo [[t]]/(t)). On retombe alors sur la notion classique de modele de Kirillov,
et Y/Y. est le module de Jacquet de Y.

Plus généralement, si Y = Yy ® Sym”*~

du sous-espace LA ( Y)T des fonctions & support compact dans Q.

1 . . .
, ol Yj est une représentation lisse de G,

on peut prendre Y = L [[t]]/(t*), et on retombe sur le modéle de Kirillov pour les
représentations localement algébriques étudié dans [6, §VI.2].

Proposition 2.9. — Si 11 est une représentation de G, localement algébrique, de
longueur finie, et si I posséde un modéle de Kirillov, alors :
o II est admissible,
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o II n’admet pas de sous-représentation de dimension finie.

o 1. est de codimension finie dans 11, avec égalité si et seulement si les composantes
de Jordan-Holder de 11 sont de la forme Ilg @ W, avec W algébrique et 1l lisse,
supercuspidale.

2.4.2. Vecteurs u™-finis. — Notons IT*" —fini Pensemble des v € IT tués par une puis-

+ _ g . ~ N
u”—fini ot 5oit § un relévement

sance de ut. C’est un sous-B-module de II. Soit v € II
de v dans A X P!. Le fait que v soit tué par une puissance de ut se traduit par
Pexistence de N € N et k € N tels que (((1) Piv) - l)k -0 € II(A)*.

Maintenant, I'image de IT* par Resz, est incluse dans Alorm@)] (Cela peut se voir
de plusieurs maniéres ; par exemple en remarquant que II* est un fréchet et donc son
image dans A X P! est inclus dans un des A%l X P! puisque A X P! est la limite
inductive de ces fréchets; il existe donc a > m(A) tel que I'image de II* par Resz,
est incluse dans A%l et on conclut en utilisant le fait que 1 est surjectif sur cette
image car (Pgl ?) Pest sur I1*.)

Si z € IT*, alors (Pf)a 0) -z € IT* pour tous j € Z et a € Z%, et donc

Resz, ((7/0) - 2) € Alormal,

Il s’ensuit que, si n > m(A), on peut poser
i ~ J k. -
tn(Resz, ((7,29)0)) = sxm=rigmyye tn (Resz, (72 0)-((L 7)) =1)"0)) € 7 A .-
Sia = pNtI="(g,(T))*, on a aussi
tn(Resz, (7 9) - 9)) = S n(Resz, (9" () (72 9) - 9)).

On vérifie que, siz € Qy, 'image de ¢, (Reszp ((pg”” (1))17)) dans Aj;; est indépendante
du choix de v et, en utilisant le fait que v est localement analytique pour I'action de T,
qu’elle est aussi indépendante de n, si n est assez grand (cf. [6, § VL.5]). La fonction

x — J,(x) ainsi définie appartient a LA, (Q}, Ag)".

Proposition 2.10. — (i) v %, est un modéle de Kirillov pour IT*" —fini,
(i) U(g) stabilise IT*" —i et s X € U(g), alors

Ho(@) = (DA Q) - Hala).

0

Démonstration. — Pour le (i), cf. [6, §VI.5] : il y a un point non trivial, & savoir
I'injectivité de v — #, (lemmes ') VI.5.2 et VL.5.4 de [6]).

Pour prouver le (ii), il suffit de traiter le cas d’une base de g, et comme a™ + a~
agit par un scalaire, il suffit de traiter les cas A = uT,a™,u". La stabilité de IT+" —fini
(et méme, pour tout k € N, celle du noyau de (u")*) par ut et at est immédiate.
Celle par u~ est une conséquence de l'existence d’un caractére infinitésimal et de la

11. 11 faut remplacer « m € N » par « m > —n » dans le lemme VI.5.2 pour qu’il soit correct.



22 PIERRE COLMEZ

stabilité par a : on en déduit la stabilité du noyau de (ut)* par uTu~, ce qui prouve
que u~ envoie ce noyau dans celui de (ut)*+1.

Il reste a prouver la formule, ce qui se fait par les mémes arguments que dans la
preuve du lemme 2.6, et peut se vérifier directement dans Ag;r sans passer au quotient

. n ~ < .
par Aji'if. Cela revient, en posant z = (plz (1))1), a vérifier que

L@ (T DA T ) = GBDMED T (Gl (@)2)).
Si A = ut, cela résulte de ce que (pg’” ?)u*‘(pgz (1))_1 = p"aut agit par p"at alors
que (g )A(E ?)_1 agit par xt, et 1, (ty) = p~ "t 1 (y).

Si A =a', on est ramené a vérifier que 11, (0" (a)V - 2) = V(L4 (9" (2)z)). En
appliquant la régle de Leibniz dans le second membre, on est ramené a vérifier que
V(L) (@™ (@)z)+ 20, (V(¢™(a))z) = 0, ce qui se fait en multipliant par a* pour faire
disparaitre les dénominateurs, et en utilisant le fait que V commute a ¢,, et ¢©", ainsi
que la formule aty, (y) = tn (@™ ()y).

Pour u~, on utilise le fait que la formule est valable pour utu~ grace au casimir
et aux cas de at et a”, et qu'elle est vraie aussi pour u : on obtient

Kty (x) = xt%*-v(x)
en utilisant la formule pour u™, et
gt u—o(X) = (8 ?)uﬂf(wal ‘f) cHy(x) = at (8 (l))u_(fl 0) -y (),
en utilisant la formule pour utu~. D’ou le résultat.

Remarque 2.11. — On peut interpréter le (ii) comme lexistence d’un modéle de
Kirillov pour " —fini vy comme (B, g)-module et pas seulement comme B-module.

2.4.8. Vecteurs uT-finis & support compact. — Notre choix d’un isomorphisme
N2A = (%%) ® wa induit un isomorphisme

N Agis = (Loo((t))dt) © wa
de Lo ((t))-modules munis d’une action de I'. On note [, Jqir 'accouplement bilinéaire
sur Agis défini par
[, ylaie = résp((0-1(2) Ay) @ Wi,

ou résy, : Loo((t))dt — L est la composée de 'application résidu Loo((t))dt — Loo
avec la trace normalisée lim, 1o p~"Trz, /1 : Loo — L. L’accouplement [z, ylqir est

identiquement nul sur Aji'if et donc induit un accouplement [ , Jqjf : A(inf X Ay — L.
Si ¢ € LA(Q;, A", et si g € TI(A)* ® wa, alors
(2.12) 8] = wap™) [iv (Resz, (7,7 9)1)), 6(0")] ¢

i€Z
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qui a un sens pour > m(A) car Resg IT* C Al0m(B)] ne dépend pas du choix de N,
si N est assez grand, et définit une forme linéaire continue sur II(A)*, ce qui fournit
un plongement ¢ : LAc(Q%, Aj;)" — II(A) caractéris¢ par

[/1'7 L(¢)]P1 = [Mv ¢]7
pour tout p € II(A)*.

Proposition 2.13. — (i) L’image de ¢ est incluse dans H(A)’ﬁ’ﬁ“i.

(i) o 00 : LA(Qp, Agi)" = LA (Q}, Ag)" est Vinclusion naturelle.

Démonstration. — Pour prouver le (i), il suffit de vérifier que u™ - 1(¢) = t(u™ - @), si
on fait agir U(g) sur LA.(Qj, A7;)" par la formule de la prop. 2.10 (en effet, comme
¢ est invariante par T, elle est déterminé par les ¢(p'), et comme elle est & support
compact, il n’y a qu'un nombre fini de ¢(p‘) non nuls, et donc il existe k tel que
t*¢(2z) = 0 pour tout = € Q% ; cela implique (ut)* - ¢ = 0 et donc (u*)" - 1(¢) = 0).
Or,

it @l = — [t L<¢>} 1
= — ZMA LN Resz ((pi:;N ?)U+ 'H))v¢(pi)]dif
1€Z
On utilise alors les formules : [tz, y]air = —[z, tyair, et :

(P 7 O)ut o =p (P O, en(Resg, (t2) = p~ Nt v (Resz, 2),

et on obtient

i+ N
[, u™ - ()1 = ZUJA ) [en (Resz, (P 9)u)), 0"t 6(0")] 45 -
i€Z
On conclut en remarquant que p't ¢(p*) = (ut - ¢)(p’). (La méme technique permet-
trait de prouver que ¢ est B-équivariant.)
Le (ii) se démontre comme la prop. VI.5.12 de [6].

Remarque 2.14. — On peut raisonnablement penser que, si A n’est pas triangulin,
alors TI(A)»" —fini — LA (Qg, Agip)". Clest le cas si A est de Rham (rem. 3.32).

2.4.4. Vecteurs localement algébriques

Théoréme 2.15. — TI(A)*8 £ 0 si et seulement si A est de Rham a poids de Hodge-
Tate distincts. Dans ce dernier cas, II(A)™8 contient LA (Q} J(AG) V@i ep ce

sous-espace est de codimension finie.

Démonstration. — Pour que IT1(A)2# soit non nul, il faut que le caractére central
soit localement algébrique; si c’est le cas, un vecteur est localement algébrique si et
seulement si il est U(g)-fini [24], ou g = sls.

En particulier, un vecteur localement algébrique v est u*-fini. On peut donc plonger
II(A)*2 dans le modéle de Kirillov de II(A)*"~fini, Maintenant, si A € U(g), on a
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Hyo(z) = (6 (1’))\(9381 ?) -y (z), d’apres la prop. 2.10. Il s’ensuit que, si v est tué par

un idéal I de codimension finie de U(g), alors %, (x) est tué¢ par I'idéal (§9)I(=,"9)

qui est, lui aussi, de codimension finie; en d’autres termes, %, est & valeurs dans
Y = (Agif)U(g)fﬁni.

Pour que TI(A)*8 #£ 0, il faut donc que Y # 0, ce qui implique que A soit de Rham
a poids de Hodge-Tate distincts (cf. prop. 2.7 et rem. 2.8 ; ne pas oublier que w = wa ).

Réciproquement, si A est de Rham a poids de Hodge-Tate distincts, Y est non nul
et est une représentation de dimension finie de g. Une telle représentation peut s’ex-
ponentier en une représentation de SLs; on en déduit que 1’idéal annulateur I de Y
est stable par conjugaison par SLo, et comme le stabilisateur de I est un sous-groupe
algébrique de GL3 qui contient le centre, on voit que I est stable par conjugaison
par G. Il s’ensuit que, si J#, est & valeurs dans Y, et si A € I, alors J#).,, est identique-
ment nulle, et donc A-v = 0. On en déduit I'inclusion de LA.(Q,Y)" dans TI(A)?.
Que le quotient soit de codimension finie est une conséquence de la théorie du modéle
de Kirillov pour les représentations localement algébriques (prop. 2.9).

Ceci conclut la preuve du théoréeme.

2.5. Irréductibilité. — Le but de ce paragraphe est de prouver que II(A) est
irréductible s’il n’y a pas d’obstruction évidente & ce qu’elle le soit.

Théoréeme 2.16. — Si A n’est ni triangulin ni (& torsion prés) de Rham a poids de
Hodge-Tate distincts, alors TI(A) est irréductible.

Démonstration. — La démonstration va demander un peu de préparation. Commen-
¢ons par remarquer que la condition « A non triangulin » implique que A est isocline
car on est en rang 2. On peut donc, quitte & le tordre par un caractére, le supposer
étale.

Il existe alors D € ®I'°*(0¢), de rang 2, tel que, si on note D le sous—ﬁ;—module
de ses éléments surconvergents, alors A = Z ® ol Dt.

Rappelons que D contient des sous-&', [T]]-modules compacts DT, D%, D¥, vérifiant
les propriétés suivantes :

eDtCcD'cDcDtcA

e DV est le plus grand sous-&7[[T]]-module compact stable par ¢,

e Df est le plus grand sous-& [[T]]-module compact stable par ¢, sur lequel 1 est
surjectif,

e D est le plus petit sous-&[[T]]-module compact stable par ¢, contenant une
base de D sur Og.

De plus, comme on suppose D non triangulin et que ’on est en rang 2, on a DT = 0
(sinon D serait de hauteur finie, ce qui serait en contradiction avec le fait qu’il n’est
pas triangulin [2]), et D?/D? est de torsion.
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Notons simplement IT la représentation II(A). Le choix de D définit une valuation
G-invariante sur IT et, si on note I le complété de IT pour cette valuation et ﬁo la
boule unité de ﬁ, alors :

e D*XP! = {z € AKP!, Resz, z € D¥, Resz w-z € D*} = I} := Hom(Ily, 0y,

e L'image de Resz, : D K P! — A contient D,

oIlI* = (DIK PY)[2] est dense dans IT*,

e On a une suite exacte 0 — ﬁa‘ ®wa — DRP! = Iy — 0 de G-modules.

2.5.1. Factorisation de matrices. — Nous aurons besoin du résultat de factorisation
suivant [17, Prop. 6.5].

Proposition 2.17. — (Kedlaya) Si A € GLy4(Z), il existe B, B’ € GLy(Z™") et
C,C" € GL4(&) telles que A= BC = C'B’.

Corollaire 2.18. — Soient A un %Z-module libre de rang fini, Ao un sous-&-module
de A de contenant une base de A sur %, et M un sous Z-module de A contenant
une base de A sur #Z. Alors M N Ag contient une base de /A sur X.

Démonstration. — Soit ey, ...,eq (resp. fi,..., fq) une base de A constituée d’élé-
ments de M (resp. Ag). Onadonce; = Z?Zl a;; fi, et la matrice A = (a;,;) appartient
a GL4(Z). Par le résultat de Kedlaya, on peut la factoriser sous la forme A = C~1B,
avec C' = (cy ;) € GLq(%Z%) et B = (by;) € GLg(&T). Alors

d d d d
gk = Z Ck,j€5 = Z ch,jaj,ifi = Z bi.ifi
j=1 j=1i=1 i=1
appartient a M N A, et g1, ..., gr forment une base de A sur & ayant les propriétés

demandées.

2.5.2. Actions de T et u~. — Soit w tel que AKX, P! existe (12). Alors g agit sur A et
respecte Al%™] pour n > m(A), et on dispose de «, 3 € L tels que I’action de g soit
donnée par les formules de la prop. 2.2. On utilise ces formules pour étendre ’action
de g sur A}, comme dans le §2.3. On a alors A - ¢, (2) = Ln((pon ?)A(pgn (1)) - z), si
z € Al%l et X € U(g). En particulier, u™ot,, = p~"1,0u” sur A% (cf. lemme 2.6).

Lemme 2.19. — On suppose que Ajif n‘admet pas de réseau g-stable. Soit M un
Zt-module de Fréchet, muni d’actions de T et g, et soit v : M — A un morphisme
continu de Z#+-modules commutant auz actions de I' et g. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) «(M) contient deux éléments indépendants sur .

(ii) «(M) contient une base de A sur X.

(iii) (M) contient une base de DT sur ﬁ’;.

12. Pour le th. 2.16, on a juste besoin du cas w = wa, mais le cas général nous sera utile pour
prouver l'irréductibilité de II(M, —k).
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Démonstration. — Les implications (iii)=-(ii)=-(i) sont immédiates, et (ii)=-(iii) est
une conséquence du cor. 2.18. Il suffit donc de prouver que (i)=-(ii).

Soient donc fi, fo € «(M) formant une famille libre sur Z, et soit h > m(D) tel
que f1, fo € Al Comme &£107] est de Bézout, et comme A = Z ® g0, A0 il
suffit de prouver que ¢(M) contient une famille génératrice finie de Al%"] sur &10.7],

Pour a générique, le support du &1%7-module AlO7r]/(f1, fa,04(f1),04(f2)) est

concentré en les idéaux fixes par I, c’est-a-dire les ®,, = pour n > a. Comme

P U)
e H(T)?
&0l est le complété d’un localisé de 271, qui est de Bézout, on peut trouver gy, go,
combinaisons linéaires & coefficients dans Z* de fi, f2,04(f1),0a(f2) (et donc élé-

ments de ¢(M)) tels que

A7/ (gr.g) = [T (A0 /@) @ (a0 j@l)).
n>h

Par ailleurs, localiser en ®,, revient a étendre les scalaires de &1%™1 a L,,[[t]], et donc a
passer dans A(erif,n. L’hypothése sur I’action de g implique alors que les (u~)*g;, pour
1t =1,2 et k € N, engendrent A$f7n/tk"L, pour tout n > a. Soit g; € M ayant pour
image g; par ¢. En prenant des Ay ; € L suffisamment petits, la série ), i (u™)rg;,
pour ¢ = 1,2, converge dans le fréchet M, et si on note h; sa somme, les images de
hi,he dans A(J{if’n/tk" engendrent ce L,[[t]]-module. On en déduit que Al est
engendré par g1, g2, t(h1), t(hy) sur &7,
Ceci permet de conclure.

2.5.3. Injectivité de Resgz,
Proposition 2.20. — Si D n’est pas triangulin, Resz, : II* ® w — A est injective.

Démonstration. — 1l revient au méme de prouver que Respi_,z, est injective (pré-
g%)). Soit donc M le noyau de Respi_,z, . Alors M est un fréchet
et Resz, identifie M a un sous-Z*-module de A, stable par ¢, I et g.

Supposons M # 0. Comme A n’est pas triangulin, cela implique que, pour tout
élément f # 0 de A, les o™ (f) et les 04 (f) ne sont pas tous liés sur Z avec f. Il s’ensuit
que M contient deux éléments formant une famille libre sur Z. Le lemme 2.19 permet
donc d’en déduire que M contient une base de DT sur ﬁ;. Maintenant, M N D est

contenu dans Df X P! car contenu dans DT X P! et orthogonal & IT* ; il donc formé

composer avec (

d’éléments dont ’orbite sous (Y’: (f) est bornée et donc inclus dans D+ puisque inclus
dans DT sur lequel (8 (1)) agit par ¢. On conclut en utilisant la nullité de D¥.
2.5.4. Irréductibilité de B-modules

Lemme 2.21. — Si z € II* est tel que Resz, z € DT, les (p;" ?) . ﬁLH(é Zf’)“z,
pour n € N, sont contenus dans un borné de 11*.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que, si z vérifie les conditions du lemme, et si

v € II, il existe N € N tel que [(1’6" ‘1))((1) )z,v] € p™N Oy, pour tous b € Z, et
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n € N. Quitte & multiplier v par p™, on peut supposer que v a un relévement ¢ dans
DIRPY Ona [(P."9)(§%)zv] =[(7,"2)(42%)2 0], pour tous b € Z, et n € N.

n 0 1 . 0 1
Or, (7" 9)y, 9] = w(p) " [z (% 2)y]. ot w(p) € 7F,
[%(p"?) 3] = [Resyz,y, Resyz, (% 9)9] +w(~1)[Resz, wy, Resg,w(? 9)].

Siy = (0 )z, le premier terme appartient & & par 'hypothése Resz, 2 € Dt et la
stabilité de DY K P! par (pon 9). Pour évaluer le second, on utilise la formule

’_'O

Resz,w(® 9)0 =w(p )"Resz, (P," 9)w -0 = w(p) " (Resg,w - ).

On conclut en remarquant que Resz,w - ((1J le )z varie dans un compact et qu’il en
est de méme de 9" (Resz,w - ©) d’aprés [5, cor. 11.4.3].

Lemme 2.22. — L’adhérence dans IT* d’un ensemble borné est compacte.

Démonstration. — Comme II* est un fréchet, sa topologie est définissable par une
distance et il suffit de prouver que, de toute suite d’éléments de W, on peut extraire
une sous-suite convergeant dans I1*. Or une suite de II* converge si et seulement si
elle converge dans (TI(®)* (muni de la topologie faible), pour tout a (si IT est la limite
inductive compacte des I1(*)). Comme les boules fermées de (I1(*))* sont compactes,
un argument d’extraction diagonale permet de conclure.

Lemme 2.23. — Si M est sous-B-module fermé de 11*, et si Resz, M contient une
base de DV sur ﬁ’l@, alors M = IT*.

Démonstration. — Par hypothése, il existe 21,22 € M tels que les Resz,2;, pour
i = 1,2, forment une base de DT sur ﬁ;. Soit W le sous-&'p-module de IT* engendré
par les (p ) ﬁL[[(O 1”)]] -z, pour n € N et i = 1,2. Il résulte du lemme 2.21
que W est borne dans IT*, et donc (lemme 2.22) son adhérence W est compacte.

Or, par construction, W est stable par (Pal ) et O, [[( ! Zl )]], et donc Ressz
est un sous-y,[[T]]-module compact de DT stable par v». Comme il contient une base
de D', il contient D% et pM D¥ si pM tue D*/D".

On en déduit, grace a la prop. 2.20, que M contient p™ (D! X P'), et comme
(D! Pl)[%] est dense dans II*, cela implique M = II*, ce qui permet de conclure.

2.5.5. Preuve du th. 2.16. — 1l s’agit de prouver que, si II = II(A), et si M # 0
est un sous-G-module fermé de IT* alors M = II*. Comme M C II* ¢ A X P!,
on dispose de Resz, : M — A qui est #*-linéaire (o Z* agit sur II* en tant
qu'algebre des distributions de (%)), commute aux actions de I' et g, et vérifie
Resz, o (1’;1 (1)) = Y oResz,. L'image est donc un sous-ZT-module de A stable par v
et I'. Par ailleurs, cette image est non nulle car sinon Resz, serait identiquement nul
sur M, ce qui, puisque Resz, est injective (prop. 2.20), contredit I'hypothése M # 0.

Le fait que A n’est pas triangulin implique alors que cette image contient deux
éléments indépendants sur Z.
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Maintenant, Ajif n’admet pas de réseau g-stable grace a I'hypothése selon laquelle
A n’est pas (& torsion prés) de Rham a poids de Hodge-Tate distincts (prop. 2.7 et
rem. 2.8). On est donc dans les conditions d’application du lemme 2.19; on en déduit
que cette image contient une base de Dt sur ﬁ;.

On conclut en utilisant le lemme 2.23.

Remarque 2.24. — On a en fait prouvé que II(A) est déja irréductible comme B-
module.

3. Construction de G-faisceaux sur P!

Ce chapitre est consacré a la démonstration du th. 0.6 de lintroduction. La
construction de A K, P! fait I'objet de la rem. 3.12, celle de II(M, k) de la
rem. 3.20, et celle de LL, (M) du th. 3.31.

3.1. (¢,I')-modules de Rham de rang 2. — Nous allons avoir besoin de décrire
les (p,T")-modules de rang 2 sur %, qui sont de Rham, et non triangulins. Quitte a
tordre par une puissance du caractére cyclotomique, ce qui est innocent pour ce que
nous avons en vue, on peut supposer que les poids de Hodge-Tate sont 0 et k£ > 0.

Un tel objet devient cristallin sur une extension finie K de Q,. On 'obtient, sui-
vant [1], en choisissant :

e un (¢, %q, )-module M irréductible, c’est-a-dire un L ® Ko-module libre de rang 2
(ot Ko = K N Q") muni d’actions de ¢ et Yq, (qui agit a travers Yq, /9 ), semi-
linéaires par rapport & ’action de Ky, commutant entre elles, ’action du sous-groupe
d’inertie de %q, étant absolument irréductible (car on ne s’intéresse qu’au cas non
triangulin),

e une droite .2 du L-espace vectoriel Myr = (K @, M)%a» .

On définit alors :

A(M) = (#(Ex) @, M)";
c’est un (¢, I')-module de rang 2 sur %, de Rham, a poids de Hodge-Tate 0 et 0. De
plus, A(M)z{if’n = L,[[t]] ® M4r, pour tout n assez grand.

Sik > 1 etsi.Z est une droite de Myg, on définit :

AM)pz ={z €A, tn(z) € (La[[t]] ® L) + (t* Ly [[t]] ® Mar), pour tout n > 0}.

C’est un (p,I')-module de rang 2 sur #, de Rham, a poids de Hodge-Tate 0 et k. On
a

tFA(M) CA(M)y,. € A(M)
AM)/AM)g.@ ZAM)y,, 2 /tPAM) = R/t %.

Tout (¢,I')-module de rang 2 sur %, de Rham et pas triangulin, est, a torsion
prés par une puissance du caractére cyclotomique, de la forme A(M) (si ses poids de
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Hodge-Tate sont égaux) pour un unique choix de M ou A(M)y » pour un unique
choix de M, k et &£ (si ses poids de Hodge-Tate sont distincts).

Dans la suite de ce chapitre, on fixe un (go,ng)-module irréductible M, de
rang 2, et on pose A = A(M) et Ap e = A(M)g,». On note w le caractére
wa = (z]z|)"tdet A.

On va expliquer comment tordre l’action de G sur le G-module A X P! de la
prop. 0.1.

3.2. L’opérateur 9 sur A X P!, — Comme A = (Z(Ex) ® M)?, et comme
Paction de l'inertie de H est irréductible sur M, opérateur 0 = 0 ® 1 est bijectif sur
A (cf. rem. 1.4). De plus, 0 vérifie les relations

(3.1) utd=a’ et Out =uto+1,

car ut =t,a" = t% et 0 = % sur %, et donc aussi sur Z(Eg) puisque ’extension
Z%(Ex)/Z est finie étale.

Lemme 3.2. — Onau™ = —0uT0 etu" 0"t =a~ sur A.

Démonstration. — Comme les deux poids de Hodge-Tate de A sont 0, il résulte de la
prop. 2.2 (et de la rem. 2.3) que

wtu” = —(ah)? = —utouTo.

L’injectivité de u™ sur A (c’est la multiplication par t) permet donc de conclure pour
la premiére formule.
Pour la seconde, on a

uw o t=-0ut=—utd-1=—-1-at=a"
car at +a~ = k(wa) = —1.

Lemme 3.3. — (i) Si 2z = (21,22) € ARP!, alors 9z = (921,07 '2) € AR PL.
(i) Onaut-d=a*, 0 -ut =—a".

Démonstration. — Pour démontrer le (i), il s’agit de vérifier que wo d = 971 ow ou
encore que wowd = 1 sur M = AKX Z7. Remarquons que
+ +

wutw =uT et waTw =aT.

(Cela résulte de ce que, sig € G et u € g, et si M est un G-module analytique, 'action
L sur M coincide avec celle de gug™! € g.) On a

u”wowdu™ = wuTd)w(—a") = —(a”)%

de gouog~

Comme utu~ = —(a™)?, et donc u~u" = (wutw)(wu"w) = —(a™)?, il s’ensuit que
u”wOwduT = u~uT. Maintenant, u™ est injectif sur M (c’est la multiplication par t)
et u~ = wutw aussi. Par dualité (M est son propre dual pour [, ]p1), cela implique
que les images de u* et u~ sont denses dans M ; on en déduit le résultat voulu.
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Le (ii) résulte des calculs suivants qui utilisent le lemme 3.2 et les formules 3.1.
ut 0 0(z1, 20) = u+(321,8*122) = (u+8zl,u*8*122) =(a" 21,0 20) = aT - (21, 22)
O-ut(z1,22) = (0-ut 2,07 - u"20)

= (—a" -z1,~ut -0 29) =(—a" - 21,—at - z) = —a" - (21,22)
Lemme 3.4. — Sibe Qyp, alors () -9-(§%)=0+b.

1 1

Démonstration. — On utilise la formule gouog™" = gug™* mentionnée dans la preuve
du lemme 3.3, pour g = (é _lb) et u=a" (on adonc gug~! = (8 _1b)). On obtient,
en utilisant deux fois la formule 8 - u™ = —a™,

—g-0-ut g t=a" —but = —(0+0b)-u.

I commutent, et la densité de I'image de

On conclut en utilisant le fait que u™ et g~
ut sur AKX P! (par dualité, cette densité équivaut a linjectivité de u™ sur A X P!,

qui résulte de ce que A n’est pas triangulin [7, 12]).

Remarque 3.5. — 1l résulte du lemme 3.4 et de la bijectivité de  que ad + 3 est
bijectif si «, 8 € Qp ne sont pas tous les deux nuls. Par ailleurs, ad + § et v0 + §
commutent ; il s’ensuit que I'on peut définir un automorphisme g(9) de A X P1, si
g=(2%) € G, en posant g(9) = (cd+ d)~" - (ad + b), et que I'on a aussi g(9) =
(ad +b) - (cd +d)~L.

Proposition 3.6. — Si g€ G, alors g~ -9 - g = g(9).

Démonstration. — On commence par vérifier formellement que, si @@ € Qp(X) a
un dénominateur qui se factorise dans Q, (ce qui permet de définir Q(9)), et si
g 1-0-g=9(d),alors g~ 1-Q(9)-g = Q(g9(9)). Cela permet de se contenter de vérifier
la formule pour g = w, g = (§%) et g = (§9), car ces matrices engendrent G et

h(g(9)) = hg(9), si h,g € G. Or
w-0-w(z1,22) =w-0(22,21) = w- (022,0 ' 21) = (071 21,022) = 071 - (21, 22),

ce qui prouve la formule pour ¢ = w. Celle pour g = ((1J ll’) a déja été démontrée

(lemme 3.4) ; celle pour g = (&9) résulte du calcul suivant :
(52) c00u = ~(§8) oa~ = —a=o (§9) = 0wt o (§1) a0 (51) ou”
Lemme 3.7. — (i) v~ = —0u™0.

(ii) Plus généralement, si k € N, (u™)*F = (=9)*(uT)*oF.

Démonstration. — On sait déja que u~ = —9u™d sur A = AK Z,; il suffit donc,
pour démontrer le (i), de vérifier que c’est aussi le cas sur w- A. Cela résulte du calcul
suivant, sur A :

ww=wu" =w(=0"u" 0™ = —(wd w)uT (wd w)w,

et de ce que wd 1w = @ d’aprés la prop. 3.6.
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Comme u+td — du™ = a’ + a~ = —1, on déduit le (ii) du lemme suivant appliqué
av=0etu=ur.

Lemme 3.8. — Soient A un anneau et u,v € A vérifiant vu = uv+1. Alors (vuv)* =
vEuFuR | pour tout k > 1.
Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur k, le cas k = 1 étant

immeédiat. Pour passer de £ — 1 & k, on commence par vérifier, par récurrence sur i,
que vu' = u'v +iu' "t et uv® = viu — w'~!. On en déduit que
(vuv)® = vuw PP = (0P — (B — DR ) (WP o 4 (B — Dbt
_ vkukvk + (k o 1)(7vk71ukflvk + vkukflkal o (k o l)kalukfzkal)
Le terme en facteur de k — 1 est nul car

,Uk—luk—l,uk _ vk_l(uk_lv)vk_l _ Uk_l(’Uuk_l _ (k‘ _ 1)uk_1)vk_1.

On en déduit le résultat.

3.3. Le G-module (A X P!)[k]
3.8.1. Construction. — Soit k € Z.

Lemme 3.9. — La formule
(68)snv=(=cO+a)* [(27) ]
définit une action de G sur A X P!,

Démonstration. — Si g = (24) et h = (‘Z,/ Zl,), alors gh = (zs,isz: z;’,,idbgi ). Mainte-
nant, g*g hxp, = (—cO+a)k-g-(—c'0+a’)* - h, et la formule g-Q(9)- g~ = Q(g1(9))

permet de réécrire g *; hx, sous la forme ((—cd + a)(—c'g~1(d) + a’))k - gh. Or

,do—b

(—cd+a)(—cg7H(0)+d) = (—cd+a)(—c “iTa

+a') = —(ca’ +dc" )0+ (bc' +ad'),
ce qui permet de vérifier que g *x hx = (gh)#; et termine la démonstration.

Remarque 3.10. — Comme (a — cd)* commute a Resy, si U est un ouvert compact
de P (cela résulte du lemme 1.5), U — A X U définit un faisceau G-équivariant sur
P! pour I'action #.

On note (A X PY)[k], le G-module A X P! muni de 'action *;. En particulier,
(ARPH[0] = AXPL

Proposition 3.11. — (i) Le caractére central de (A R PL)[k] est z¥w.
(ii) Le G-module (A K PY)[k] est de type analytique.
(iii) Le casimir agit par multiplication par %(k2 —1).
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Démonstration. — Le (i) est évident sur les formules, compte-tenu du fait que le
caractére central de A X P! est w.

Pour prouver le (ii), fixons r < s. Il existe alors n tel que Paction initiale de
K, =1+ p"Ms(Z,) soit analytique sur Al"3] Maintenant, 0 : Als) — Als] est
continue, et comme Al est un banach, il existe N tel que p™Vd soit contractante
sur Al"#!. Mais alors, si n > N, la fonction (‘C’ Z) — (@ — cO)* est analytique sur K,
vue comme fonction a valeurs dans les opérateurs sur Al : c’est trivial si k > 0
et, si k < —1, il suffit d’écrire (a — c0)* = a* >, (f)(‘;a)l (la série converge car

vp(€) > n > N). On en déduit que P'action *j de K, sur Al"3] est analytique, et donc

que A est de type analytique. Par conjugaison, il en est de méme de w i A, ce qui
permet de conclure puisque (A X PY)[k] = A + w *;, A.

La formule pour le casimir est une application directe de la prop. 2.2 (et de la
rem. 2.3).

Remarque 3.12. — Posons
AR, PP = (ARPYH[-k]) @ 2F.

Alors, en tant que PT-faisceau, la restriction de A X, x,, P! est juste A (car les effets

k¥ annulent ceux de la multiplication par (a — cd)™* vu que ¢ = 0

de la torsion par x
sur PT). De plus :

e le caractére central est (z7Fw) - 22 = zFw,

e le casimir agit par multiplication par % (k*—1) puisque c’est le cas sur (AKP!)[—k]
et qu’il est invariant par torsion par un caractére vu qu’il ne dépend que de ’action

de SLo.
On a donc construit ’objet annoncé dans le th. 0.6 de I'introduction.

3.3.2. Dualité
Proposition 3.13. — (i) [0z,y] = [z, 0y], si x,y € A.

(i) [0z, y]pr = [z,0y]p1, siz,y € AKPL

(iii) Si g € G et k € Z, alors [g * x,g *_ ylpr = [9 - x,9 - y|pr, pour tous
r,y € AKPL

Démonstration. — Si x,y € A, alors
[0z, y] — [2,0y] = réso((Ox Ao_1(y) —z Ao_1(Jy)) @w™ ")
=r1és9(0(z No_1(y) @w™ ") =1éso(d(z Ao_1(y)) ®w ') =0,

ce qui prouve le (i).
Le (ii) s’en déduit en écrivant x = x1 + wza, y = y1 + wys, avec x1,y1 € A et
T2,y2 € AX pZ,. En utilisant la formule o w = w o 7!, on obtient

[39€7y}P1 - [zaay]Pl = ([5’I1,y1] - [931,33/1]) + ([371902&2] - [IQ,aflyz]) =0

d’apres le (i).
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Pour le (iii), on peut, par symétrie, supposer k > 0. Si g = (‘Cl 3)7 on a

941 2,9 % yler = [(a—cO)" gz, (a—cO)™" - g-ylp1,

et le (ii) permet de faire passer les a — ¢d du premier membre dans le second pour
obtenir le résultat.

3.8.8. Sous-G-modules de (AXPL)[k]. — Soit £ une L-droite de Myg, et soit Ay ¢
le sous-(p, I')-module de A qui lui correspond.

Lemme 8.14. — Les faisceauz t* AR i, Pl et Ay o K, PL, pour toute droite £
de Myg, existent et sont des sous-faisceaur de A X, PL.

Démonstration. — D’aprés la prop. 2.4, il suffit de vérifier que V(V — k)M C tM, si
M =tk AL, ou (Ag, )L Cela résulte de ce que :

FAG = t"Lo[ltl © Mar et (Ak2)fy, = (Lallt]] © 2) + (£ La[[t]] © Mar),

et de ce que V = t4 sur L, [[t]] et est identiquement nulle sur Mgg.

Lemme 3.15. — (i) (u")* : ARP! - AR P! induit un morphisme G-équivariant
injectif de (AR P)[k] dans ((AXP)[—k]) @ z*.
(ii) L’image est t*A X, P

Démonstration. — (i) L’injectivité résulte du fait que A est non triangulin |7, 12].
Pour prouver la G-équivariance, il suffit de prouver que (u*)* est équivariant pour
laction de PT sur A et pour celle de w sur A X z;.

Pour P, cela demande de vérifier que, si (&%) € PT, alors

(8%) vk (Wh)rz@a®) = () ((§}) = 2) ® 2"
Or (u“‘)k agit par multiplication par t* sur tout et
(§)rnz=a™(§1)-2 (§1)-t*2=0a""(3}) 2 (81) (z@2") =d"(3})-=

Les deux membres sont égaux a (a*t*(g?%) - z) @ 2*.
Pour w, il s’agit de vérifier que

wr_p (uH)rz @ 2P) = (Wh)*(w *, 2) @ 2.
Tordre par z* multiplie I’action de w par (—1)*, et on est ramené a vérifier que
(_l)ka—kw . (u-‘r)k _ (u-‘r)kakw

ou encore que (—0) F(u™)* = (uT)*0*, ce qui résulte du (ii) du lemme 3.7.
Maintenant, I'image est un sous-faisceau G-équivariant de A X, x, P!, dont les
sections sur Z, sont (u*)¥A = t*A. On en déduit le (ii), ce qui permet de conclure.
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3.4. La représentation II[k]

3.4.1. Construction. — Notons II la représentation II(A). On a donc une suite exacte
0-II*®w— AXP! - 11— 0.

Plus précisément, on dispose de I'accouplement parfait (z,y) — [z,y] = [z, y]p: sur
AR P tel que [g- 2,9 y] = w(g)r,y] pour tous g € G et 2,y € AKX P! et le
sous-G-module IT* ® w est son propre orthogonal. De plus, il contient un sous-&p -
module compact W, stable par G, tel que W[%] soit dense dans II* @ w. En effet, IT est
I’ensemble des vecteurs localement analytiques de son complété unitaire universel I
(cf. [9] ; cela utilise la maniére dont est obtenue II via la correspondance de Langlands
locale p-adique), et on peut prendre pour W la boule unité du dual de i (avec action

de G tordue par w).
Proposition 3.16. — ¢(0) est un automorphisme de II* @ w pour tout g € G.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que O stabilise IT* ® w. En effet, d’aprés la
prop. 3.6, 07! = w-9-w, et donc O~ ! stabilise aussi II* ® w, ce qui fait que & est un
automorphisme de IT* ® w; il en est donc de méme de g~ ! -9 - g = g(d), pour tout
g€aq.

Maintenant, pour prouver que 9 laisse stable II* ® w, il suffit de vérifier que, si
x € II* ®@w, alors [0z, y] = 0 pour tout y € IT* @w. Par linéarité et densité de VV[%]7 il
suffit de le vérifier pour tout y € W, et par continuité et linéarité, on peut se contenter
de prouver le résultat pour x € W.

L’image Y de W x W par (x,y) — [0z, y] est compacte, car W Dest. Par ailleurs,
[0z, y] = w(p)"[(P," 9)0x, (P, 9)y] = (w@)"[(P," ¢z, (7" 9)y]-

Comme w(p) € OF, il s’ensuit que [0z, y] € p"Y pour tout n € N, et donc [0z, y] =0,
ce que 'on voulait.

Corollaire 3.17. — Le sous-module IT* @ w de A X P est stable pour Uaction %,
de G.

Si k € N, on note II[k] le quotient de (A X P!)[k] par II* ® w. 1l résulte de ce
qui précéde que II[k] est une représentation de G, de type analytique. Par ailleurs,
topologiquement, c’est un espace de type compact, puisque l'on a II[k] = II en tant
qu’espace vectoriel topologique (par contre l'action de G n’est pas la méme sur les
deux espaces, méme a torsion prés par un caractére).

Remarque 3.18. — On peut décrire II[k] directement a partir de II :

(i) I existe un unique isomorphisme continu 9 : IT — II, tel que a~ = —du™.

(i) Si k > 0, la formule (¢4) v = (—cd+ a)*((*}) - v) munit IT d’une action
de G.
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L’unicité de O est claire car u™ est d’image dense dans II. L’existence et le (ii)
peuvent se démontrer en passant par A X P! (comme ci-dessus), mais on peut aussi
I'établir directement [13].

Lemme 3.19. — II* @ w, vu comme sous-G-module de (A X PY)[k], est isomorphe
a II[—k]* @ w ; on a donc une suite exacte de G-modules

0 — I[-k]* @ w — (AR PY)[k] — [k] — 0.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la prop. 3.13.
Remarque 3.20. — Posons
(M, k) = I[k].

Si on tord par z* la suite exacte du lemme 3.19 (pour —k au lieu de k), on obtient la
suite exacte

0= II(M, k)* @ 2w — ARk, PY - II(M, —k) @ 2" - 0
du (ii) du th. 0.6.

3.4.2. Lien entre I1[k] et II(Ak, ). — On suppose dorénavant k > 1. On note IIj ¢
la représentation II(Ay ), si .Z est une droite de Myr.

Lemme 3.21. — Les injections naturelles
tFA Rk, P C Ap o Mur, P1 et Apg Kok, P' C AR, P!
envoient II[—k]* @ w dans 11} o, @ Fw et I o ® rkw dans Mk]* @ okw.
Démonstration. — Soit W le noyau de
I} o ® 2"w = Ap o Koe, P — AR, P — TI[—].

Alors W est un sous-G-module fermé de Uy ¢ ® x*w puisque toutes les applications
ci-dessus sont G-équivariantes continues.

Soit X = (I} & ® x*w)/W. On cherche a prouver que X = 0. Par construction, X
est un fréchet muni d’une action continue de GG, et on a une suite exacte

0= W =1} g @2fw— X -0
de G-fréchets. Par dualité, cela nous fournit une suite exacte
0> X*@r Ffu ! - Iy, — W™ @z *Fw =0

de G-espaces vectoriels topologiques de type compact.

Maintenant, X est isomorphe a I'image de I'application f : II} o ® 2Fw — TI[—k]
considérée ci-dessus. Comme X est un fréchet et II[—k| est de type compact, son
image est incluse dans un des termes de la limite, ce qui se traduit par I'existence de
n € N tel que tout v € f(X) soit K,-analytique.

Par dualité, cela implique que X* est formé de vecteurs K,-analytiques, et donc,

si Iy, o est la limite compacte des H,(:‘)% que X™* est inclus dans un H,(i)g pour un
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certain a. Comme, par ailleurs, X* est fermé dans Il ¢ qui est de type compact,
I’injection (X*)(“) — (X*)(“‘H) est compacte. Comme c’est 1'identité puisque X™* =
(X*)® pour tout b > a, cela implique que X* est de dimension finie (je dois cet
argument & G.Dospinescu.) Comme II; & ne contient pas de sous-G-représentation
de dimension finie (une telle représentation serait incluse dans le noyau de (ut)™
pour un certain N, et donc aurait un modéle de Kirillov, ce qui est en contradiction
(prop. 2.9) avec le fait qu’elle soit de dimension finie), on a X* = 0 et donc X = 0.
Maintenant, II[—k]* ® w est orthogonal & TI[k]* ® z*w dans A Kk, P!, et donc a
fortiori a I} o, ® rFw dans Ay, o K, PL. On en déduit linclusion II[k]* ® z*w C

I , ® z*w, ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 3.22. — T[—k]*®w est fermé dans 1T} ,@z"w et T[k]* @ w, et 1T ,@rkw
est fermé dans TI[k]* @ zFw.

Démonstration. — Si a est assez grand, II[—k|* ®w est fermé dans thAlOTel®K . P qui
est lui-méme fermé dans A]]gj;] X, P! car t*Al07e] est fermé dans A]koygﬁ]. Comme
tous les espaces sont des fréchets, Uinjection de tFAl%7] K. P! dans A]ko”n;;’] X, P!
est un homéomorphisme sur son image, et donc II[—k]* ®w est fermé dans A]ko)’n;’] Xk

P! et donc aussi dans I » ® 2kw.
Les autres assertions se démontrent de la méme maniére.

Proposition 3.23. — Les injections t* A C Ay, o C A induisent le diagramme com-
mutatif suivant de G-représentations :

0 —=I[-k]* @ w —tFA Kk, P! TI[X] 0

l l l

0‘>H2)3®ka%Ak’g Mok P! —— 1l o —= 0

i i l

0 — I[k]* ® 2¥w —— ARk, P ——=TI[-k] @ 2¥ — 0

Dans lequel les lignes sont exactes, et les applications TI[k] — My o — H[—k]@x" sont

surjectives et transposées des applications T[—k]* @ w — I} & ® rFw — T[E]* ® zFw

a torsion prés par xFw.

Démonstration. — C’est une conséquence des lemmes 3.19, 3.21 et 3.22 (et de la
prop. 3.13).

3.4.8. Dévissage de la représentation II[k]. — Soit k > 1.

Lemme 3.24. — (uh)* : I — II induit la suite evacte suivante de G-modules

0 — I[K] @D =0 - k] — T[-k] ® 2* — 0.
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Démonstration. — D’aprés la prop. 3.15, l'injection de t*A X, P! dans A X, ., P?
induit (uT)* sur II[k]. L'exactitude de la suite est triviale & part la surjectivité de
[k] — M[—k] ® 2*, mais celle-ci a déja été prouvée (prop. 3.23).

Proposition 3.25. — TI[—k]| est irréductible.

Démonstration. — Il s’agit de prouver que, si Y # 0 est un sous-G-module fermé de
II(M, —k)*, alors Y = II(M, —k)*. La preuve est trés semblable a celle du th. 2.16.

Quitte & tordre par un caractére, on peut supposer A étale. Soit D un élément de
PI°(Og) tel que A = Dy (D n’est déterminé par A qu’a isogénie pres.)

La torsion par (a — cd)* préserve la suite exacte 0 — II* — AR P! — I —
0, et induit la suite exacte 0 — II(M,—k)* — (A X PY)[k] — II(M,k) — 0 de
G-représentations, qui définit les représentations II(M, k). De plus, en tant que B-
modules, on a II(M,—k)* = II* et (A X P!)[k] 2 A X P! & torsion prés par un
caractére. Il résulte donc de I'é¢tude du cas de A que I'image de Y par Resz, : Y — A
contient deux éléments indépendants sur % (la preuve de ce fait n’utilise que I’action
de B).

Par ailleurs, A} [k] n’admet pas de sous-réseau g-stable strict car k > 1 (sik < —1,
il y a un sous-réseau g-stable strict et, effectivement, dans ce cas, II(M, —k) n’est pas
irréductible car TI(M, —k)?& = 0). On est donc dans les conditions d’application du
lemme 2.19; on en déduit que cette image contient une base de D sur ﬁ}.

On conclut en utilisant le lemme 2.23 et les isomorphismes (& torsion prés par un
caractére) de B-modules II(M, —k)* = II* et (A X P1)[k] =2 A X P! signalés plus
haut.

3.5. La représentation LL,(M)

3.5.1. Le G-module Homy(Sym*~ TI[k]). — On note W} la représentation algé-
brique de G sur les polynémes de degré < k, I’action de G étant définie par
dr—b
k
(2%) - P(z) = (—cz +a) P(—cx n a)'
Alors Wy, est isomorphe a la représentation Symk.

Lemme 3.26. — L’action de g dans la base 1,X,--- , X* de W), est donnée par les
formules :

eyt Xt =X,

eu - Xi=—(k—i)XTh

eat  X'=(k—-i)X?

ea - X'=iX"

En particulier, a™ +a~ = k.

Démonstration. — Cela résulte d’un calcul immédiat & partir de la formule

(a5) X' = (dX = b)' (=X +a)* "
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Lemme 3.27. — L’action de g sur II[k] (identifié a IT) est donnée par les formules :
eutsxpv=ut- v,
eu xpv=u"-v—kov,
eat x,v=0a" v+ kv,

e a *pv=a -0.
Démonstration. — Cela résulte d’un calcul immédiat a partir de la formule

(‘;2) *kv:(—ca—ka)k-(‘;fl) .

Si IIy, I sont deux G-modules analytiques, on note Homg(I1q, ITy) espace des ap-
plications L-linéaires ¢ : II; — Il qui commutent a I’action de g. C’est naturellement
une représentation de G : si ¢ € Homg(II;, IT5), un petit calcul montre que g- ¢, défini
par (g-¢)(v) =g-¢(g~" - v), est encore un élément de Homg (11, ITs).

Proposition 3.28. — (i) L’application qui & v associe lapplication linéaire ¢, en-
voyant P sur P(9) - v, induit un isomorphisme de II*" =0 sur Homg (Wy,—1,I1[K]).

(ii) L’action de G sur II“" =0 déduite de l"isomorphisme précédent est localement
constante et ne dépend pas du choix de k > 1.

(iii) L’ application naturelle Homg(Wy_1,[k]) @ Wy—1 — II[k]*8 est un isomor-
phisme.

Démonstration. — Le (i) résulte de la formule u™ - 9" = §* - u™ — i9*~!, valable pour
tout 4 € N. On en déduit, si ut - v = 0, les formules :

o ut x, O'v = —id o,

o u” x; 0w =—0utd- 0 —kd-0v=—(k—1-1i)0"" o,

e at ¥, 0v =utd 0w+ kd'v = (k —1i)d,

o a x, O'v = —Ou't - v = id'v.

Il en résulte que ¢, commute & I’action de g. La surjectivité de v — ¢, résulte de
ce que ut -1 =0, et donc, si ¢ € Homg(Wj,_1,II[k]), on a u™ - ¢(1) = 0; on en déduit
que ¢ = ¢,, ou v = ¢(1). Son injectivité résulte de ce que ¢, (1) = v.

Maintenant, si £ = 1, I'action de g est identiquement nulle sur Wy_1, et donc ¢,
est & valeurs dans les vecteurs localement constants sous I’action de G. Il suffit donc
de prouver que 'action de G sur " =0 ne dépend pas de k; cela résulte du calcul

suivant, ott g = (¢ 4) et donc g1 = A (4 0):

(92 6)(P) = g2 (97" w11 PO) -0) = (~ed+ )t g (S0

On utilise la formule g - F(g(9)) = F(9) - g, ce qui nous donne

(c3+d 1 ot P(anrb
9" Vad —be (—cd + a)k—1 g cd+d

et (en utilisant la commutativité de P(9) et —cd + a),

(9 %k ¢u)(P) = P(9) - (—cO+a)-g-v,

ad + b
c0+d

)kflp( )'U

)kfl _

) =P(9) -9,
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ce qui ne dépend effectivement pas de k.

Le (iii) est un résultat général : une représentation localement algébrique 7 se
décompose sous la forme @y Homg (W, 7) ® W, la somme portant sur les représenta-
tions algébriques irréductibles de G. Or une telle représentation est déterminée par
son caractére infinitésimal.

Proposition 3.29. — (ut)* : 11 — II induit la suite evacte suivante de G-modules
0 — k]2 — M[k] — II[—k] @ 2F — 0.

Démonstration. — C’est, compte-tenu de la prop. 3.28, une traduction de la prop. 3.24.

3.5.2. Admissibilité de TI[k]. — Notons IT[k]*" —fnl Pensemble de v € TI[k] tués par
une puissance de u™. Comme u™ agit de la méme maniére sur II pour les actions
- et #p, on a I[k]* —fini = [T« ~fini_ De plus, comme IT et TI[k] sont isomorphes, a
torsion prés par un caractére, en tant que B-représentations, ’application v — 7,
de la prop. 2.10 fournit un modele de Kirillov pour IT[k]*" " et donc aussi pour
TI[k]*e = TI[k](+ )" =0

Proposition 3.30. — I1[k] et II[—k] sont admissibles.

Démonstration. — Comme I} o, ® r¥w est coadmissible et comme II[—k]* ® w est
fermé dans 11} o ® r¥w (lemme 3.22), cela implique que I1[—k]* ® w est coadmissible,
et donc que II[—k] est admissible.

D’aprés la prop. 3.24, on a une suite exacte

0 — [k @D =0 - k] — T[-k] ® 2* — 0.

Or TI[—k] est admissible d’aprés ce qui précéde et H[k](“ﬂk:O aussi puisque c’est une

représentation localement algébrique admettant un modéle de Kirillov. Il en est donc
de méme de II[k].
Ceci permet de conclure.

3.5.8. Le G-module TI[k]#

Théoréme 3.31. — Il existe une représentation lisse LL, (M), de caractére central
Tw, possédant un modele de Kirillov, telle que :

o II[k]"8 = Myr ® (LL,(M) ® Sym*™1).

o IT; o = I[k]/ (£ ® (LL,(M) ® Sym" 1))

o 118, = (Mar /) ® (LL,(M) @ Sym*~")

e la suite 0 — Hzlf% — (Ag,») = O[—k] @ 2% — 0 est excte.

Démonstration. — Notons que

(" A) g = Aaie /1P AL et (Ag2) g = Adie/ (Ar.2) §ir-
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Comme (Ag @)t = tFAL + Loo[t] © £, on a
Ker((t*A)gie = Agy) = Afie/t* Ay = (Lec[t]/t*) © Mar,
Ker((t°A) 5 — (Ak2)gr) = (Arz) i/t A = (Loolt]/th) @ 2.

Soit W = Ker(Il[k] — II; ¢); c’est une représentation localement algébrique de
G puisqu’elle est contenue dans Ker(TI[k] — II[—k] ® z*) = TI[k]*!8. En particulier,
W C H[k]* i et la théorie du modele de Kirillov nous fournit un diagramme
commutatif dont les fléches verticales sont injectives et les lignes exactes :

Wj H[k]u+—ﬁni sz;ﬁni

i i l

LArC(Q;7 (Loo{t}/tk) ® g)r - LArC(Q;> (tkA)gif)F - LArC(Q;> (Ak,f)gif)r

De méme, on a le diagramme commutatif avec les mémes propriétés :

H[k]alg H[k}]U+7ﬁni H[_k]u+fﬁni

l | l

LArC( ;a (Loo [t]/tk) ® MdR)F - LArc(sz (tkA)(;f)F - LArc(Q; Agif)r

Maintenant, si .4, % sont deux droites distinctes de Mgr, on a Mgr = 4 @
Z. On en déduit que I[k]*® = W, @ We,. De plus, si 3 est distinct de £
et %, décomposer un élément f3 de %5 sous la forme ¢ + 5, avec ¢1 € £ et
by € & fournit des isomorphismes G-équivariants W, = Wy et Wy, = W, 1l
existe donc une représentation LL, (M, k), munie d’une injection B-équivariante dans
LA.(Q}, (Loo[t]/tF)), telle que Ion ait We = £ @ LL,(M, k), pour tout £. On a
alors TI[k]*8 = Myr ® LL, (M, k). On définit LL,(M) comme étant LL, (M, 1), et on
a LL,(M,k) =LL,(M,1) ®Sym*~!, pour tout k > 1, d’apres le (iii) de la prop. 3.28.
Comme

.o =1k /We, 1%, =Ik" /Wy et Wg =2 ®LL,(M)®Sym"!,
il en résulte que LL, (M) satisfait toutes les propriétés demandées pour le th. 3.31.

Remarque 3.32. — La représentation LL,(M) est supercuspidale. On en déduit
que, pour tout k, le modéle de Kirillov de H[k](“ﬂkzo est constitué de fonctions a
support compact dans Q. Comme II[k] = II en tant que B-module, a torsion prés par
un caractére, on en déduit que I'injection LA.(Qy, A(;if)F — TI1v"—fini do 1 prop. 2.13

est un isomorphisme. Il en est de méme si on remplace A par Ay «.
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