LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE
(PREFACE)

par

Pierre Colmez

La courbe de Fargues-Fontaine a changé la maniére dont on pense a la théorie de
Hodge p-adique ™ en introduisant des idées géométriques 1a o il n’y avait que de
I’algébre semi-linéaire : beaucoup de catégories apparaissant dans la théorie (?) comme
les p-modules ou les (¢, T')-modules sur anneau de Robba et ses variantes, les B-
paires, les Espaces de Banach de Dimension finie ®) ou les presque C,-représentations
sont étroitement liées & la catégorie des fibrés sur cette courbe ce qui explique, en
grande partie, leurs bonnes propriétés. J’ai eu le privilége d’assister a la naissance de
cette courbe et je suis heureux de pouvoir raconter cette histoire. Pour confirmer mes
souvenirs de ces événements remontant & plus de 7 ans, j’ai relu les courriels que nous
avions échangés a 1’époque ainsi que les nouvelles que je transmettais a Wiestawa
Niziotl; j’ai inclus certains des passages les plus significatifs de ces messages.

1. L’anneau B,

1.1. B, est principal !— Le premier acte se passe en juillet 2009, dans le train qui
nous ramenait de Roscoftf & Morlaix. Nous étions tous les trois, Fargues, Fontaine et
moi, et Fontaine nous déclare : « j’ai regardé ’article de Berger sur les B-paires, et il

1. Que cette courbe introduise un point de vue intéressant est devenu indubitable avec la
preuve [FF, §10.5] de la conjecture "faiblement admissible implique admissible" esquissée au §5.2
de cette préface, mais ce qui a suivi, a savoir la géométrisation de la correspondance de Langlands
locale [19, 20, 21, 22, 55|, est assez inattendu et totalement fascinant.

2. Tous ces objets sont définis au chap. 2 : les B-paires (n°2.5.8), les ¢-modules (n°2.5.3) ou les
(¢,T)-modules (n°2.5.4) sur 'anneau de Robba sont en équivalence de catégories avec la catégorie
des fibrés (équivariants) sur la courbe de Fargues-Fontaine (th.4.7, rem.4.9 et 5.10). Ce n’est pas
le cas des Espaces de Banach de Dimension finie ou des presque C-représentations, mais on pourra
consulter [44] pour le lien entre ces catégories et celle des fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine.

3. Connus aussi sous le nom d’espaces de Banach-Colmez.
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prétend que 'anneau B, est de Bézout (4) ; ca ne peut pas étre vrai; il faut que je lui
écrive ». J’étais un peu embété pour Berger mais, heureusement, le lendemain ) :

Fontaine — Colmez, Fargues, Wintenberger samedi 18/07/2009

[...] Par ailleurs, j’ai dit a Pierre dans le train hier que je ne croyais
pas que l'anneau B, était de Bézout, comme 'affirme Berger. En fait,
I’argument que je donnais est canulé, je me suis fait avoir par 1’analogie
trompeuse avec ’anneau des polyndémes en une variable & coefficients dans
C dont le terme constant est dans Q,,. La preuve de Berger repose sur un
résultat de Kedlaya et j’y crois. En fait, me semble-t-il, non seulement B,
est de Bézout, mais il est principal ! C’est un exercice (¢) une fois que 1’on
sait qu’il est de Bézout.

1.2. Anneaux de Fontaine. — Avant de continuer, rappelons la définition de
I’anneau B, et des anneaux Aju¢, Beris, Bar de Fontaine.

Soient k un corps parfait de caractéristique p, Ko = W(k)[%] le corps de caracté-
ristique 0, complet, non ramifié, de corps résiduel k£, K une extension finie totalement
ramifiée de Ky, K une cloture algébrique de K, G = Gal(K/K) et C le complété
de K, ce qui fait de C' un corps algébriquement clos, complet pour vp, dont le corps
résiduel k¢ est une cloture algébrique de k. (Si k =F,, ona Ko = Q, et C = Cp;
on ne perd pas grand-chose & supposer que 1'on est dans cette situation.)

Soit (V)

C" ={z=(@")pen, 2 € C, (V)P =2(M ¥n e N}.
On munit C” des lois + et - définies par :
(™) + (y™) = (s™), avec s = Jim (@R 4y (Rt
— 400
(x(n)) . (y(n)) = (x(n)y(n))

Siz = (z™) e C soit af = 29, et si z € C, on note z” n’importe quel élément
de C” tel que (2°)* = 2 (et donc 2” n’est bien déterminé qu’a e%r prés, ot € =
(1,¢p,--.) et p est une racine primitive p-iéme de l'unité; cela est source de bien

4. 1l s’agit de [5, prop. 1,1,9]; Panneau B est ’anneau Bfri:sl.

5. Extrait d’un message au sujet de la soutenance proche de la thése de son étudiant Jérome Plat,
theése soutenue le 29/09/2009, devant le jury composé de P. Elbaz-Vincent, L. Fargues, J-M. Fontaine,
E, Ullmo, J-P. Wintenberger et moi-méme.

6. Effectivement! Cf. note 8.

7. La construction C' +— C? est une vieille construction de Fontaine [26], et s’applique & n’importe
quelle algébre munie d’une topologie plus faible que celle définie par la valuation p-adique. Les
notations sont celles de Scholze [54] qui a globalisé cette construction en introduisant les espaces
perfectoides; dans la terminologie de Scholze, cette opération s’appelle le basculement (tilting), et

C" est le basculé de C en caractéristique p.
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des complications). Alors C” est un corps algébriquement clos de caractéristique p,
complet pour la valuation ves () = v, (), de corps résiduel ke = k.

Soit Ajnr = W(O¢»), Panneau des vecteurs de Witt a coefficients dans Op». Si
x € O¢», notons [z] son représentant de Teichmiiller. Tout élément de Ajns peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme ), pFzr], o les z sont des éléments
arbitraires de Oc». Par fonctorialité des vecteurs de Witt, Ajns est muni d’un frobenius
¢ donné par o(}",cn PF[zk]) = 3 pen PP2h], et d’une action de Gk commutant & ¢.

On définit 0 : Aj,s — O¢ par

6> pMas]) = Y phai.
kEN kEN

Alors 0 : A,y — O¢ est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est engendré
par (p — [p’]) (124, prop. 2.4]).

Soit Biz = {iLn(Ainf[%]/(p_ [p°])¥). C’est un anneau de valuation discréte, de corps

résiduel C, contenant le complété A de A.inf[(pil[ﬁﬂ, k € NJ] pour la topologie

p-adique. L’action de G s’étend a tous ces anneaux et, si on pose

t=logle] = — > U
E>1

alors t € A s est une uniformisante de BIR, et o(t) = x(o)t, ou x : Gg — Zj est le
caractere cyclotomique, ce qui fait de ¢ un analogue p-adique de 2im.

Le frobenius ¢ s’étend par continuité & As, et ¢(t) = pt. L’action de ¢ s’étend
donc au sous-anneau Bgis = Acris[%] de Byr = BIR[%], et on note B, le sous-anneau

Bfrizsl. L’inclusion de B, dans Bggr induit alors la suite exacte fondamentale [26] :

0— Qp — B. — Bagr/Bl;z — 0.

Comme Bgg est muni de la filtration par les puissances de ¢ (i.e. Fil' Bgr = tiBgR)v
ceci munit B, d’une filtration (®) et I'algébre graduée associée est Q, ® 1C[1.

1.3. Questions sur B.. — Le message de Fontaine a été suivi, le lendemain, d’un
message intitulé « Devoirs de vacances » avec les mémes destinataires.

Fontaine — Colmez, Fargues, Wintenberger dimanche 19/07/2009

Cet anneau B, est trop rigolo. Comme il est principal et B = Qy, les
idéaux non nuls de B, correspondent bijectivement aux Q,-droites de B,
(prendre 'idéal engendré par un élément non nul de la droite). On a une

fonction degré sur B, (le degré d’un élément non nul b est le plus petit

8. Et d’une fonction degré : si x € Be, le degré dega de = est le plus petit entier d tel que
T € tidB;rR. On a degxy = degx + degy, et = est inversible dans Be si et seulement si degx = 0.
Maintenant, si on sait que B, est de Bézout, I'existence de cette fonction degré implique que B, est
principal : si I est un idéal, et si a est un élément de I, de degré minimal, alors a est un générateur
de l’idéal principal (a,b) pour tout b € I, et donc a est un générateur de I.
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entier m > 0 tel que b est dans Fil""Bgr) donc aussi sur les idéaux. Si [
est un idéal de degré m, le Qp-espace vectoriel sous-jacent a une structure
d’espace de Banach-Colmez de dimension m et de hauteur 0, mais ce n’est
pas clair qu’il est "constructible", ni que la multiplication est analytique
(il me semble que si quand méme).

Les idéaux de degré 1 sont tous maximaux.

Question 1 : Soit [ un idéal de degré 1 de B.. Le corps F' = B./I est-il
isomorphe & C'?

C’est assez concret : si je choisis un générateur ¢ de Z,(1) et un géné-
rateur by de I, je peux écrire by = b/t avec b dans?) U et j’ai une suite
exacte de Qy-espaces vectoriels 0 - Q, — U — F — 0 (ou 1 s’envoie sur
b et u sur I'image c(u) de u/t).

La multiplication s’obtient ainsi : si u et v sont dans U, il existe toujours
un = dans U tel que §(u)0(v) = 0(b)0(x). Alors (uv — bz)/t appartient &
U et c(u)e(v) = e((uv — bx)/t).

Si vous y voyez quelque chose, je veux voir aussi!

Question 2 : L’anneau B, ressemble beaucoup & un anneau de polynomes
a coefficients dans le corps algébriquement clos C. Est-ce que les éléments
irréductibles sont tous de degré 17 Par exemple, un élément de degré 2
peut-il s’écrire comme un produit de deux éléments de degré 17

C’est difficile d’y croire, mais c’est encore plus difficile de ne pas y

croire !
Question 3 : Si la réponse aux questions 1 et 2 est “oui”, montrer que,
pour tout idéal non nul I de B, le quotient B, /I est un anneau de Banach-
Colmez (i.e. la multiplication est analytique) effectif et est isomorphe a (19)
By, X By X+ X By, pOur my, ma, . .., mg des entiers convenables (bien
stir, en tant qu’algébre abstraite, B, est isomorphe & C[t]/(¢™), mais pas
en tant que Banach-Colmez).

Le simple fait d’avoir écrit ce que je viens me convainc que la réponse a
ces questions doit étre “oui” et que la preuve ne doit pas étre si dure. Soit
cela sort tout seul de I’étude du gros corps gauche (1) de Pierre, soit cela
résulte de ce qu’il ne devrait pas y avoir d’autre corps de Banach-Colmez
que Q, et C. Cependant, il semble peu probable que I'isomorphisme de C'
sur B, /T soit canonique!

Nous avons probablement discuté de ces questions avec Fontaine début aott, lors
d’une conférence a Loen (Norvége), mais je n’ai pas souvenir que nous ayons fait quel

9. U= (B,

10. By = Bl /t™.
11. 11 s’agit du corps € du n°®2.2.1.

)#=P, on Bl = Acus[1].

cris
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que progrés que ce soit (12), et j’ai dii écrire a Fontaine, un peu plus tard, que j’avais
une preuve « simple », sans utiliser le théoréme de Kedlaya, de la principalité de B.,
ce qui m’a valu la réponse suivante.

Fontaine — Colmez samedi 25/08,/2009

Je me suis effectivement convaincu que je savais prouver que B, est
principal sans me servir de Kedlaya, mais outre ’argument de degré que
je t’ai vendu, je me sers du lemme fondamental '*) (en dimension 2 semble
suffire). Je ne vois pas bien comment tu pourrais éviter un argument de ce
genre (j’ai une application Q,-linéaire "analytique" de C,, dans C,/V (ou
V est de dimension 2 sur Q,) et je veux montrer que le noyau n’est pas
nul). Le fait que B, est principal est un résultat profond. Il me semble (il
me reste des détails & vérifier et mon cerveau déconne) que 'on en déduit
avec un argument Harder-Narasimhan que faiblement admissible implique
admissible, ce qui est la plus jolie preuve que je connais... si ¢a marche. Et
pourquoi pas aussi de Rham implique pst (je n’y ai pas encore réfléchi).
En plus cela devrait expliquer la différence entre faiblement admissible et
admissible dans le cas ot la valuation n’est pas discréte. Il faut jouer avec
des objets que j’avais essayé de vendre a Plit et qui est une variante sans
action de Galois des « B-paires » de Berger. Du coup cela devrait trés
bien a la fois expliquer les trucs de Berger et se mélanger avec ce dont on
discutait ces derniers temps. Je suis un peu tenté de raconter une partie de
cela dans mon cours & Trieste la semaine prochaine mais c’est sans doute
un peu prématuré |[...|

1.4. La courbe. — Le second acte se passe a Trieste, lors d’une école d’été organisée
par 'ICTP du 31 aoiit au 18 septembre 2009 : deux semaines de cours suivies par
une semaine de conférences. A coté de la résidence ol nous étions logés se trouvait un
petit restaurant avec une terrasse trés agréable, des petits calamars délicieux, du vin
local fort sympathique, et la grappa du patron. Nous avons passé de longues soirées
sur cette terrasse a discuter de mathématiques.

Je suis arrivé le dimanche 6 septembre tard dans la soirée ; Fontaine était 1a depuis
le début car il avait fait un cours la premiére semaine, et Fargues était arrivé le sa-
medi. Le lundi matin, je les croise 'un aprés 'autre, trés excités : ils avaient découvert

12. Disons tout de suite que la réponse a la premiére est “non” (cf. [40], et aussi [45, th.2] qui
implique le résultat), la réponse a la seconde est “oui” et la réponse a la troisiéme est “non” a cause
du “non” a la question 1, mais devient “oui” si on modifie la question en tenant compte de ce probléme
(cf. rem. 3.14 (i) pour la question 2, et rem. 3.14 (iii) pour la question 3).

13. Cf. rem 2.7. Ma preuve “simple” utilisait les mémes arguments si j’en crois mes notes d’un
exposé « Vector bundles on a strange curve » sur les travaux de Fargues et Fontaine que j’ai donné
au Tata Institute en juillet 2010, mais elle comporte un trou (cf. n° 2.3.3), et peut-étre n’avions nous

de preuve ni 'un ni 'autre & ce moment-la.
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LA COURBE dans la nuit de samedi & dimanche, aprés un diner au petit ) restau-
rant : manifestement, la conversation avait porté sur la catégorie des B-paires, en
particulier sur le fait qu’elle ressemblait fort a une catégorie de fibrés sur une courbe
projective du fait de 'existence de filtrations de Harder-Narasimhan. Si on commence
a réfléchir en ces termes, il y a une courbe affine « naturelle » qui vient & esprit (15), &
savoir Spec B, vu qu’une B-paire fait intervenir un B.-module libre et que B, est de
dimension 1 puisque c’est un anneau principal, mais une courbe projective 7 Mysteére,
mais :

Fargues — Colmez, Fontaine dimanche 06,/09/2009, 02:26

Suite & une conversation hier soir & Trieste avec Jean-Marc je me suis
mis & penser a la catégorie introduite par Jean-Marc et je suis tombé sur
la chose suivante (cf. fichier attachement). Je n’ose pas penser qu’une telle
monstruosité existe (ceci dit on aurait pu dire de méme pour le fait que
B. soit principal).

Voici le contenu du fichier envoyé par Fargues :

La courbe étrange (et les fibrés sur celle-ci)

Soient k un corps et X une courbe projective lisse sur k géométrique-
ment connexe. On fixe un point © € X. Soit U = X \ {z}, un ouvert
affine de X. Je pose A = Ox ,, B=T(U,Oy) et K = k(X), le corps des
fonctions rationnelles sur X. On a le dictionnaire suivant :

k+—Qp, A+—Bl, B+—B., K<+ Bgr.

En effet, A est un anneau de valuation discréte comme B;{R . De plus
B est un anneau de Dedekind comme B, (si on veut, on peut prendre

14. 11 est possible que la courbe n’aurait jamais vu le jour sans ce petit restaurant : aprés tout,
on obtient déja une jolie théorie en utilisant seulement les propriétés de Be ; c’était d’ailleurs 'idée
initiale de Fontaine (le programme esquissé ci-dessous était trés optimiste!).

Fontaine — Colmez vendredi 28,/08,/2009
Concernant cette histoire de B¢ principal = (faibl. adm. = adm.), je n’ai plus aucun
doute, tout est d’une simplicité biblique et Berger n’en n’est pas passé loin puisqu’aprés
avoir introduit les « B-paires » avec une définition des morphismes qui I’empéche de
travailler avec, il fabrique un théoréme de comparaison avec les (¢, I')-modules et déduit
de Kedlaya que (faibl. adm. = adm.), alors que c’est complétement immédiat. En fait,
il me semble qu’on doit pouvoir retrouver Kedlaya comme cela, probablement aussi,
avec une variante de ce jeu les trucs de Kisin sur les modules a la Breuil (tout comme
ceux de Berger avec les modules de Wach), refaire plus simplement les Banach-Colmez,
comprendre pourquoi (faibl. adm. = adm.) est faux quand la valuation n’est plus
discrete, etc, etc... et retrouver aussi bien siir une nouvelle preuve de deRham =- pst.

15. Personnellement, 7 ans plus tard, je suis encore stupéfait que 'on puisse penser a considérer
le spectre d’un anneau comme B, ou Aj,¢ : ces anneaux n’ont vraiment pas ’air d’avoir un lien

raisonnable avec la géométrie.
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X = P! pour avoir B principal comme B.). Il y a de plus des plongements
canoniques
A— K+ B.

On a la propriété

ANB=T(X,0x) =k,

analogue de
Bj; NB. = Q,.

On a de plus

B* =T(U,0y)* =k~
car si f € I'(U, Oy)*, alors div(f) = m[x] pour un entier m € Z, mais
deg(div(f)) =0 = m =0, et donc f € I'(X, Ok)* = k* . Cela est bien
siir 'analogue de I'égalité B = Q. .

Soient I(A), resp. I(B), le groupe des idéaux fractionnaires de A,
resp. B, par exemple I(B) consiste en les couples (&, s) formés d’un fibré
en droites & sur U et d’une section rationelle s de & au point générique
de U. Il y a alors deux fonctions additives degré sur I(A) et I(B) données
par les valuations.

La catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente a celle des triplets
(M, %) ou :

— M est un A-module libre de rang fini i.e. un germe de fibrés au
voisinage de ,

— 7 est un fibré vectoriel sur U ou encore un B-module projectif de
type fini N =T'(U, %),

*L:M®AK”%9”:N®BK,
et de plus la filtration de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels sur X
est obtenue grace aux fonctions degrés sur I(A) et I(B).

La on pourrait se dire que la catégorie de Harder-Narasimhan introduite
par Jean-Marc est donc I’analogue de la catégorie des fibrés sur une courbe
« X = Spec(BJR) [spec(Bar) Spec(Be) » mais c’est un peu différent car
Frac(B.) et Frac(Bj) sont différents.

Qu’a cela ne tienne : on a le résultat élémentaire suivant (da a Beauville-
Laszlo et qui est & la base de I'uniformisation du champ des fibrés sur une
courbe par les Grassmaniennes affines) qui est un exercice de descente fpqc.
Le résultat est que I'on peut remplacer Ox , par 0 x,z- Plus précisément,
la catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente a la catégorie des
triplets (M, N,¢) ot :

— M est un A-module libre de rang fini,

— N est un B-module projectif de type fini,
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1 M®jz Frac(;l\) 2 N®pg Frac(g),
oll je ferais remarquer que si z est un point k-rationnel alors & X,z = K[[t]]
qui ressemble beaucoup plus a BXR que Ox , qui n’était pas complet...
(d’ailleurs ce n’est pas pour rien que j’ai noté ¢ 'uniformisante en x).

Voici donc la question finale : peut-on constuire un schéma régulier X
de dimension 1 sur Spec(Q,) (il ne sera bien str pas de type fini), muni
d’un point C-rationnel z € X(C) (point donné par Papplication 6, qui
ne sera pas un point Q,-rationnel), d’un isomorphisme 5)(,95 ~ BIR et
d’un isomorphisme I'(X \ {z}, Ox) = B, 7 Si c’est le cas on peut définir
des filtrations de Harder-Narasimhan sur les fibrés vectoriels sur X et
on obtient une équivalence de catégories de Harder-Narasimhan avec la
catégorie construite par Jean-Marc.

En tous cas si la courbe étrange X n’existe pas, la catégorie des fibrés
vectoriels sur celle-ci existe bien! Si la courbe étrange X existe le mot
étrange est faible pour la décrire, il faudrait un terme encore plus fort
qu’étrange, je n’ose pas imaginer une telle monstruosité...

Au moment méme ot Fargues écrivait son message, Fontaine réalisait que ’on pou-
vait parfaitement donner un sens a SpeC(BCTR) HSpec(BdR) Spec(B.), et donc obtenir
une courbe compléte de cette maniére : si on pose X, = Spec(B,) et X = X, U {0}
avec la topologie évidente, il suffit de définir le faisceau Ox par :

I'(U,Ox.) siU C X,

T(U, Ox) =
(L 0x) {{ber(UmXe), degh >0} siooeU.

Il s’est ensuite rendu compte que l'on pouvait méme obtenir X comme une courbe
projective : pour construire une courbe projective, il faut une algébre graduée, et
comme B, = B [1

Gis[3]77 et ©(t) = pt, il y a une algébre graduée naturelle P a
considérer, & savoir,

P = ®pen(BE)7 "

Poser
X =Proj P

définit une « variété projective » d’un genre un peu bizarre puisque son corps des
constantes est Q, et que le corps résiduel en ¢t = 0 est C, et donc n’est pas de degré
fini sur Q. L’ouvert affine ¢ # 0 n’est autre que Spec B., et donc X est une courbe
puisque B, est principal.

Quand je suis arrivé, on disposait donc de la courbe et d’une description de ses
fibrés. Les soirées suivantes ont été largement consacrées a la courbe et aux propriétés
de B., en particulier aux questions posées par Fontaine dans son courriel « Devoirs
de vacances ».
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Colmez — Niziot Mardi 08,/09,/2009

[...] Fontaine est surexcité au sujet de B,, et n’arréte pas de trouver
de nouveaux résultats que Fargues s’empresse de traduire en termes de
fibrés vectoriels sur P! (on aboutit & des objets franchement étranges en
regardant Spec B.). [...]

Une piste que nous avons contemplée pour répondre a ces questions consistait a faire
agir le groupe des automorphismes de C”. Si ce groupe avait eu la bonne idée d’opérer
transitivement sur 'idéal maximal mgy de O, alors il aurait opéré transitivement

sur les éléments de (B}, )¥=P car un tel élément est de la forme log[l + ], avec

is)
Cris
T € Mgy, et la réponse A la question 1 aurait été “oui”. Notons que, si C” avait le bon
gotit d’étre maximalement complet, alors Aut(C”) opérerait transitivement sur mgs.
Malheureusement, C” n’est pas maximalement complet... Cela suggére qu’il peut étre
profitable de remplacer C' par une cloéture maximalement compléte (C" est alors aussi
maximalement complet), car alors 'action de Aut(C®) sur les points de X induit une

bijection | X| = Aut(C”)/(Aut(C) x ¢%).

2. Représentations de G et objets dérivés

Avant de passer aux travaux de Fargues et Fontaine, je vais essayer de décrire les
objets qui sont apparus dans les courriels du chapitre précédent, et la maniére dont
ils sont utilisés pour prouver les conjectures « fa = a » et « dR = pst » de Fontaine.
Disons tout de suite que les preuves de « fa = a » sont relativement directes, alors
que celles de « dR = pst » comportent trois étapes, dont deux utilisent des apports
extérieurs :

e [’étape 1 consiste a faire le chemin inverse de ce que l'on fait pour « fa = a ».

e [’étape 2 traite les objets “isoclines”, et utilise un résultat extérieur : le théoréme
de Sen [52] ou celui de Tsuzuki [56] rappelés ci-dessous (th. 2.4 et 2.44, la théorie des
(¢, T')-modules permet de passer de I'un a l'autre [3, §5.6]).

e [’étape 3 est une récurrence et demande un résultat plus ou moins facile selon le
contexte, disant qu’un objet de Rham, extension d’objets semi-stables, est semi-stable
(ie. Hy = HY).

2.1. Les conjectures

2.1.1. Les anneaux B;gg et Bfgg. — L’énoncé originel des conjectures « fa = a » et

« dR = pst » fait intervenir anneau By, = Beis[u], avec u = log[p’]. Mais tous
les objets jouant un réle vivent dans des sous-espaces de dimension finie, stables

par . On peut donc remplacer Bg,s et By, par les anneaux ﬁ:;g[%] et ]A?;fgg[%
E;Eg = ﬂneNgan(Acris[%]) et l~3fgg = ]NB:g[u] : ces anneaux sont plus proches de ceux
1

utilisés dans les preuves, et on a encore B, = (Biqg[;})‘/’zl.

], ou
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On étend les actions de ¢ et G sur B [1] & B/ [1], et on munit ﬁlog[%] d’un

rig log
opérateur N « de monodromie », en posant

p(u) =pu, o(u) =u+loglo®)/p’], N=-L.

Alors Ny = ppN, et Gxg commute & ¢ et N.

On fabrique un morphisme G g-équivariant de B

[1] dans Bgg, prolongeant I'in-

log
~ b b
clusion Bj;g[%] C Bais € Bag, en envoyant u sur log([’;—]) (la série définissant log([];)—])
b ~
converge car 9([%) = 1). Ce morphisme induit une injection K ®p, Bfgg[%] — Bgr ;

(cf. [26, th.4.2.4]).

2.1.2. Faiblement admissible implique admissible. — Un (p, N)-module filtré sur K
est la donnée de :

o un (¢, N)-module D sur Ky, i.e. un Ky-espace vectoriel D de dimension finie,
muni d’une action semi-linéaire bijective d’un frobenius ¢ et d’un opérateur N véri-
fiant N = ppN,

e une structure de K-module filtré sur D = K ® D, i.e. une filtration décroissante
sur Dk par des sous-K-espaces vectoriels D%, pour i € Z, avec D = Dk si i < 0
et Di =0sii> 0.

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, le rang rg(D) de D est la dimension de D
sur Ky. Si D est de rang 1, on définit le degré deg(D) de D par la formule

deg(D) =tn(D) — tu(D),

ou ty(D) et ty (D) sont définis en choisissant une base e de D sur K :
o il existe A € K} tel que p(e) = Ae, et on pose tn (D) = v,(A);
e il existe i € Z, unique, tel que e € D — D?‘l, et on pose ty (D) = i.
Si D est de rang r > 2, alors det D = A" D est de rang 1, et on définit le degré de
D par

deg(D) = deg(det D) = tn(D) — tu(D),

tn(D) = ty(det(D)), tg(D)=tm(det D)= idimg Dj/Di}".
i€Z

Munie des fonctions rang et degré, la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur K est une
®-catégorie de Harder-Narasimhan. Si on définit la pente p(D) d'un (p, N)-module fil-
tré non nul D par la formule p(D) = iegg((DD)) € R, cela a pour conséquence 'existence,
sur tout D, d’une filtration canonique 0 = Dy C Dy C --- C D, = D (la filtration
de Harder-Narasimhan), strictement croissante, telle que D;/D;_1 soit semi-stable
pour tout ¢ = 1,...,r (ce qui signifie que p(D’) < p(D;/D;—1) pour tout sous-objet
strict D' de D;/D;_1) et telle que la suite des pentes p(D;/D;_1) soit strictement
décroissante.

Un (g, N)-module filtré sur K est dit faiblement admissible s’il est semi-stable de
pente 0 (c’est une reformulation [17] de la notion originelle [23]).
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Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, on définit une représentation Vg (D) de
Gk par :

V(D) = Ker[(]§+

5o[4] @ DYN=097L s (Bar ®x Dic)/Fil°]

et on dit que D est admissible si dimq, V(D) = rg(D).

Conjecture 2.1. — («fa = a», [27, conj.5.4.4]) Si D est un (v, N)-module filtré
sur K, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) D est faiblement admissible.

(ii) D est admissible.

2.1.8. De Rham implique potentiellement semi-stable. — Si V est une représentation

de G, on associe & V les invariants :

Dy (V) = (Bf,[H®V)9, Dy(V) = ng(ﬁ;g[%]e@vﬁ, Dar (V) = (Bqr®V )~
[L:K]<o0

e D (V) est un (¢, N)-module sur Ky, de dimension < dim V', et on dit que V est
semi-stable (ou log-cristalline) §'il y a égalité.

e D (V) est un (¢, N)-module sur K§*, muni d’une action lisse de Gk (l'inertie
agit & travers un quotient fini), de dimension < dim V, et on dit que V est potentiel-
lement semi-stable (ou potentiellement log-cristalline) s'il y a égalité.

e Dyr(V) est un K-module filtré, de dimension < dimV, et on dit que V
est de de Rham s’il y a égalité. Si V est de de Rham et si ¢ est un entier, alors
dim (Dt (V) /DR’ (V) est la multiplicité de i comme poids (de Hodge-Tate) de V
et on dit que 7 est un poids de V si cette multiplicité est non nulle.

On a de plus des injections naturelles

- G
K ®K0 Dst(V) C (K ®K61T Dpst(V)) K C DdR(V)

dont on tire les implications

semi-stable = potentiellement semi-stable = de Rham

Conjecture 2.2. — («dR = pst», [27,1n°6.2.2]) SiV est une représentation de G,
les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) V est de de Rham.

(ii) V' est potentiellement semi-stable.

Remarque 2.3. — Si V est semi-stable, le (¢, N)-module Dg (V) est filtré sur K
grace & l'isomorphisme K @k, Dg(V) = Dgr(V), et le (¢, N)-module filtré ainsi
obtenu est admissible. De plus, V est naturellement isomorphe a Vg (Dg;(V)).

Si D est un (p, N)-module filtré admissible, alors V(D) est semi-stable et D est
naturellement isomorphe a Dg (Vg (V).

Les conjectures « fa = a » et « dR = pst » fournissent donc une description com-
pléte de la catégorie des représentations de de Rham, en termes d’objets provenant
de I’algébre semi-linéaire.
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Un des premiers résultats relatifs a cette conjecture est la traduction suivante d’un
théoréme de Sen [52] :

Théoreme 2.4. — SiV est une représentation de G, les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) V est de de Rham, a poids de Hodge- Tate tous nuls (i.e. Bl @V = (Bj;)4™m V).
(ii) L’inertie agit a travers un quotient fini.
Elles impliquent V' potentiellement non ramifiée (et potentiellement semi-stable).

2.2. Le lemme fondamental

2.2.1. Le corps €. — Soient Oc{T} le complété p-adique de la cloture intégrale de
Oc{T} ={>_,>0anT", an € Oc, a, — 0} dans une cloture algébrique de son corps

des fractions, et C{T} = ﬁ’/c\{_f}[%] On munit (7{\’1_“/} de la norme spectrale, ce qui

e~

en fait une algebre de Banach. L’espace Spm(C{T'}) est un revétement profini de la

boule unité fermée B = Spm(ﬁc{T}[%D7 et on voit les éléments de C{T'} comme des
fonctions multivaluées sur B.
On fixe 0 € Spm(C{T}) au-dessus de 0. On appelle correspondance analytique

additive de rang fini, un élément f de C{T} tel que :

e £(0) =0 (et donc 0 € {f(0)})

o {f(z+y)} —{f(x)} — {f(y)} est 1% inclus dans un Z,-module de rang fini ne
dépendant pas de x et y.

Le graphe F?c de f, ensemble des (z,y) € B x A (ot A est la droite affine) avec y €
{f(x)}, est alors un sous-Z,-module de A%, ce qui permet de Q,-lindariser la situation
et de définir une correspondance Q,-linéaire sur A, encore notée f, dont le graphe
s est le sous-Q,-espace vectoriel de A? engendré par F(}. On appelle correspondance
analytique Qy-linéaire de rang fini une correspondance sur A obtenue de cette maniére,
et on note ¥ I'ensemble de ces correspondances. On voit f € ¥ comme une fonction
multivaluée sur A, et on définit le rang de f comme la dimension du Qp-espace
vectoriel :

U ={f(0)}.
Les correspondances de rang 0 sont les f., avec f. = ¢T', pour ¢ € C.

On alors les résultats suivants ([12, chap. 6], en particulier les §§6.5, 6.6, 6.7, et
[12, chap. 10], en particulier le th. 10.5).

Théoréme 2.5. — Si f € €\ {0}, alors f est surjective'7) et
Vi={zeh 0e{f(z)}}

est un Qp-espace vectoriel de dimension le rang de f.

16. Si X,Y C C, on note X +Y l'ensemble des x +y, avecz € X et y € Y.
17. Siy € A, il existe z € A tel que y € {f(x)}.
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Sif,ge €, ilexiste f+g€ B et f-g€F, uniques, telles que, pour tout = € A,

{(f +9)@)} c{f@)} +{g(@)} et {(f-9(x)} C f({g(2)}).

Théoréme 2.6. — (i) Muni des lois + et - ci-dessus, € est un corps de centre Q.
(ii) ¢~ f. identifie C' & un sous-corps commutatif maximal de €.
(i) Si g est linverse de f, alors Ty est le transposé de T'y (ie, Ty =
{(y, ), (x,y) €Ts}), et f et g ont méme rang.

Remarque 2.7. — On a une surjection 6 : (EI@))W:” - 6_'{}/} SiceC,

alors ¢T' a un unique relévement ¢I' dans (ﬁxg(C’{T}))‘”:p tel que (;7\’(()) = 0; on
choisit aussi un relévement ¢ de c.
Soit Tr : €' ®q, C — C définie par Tr(a ® ) = af. Si A = >, o; ® f; vérifie

Tr(A) =0, alors ), BiaiT € (ﬁzg(cf'{\T/}))“’:f, est divisible par t, et :
fa= 9(1571231071?) €G.

Le « lemme fondamental » auquel il est fait allusion dans les courriels de Fontaine est
le th. 2.5 appliqué a un élément de € de la forme f4. (En fait (th. 2.8), tout élément
de € est de cette forme, a addition prés de f. avec ¢ € C.)

Théoréme 2.8. — Tout élément f de € s’écrit sous la forme f = f.+ fa, et si on
définit 5(f) € C ®q, C par 6(f) = A, alors 5(f) ne dépend pas de l’écriture de f, et

on a la suite exacte
0—-C— ‘5—5>C®QPCL>C — 0.

2.2.2. Représentations voisines. — Soit V; une représentation de dimension finie de
Gy ; soit My = Bji'R ® Vi, et soit Ms un sous B(TR—module de Bgr ® Vi, stable
par G, tel que (M7 + M) /My et (My + Msy)/Ms soient des C-espaces vectoriels de
dimension 1. Siey, ..., eq est une base de V; sur Q,, il existe donc (a1, ..., aq) € C4et
(B1,---,B4) € Ctels que (My+Ms) /My = Ct~ (aje;+- - -+ageq), et (MiNMs)/t M,
est le sous espace de C ® Vi des x1e1 + - - + zgeq d’équation S1xy + -+ - + Bgxrg = 0
(en particulier S1a1 + -+ + Bgag = 0).

Soit X = (B, ® V1) N (M7 + Ms), et soit u; : X — (My + Ms)/M; application
naturelle. On déduit de la suite exacte fondamentale que ’on a une suite exacte

0—-W —>X—>(M2+M1)/M1 — 0,
et des th. 2.5 et 2.8, que :

Proposition 2.9. — (i) Si /1 ® a1+ + Ba® ag # 0 dans C ®@q, C, alors ug est
surjective et Keruy est une représentation Vo de G, de dimension d.

(i) Si 1 ®@ar + -+ Ba ® ag = 0, alors dimg,(Imuy) < d et Kerug est de
dimension infinie sur Q,.



14 PIERRE COLMEZ

Remarque 2.10. — Supposons que l'on est dans le cas (i), ce qui est automa-
tique 18) si V; est irréductible.
(i) On a des isomorphismes

B.®Vo=B.®@Vi, Br®Vo=Baqr®Vi, Blz®Vi=M, sii=1,2.

On en déduit en particulier que « V5 de Rham » < « V5 de Rham ».

(ii) Si Vi = Vg (D,Fily), alors M; = Fil?(BdR ®K Dk) si i = 1,2, ou Fily est
une filtration sur Dy voisine 19 de Fil;. On en déduit que, si Fil; et Fily sont deux
filtrations voisines de D, alors « (D, Fil;) admissible » < « (D, Fily) admissible ».

2.2.3. Un critéere d’égalité de sous-catégories. — Les démonstrations des conjectures
«fa = a» et « dR = pst » reposant sur le lemme fondamental [14, 30] utilisent, de
maniére implicite, le critére suivant d’égalité de sous-catégories.

On se donne une catégorie 7 dans laquelle les notions de dimension et suite exacte
ont un sens, que l'on suppose munie d’une relation de voisinage (symétrique). On
suppose que 'on dispose de sous-catégories 7' D 7" de J vérifiant :

(0) Les objets de .7 (et donc aussi ceux de 7") sont de dimension finie.

(1) Si T € 7 est de dimension 1, alors « T € J' = T € T" ».

(2) Si Ty et Ty sont voisins dans .7, alors :

a) si T} et Ty sont de dimension finie, alors T}y € " & Ty, € T,
b) Ty irréductible dans 7' = Ty € J.

(3)Si0— Ty - T — Ty — 0 est exacte dans T/, et si T1,To € T", alors T € T

(4) Si T € 7', 1 existe une chaine T = Ty, T, ..., T, d’éléments de T telle que
T;11 soit voisin de T} pour tout 4, et T, € T,

Alors " = 7.

(La preuve se fait par récurrence sur la dimension, et ne pose pas de probléme.)

2.2.4. La conjecture « fa = a ». — On peut appliquer le critére ci-dessus en prenant
pour J la catégorie des (¢, N)-modules filtrés avec la relation de voisinage sur les
filtrations, et pour 7' et .J" les sous-catégories des objets faiblement admissibles et
admissibles. Tous les énoncés sont relativement élémentaires [14] a part le (2a) qui

18. La C-droite engendrée par o« = a1e; + - - - + ageq est stable par Gi. Soit W C Vi minimal, tel
que @ € C® W. Si W est de dimension 7, et si fi,..., fq est une base de V telle que f1,..., fr soit
une base de W sur Qp, onaa =af fi+---+aj.fr, ot &,..., ] sont linéairement indépendants sur
Qp, par minimalité de W. Si o(f;) = 3_, a;,:f;, avec aj; € Qp, on a o(a) = 32,(32; aj:0()) f,
et comme la C-droite engendrée par o est stable par G, cela implique >, aj ;0 =0sij > r+1,
et donc aj; =0 sij > r+ 1, puisque les o sont linéairement indépendants sur Q. Autrement dit,
W est stable par G, et si Vi est irréductible, cela implique que » = d et donc que a1, ..., aq sont
linéairement indépendants sur Qp. Il en résulte que f1 @ a1 + -+ + B4 @ ag # 0.

19. Cela signifie que 3,5 dimg (Fil + Fil})/(Fil] N Fil}) = 2. L’application qui & une filtration
Filo sur Dy associe Mo = Filg(BdR ®k Dg) induit une bijection de I’ensemble des filtrations de
D voisines de Fily sur celui des BIR-résaux Mz de Bar ® Vi = Bar ®k Dk, stables par G, tels
que (M1 + M2)/M;i et (My + Ma)/Ma soient des C-espaces de dimension 1.



LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE 15

résulte du (ii) de la rem. 2.10 et le (4) sur 'existence d’une chaine aboutissant a une
filtration admissible. Mais la relation de voisinage permet d’augmenter de 1 un des
poids de la filtration et de diminuer de 1 un autre, ce qui permet, en un nombre fini
d’étapes, d’arriver a une filtration dont tous les poids sont de la forme k ou k + 1,
avec k € Z, et on peut de plus s’arranger pour que la filtration soit définie sur K|
auquel cas les résultats de [31] impliquent que cette filtration est admissible.

2.2.5. La conjecture « dR = pst ». — On peut aussi essayer d’appliquer le critére en
prenant pour 7 la catégorie des Q-espaces de Banach munis d’une action continue
de G, avec la relation de voisinage : « X; voisin de X5 » s’il existe une représentation
de dimension finie V de Gk et des BIR—réseaux My, My de Bgr ® V, avec (M; +
Ms)/M; de dimension 1 sur C, si i = 1,2, tels que X; = (B,®V)NM;. On prend alors
pour 7" et 7" les sous-catégories des représentations de de Rham et potentiellement
semi-stables respectivement.

(1) est alors immédiat, (2a) suit du (i) de la rem. 2.10, (2b) du (i) de la prop. 2.9,
(3) est un résultat du type H) = HJ pour lequel on peut référer a [36] ou [47,
prop. 1.24] si kg est fini, et & [2, th. VI.2] dans le cas général. Le probléme principal
est de construire une chaine reliant une représentation de de Rham quelconque a
une représentation potentiellement semi-stable. Comme le seul résultat général dont
on dispose est le th. 2.4 dont une conséquence est qu’une représentation dont tous
les poids de Hodge-Tate sont égaux est potentiellement semi-stable, on cherche a se
ramener A ce cas, mais ce n’est pas possible si la somme des poids t5 (V) n’est pas
divisible par dim V' puisque ¢ (V') ne change pas par voisinage.

Pour résoudre ce probléme [30], on utilise le fait que V' est de Rham (resp. poten-
tiellement semi-stable) si et seulement si Q,» ® V' Iest. Maintenant, si h est multiple
de d = dimV, on peut tordre Q,« ® V' par une puissance du caractére de Lubin-Tate
associé a (Qypa,p) pour obtenir une Q,q«-représentation vérifiant ¢t = 0. Comme ce
caractére de Lubin-Tate est cristallin, la torsion par ses puissances n’altére pas les
propriétés “de Rham” ou “potentiellement semi-stable”. On est donc amené a rempla-
cer .7 par la limite inductive des Q,» ® .7 (et pareil pour .7 et .7"), la limite étant
prises pour les fleches V' = Q. QQ,n V si h | k. (On demande alors que les réseaux
de Bqr ® V utilisés pour la relation de voisinage soient stables par I'action de Q)

2.3. Les Espaces de Banach de Dimension finie. — La théorie des Espaces
de Banach de Dimension finie a été modelée sur celle des presque C-représentations
exposée au § 2.4. Elle correspond en gros a faire de I’algébre linéaire sur le corps €
du th. 2.6. La démonstration de « fa = a» qui en résulte (cf. n°2.3.1) est celle que
Fontaine avait en vue quand il a développée la théorie des presque C-représentations,
celle de « dR = pst » (cf. n°2.4) a été inspirée par les travaux de Berger [3] et
Kedlaya [37].
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Une algébre sympathique A est une algébre de Banach p-adique munie de la norme
spectrale, telle que x — 2P soit surjective sur {z, |z — 1| < 1} (une telle algébre est,
en particulier, perfectoide). Un Espace de Banach W est un foncteur A — W(A) de la
catégorie des algébres sympathiques dans celle des espaces de Banach p-adiques. Des
exemples triviaux sont :

o les espaces V' de dimension finie sur Q,, (foncteur A — V, pour tout A),

e les espaces affines V¥, avec d € N (foncteur A +— A¢, pour tout A).

Un exemple moins trivial (et fondamental) est celui du Graphe Gy C V? d’un
élément f de € : si A est une algébre sympathique, alors G;(A) est 'ensemble des
(A1, A2) € A? tels que (s(\1), s(A2)) € Ty, pour tout s € Spm(A). Les deux projections
naturelles de V2 sur V! induisent des suites exactes [12, cor.7.9] :

0-U; =Gy —V =0, 0=V, =Gy =V >0,

ot Uy et V sont les Q,-espaces de dimension le rang de f apparaissant dans le th. 2.5.

Un Espace de Banach est de Dimension finie si « il est égal 4 V¢ 4 un Q,-espace
de dimension finie prés ». Plus formellement, on dit qu’une suite 0 - W; — W —
Wy — 0 est exacte, si 0 = Wi (A) — W(A) = Wy(A) — 0 est exacte pour toute
algeébre sympathique A, et on dit que W est de Dimension finie §’il existe d € N, des
espaces Vi,V de dimension finie sur Q,, et des suites exactes

0-VioY—=>Vis0, 00Ve—=Y W0,

de sorte que W est obtenu & partir de V¢ en « rajoutant V; et quotientant par V5 ».
Une telle description s’appelle une présentation de W.

Remarque 2.11. — La définition ci-dessus est la définition originelle [12]. Un point
de vue plus naturel [29, 49, 50, 51, FF| (ou [18], dans un contexte proche) consiste
a isoler les objets effectifs (ceux de la forme 0 — V; — W — V¢ — 0, sans passage
au quotient), qui peuvent se définir comme des variétés « analytiques » — réunion de
spectres d’algébres de Banach (non noethériennes) — munies d’une structure de groupe
analytique. On définit un objet général comme le quotient d’un effectif par un Q,-
espace de dimension finie. Le cadre naturel pour considérer de tels quotients est celui
des diamants [55, 22], et les Espaces de Banach de Dimension finie en fournissent des
exemples non triviaux [55, 44].

Théoréme 2.12. — (i) St W est un Espace de Banach de Dimension finie,
DimW = (dim W, ht W), avec dimW = d et ht W = dimq, V1 — dimq, V2,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : Wy — Wy est un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension finie,
alors Ker f, Im f et Coker f sont des Espaces de Banach de Dimension finie, et :

DimW; = DimKer f + DimIm f et Dim Wy = Dim Coker f + DimIm f.
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(i) St AimW =0, alors ht W > 0.
(iv) Si W est une estension successive de V1, et si W' est un sous-Espace de
dimension finie de W, alors ht W' > 0.

Remarque 2.13. — On a W = 0 si et seulement si W(C') = 0. 1l en résulte, grace
a lexistence de noyaux et conoyaux, que f : W; — Wy est un isomorphisme si
et seulement si fo : Wy (C) — Wy(C) est un isomorphisme. Autrement dit, W est
déterminé par W(C'), ce qui permet de penser & W comme étant I’espace de Banach
W(C) auquel on a ajouté des structures « analytiques » supplémentaires. En général,
c’est espace W(C) qui nous intéresse, mais sans ces structures supplémentaires, il
serait impossible de parler de sa Dimension.

Remarque 2.14. — Le corps € peut se voir comme ’anneau des endomorphismes de
la limite projective des V! /V, ot V' décrit les sous-Q,-espaces vectoriels de dimension
finie de C' = V1(C). Que ¢ soit un corps est une traduction de ce que cet objet est
un objet simple (on a quotienté par tout ce qui était possible!).

2.3.1. La conjecture « fa = a ». — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K, de rang h.
Sir € N, on pose

Xi(D) = ("B,

@1, D)NTIPL et XIg(D) = (t "Bz ®x Dr)/Fil’.
Alors X (D) et X! (D) sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
X (D) et Xip (D), et on a ([12, prop.11.1 et 11.7]) :

Dim X[, (D) = Z (r —r;, 1), ou les r; sont les pentes de ¢, avec multiplicité,

ri<r

Dim X (D) = (r dimg Dic — Y dimy Di,0)

En particulier, si r(D) est le plus petit entier 7 vérifiant D}}“ =0 et r; < r pour tout
r;, et sir > r(D), alors

Dim X[ (D) = (rh —tn(D),h) et DimXjg(D) = (rh —ty(D),0).

L’application naturelle X7 (D) — XJi(D) (induite par I'inclusion ﬁfgg — Blp)
s’étend en un morphisme X[, (D) — X! (D) d’Espaces de Banach. Par ailleurs, si
r > r(D), alors V(D) est le noyau de X% (D) — X]gz(D). On déduit alors du
th. 2.12, le résultat suivant.

Proposition 2.15. — Sity(D) =tn(D), sont équivalents :
(i) Vg (D) est de dimension finie sur Q,.
(i) XL (D) = Xir(D) est surjective pour r = r(D).
(it") XL (D) — XJr(D) est surjective pour tout r > r(D).
De plus, ces énoncés impliquent :
(iii) D est faiblement admissible.
(iv) dimq, V(D) = rg D.
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Comme on sait que « D faiblement admissible » implique que V(D) est de di-
mension finie sur Q,, avec égalité si et seulement si D est admissible (en fait, on
montre que Vg (D) = Vi (D’), ou D’ est le plus grand sous-objet admissible de D,
cf. [14, prop. 4.5] ou [12, prop. 11.11]), cette proposition permet d’en déduire que « D
faiblement admissible » implique « D est admissible ».

2.3.2. La conjecture « dR = pst ». — La théorie des Espaces de Banach de Dimen-
sion finie peut étre utilisée pour démontrer le résultat ci-dessous (la preuve est trop
combinatoire — le probléme est qu’il n’y a pas moyen de prédire a I’avance quel h va
marcher — pour étre résumée ici).

Théoréme 2.16. — ([13, prop. 0.3]) Soit M un sous-Bjy-réseau de (BIz)? et soit

Mt ={ze (]NB:Eg)d, o"(x) € M, Vn € Z}.

rig

Alors J\ZJ{g est un ﬁgg-module libre de rang d, et posséde une base ey, . .., eq vérifiant :
o il existe h€ N et ay < --- < aq € N, tels que p"(e;) = p*ie;, pour tout i,
o o(e1),...,¢0"(eq) est une base de M sur B, pour tout n € Z.

On utilise ce résultat de la maniére suivante pour démontrer « dR = pst ». Soit V'
une représentation de de Rham a poids de Hodge-Tate < 0 (on peut s’y ramener en
tordant par une puissance convenable du caractére cyclotomique). Soit

Nig(V) = Big @x Dar(V).

Cest un sous-Bj-réseau de Bl @ V, isomorphe & (Bj;)¢ en tant que G g-module.
Soit N;qg(V) le sous-G g-module de B:gg ® V défini par :

NIg(V) ={z e BIg ®V, VneZ, o "(x) e Njx(V)}.
Le th. 2.16, appliqué a M = N1 (V) (aprés avoir identifié Bjz @V a (Bz)?), fournit
une base eg,...,eq de ng(V) sur qug vérifiant " (e;) = pie;, si 1 < i < d.

Si tous les a; sont égaux & un méme a, alors W = Qpne; - - -DQ,neq est 'ensemble
des x € N;ﬁg(V) vérifiant " (z) = p®x; c’est donc un Q,n-espace de dimension d
stable par G . Par ailleurs, Bl ®q, W est le sous-Bjz-module de (N} (V)) engendreé
par les (0,...,0,¢7(e;),0,...,0), pour 0 < j < h—1,1<i<d,le ¢(e;) étant en
j + 1-iéme position. Comme les ¢’ (e;), pour 1 < i < d, forment une base de N (V)
pour tout j, et comme N (V) est un B [Gk]-module trivial, on en déduit que W
est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls. I1
existe donc, d’aprés le th. 2.4, une extension finie L; de K telle que l'inertie de G,
agisse trivialement.

Dans le cas général, on démontre, par récurrence sur le nombre de a; différents,
en utilisant la prop. 2.17 ci-dessous, qu’il existe une extension finie L de K et des

a;; € (ﬁfgg)w:par% , tels que f; = ei+Z§;11 o je; soit fixe par 'inertie de G'r.. Cela
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prouve que la restriction de V' & G, est semi-stable, et donc que V' est potentiellement

semi-stable, puisque les f; sont des éléments de Bf ®V.

log

Proposition 2.17. — ([13, prop. 0.4]) Soit 0 — ¢, un 1l-cocyle continu sur Gk, @
valeurs dans (E[Eg)“’h:pa, et tel que o — N¥(o™"(c,)) soit un cobord dans B, pour
tous k € N et n € Z. Alors il existe ¢ € (ﬁﬁ)g)wtha, tel que c; = (0 — 1) - ¢, pour
tout 0 € G.

2.8.8. B, est principal. — Pour déduire le fait que B, est principal de la théorie
des Espaces de Banach, on a besoin, en plus du lemme fondamental (rem. 2.7), du
résultat suivant (qui intervient aussi dans la preuve du th. 2.16).

Proposition 2.18. — SiW est un sous-Espace de Banach de (IB;R)d, de Dimension
finie, et si Bl - W(C) désigne le sous-Bls-module de (Blz)? engendré par W(C),
alors ht(W) > Igp (Bix - W(C)). En particulier, Bj ne contient pas de V*.

Sim € N, soient U, = (ﬁxg)“’:pm et B,, = B:;R/tm, Alors U, et B,, sont les C-
points d’Espace de Banach U,, et B,,, de Dimensions (m, 1) et (m, 0), et 'application
naturelle U,,, = B,,, est surjective, de noyau Q,t™.

L’anneau B, est presque euclidien : si a € B, et si b € B, est non nul, il existe
q,7 € B, avec degr < degb et a =bg+ r. Si dega < degb, on prend ¢ =0 et r = a.
Si dega — degb = k > 1, on choisit un relévement gy dans Uy, de I'image de t*(a/b)
dans B /tFBy, et on pose ¢ = I et r =a—bq. Si d = degb, alors thtdr € Uppq et
a une image nulle dans BCTR thjR, et donc t* Ty € t*U, et degr < d.

Soit I un idéal non nul de B,, et soit a € I de degré minimal d. On veut prouver
que a est un générateur de I, et donc que tout b € I est un multiple de a. Quitte
a retirer & b un multiple de a comme ci-dessus, on peut supposer que degb = dega.
Soient ag = t%a et by = t% de telle sorte que ag, by € Uy. Il y a, a priori, deux cas :

e Si 0(ag) et 6(by) sont colinéaires sur Q,, il existe u,v € Q,, non tous deux nuls,
tels que O(uag + vbg) = 0, ce qui implique que uag +vby = tb’, avec b’ € Uy_1, et donc
que I contient t!~%V qui est de degré < d et donc nul par minimalité de a. Il s’ensuit
que b est un multiple de a.

e Si (ap) et 6(by) ne sont pas colinéaires sur Q,, alors H(t_l(aoﬁ —Eoﬁ)) €€
est non nul, et il résulte du lemme fondamental (cf. rem. 2.7) que (u, v) — agu—>bov est
une surjection de Uy x U; sur BjR / tQB:{R dont le noyau V' est un Q,-espace vectoriel
de dimension 2. Par ailleurs, il existe (ug,v9) € V tel que agug — bovg # 0, sinon
application (u,v) — agu — bov se factoriserait & travers (U; x Up)/V = B, /*Big
et on aurait une injection d’Espaces de Banach de t]Bj{R / tQIBjR = V!dans Ugy; C Bng
ce qui n’est pas possible (prop 2.18). On a donc construit un élément “2a — “2b de I,
de degré < d, contrairement & '’hypothése, et donc ce cas n’est pas possible.
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Remarque 2.19. — Notons Py = t~2U, Vensemble des éléments de degré < d de B..
Soient a,b € B, premiers entre eux, de degrés n et m respectivement, et g, ’ap-
plication (x,y) — ax + by. Alors g : P & P, — Pt est surjective de noyau
Q, - (—b,a) (comme pour les polyndmes), mais gop : Prm—1 ® Pr—1 — Ppim—1 n'est
pas surjective (contrairement au cas des polyndmes). (Si gqs(z,y) = 0, alors b di-
vise x, et donc x = bu et y = —au, avec u de degré 0 dans le premier cas et —1 dans
le second ; il s’ensuit que le noyau est Q, - (—b,a) dans le premier cas, et 0 dans le
second. Pour étudier la surjectivité, on passe aux Espaces de Banach associés et on
regarde les Dimensions : P4 est de Dimension (d, 1).)

2.4. Les presque (C-représentations. — Soient K une extension finie de Q, et
C = C,. La theéorie des presque C-représentations [29] de G a été développée par
Fontaine dans son cours & 'IHP, pendant le semestre p-adique, en 1997, avec pour but
une preuve de « fa = a» selon les lignes esquissées au n° 2.3.1 (cf. rem. 2.27). Elle était
conditionnelle au th. 2.25 ci-dessous, dont la preuve utilise la prop. 2.9, conséquence
du lemme fondamental (th. 2.5). Elle présente de grandes similarités avec celle des
Espaces de Banach de dimension finie, ce qui s’explique, a posteriori, par le fait que la
catégorie des presque C-représentations se plonge dans celle des Espaces de Banach
de Dimension finie.
Un joli %) résultat & la base de la théorie est le suivant [28, prop. 6.2] ou [34] :

Théoréme 2.20. — Si A : C — C est Qp-linéaire continue, et commute & l’action
de Galois, alors il existe ¢ € K tel que A(x) = cx, pour tout x € C.

Combiné avec la classification des C-représentations en termes de 'opérateur de
Sen [53], ce résultat permet de prouver [28, th.6.1] que beaucoup d’information est
encodée dans 'action de G :

Théoréme 2.21. — Si Wy, Wy sont deux C-représentations de G, toute applica-
tion Qyp-linéaire continue, Gk -équivariante, de Wy dans Wa, est C-linéaire.

Une presque-C représentation W est un Qp-banach muni d’une action continue de
G tel qu’il existe une C-représentation W’ de Gk (i.e. un C-espace de dimension
finie, muni d’une action semi-linéaire de Gg) et V! C W/, V. C W des Q,-espaces
vectoriels de dimension finie stables par Gk, tels que W/V = W’'/V' en tant que
représentations de ¢ . On a donc des suites exactes :

0=V =W =W'/V =0, 0=V ->W—=W/V =0,

de telle sorte que W est obtenu a partir de W’ « en quotientant par V' et en rajou-
tant V ». Une telle description s’appelle une présentation de W.

20. Ce résultat est frappant car il devient archi-faux si on remplace C par Q,,.
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Théoréme 2.22. — (|29, th.5.1])
(i) Si W est une presque-C-représentation,

Dim W = (dim W, ht W), avec dim W = dim¢ W' et ht(W) = dimq, V — dimq, V',

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : Wy — Wy est un morphisme de presque-C-représentations, alors Ker f,
Im f et Coker f sont des presque-C-représentations, et :

Dim W; = DimKer f + DimIm f et Dim W5 = Dim Coker f + Dim Im f.

Ezemple 2.23. — (i) U = (ﬁxg)“’:p est une presque-C-représentation de Dimen-
sion (1,1) puisque U/Q,t = C.

(ii) By = BIi/t? est une presque-C-représentation de Dimension (2,0) : si
V = Qut @ Q,a, avec a = log[l + p’], alors V est une sous-Q,-représentation de
dimension 2 de U, et P'application U ® V — By envoyant u ® v sur uv (mod t?)
réalise By comme le quotient de la presque-C-représentation U ® V', de Dimension
(2,2), par la Q,-représentation de dimension 2 engendrée par t @ t et t ® a — a @ .

Remarque 2.24. — (i) Que ht(W) ne dépende pas des choix peut se démontrer en
utilisant les calculs de cohomologie galoisienne de Tate : les groupes H*(Gx, W) sont
de dimension finie sur Q,, nuls si i > 2, et

dimq, H*(Gk, W) — dimq, H' (Gk, W) + dimq, H*(Gx, W) = —[K : Q,|ht(W).

Bizarrement, il est beaucoup plus difficile de prouver que dim W ne dépend pas du
choix de la présentation.

(ii) De maniére surprenante, on peut imposer & W' d’étre la représentation triviale
C? dans la définition de presque C-représentation (cf. [29], corollaire du th. 5.13,
p.355), ce qui donne une définition complétement analogue a celle des Espaces de
Banach de Dimension finie.

Théoréme 2.25. — (|29, th.4.1]) Soit V une Q,-représentation de Gk de dimen-
sion h, et soit E une extension de C par V. Soit f : E — C, continue, Gi équivariant,
telle que f(E) # f(V). Alors f est surjective et Ker f est une Qp-représentation de
Gk de dimension h.

Démonstration. — Si V est une Qp-représentation de G, et si a € (C ®V(—1))9x,
on peut considérer 'image inverse F,, de C' - « dans U(—1) ® V' qui vit dans la suite
exacte 0 > tV(-1) = U@ V(-1) - C®V(-1) = 0. Alors E, est une extension de
C par tV(—1) =V, et le point crucial est de prouver que toute extension de C' par V
est de ce type; cela se fait par des calculs de dimensions de groupes de cohomologie
galoisienne (ce qui impose de travailler avec une extension finie de Q,) du genre de
ceux de la prop. 2.28 ci-dessous.

Maintenant, soit 3 : V — C, un morphisme G g-équivariant, i.e. 8 € (C ® V*)%x.
Fixons une base e1, ..., e, de V et notons e7, .. ., ey la base de V* duale ; on peut écrire
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B sous la forme Sref + - - -+ Brej et a sous la forme ajeq(—1)+-- - + apen(—1), avec
@i, Bi € C. Alors u =Y. (Bief @ aje;) € (C ® End(V)(—1))%%, et donc la trace de u
appartient & C(—1)9% = 0; on en déduit que Y, B;o; = 0. Ceci permet, en choisissant
des relévements BZ des B; dans U, et en voyant F, comme un sous-espace de UV (—1)
[c’est Vespace des x1e1 + - - + xpep tels que (0(x1),...,0(zn)) € C - (a1,...,ap)],
de définir fz : E, — C, par fg(D_,_; wie;) = 9(% > Ble) Alors la restriction de
fa & V n’est autre que 3, et on a construit une section de 0 — Homg, (C,C) —
Homg, (Eq,C) — Homg, (V, C). Tout morphisme G g-équivariant de F, dans C est
donc de la forme étudiée dans la prop. 2.9. Le résultat s’en déduit. O

Remarque 2.26. — (i) Comme U est l'espace des C-points d’un Espace de Banach
de Dimension finie, 'extension F, construite dans la preuve du th. 2.25 est aussi 'es-
pace des C-points d'un Espace de Banach de Dimension finie. Le fait que toute exten-
sion de C' par une représentation finie est de la forme E,, implique que toute presque
C-représentation peut « s’analytifier » : la catégorie des presque C-représentations
peut se plonger dans celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

(ii) Soit Zk l'anneau des endomorphismes de la limite projective des C/V, ou V
décrit les sous-Q,-espaces de dimension finie et stables par G . Alors Z est un corps

et on a une suite exacte 1)

0= K= Pk — (C®0)° - K =0,

qui est la suite obtenue en prenant les G g-invariants ?2) de la suite du th. 2.8.

Remarque 2.27. — La catégorie des presque-C-représentations contient celle des
BjR—représentations (i.e. des B:{R—modules de longueur finie, munis d’une action semi-
lindire continue de Gg), cf. [29, th.5.13]. Elle contient donc aussi celle des presque
BIR-représentations. En particulier, si D est un (¢, N)-module filtré sur K, les espaces
X5 (D) et Xqr(D) introduits au n°2.3.1 sont des presque-C-représentations dont la
Dimension est la méme que celle de I’Espace de Banach correspondant. On peut donc

21. Fontaine utilise (C ® Cy) K au lieu de (C ® C)9K, ot Cy est la réunion de toutes les sous-
représentations de dimension finie de G contenues dans C, mais les deux espaces sont égaux. En
effet, soit z=>_1" ; \; ® z; € (C ® C)¥K. Quitte a changer d’écriture, on peut supposer que les \;
forment une base de ¢ N (QpA1 + - -+ + QpAd), ce qui permet de compléter A1, ..., A, en une base
de Banach (Aj);>1 de C sur Q. Alors tout élément de C' (resp. de C’@)C’) peut s’écrire, de maniére
unique, sous la forme Y.<, a;A; (resp. > .51 A ® x;), avec a; € Qp, (resp. z; € C) et az,x; — 0
quand i — +oo. En particulier, on peut écrire o(A;) sous la forme >2i>1a7 ;A5 et o(z) sous la forme
2512 ® (X, agja(zi)). L’invariance de z par G entraine alors que z; = > 1, af jo(w;), et
donc o~ 1(z;) =31, af ;z;. On en déduit que le Qp-espace engendré par les x; est stable par Gk,
ce qui permet de conclure.

22. On peut munir ¥ d’une action de Gx par la formule f& = f — f(0), ot & est n’importe
quel relévement de o dans Autcont (C/{\i“/}/K{X}) cona {f7(x)} = o(f{c~ (z)})), ce qui permet
de montrer que, si f est une correspondance analytique additive, alors f? aussi et que f° ne dépend
pas du choix de &.
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prouver « fa = a », via la théorie des presque-C-représentations, de la méme maniére
que via celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

Terminons ce paragraphe par un résultat général [29, th. 6.1, prop. 6.9] sur les ex-
tensions de presque C-représentations ; des cas particuliers de cet énoncé sont présents
dans la preuve du th. 2.25.

Proposition 2.28. — Soient X,Y des presque C-représentations de G .
(i) Les Ext'(X,Y) sont des Qp-espaces de dimension finie, nuls si i > 2, et

> (~1)"dimq, Ext'(X,Y) = —[K : Q,]ht(X)ht(Y).
=0

(ii) Ext’(X,Y) et Ext> (Y, X (1)) sont en dualité.

Remarque 2.29. — Si X est une variété algébrique propre et lisse sur K, les groupes
de cohomologie syntomique Héyn(X ,7) de X sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie [15, 48]. Si X est définie sur K, alors ce sont en plus des presque-
C-représentations.

2.5. Les (¢,I')-modules sur ’anneau de Robba. — L’équivalence de catégories
de Fontaine [25] et le théoréme de surconvergence [9] permettent de traduire les
problémes concernant les représentations de Gi en termes de (¢,I')-modules. Les
démonstrations de « fa = a» et « dR = pst » obtenues par cette voie résultent d’une
interaction entre les travaux de Berger [3, 4, 5] et de Kedlaya [37, 38, 39]. Juste aprés
sa these, Berger [3] a réalisé que I'on pouvait utiliser les bonnes propriétés de ’anneau
de Robba pour modifier un (p,T')-module en un nombre infini de points et réduire
«dR = pst » a la conjecture de Crew [16] sur les équations différentielles p-adiques.
Cela semble avoir donné I'impulsion nécessaire pour la preuve de cette conjecture
puisque, peu aprés, trois preuves (par André [1], Mebkhout [46] et Kedlaya [37]) ont
vu le jour (cf. [11] pour un résumé de ces travaux). Un des apports de Kedlaya est
I’existence d’une filtration canonique sur un ¢@-module sur 'anneau de Robba.

Quelques années plus tard, Berger [4] a réalisé que sa technique de modification de
(¢, T')-modules, mélangée avec les propriétés de la filtration de Kedlaya, permettait
d’obtenir une preuve trés élégante de « fa = a ». Cette technique a été reprise par
Kisin [41] dans le cadre des « modules de Breuil-Kisin » pour fabriquer encore une
preuve de « fa = a». Kedlaya [38, 39] a ensuite rendu plus naturels un certain
nombre des ingrédients précédents en interprétant, inspiré par un travail de Hartl et
Pink [35], sa filtration comme une filtration de Harder-Narasimhan sur la catégorie
des ¢-modules sur I’anneau de Robba.
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2.5.1. L’anneau de Robba. — Si I est un intervalle de |0, +00], on note éa}(o I’anneau
des fonctions holomorphes sur la couronne C(I) = {v,(T) € I} (cette couronne est un
disque fermé si +0o € I et un disque épointé si +o0o ¢ I mais sup I = +00), définies
sur Kj.

Sir €]0,+oc], et si f =Y, apTF € Ko[T, T, soit v.(f) = infy, vy(ar) +kr. Alors
v, est une valuation d’algébre sur Ko[T, T~1], multiplicative (v,(fg) = v,.(f) +v,(g)).
Si J est un intervalle compact de |0, +00], on note v la valuation v; = inf,.c y v, (c’est
une valuation d’algebre, i.e. v.(fg) > v.(f) + v-(g9), non multiplicative sauf si J est
réduit a un point) ; on a aussi vy (f) = inf.cc () vp(f(2)). Alors & est le complété de
Ko[T, T~!] pour la famille de valuations vz, ot J parcourt 'ensemble des intervalles
compacts de I. Il s’ensuit que CE’II(O est une algébre de Fréchet, et méme une algébre
de Banach si I est compact.

La structure algébrique de ces algebres a été identifiée par Lazard [43]. On appelle
diviseur sur C(I) une somme formelle D = }_ - nz(2), avec ny € N. On dit que
D est localement fini si, pour tout intervalle compact J C I, la somme Zze(}( 7) N
est finie, et que D est Gk, -invariant si ny(z) = Nz, pour tous x € C(I) et 0 € Gk, .

Théoréme 2.30. — Soit I un intervalle de ]0,+00].

(i) &%, est un anneau de Bézout (et méme principal si I est compact), et un idéal
de @@11(0 est fermé si et seulement si il est principal.

(ii) L’application qui, & un idéal fermé, associe le diviseur d’un de ses générateurs
est une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de é}I{O sur ’ensemble des diviseurs
localement finis sur C(I), qui sont Gy, -invariants.

Remarque 2.31. — (i) Un des ingrédients principaux des preuves de ces résultats
est la théorie des polygones de Newton qui permet de localiser les zéros des fonctions
holomorphes d’une variable.

(ii) On peut remplacer K par un corps valué complet arbitraire L dans la définition
des anneaux ci-dessus, et le résultat reste inchangé si I est compact ; par contre, si 1
n’est pas compact, le résultat n’est vrai que si L est sphériquement complet.

On définit 'anneau de Robba Zk, comme la limite inductive

Ry, = ligéal]?f]
r>0

des & I]go’r], pour > 0. On peut le voir comme 'anneau des fonctions holomorphes

sur la « couronne surconvergente » C(]0,0])" = fm o C(]0,r]). C’est un anneau de

Bézout, mais ses seuls idéaux fermés sont {0} et Z,.

2.5.2. Extensions de l’anneau de Robba. — Un élément x de W(ﬁcb)[%, ﬁ] s’écrit,
de maniére unique, sous la forme z = Y, p*ay], avec z, € (p°) N@ 0. Si
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r > 0, on pose alors
w, ( k;w prlar]) = ir]if(k +rves (z)),
ce qui définit une valuation d’algébre, multiplicative ([38, lemme 2.1.7 et def. 2.1.8]).
Si 0 <71 < 7o, on pose alors wy, ) (z) = infeepr, ) ws(x), et wy, ., est aussi
une valuation d’algébre sur W(C’b)[l] (non multiplicative). Si I est un intervalle de
10, +o0[, on note B’ le complété de W(C’b)[ ] pour la famille de valuations wi,. ), pour

[r,s] C I. Alors B est une algebre de Fréchet (de Banach si I est compact).
Enfin, on note Brlg la limite inductive Brlg lg Bl des BIO7] , pour r > 0.

Alors Panneau BIg du §2.1 est Padhérence de W(ﬁcb)[p] dans Brlg.

Remarque 2.32. — (i) Comme wy,,(¢ (x)) = ws(z), le frobenius ¢ s’étend par
continuité en des isomorphismes ¢ : B! 3 Br ' et p: ﬁrig = ﬁrig

(ii) L’action de G sur W(ﬁcb)[p s b]] est isométrique pour w,, et s’étend donc
par continuité a tous les anneaux ci-dessus; l’action ainsi obtenue commute a ¢.

(iii) On aurait envie de penser (23) par continuité, que tout élément z de Brlg peut
s'écrire, de maniére unique, sous la forme z = Y, _, p"[x}], avec z), € C” veérifiant
des conditions de croissance convenables, mais c’est FAUX! La vie aurait été plus
facile si, par exemple, tout élément de (]~3;'i’g)*":”2 avait eu une écriture unique sous
la, forme Zkezp%[l’p_k] + p2+1[yP "], mais ce n’est pas le cas : I'Espace de Banach

(Brfg)“’:p2 est vraiment un diamant, et pas un espace analytique.

Proposition 2.33. — (|3, prop.3.2]) Si z € ]~3r1g, et si les ™ (x), pour v € N,
engendrent un Ko-espace de dimension finie, alors x € Brlg

Soit 7 = [¢] — 1. On note B,z i, (resp Bko) I'adhérence de Ko[m,7~1] dans ﬁrig
(resp. B! ). Alors f +— f(7) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de Zk,
sur Byig x, (resp. (o@II(O sur B%O, avec I' = p’%ll, si I CJ0,1]).

Si F' = Ky, K, on note F), le corps F((pn), et Foo = UnenF), l'extension cycloto-
mique de F'. On note x : Gp — Zy le caractére cyclotomique, Hr C G'r le noyau de
xet g = GF/HF, et donc Hp = Gal(F/F et T'p = Gal(F /F).

On note B“gJ{ et B les anneaux (Br,g)HK et (BI)HK. 11 existe r(K) > 0 tel
que, si I C]0,r(K)], alors ]Af;‘ﬁ( contient une unique extension étale BL de Bﬁ(o telle

que l'application naturelle ]~3] ®Bz BI — ]§§< soit un isomorphisme. On pose

r1 K — =1l OT’]
e =00, o) B

Théoréme 2.34. — (i) Si0<r <s (resp. 0 <r < s < r(K)), les anneauz f’)[l?s] et
B[] (resp. B[I?S]) sont principauz.

; alors Br1g Ko ®B Brig,K — Brig,K'

rig, K

23. Je suis tombé dans ce piége, et ne suis pas le seul...
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(i) BIow] et ﬁ]}g,r} et, sir < r(K), B]Igﬂ, sont de Bézout, et un idéal est fermé si
et seulement si il est principal.

(iil) Buig k', Brig,x €t Byig sont de Bézout.

Les cas de B[;;’S], B][g’r] et Byig,x découlent du th. 2.30 car ces anneaux sont du
meéme type que ’anneau correspondant pour K = K. Le reste de énoncé est da (24

a Kedlaya [37, th. 3.20] ou [38, prop. 2.6.8, th.2.9.6].
Terminons ce numéro par un résultat fort utile sur les modules de rang fini ([32]
pour B et [38, §2.8] pour B2 et BIO),

Théoréme 2.35. — Soit R = B]Ig’ﬂ, ]A?;]I(;’T], ]§]0”], et soit M un R-module libre de
rang d. Un sous-R-module de M est libre si et seulement si il est fermé, et alors son
rang est < d.

2.5.8. Le théoréeme de Dieudonné-Manin et ses variantes. — Rappelons I’énoncé du

classique théoréme de Dieudonné-Manin (Qp = W(F,,)[%}) :

Proposition 2.36. — Un p-module M sur Qp admet une décomposition canonique
M = @)\EQQP(A)TTLA)

ou, si A= % € Q, on note Qp()\) le p-module sur Qp de base ey, ..., ep, avec p(e;) =
eir1 sii < h—1, et p(ey) = pley.

Un ¢-module M sur ﬁrig est un f’:rig—module libre de rang fini muni d’un frobenius
semi-linéaire et bijectif ¢. Si A € Q, on note Byig(A) le p-module B,jq ®q, Qp()\).

Théoréme 2.37. — (|37, th.4.16], [38, th.4.5.7]) Si M est un p-module sur By,
alors M admet une décomposition

M = @ycqBuig(\)™.

Les A pour lesquels my # 0 sont les pentes de frobenius de M ; si A = %, la
multiplicité de A comme pente est hm)y. On dit que M est isocline s’il n’a qu’une
pente et étale s’il est isocline de pente 0.

Remarque 2.38. — (i) La décomposition ci-dessus n’est pas canonique, contrai-
rement au cas classique; ce qui est canonique est la filtration croissante par les
M, = @x>uBrig(A)™.

(ii) Soit Bf ¢ ﬁrig le sous-anneau des éléments bornés de Erig : ¢’est 'intersection

de Erig et de W(Cb)[%], ce qui permet de munir Bt de la valuation v existant sur

W(C")[%], et on a v,(p(x)) = v,(z), pour tout = € BT, Par ailleurs, (f’)rig)* = (Bf)*.
Il en résulte que, si M est un p-module de rang 1 sur B,ig, et si e est une base de

24. (Ko est perfectoide, et les anneaux E]Ig’r], E]O’T], f”rig,K et f’:rig correspondent aux anneaux

b b
K b K b
Loy, TSy Dangon et TS, con de Kedlaya).
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M, alors p(e) = Xe, avec A € Bi, et vp(A) ne dépend pas du choix de e; on note
deg M cette quantité. Si M est de rang d, alors A?M est de rang 1, et on définit le
degré deg M de M par deg M = deg(AYM). Munie des fonctions rang et degré, la
catégorie des p-modules sur ﬁrig a une structure de catégorie de Harder-Narasimhan,
et la filtration du (i) n’est autre que la filtration de Harder-Narasimhan [38, 39].

La canonicité de la filtration de Harder-Narasimhan a la conséquence suivante
([37, th,6.10], [38, th.6.4.1] ou [39, th.1.7.1]) pour un p-module A sur By x (les
pentes de A sont celles de B,z ®B,,, , A, et B}( = Byijg,x N BT).

Théoréeme 2.39. — Si A est un p-module sur Byig ik, alors A admet une unique
filtration 0 = Ag C Ay C -+ C A, = A par des sous-p-modules saturés, telle que :
e Sil<i<r, alors A;/A;_1 est isocline.
e Si\; estla pente de A;/A;_1, alors Ay < Ag < -+ < A,
De plus, A;/A;—1 admet un unique sous-Bk-module D;, stable par o, tel que
B,k g1 D; = Aj/A;_y.

Remarque 2.40. — Si A est un (¢, T')-module, alors tous les objets du th. 2.39 sont
stables par I" (par unicité).

2.5.4. Représentations de Gy et (¢,I')-modules. — Comme ¢(7) = (1 +m)? — 1 et
o(r)=(1+ W)X(") — 1, les anneaux Biig i, et Buig x sont stables par ¢ et Gk (qui
agit a travers T').

Théoréme 2.41. — (i) Si A est un (p,I')-module étale sur Biig x (resp. Buig i),
alors V(A) = (ﬁrig @Bug. i D)= (resp. V(A) = (ﬁrig DB, A)?=1) est une repré-
sentation de G, de dimension le rang de A.

(i) Si V est une représentation de G, alors A(V) = (Erig @ V)Hx est un (o,T)-
module sur ]~3rig7K, de rang dimV, et K(V) contient un unique sous-Byig x-module
A(V), stable par ¢ et T', tel que ﬁrig,K @By AV) = A(V) soit un isomorphisme.

(iii) Les foncteurs Vs A(V) et A s V(A) (resp. V = A(V) et A — V(A)) sont
inverses ['un de l'autre, et induisent des équivalences de catégories :

{représentations de G} = {(¢,I')-modules étales sur B,y x }
=~ {(p,T')-modules étales sur ﬁrig,K}
Ce théoréme se démontre en combinant I'équivalence de catégories de Fontaine [25],
le théoréme de surconvergence de [9] (ou [8]) et le th. 2.39 ci-dessus.

2.5.5. Localisation. — Soit
w= = 1+ [El/p] + -+ [El/p]p—l.
= 1(m)
Alors w est un générateur de ker § dans Aj,¢, et comme ¢ est bijectif sur Aju¢, on a

Aint/(¢"(w)) = Oc, pour tout n € N, et le complété du localisé de Aiye[] en ™ (w)
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est isomorphe & B(TP“ pour tout n. On en déduit que, si p~" < 7, le complété du
localisé de BI%"] en " (w) est isomorphe a Bl (si p™" > r, alors ¢™(w) est inversible
dans BI%"]). On note ¢, : BI®7l — B, la localisation en ¢™(w). Alors ¢, commute
a Gk et tnt1(e(x)) = tn(z).

On at,(7) = (pnet/P" —1. On en déduit que Ln(B]I%r]) C Kp[[t]], sip™™ <r <r(K).

Si A est un (p,I')-module sur B, i, alors A est la limite inductive de sous B]Ig’r]-
modules Al%7] pour 0 < r < r(A), vérifiant les propriétés suivantes [4, th.1.3.3] :

® Biig k ®plo.n A9 5 A est un isomorphisme ;

K
o Al97] est stable par T et B]Ig’r/p] ®, @) (Al 5 AlOr/pl
K

Sin € N, on pose 1y, = vp((pn — 1) — et, sir, <r(A), onnote AL, le

_ 1

— (-Dp

complété K, [[t]] @ g1o.rn) Al%rn] du localisé de AI07=) en " (w), et ¢, : Alo™] — AL
1o ;

la localisation.

2.5.6. (¢, N)-modules filtrés et (¢,I')-modules. — On note Biog x I'anneau de poly-

noémes Bz i [log 7], que 'on munit d’actions de ¢ et I'x en posant

<P(10g7f):plog7r+log% et fy(logw):longrlogM,

s

et d'une dérivation Biig k-linéaire N, définie par N(logm) = =&. On a i, (logm) =
log(Cpnet/P" — 1), et donc 1, (Biog,x) C K [[t]-
Soit Blog = Brig ®B,;,. x Blog,k = Brig[log 7] ; alors B,g contient

log[p’] = 325 (log m + log ([(p”) V") /7)),

et donc aussi anneau ]NBI'Eg = Bxg[log[pb]] du n°2.1.1 (actions de ¢, N et Gk com-
prises).

Si D est un (¢, N)-module, de rang h sur K, on définit un (¢, I')-module A(D)
sur Biig k-, par

Ao(D) = (Buog,x @1, D)V
Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, et si r < r(K), on définit les B]Ig’r]—modules
0,
Ay
A0

(D)
(D)

(B og 7] @, D)0

{z € APUD)[L], 1n(2) € FI (K, ((t)) @k D), siry < inf(r,r(A))}

] _

] —

Théoréme 2.42. — (i) Le B,ig, x-module

A(D) = Buig,x @ Al”7(D)
K

ne dépend pas du choiz de r, et est un (p,I')-module de rang h sur Biig k.
(ii) Le foncteur D — A(D) est un ®-foncteur exact, qui respecte les filtrations de
Harder-Narasimhan.
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Remarque 2.48. — (i) Le (i) correspond au th.I1.1.2 de [4] et le (ii) correspond aux
th. T1.2.6 et TV.2.1 de [4].

(ii) Il résulte du (ii) de ce théoréme que D est faiblement admissible si et seulement
si A(D) est étale. La conjecture « fa = a » s’en déduit en remarquant que Vg (D) =
(Buig ® A(D))?=1, et en utilisant le th. 2.41.

Démonstration. — Commencons par remarquer que, comme N est nilpotent,
on a A"(D) = BYT @, D, en tant que B -module (et méme en tant
que -module sur B]Ig’r]), I'isomorphisme réciproque étant donné par la formule
a®x— Zizo(% log7)’a ® 2. En particulier, A%O’T](D) est un B]Ig’r]—module de
rang h.

Quitte & tordre D, on peut supposer que D% = 0 si i > 0, auquel cas
Fil’(K,((t)) ®x Dk) C K,[[t]] ®k Dg. Le « théoréme des restes chinois » pour les
modules de type fini sur B]O’T] fournit la suite exacte :

0— Al°(D) = A™(D) - I1 (Kalit] ®x Dx)/Fil® — 0.

n>n(r)

(La suite est exacte a gauche par définition de Al%"I(D) et a droite par le théoréme des
restes chinois.) En particulier, Al%"l(D) est un sous—B]lg’ﬂ—module fermé de A]OO’T] (D)
qui contient tNA]OO ] (D) si D" = Dg. Il en résulte, grace au th. 2.35, que Al®"(D)
est un Blfg’r]—module de rang h.

Maintenant, Ag(D) = Byig i ®pglo.r A]OO’T] (D) = (Biog,x @k, D)V=0 est un (¢, I)-
module sur By x qui ne dépend pas de r; on en déduit 'indépendance de A(D)
et ce qui précéde montre que A(D) est un sous-Byg x-module de rang h de Ay(D).
De plus, A(D) est stable par T'x puisque ¢, commute a Tk, et on déduit de ce que
tnt1(9(x)) = tn(x) et de la suite exacte ci-dessus que B/ ®W(B£,T])¢(A]Ovr] (D)) —
Al%7/PI(D) est un isomorphisme. Il s’ensuit que A(D) est un sous-(p, I')-module de
rang h de Ag(D), ce qui prouve le (i).

Pour prouver que D — A(D) est un ®-foncteur exact, on utilise intensivement la
suite exacte ci-dessus et le fait que D — Fil®(K,,((t))®x Dx) est un ®-foncteur exact.

Enfin, pour montrer que D — A(D) respecte les filtrations de Harder-Narasimhan,
il suffit de vérifier que :

e Tout sous-(¢,T')-module A’, facteur direct de A(D), est de la forme A(D’), avec
D’ sous-(¢, N)-module de D : de fait, on a D' = (Blog x[1] ®B,,, x A)'%.

e deg(A(D)) = deg(D), ce qui est immédiat si D est de rang 1, et le cas général
s’en déduit car deg(D) = deg(det D) et deg(A) = deg(det A). O

2.5.7. La conjecture « dR = pst». — SiV est une représentation de Gk, et si A(V)
est le (o,I')-module sur B, x associé, 'opérateur x(’y'y;)il a une limite V, quand
v — 1, et V est une connexion sur A(V'), I'action de V sur B,z x étant donnée par
V =1t0,010=(1+m)L (cf. [3,§5.1]).
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Supposons maintenant que V' est de de Rham, de dimension d, et que les poids de
Hodge-Tate de V sont < 0 (on peut se ramener a ce cas en tordant par une puissance
convenable du caractére cyclotomique), de telle sorte que Dar(V) C Biz ® V, et
K,[[t]] @k Dar(V) est un sous-K,,[[t]]-réseau de A:fmn C (Bir@WV)ix, sir, <r(A)
(cf. n°2.5.5 pour la définition de A:ﬁf,n)- Ceci permet de définir un modific N1%7 de
A% en les ¢™(w) en posant :

NIOTT = {2 e AT (2) € Ky [[t]] @k Dar(V), sir, < inf(r,r(A))}.

Alors N1971 est un sous—B]Ig’r]—module de Al%7] stable par I' et V; de plus il est de
rang d car fermé et contenant N Al%"] si Dy (V) = Fil Y Dgr(V).
Le théoréme des restes chinois fournit une suite exacte

0— N AT TT A%, /(Ka[[t] ®k Dar(V)) — 0,
n>n(r)
dont on déduit que V(NIO) < ¢tNIO car V = 0 sur Dgr(V) et V = ¢4 sur

K,[[t], et, comme ci-dessus, que N10/Pl = B]Ig’r/p] ®, ) ©(N1071) 11 ’ensuit que

(Bl
N(V) = Byig i ®B];(),7-] NIOTT est un w-module sur Biig i, et comme d o =pypod
la filtration de Kedlaya 0 = Ag C A1 C --- C A, = A est stable par 0, ainsi que
les B}(-modules D; du th. 2.39. 1l resulte alors du théoréme de Tsuzuki [56] rappelé
ci-dessous (th. 2.44), qu’il existe une extension finie L de K telle que la connexion 9
devienne triviale sur BTL ®BL D;, et donc aussi sur Byig 1, ®B (A;/A;—1). On en
déduit que 0 est triviale sur Biog, 1 ®B,;, x A, car 0 : Biog, 1 — Biog, 1 est surjective.
L’action de I'y, sur (Biog,z ®B A)BZO est alors localement constante puisque son

action infinitésimale est nulle; il existe donc n tel que I'z,,, agisse trivialement, ce qui
Gr, B

rig, K

rig, K

implique que (ﬁlog ®V) est de dimension d sur (Bjog)“n, puis, en utilisant la
prop. 2.33, que (B, © V)% n est de dimension d sur (Bf,)“*» et donc que V' est
semi-stable comme représentation de G, . Ceci termine la preuve de « dR = pst ».

Théoréme 2.44. — Si D est un (¢, d)-module étale sur B}(, il existe une extension
finie L de K telle que O soit triviale sur BE ®D.

Remarque 2.45. — La représentation V ne joue pas vraiment de réle dans ce qui
précede, et le résultat s’étend [4, th. 111.2.4] aux (¢, I')-modules A non nécessairement
étales : la condition « V' de Rham » étant remplacée par « (Bar ®x,,[11]] Ag‘if’n)GK de
dimension rg A sur K ».

2.5.8. Les B-paires. — Berger [5] définit une B-paire comme la donnée de :
e un B.-module libre M., de rang fini, avec action semi-linéaire continue de G,
e un sous BQ‘R—réseau M;R de B4r ®B, M., stable par G.
Nous appellerons (Gg, B)-paire un tel objet pour insister sur existence d’une
action de G, et une B-paire sera juste la donnée de :
e un B.-module libre de rang fini M,,
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e un sous BIR—réseau M;R de Bar ®B, M..

Ezemple 2.46. — On peut associer a une Q,-représentation V de Gk, un (p, N)-
module filtré D sur K ou un (¢, I')-module A sur B,z i, des (Gk, B)-paires M (V),
M(D) ou M(A), en posant (2% :

M(V) = (Mc(V), Mz (V) = (BSL @ VB ® V)
M(D) = (M(D), M{ (D)) = ((Bjf [}] ® D)N=0¢=! Fil’(Bar ®x Dx))
M(A) = (Me(A), Mip(A) = ((Briglf] @Buyic D)*™" By @) tn (A7)

OnaV =M((V)N M(TR(V), ce qui prouve que V +— M (V) est une équivalence de
catégories de la catégorie des représentations de Gk sur une sous-catégorie de celle
des (G, B)-paires.

Théoréeme 2.47. — ([5, th.2.2.7]) Le foncteur A — M(A) est une équivalence de
catégories de la catégorie des (¢,T")-modules sur Byig i sur celle des (G, B)-paires.

3. Les courbes Xpg, Yr et les espaces analytiques associés

Il se trouve que comprendre les idéaux de B, demande de commencer par com-
prendre ceux de Ajy;. Comme Ay /([p°] — p) = Oc, et comme ([p°] — p)* — 0 dans
Ainr quand n — 400, relever une base de Banach de 0¢ sur Z, dans Aj,¢ fournit un
scindage s : Oc — Ajur de la projection A — Oc, et permet d’écrire tout élément
de Ajnt, de maniére unique, sous la forme ) 5(an)([p°] — p)™. Ceci fait que Ajns
ressemble beaucoup a O¢[[T]].

Cette ressemblance est utile pour beaucoup de questions (par exemple pour démon-
trer la convergence de séries dans BIR), mais n’est pas assez fidéle pour comprendre
I’arithmétique dans Aj,¢ en particulier pour déterminer ses idéaux premiers. La clé
pour résoudre ce genre de questions est de prendre vraiment au sérieux ’analogie avec
le cas d’égale caractéristique, et de considérer p comme une variable (par exemple,
si on fait du 3-adique, il faut considérer 3 comme une variable!), ce qui demande
d’écrire, comme dans [38], un vecteur de Witt sous la forme Y, n[zi]p* au lieu de la
forme standard Y, ; p*[z;].

3.1. L’anneau Ag. — Soit F une extension finie de Q, contenue dans C. On note
O Vanneau de ses entiers, kg son corps résiduel, et on choisit une uniformisante
7. Soit ¢ = pf le cardinal de kg (et donc kp = F,). Soit E=E Qw (k) W(ke),
I’extension maximale non ramifiée de E dans C. Soit

Ap = O ®w(ky) Aint-

25. Dans la définition de M (A), il faut prendre n > 0 pour que r, < r(A).
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C’est un anneau local d’idéal maximal Ker(Ag — Ogv — ke»), séparé et complet
pour la topologie (r, [7°])-adique. On note g automorphisme 1 ® ¢/ de Ag. Tout
élément de Ap peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme z = ZkeN[xk]wk , ol
les zj, sont des éléments arbitraires de C°, et on a 0E(OrenlTr]™) =D en it

8.1.1. Idéaux premiers de Ap.— L’écriture ci-dessus fait ressembler Ag a 'anneau
O¢c|[T]], ot l'on a pris comme variable T' 'uniformisante 7. Par analogie, on définit le
polygone de Newton NP, de x = 3", _n[@]m" comme la plus grande fonction convexe
[ Ry — Ry U{+oo} telle que f(k) < inf;<j ves (2;), pour tout k& € N. Alors NP,
est une fonction convexe décroissante, linéaire par morceaux, et on dit que A < 0
est une pente de NP, s’il existe un intervalle sur lequel la dérivée de NP, est X; la
multiplicité de A est alors la longueur de cet intervalle (c’est un entier). Le polygone de
Newton de x peut fort bien comporter une infinité de pentes; c’est le cas par exemple
de z =S [a? "n*, sia € mes.

Le résultat suivant [FF, th.2.4.6 et n°1.5.2] est crucial pour I’étude des zéros des
éléments de Ag.

Théoréme 3.1. — (i) Si NP, est constant, alors x est inversible dans AE[ﬁ}

(ii) Si A\ est une pente de NP, de multiplicité d, il existe ay,...,aq € Ocn vérifiant
vew (a;) = —Avp(m) tels que . = (1 — [a1]) -+ - (7 — [aq])y avec y € Ag. De plus, NP,
est obtenu en enlevant ?%) de NP, le segment de pente .

Remarque 3.2. — Dans I’énoncé analogue sur O¢|[[T]], les a; sont uniquement dé-
terminés; ce n’est pas le cas ici. Par exemple, I'idéal Ker 6 est engendré par 7 — [”]
pour n’importe quel choix de 7”. Il est un peu difficile d’expliciter la relation d’équi-
valence a ~ b exprimant 1’égalité des idéaux (w — [a]) et (m — [b]); cela revient a
décrire ®7) ¢ & partir de 7”.

Corollaire 3.3. — Les idéaux premiers fermés (28) de Ap sont :

e (0), de corps résiduel Fr(Ag),

o lidéal mazimal, de corps résiduel kqcv = ke,

e (), de corps résiduel C”,

o (m—[a]), pour a € mes \ {0} @ équivalence prés, de corps résiduel C, algébrique-
ment clos de caractéristique 0, complet pour vy, et tel que C’g ~ (",

o W(mes), noté ([1°]), de corps résiduel E.

26. NPy (t) = NP4(t) si t > 0, et les pentes de NP, sont celles de NP, (avec les mémes multipli-
cités) privées de .

27. On peut obtenir une description en utilisant le corps des normes de I'extension E(ppoc, ﬁl/poo) :
si @ en est une uniformisante, il existe des séries P,Q € Fy[[XP ]| telles que ©° = P(w) et
€ = Q(w). Il n’est pas str qu’expliciter P et Q soit trés utile (ou méme faisable...).

28. Si on n’impose pas aux idéaux d’étre fermés, le lemme de Zorn permet de fabriquer des idéaux

maximaux exotiques & partir d’éléments dont le polygone de Newton comporte une infinité de pentes.
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(Tout résulte facilement du th. 3.1, & part le fait que C, est algébriquement
clos [FF, prop.2.2.19] ou [54, prop. 3.8].)

3.1.2. L’ensemble |Yg|. — Les idéaux 7 et [r°] sont clairement de vilains petits ca-
nards, et on définit **) |Yz| comme 1’ensemble des idéaux fermés, non triviaux, de
AE[%, [leﬂ On note oo € |YE‘ I'idéal KerOE, oufg =1d®0: O ®W(kE) A — Oc.

Siy € |Yg| (et donc y est de la forme (7 — [a])), et si K, = AE[%]/(TF —la]) = C,
est son corps résiduel, alors K, contient E, et Iisomorphisme Ok /7 = Ocs/a se
prolonge, de maniére unique, en un isomorphisme ¢, de K; sur C”; autrement dit,
(Ky,ty) est un E-débasculé ®?) (untilt) de C”. Réciproquement, si (K,t: K* = C?)
est un E-débasculé de C”, on peut lui associer I'idéal (7 — [¢(7°)]) de Ag. On en déduit
le résultat suivant [FF, cor.2.2.22 et 2.2.23].

Proposition 3.4. — |Yg| est 'ensemble des E-débasculés de C°.

On peut donner une description agréable de |Yg| en utilisant la théorie de Lubin-
Tate. Soit donc @ une loi de groupe formel de Lubin-Tate associée ®1) a (E, 7). On
dispose alors, pour tout a € Og, de 0, € T + T?Og[[T]] telle que 0, (X ®Y) =
0a(X)®04(Y), et on a o, = X? modulo 7. Ceci munit me» d’une action de &g, que
I'on prolonge en une action de E par o4 /n(x) = oozt ).

Théoréeme 3.5. — (|[FF, prop.2.3.9|) Soit x € mes.

() [#]x = lim, o0 opn([x9 ")) est lunique relévement de x dans Ap tel que
eu([t]x) = ox([z]).

(ii) Si o € E, alors oo ([2]x) = [0a(2)]x-

(iil) =+ & = [2]x/[2Y ) induit une bijection de (mgs \ {0})/ 0% sur |Yg|.

Remarque 3.6. — mp, est, par construction, ’ensemble des points classiques de
la boule perfectoide D¢ sur C ou Dgs sur C” et donc mes \ {0} est Pensemble des
points classiques de la boule perfectoide épointée, et le (iii) du th. 3.5 nous fournit
des bijections :

Ve = DS/ 0% = D, |/ 0%

3.1.3. L’anneau Bg. — Sir €]0,+00[, notons v, la valuation
U’r»(lg:o[$k]ﬂ'k) = ir}if (ves (@) + kroy(m)).

29. La notation est justifiée par le fait [19] que |Yg| est I’ensemble des points de type I d’une
courbe analytique (adique) Y34 (cf. §3.3).

30. Un E-débasculé de C” est un couple (K, ), ou K est un corps perfectoide contenant E, complet
pour vp, et ¢ un isomorphisme de K" sur C".

31. Une telle loi n’est unique qu’a isomorphisme prés; en changer modifie les constructions qui

suivent de maniére parfaitement transparente.
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Cette valuation est multiplicative [FF, prop.1.4.9] : v,.(zy) = v.(x) + v,(y). Si z €
AE[%, [le]]v la fonction r — v,.(x) est croissante, concave, linéaire par morceaux, a
pentes entiéres; elle admet donc des limites & gauche Oyv,(x) et & droite dqv,(x)
vérifiant dgv,(x), dqvy(x) € N et dyv,.(x) > Oqvr(x). La fonction r — v,(x) est la
transformée de Legendre de NP, et on récupére NP, en prenant la transformée de
Legendre inverse (cf. [FF, §1.5]) : la multiplicité de —\ comme pente de NP, est
04vx(x) — Oqua(z). Notons que v,(z) admet une limite vo(x) quand z — 0, mais la
dérivée a droite en 0 peut étre +oco.

Si I est un intervalle de ]0, +ocl, on note Bg(I) le complété de Ap[L, ﬁ] pour la
famille de valuations v,., pour r € I. Alors Bg([I) est une algébre de Fréchet (et méme
de Banach, si I est compact, avec vy(x) = inf,.c; v.(z)). On note simplement Bg et
BE les anneaux :

Bg = Bg(]0,400[), B} adhérence de Ag[L] dans Bg.
Alors ¢ se prolonge par continuité en des isomorphismes g : Bg(I) = Bg(ql),
YR BE :> BE, YR BE :) BE Sir > 07 on a BE = ﬂneN(p_n(BE([T,‘FOOD) et,
pour faire bonne mesure, on définit I’anneau de Robba Zr(C”) relatif a cette situation
par Z5(C”) = Upeny™ (Bg([r, +o0|)).

Remarque 3.7. — (i) Si E = Q,, les anneaux ci-dessus sont reliés & ceux du
n°2.5.2 : soit ¢ :J0, +00[—]0, +-00[ donnée par z + L. Alors
BQp(I) = ]§L(I), Bap = ﬁxg et %E(Cb) = Erig.
(ii) Dans [FF], les normes sont préférées aux valuations, et notre Bg(I) correspond
au By de [FF], ot g :]0, +-00[—]0, 1] est la fonction z +— ¢~*.

3.1.4. Localisation des zéros. — Si x € Bg(I), on définit son polygone de Newton
NP; par passage a la limite : si x,, est une suite d’éléments de AE[%, ﬁ] ayant pour
limite = dans Bg(I), la suite de fonction r — v,(x,) tend vers r — v,(z) sur I (la
suite des restrictions a un sous-intervalle compact J de I est méme constante a partir
d’un certain rang [FF, lemme 1.6.10]). Concrétement, si a, b sont les bornes inférieure
et supérieure de I, alors NPL est définie sur |0,vp(x), Oqva(z)[, intervalle qui peut
étre 0, est convexe décroissante, & pentes dans —I et, si A € —I, la multiplicité de \
comme pente est Ogvx(x) — Ogur(x).
On a alors le résultat suivant ([FF, prop. 1.6.25]) et [FF, prop. 2.4.10]).

Théoréme 3.8. — (i) = est inversible dans Bg(I) si et seulement si NPL est vide.

(ii) Si A est une pente de NPJIC, de multiplicité d, il existe a1, ...,aq € Oc» vérifiant
ver (a;) = —Avp(m) tels que = (m — [a1]) - -+ (7 — [aq])y avec y € Bg(I). De plus,
NP; est obtenu en enlevant de NPGID le segment de pente .

Siy = (7 — [a]) € |Yg|, notons K, le corps résiduel de y; c’est un corps algébri-
quement clos, complet pour v,. Posons 6(y) = v,(7)/v,([7°]) €]0, +oc[ (on considére
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les images dans K, pour évaluer v, ; on a aussi §(y) = ves(a)/ves (7). Si I est un
intervalle de ]0, +oo|, on note |Yg(I)| 'image inverse de I par 6.

Un diviseur sur |Yp(I)| est une somme formelle D = -, .y, 1) 1y (y), avec ny, € N.
On dit que D est localement fini si, pour tout intervalle compact J C I, la somme
> yelve () My(y) est finie. Le th. 3.8 permet d’associer & x € Bg(I), son diviseur
Div(z), qui est un diviseur localement fini sur |Yg(I)]. Si NV est un idéal principal, de
Bg(I), on note Div(N) le diviseur de n’importe lequel de ses générateurs.

Le résultat suivant (combinaison des th. 2.5.1, 2.6.1 et 2.7.4 de [FF]), que l'on
comparera au th. 2.30, précise les résultats de Kedlaya du th. 2.34.

Théoréeme 3.9. — (i) Si I est un intervalle compact, alors Bg(I) est un anneau
principal et Uapplication N +— Div(N) induit une bijection de ’ensemble des idéauz
de Bg(I) sur l’ensemble des diviseurs a support fini sur |Yge(I)|.

(ii) Si I est de la forme [r,+oo[, avec r > 0, alors Bg(I) est un anneau de Bézout,
un idéal est fermé si et seulement si il est principal, et Uapplication N +— Div(N)
induit une bijection de Uensemble des idéaux fermés de Bgr(I) sur l’ensemble des
diviseurs localement finis sur |Yg(I)).

Remarque 3.10. — (i) Si I = [r,+oo[, avec r > 0, et si D = >, n;(m — [a;]) est
un diviseur localement fini sur |Yg (1), alors J],(1 — [‘;—]) converge dans Bg(I) et le
diviseur du produit est D.

(ii) Si I =]0, +oc], le produit n’a aucune raison de converger (il peut y avoir une
sous-suite de a;, avec v (a;) — 0), et il semble raisonnable de penser, par analogie
avec le cas d’égale caractéristique, que Bg n’est pas de Bézout (au moins si C" nest
pas maximalement complet). En tout cas, B}, n’est pas de Bézout [5, rem. 1.1.3].

3.2. La courbe algébrique Xp. — [FF, th.6.5.2]

_d
3.2.1. Factorisation des éléments de BE”~" . — Soit ¢ le logarithme de la loi de
Lubin-Tate introduite ci-dessus. Si x € mg», soit

to={lels) = lim 7 0pn (")) = [a] [T =55

n—-+oo
n>1

Théoréme 3.11. — (i) Si o € E*, alors t, ;) = aty.

(ii) = — t, induit une bijection de mes \ {0} sur BEZ~" \ {0}.

(iii) A multiplication par E* pres, t, est l'unique élément de BE"~" divisible par &,.

_d _

(iv) Sid > 1, tout y € BEP™" st le produit de tq,...,tq € BEP~", uniques &
permutation et multiplication prés par des éléments de E*.

(v) Tout élément y de Fr(Bg)?E=! peut s’écrire sous la forme y =
t,... tag € BEP~", et donc Fr(Bg)?*=' = Fr(BE"~).

t1---tg

——, avec
tay1--ted’
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Remarque 3.12. — (i) Le diviseur de ¢, est Y., 5(¢%(&)). Réciproquement, si
D € |Yg| est invariant par ¢g, il existe x1, ..., x4 tels que D = Zle Srez (&),
ce qui permet de déduire les (iv) et (v) du th. 3.11 du (ii) du th. 3.9.

(ii) En combinant des arguments de diviseurs, le (i) du th.3.8 et le (i) de la re-

_d
marque, on montre que B~ = (BE)“"E:”d, pour tout d € N.

(iii) On peut aussi utiliser des produits de Weierstrass pour construire des éléments

de BEP~" de diviseur donné. Si a € mes, le produit [~ (1— M) converge dans

™
s

B}, vers un élément ¢} vérifiant pp(05) = = £+, Soit £, une solution dans Ag

de pp(z) = (7 — [a])z. Alors Div(¢,) est a support dans |Yg(]0,r])|, avec r > 0, et
satisfait ¢ (Div((;)) = Div(¢;) + (7 — [a]), et donc Div(€;) = 3", o, ¢h(m — [a]).
Il s’ensuit que, si £, = (10, alors pr(l,) = T, et Div({,) = ZkGZZDk(ﬂ' — [a]).
SiFE=Q,etsia= p”, on obtient de la sorte un élément ayant méme diviseur
que t = log[]. On en déduit que, si z € Ag \ {0} vérifie p(z) = (p — [p°])=, il existe

ceQ tel quet = CanZO (1 _ %).

3.2.2. La courbe Xp. — Remarquons que Pp = @qenB5” = est une algébre gra-
duée. On définit la courbe algébrique X par :

XE = PrOJ(PE) = PI‘Oj( @deN BEE:Trd).

Notons | X | 'ensemble des points fermés de Xg. On déduit du th. 3.12 que | Xg| est
en bijection avec ((Bf)?#="\{0})/E* : si € |Xg|, I'idéal homogéne correspondant
est engendré par ¢, € (BJ)¥?=", bien déterminé a multiplication prés par E*.

Théoréme 3.13. — (i) H*(Xg, 0) = E, mais Xg n'est pas de type fini sur E.
(ii) Si x € |Xgl|, et sit, € (BE)?P=™ est un générateur de l’idéal homogéne
correspondant, alors :
a) O0(Xg\{z}) = (BE[%])‘”EZI est un anneau principal (et donc Xg est une
courbe car recouvert par des spectres d’anneaux de Dedekind).
b) Le corps résiduel K, est un corps algébriquAement clos de caractéristique 0,

complet pour vy, t, est un parameétre local en x, et Ox, . = BIR(Kx).

¢) Tout élément non nul de 0(Xg \ {x}) se factorise sous la forme & ... %,
ot t; € (BL)PE=™ et t; ¢ E*t,; de plus ty,...,tq sont uniques a permutation et

multiplication par E* prés.

Remarque 3.14. — (i) SiE=Qpett, =t,ona (Bg[i])*%cl = B.. La principa-
lité de B, est donc un cas particulier du (ii) a) et le (ii) ¢) répond (positivement) a
la question 2 des « devoirs de vacances » de Fontaine.

(ii) On a une suite exacte

induite par I’application qui & une fonction associe sa partie principaleen z. Si £ = Q,,
et t, = t, on retrouve la suite exacte fondamentale.
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(iii) Si xg,21,...,xq sont des points fermés de Xg, distincts deux a deux, et si
togs- - tey € (BE)PE=™ sont des générateurs des idéaux homogenes correspondants,
le théoréme des restes chinois, couplé avec le (ii) b), implique que la réponse a la
question 3 des « devoirs de vacances » est “oui”.

(iv) Siy € |Yg|, il existe t, € (Bf)?2=", bien déterminé & multiplication prés
par E*, dont le diviseur est Y, 5 (¢%(y)), et t, détermine un élément = de |Xp|. On
en déduit des bijections naturelles

| XE| = |Ye|/¢® = |DS|/E* = |Dg, |/ E*,

Paction de E* sur |DJ| = |ﬁé>\ = me» \ {0} étant donnée par la loi de Lubin-Tate
comme dans le th.3.5. On note co € | Xg| 'image de oo € |Yg|.

Théoréme 3.15. — (|[FF, th.8.6.1])

(i) Si E’ est une extension finie de E, alors Xg = E' @ g Xg. En particulier X g
est un revétement étale de degré [E' : E| de Xp.

(ii) Tout revétement étale fini de Xg est de cette forme, i.e. Xg est géométrique-
ment simplement connexe.

Si kg = Fya, alors ppr = 9% et Fr(Bp) = E' ®q,a.r Fr(BE), avec Qqa - £ =
Qq ®q, F, et donc
Fr(Bp )9 =' = E' ® Fr(Bg)?®'~" = F' « @ Fr(Bg)¥*"=") = E'@Fr(Bg)?"="
r(Bg) QS_ET( E) QS'LEQ«; 894 r(Bg)?"™) ®Fr(Bp)

On en déduit le (i). Le (ii) est un résultat profond, dont la preuve utilise la classification
des fibrés sur Xp (th. 4.5).

3.3. La courbe analytique Y3! et son quotient X%!. — La bijection |Xg| =
|YE|/p% provient d’'un morphisme de variétés analytiques : on a le résultat suivant.

Théoréeme 3.16. — ([19, th.2.1]) Si I = [r1,79], avec r1,79 € Q, alors YAY(I) =
Spa(B(I), B(I)T) est un espace adique, i.e. le préfaisceau O est un faisceau.

On définit Y24 comme la limite inductive des Y24 ([r1,72]), pour r1,79 € Q et, plus
généralement, si I est un intervalle de ]0, +oco[, on note Yz (I)2? la limite inductive
des Yg([ry,m2])24, pour 71,79 € Q, avec [ry, 9] C I. Alors

og) =B OYy(I)=B().
Il résulte du th. 3.9 que |Yg(I)| est Uensemble des points classiques de Y24(I).

Remarque 3.17. — On peut méme analytifier Spec(Ag) ([55, prop.13.1.1]). Soit
0:SpaAg \{mus,} — [0, +00] définie par d(x) = %, ol T est la valuation réelle
déterminée par z. L’espace Ygd est alors I'image inverse de |0, 4+o00[ par 4.
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On a 6(p(z)) = ¢d(z), et donc ¢ opére proprement sur Y34, ce qui permet de
considérer l'espace quotient
XE = Vg /P,

Remarque 3.18. — (i) X&' est 'analytifiée de Xp.

(ii) Le (v) du th.3.11 peut se traduire sous la forme : toute fonction méromorphe
sur X! est une fonction rationnelle, ce qui est une manifestation du principe GAGA,
la courbe X étant une courbe propre.

(iii) Ecrire X3! sous la forme Y34/¢? fait ressembler X! 4 une courbe elliptique
de Tate. Par ailleurs, Xz ressemble a P! puisque tout diviseur de degré 0 est principal
(i.e. Xg est de genre 0), mais il s’agit d'un P! un peu spécial car il a des quotients
qui ne sont pas de genre 0 : Si F un sous-corps fermé de C”, on peut associer a
F une courbe Xg r en remplagant c’ par F' dans les formules. L’anneau Bg (F)
correspondant est alors seulement un anneau de Dedekind [FF, prop. 7.2.1], et pas un
anneau principal, et on a [FF, prop. 7.2.4]|

Pic’(Xp r) = Hom(Gp, EX).

Remarque 3.19. — La bijection |Yg| = |D}|/0% peut aussi s’analytifer, mais il
faut sortir du cadre des espaces analytiques (ou méme adiques), et utiliser celui des
diamants [55, 22]. Un certain nombre des énonceés ci-dessus prennent tout leur sens
dans le monde des diamants (et ont fortement motivé son introduction).

e On a E° = E° /Gal(Ey /E), et comme Gal(Eq/E) = 0%, la bijection |Yg| =
|D%|/ 0% est une manifestation de I'égalité de diamants

B2, x C° = (E%)° x (C")° = (D},)° = (D)
e La prop. 3.4 est une manifestation de I'égalité de diamants E° x C° = Y2.
o Le th. 3.15 (ou sa version [57] pour X2!) se traduit par
m(E® x C%)/(1x ¢)) =Gg.
Comme C°/Gg = E°, on a aussi
m((E° x E®°)/(1 x ¢)) = Gg x GEg.

Ce dernier énoncé est un analogue arithmétique d’un lemme de Drinfeld a la base
de la construction des représentations galoisiennes associées aux formes modulaires
sur les corps de fonctions. Il réalise un vieux fantasme de pouvoir faire des produits
« absolus » (dans le monde des schémas, E x E = E...). C’est un des points de départ
de la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [19, 20, 21, 22, 55].

4. Fibrés sur Xpg

Si & est un fibré sur Xg, on peut associer & & deux invariants additifs dans les
suites exactes : son rang rg(&’) et son degré deg(&’) défini par deg(&) = deg(det &)
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ou, si .Z est un fibré de rang 1 sur X et si s une section rationnelle de £, on
définit deg(#’) comme étant 3, o v, vz(s), ce qui ne dépend pas du choix de s car
ZmG\XE\ 'Uw(f) =0sife€ Fr(Be)*'

Munie de ces deux invariants, la catégorie des fibrés sur Xg est une catégorie de
Harder-Narasimhan (comme celle des fibrés sur une courbe projective lisse). Tout fibré
sur Xg est donc muni d’une filtration canonique, croissante, telle que les quotients
successifs soient semi-stables et la suite des pentes strictement décroissante.

4.1. Modifications de fibrés. — Siyy,...,yr € Xg, et siU = Xp\{y1,...,ux},
on peut décrire un fibré & sur Xg, a la Beauville-Laszlo, en utilisant le recouvrement
de X formé de U et de voisinages infinitésimaux des y;. Soient t1, ..., les éléments
de (B})?2=" de diviseurs respectifs (y1),...,(yx), et K; le corps résiduel en y;, de

telle sorte que O(U) = (Bg[tl__l_tk])Wf:1 et 5)(}374 = B (K;). Alors & est équivalent

a la donnée de :

e un O (U)-module projectif M de rang fini,

epour 1 <7<k, un sous—B:{R(Ki)—réseau ]\Z de Byr (K;) @pw) M.
L’application & — (M, (J\/I\i)lgig,«) est celle obtenue en posant

M =HU,&), M;=0x,y ®ox, &

Cette description des fibrés rend totalement transparentes les modifications d’un
fibré & en des points y1,...,yr : une telle modification revient juste & changer les
sous—BjR(Ki)—réseaux M;, pour 1 <i<k.

Remarque 4.1. — (i) Nous n’aurons besoin que de modifications en oo dans la
suite, mais les modifications en un nombre arbitraire de points [19, 20, 21, 22, 55|,
analogues aux chtoukas multipattes de V. Lafforgue [42], semblent devoir jouer un
role important pour la géométrisation de la correspondance de Langlands locale.

(ii) Si{y1, ..., yr} = {00}, et sionnote By . et BJ; les anneaux (BE[1])?#=! (avec
t =ts) et BIz(Ko), on obtient une B-paire (cf. n°2.5.8). Il résulte de la discussion
ci-dessus que la catégorie des fibrés sur X est équivalente a celle des B-paires.

4.2. Le fibré 0x,(\). — Sihest un entier > 1, on note Ej, 'extension non ramifiée
de F/, de degré h. Si A\ = % € Q, avec d, h entiers premiers entre eux et A > 1, on note
D), l'algébre centrale simple de centre E et d’invariant A :

Dy = Ep[)/(T" = 7%, Tzl = pp(z), siz € By.

Si A =4 € Q, on définit un fibré Ox,(\) sur Xp de la maniére suivante. On

considére le P-module gradué EBneNng:ﬂdM, et on note Ox () le fibré associé : si
h _7Td h :7'rd
y € [Xg|, alors HO(Xp \ {y}, 0x,(\) = (Be[2])™"" = (Byl)™

ty
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Remarque 4.2. — Il y a une définition plus conceptuelle [FF, n°8.2.2] de Ox, () :
Xp, est un revétement fini étale de degré h de X, et Ox, (\) est I'image directe du
fibré en droites Ox, (d) sur Xp,.

Proposition 4.3. — (i) Ox,(\) est de rang h, de degré d, et de pente \.
(i) Les groupes de cohomologie H (X g, Ox,()\)) sont donnés par (|FF, prop. 8.2.3]) :

BH)eE=m" i\ >0,
e H)(Xp, Ox,(\) = (Bg) R
0 st A <0,

0 st A >0,
.HI(XE7ﬁXE(>‘)){ + A+ . o
Bi/(t“Bir + En) si A <0,
L] Hl(XE,ﬁXE()\ ) =0 si1 Z 2.
(ili) End(Ox, (X)) = Dy ([FF, prop.8.2.8]).

Remarque 4.4. — (i) On a privilégié le point co mais, si A < 0, on a, pour tout
y € |Yg|, HY(Xg, Ox,(\) = BIR(Ky)/(tZB(J{R(Ky)JrEh), ce qui est un peu troublant
car B} (K,) dépend de y (en tant qu’anneau topologique [40]).

(ii) Les groupes de cohomologie de O, (\) sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie H' (X g, Ox,()\)), et on a

DimH’(Xg, Ox,(\) — DimHY (X g, Ox,(\) = (d, h).
4.3. Classification des fibrés sur Xp. — [FF, chap. §|

Théoréeme 4.5. — (|[FF, th.8.2.10]) Si & est un fibré sur Xg, il existe des nombres
rationnels A\ > Ao > --- > \., uniquement déterminés, tels que

E=ZO0x, (M) @ Oxy ().

Remarque 4.6. — (i) Il résulte de ce théoréme que la filtration de Harder-
Narasimhan de & est scindée, et que 'on a une décomposition de & sous la forme
& = ®reqb) ol &)\ = Ox,(N)"™, est semi-stable de pente .

(ii) Un fibré semi-stable de pente 0 est trivial.

(iii) En utilisant le (ii) de la prop. 4.3 et la décomposition ci-dessus, on voit que :

dimp(H®(XEg, &)) < +0o & toutes les pentes de & sont < 0.
(iv) Il résulte du (ii) de la rem. 4.4 que, si & est un fibré sur Xg, les groupes de co-
homologie de & sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie H(X g, &),
et que la caractéristique d’Euler-Poincaré de & est :

DimH(Xg, &) — DimH (X g, &) = (deg(&), rg(&)).

4.4. Fibrés et p-modules. — [FF, chap. 11].

Un p-module sur A = E ou BE est un A-module libre M muni d’un mor-
phisme semi-linéaire ¢ : M — M, tel que a ® x — ap(z) induise un isomorphisme
ARy, M=M (autrement dit, la matrice dans une base appartient & GLg(A)).
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Théoréeme 4.7. — On a des foncteurs naturels :
{B-paires}

{Fibrés sur Xp} = {¢-modules sur B}, } == {p-modules sur £}

(Les foncteurs du triangle sont des équivalences de catégories, les autres sont essen-
tiellement surjectifs mais pas pleinement fidéles.)

On a déja expliqué comment marchait 'équivalence { B-paires} 2 {Fibrés sur Xp}.
Les autres foncteurs sont obtenus de la maniére suivante.

e La projection & — ke induit des projections Ap — 0 et Bf — E com-
mutant & ¢g. Réciproquement, le choix d’une section k- — ﬁcb permet d’identifier
E & un sous-anneau de BJr D’ou des foncteurs B+ ®p — et E ®B+ — d’extension
des scalaires. La preuve de la surjectivité essentielle [FF, n° 11.1.5] utlhse un nouveau
venu dans le monde des anneaux de Fontaine, 4 savoir ’anneau By, qui est & la fois
un quotient de BE et un quotient de A[%] par des idéaux sur lesquels g est trés
topologiquement nilpotent.

e Si MT est un ¢p-module sur B"'7 la B-paire associée est

(Me, Mifg) = (Bply] ®ps MT)?™ " Bix ®ps M).
o Si (M., M;R) est une B-paire, le p-module sur B}, associé est
Mt ={z e Bf[}® M., ¢"(z) € My, Vn € Z}.

e Si M est un p-module sur E’,
o le p-module sur B} associé¢ est simplement M+ = Bf ®; M,
o la B-paire associée est ((Bf[1] ® ;5 M)?=! Bl @5 M)
o le fibré &(M) est celui défini par le P- module gradué @pen(BE @5 M)9=T"
siy € [Xpl, alors HO(X \ {y},£(M)) = (Bi[¢] ® M)#=".

Il est élémentaire de vérifier que, si on part d’un @-module sur E, le diagramme
obtenu en considérant les objets associés commute. Par contre, il n’est pas clair que le
M™ obtenu a partir d'une B-paire (M., M;R) soit libre sur BE ni que, si M T est un
¢-module sur B, le Be-module ((Bf[}] ®pt MT)#¢=1 ait le bon rang (ou méme qu’il

(32) du théoreme de classification des

soit non nul si M est non nul); cela résulte
fibrés sur Xp (th.4.5), de I'équivalence entre p-modules sur Bf; et E, et du classique

théoréme de Dieudonné-Manin (prop. 2.36).

Remarque 4.8. — Vial'équivalence {Fibrés sur Xg} = {p-modules sur E}, le fibré
Ox(A\) correspond & E(—\). Autrement dit, les pentes de Harder-Narasimhan sont
les opposées des pentes de Frobenius.

32. On peut aussi utiliser le th. 2.16 qui contient un certain nombre des énoncés précédents.
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Remarque 4.9. — Le diagramme du th. 4.7, peut s’étendre en un diagramme faisant
intervenir la courbe analytique X%&".

{B-paires}
{Fibrés sur Xp} = {¢-modules sur BT} === {p-modules sur E}
GAGA\LZ J{z i
{Fibrés sur Xar} {-modules sur B} = {¢-modules sur Z(C”)}

Dans ce diagramme, la fleche {Fibrés sur X} — {Fibrés sur X3} est l'analytifi-
cation (que ce soit une équivalence de catégories est une manifestation d’un prin-
cipe GAGA, mais les preuves existantes ne sont pas directes). Les p-modules sur B
sont les B-modules localement libres, de rang fini, munis d’une action semi-linéaire
de ¢ telle que B ®,p) @(M) — M soit un isomorphisme. Les fleches non en-
core décrites s’obtiennent juste par extension des scalaires, en utilisant les injections

Ec Bt c Bc Z(C").

5. Fibrés Gi-équivariants et représentations de Gg

Comme il transparait des extraits des courriels de Fontaine reproduits dans le
chap. 1, mieux comprendre les diverses démonstrations des conjectures « faiblement
admissible = admissible » et « de Rham = potentiellement semi-stable », ainsi que
les objets qu’elles font intervenir, a été une motivation puissante pour I'introduction
de la courbe Xg et ’étude des fibrés sur Xg.

L’utilisation des fibrés sur Xg fournit une preuve de « fa = a » complétement na-
turelle ([FF, §10.5] ou §5.2 ci-dessous). Cette preuve est trés proche dans sa structure
de la preuve de Berger (cf. n°2.5.6), mais 'utilisation des modifications de fibrés en
trivialise 'étape la plus délicate, i.e. celle consistant & modifier un (¢, I')-module en
un nombre infini de points.

Supposons dorénavant que E = Q,, et notons X etY les courbes Xg et Yg.

5.1. Fibrés Gg-équivariants et (Gx, B)-paires. — Le groupe G agit sur C?,
et donc aussi sur Y et X. Le morphisme 0 : A,y — O¢ définit un point co € |Y|
(correspondant & I'idéal (p — [p°]), qui est invariant par G .

On note co € | X]|, 'image de co € |Y|. C’est le zéro du 2im p-adique t = logle]
de Fontaine. Alors co est fixe par G et tous les autres points de X ont une orbite
infinie sous l'action de Gk ([FF, prop.10.1.1] ou [5, lemme 1.1.8]). De plus,

O(X\{c}) =B, et Ox. =Bl

ou B, et BIR sont les anneaux du §1.2, et ces identifications respectent ’action
naturelle de Gg.
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Si & est un fibré G g-équivariant sur X, sa filtration de Harder-Narasimhan est
constituée de fibrés G g-équivariants (car I'action de Gk respecte les pentes des fibrés).
Il découle du th. 4.5 que, si & est semi-stable de pente 0, alors H?(X, &) est une Q,-
représentation de Gk, i.e. un Qp-espace de dimension finie muni d’une action linéaire
continue de Gg. On déduit du (ii) de la rem. 4.6 le résultat suivant.

Théoréme 5.1. — Les foncteurs
Vi VR, Ox e &~ HY(X,8)

induisent des équivalences de catégories inverses l'une de l’autre entre la catégorie des
Q,-représentations de Gk et celle des fibrés Gk -équivariants sur X, semi-stables de
pente 0.

Remarque 5.2. — (i) Si & est un fibré Gi-équivariant sur X, et si &’ est un fibré
obtenu par modification de &, alors &’ est G i-équivariant si et seulement si la mo-
dification n’a lieu qu’en co (c’est une traduction du fait que co est fixe par Gk et est
l'unique point de X ayant une orbite finie sous l'action de G).

(ii) Si E est une extension finie de Q,, Xg est un revétement de degré [E : Q)
de X, et la fibre au-dessus de oo est stable par G et finie. Une modification G-
équivariante peut se faire en chacune des orbites de cette fibre sous 'action de G,
ce qui complique un peu l'étude des E-représentations de G .

Si A = ¢, on fait agir Gk sur Dy = Q[Il] & travers son action sur Q.. Une
Dy -représentation V de Gk est alors un Dy-module & droite de rang fini muni d’une
action semi-linéaire de G :sio € Gg,v € V, et a € Dy, alors o(z-a) = o(z) - o(a).

Théoréeme 5.3. — (|[FF, th.10.1.7]) Les foncteurs
Vi=V®p, Ox(A\) et &+ Hom(Ox(N),&)

induisent des équivalences inverses l'une de l’autre entre la catégorie des Dy -représen-
tations de G et celle des fibrés G i -équivariants sur X, semi-stables de pente .

Remarque 5.4. — Vial’équivalence de catégories entre fibrés sur X et B-paires, un
fibré G g-équivariant sur X correspond a une (G, B)-paire (cf. n°2.5.8), et le th. 5.3
est équivalent a [5, th. BJ.

5.2. (p, N)-modules et fibrés G g-équivariants. — Comme on I’a vu (ex. 2.46), &
un (i, N)-module filtré D sur K, on peut associer une (G, B)-paire (M. (D), M (D)),
et donc un fibré Gi-équivariant & (D) sur X, en posant

M(D) = (B{f [} ®k, D)V=0¢=1 et M, (D) = Fil’(Bf @k Dx)

On a alors
Vst(D) = HO(ng(D))

Il en résulte que D est admissible si et seulement si &(D) est semi-stable de pente 0.
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Remarque 5.5. — (i) On dit que & est log-cristallin si (ﬁig[%] ® M (&))9x est de
dimension rg(&) sur Ky. Alors D +— &(D) induit une équivalence de ®-catégories
de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur celle des fibrés G g-équivariants, log-
cristallins.

(ii) Si D est un (¢, N)-module sur Ky, on peut voir D comme un (¢, N)-module
filtré sur K en mettant la filtration triviale sur D (i.e D% = Dg et D}, = 0). Le
fibré &(D) associé est celui associé au P-module gradué @kez(ﬁﬂgg ® K, D)NZO*":”R.
Si Fil® est une filtration sur Dy, on obtient &(D,Fil®) a partir de &(D) par une

modification en oo.

Proposition 5.6. — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K.

(i) rg(£(D)) = rg(D), deg(&'(D)) = deg(D) et p(&'(D)) = p(D).

(ii) S0 =Dy C Dy C--- C D, = D est la filtration de Harder-Narasimhan de D,
alors celle de &(D) est 0 = &(Dy) C &(Dy) C --- C E(D,) = E(D).

(iii) D est faiblement admissible si et seulement si & (D) est semi-stable, de pente 0.

Démonstration. — L’égalité des rangs repose sur les ingrédients suivants :
ea®v—a® (v+uNv+ gsz + --+) induit un isomorphisme de @-modules de
Erig[%] ® D sur (]A?;ltg[%] ® D)N=0,

* Buig[1] @k, D = Buig[}] @ (Qp ®x, D) et Q, @k, D = &2Qp(A)™.

e Si\= %, alors (Erig[%} ®Q,(A\)#=" est un B.-module naturellement isomorphe
a ﬁrig[%]wh:pd =~ t¢Q,n ®q, Be, et donc est libre de rang h = rg(Q, ().

Si la filtration sur Dy est triviale, I’égalité des degrés résulte de la décomposition
ci-dessus et de la rem. 4.8. Le cas général s’en déduit en utilisant la formule reliant
le degré d’un fibré et celui d’une de ses modifications ([FF, lemme 10.5.5]). L’égalité
des pentes est alors immeédiate, ce qui prouve le (i).

Pour prouver le (ii), commengons par remarquer que la filtration de Harder-
Narasimhan de & (D) est stable par Gx (par unicité). Il suffit donc, compte-tenu
du (i), de prouver qu’un sous-fibré &’ de &(D), stable par Gk, et facteur direct, est
de la forme &(D’), avec D’ sous-(p, N)-module filtré de D.

Pour cela, introduisons le foncteur Z; associant & une B-représentation M (i.e. un
B.-module libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de G ) le (¢, N)-module
P4 (M) sur Ky défini par P4 (M) = (ﬁﬁ)g[%] ®p, M)9x. Comme Efgg[%] est G-

régulier et Fr(ﬁlt)g[%])GK = Ko, on a dimg,(Zst(M)) < rgg, (M) et, il y a égalite,

Papplication naturelle f’)ltg[%] QK Dst(M) — ﬁfgg[%] ®p, M est un isomorphisme.
Soient alors M = M.(D), M’ = H(X \ {oc},&") et M = M/M’. Comme &" est
facteur direct, M" est un B.-module libre, et on a une suite exacte 0 — P (M') —
Dss(M) — D (M"). Or D(M) = D et donc dimp, Zst (M) = rgg, (M); il s’ensuit
que les inégalités dimp, (Zst(M')) < rgg_(M') et dimg,(Zs(M")) < rgg_(M") sont
des égalités et donc, en particulier, que si on pose D' = P (M'), alors M’ = M(D’).
Comme & est facteur direct, cela implique que & = &(D’), ce qui prouve le (ii).
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Le (iii) est une conséquence immeédiate des (i) et (ii) et des définitions. O

Théoréme 5.7. — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K.
(i) Si u(D) >0, alors dimq, V(D) = +o0.
(ii) Si w(D) = 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
e D est faiblement admissible,
. dime Vst(D) < 400,
e dimq, V(D) = dimg, D (i.e. D est admissible).

Démonstration. — Soit 0 = Dy C Dy C --- C D, = D la filtration de Harder-
Narasimhan de D. On rappelle que V(D) = H°(X, &(D)).

e Si (D) > 0, alors p(Dy) > 0, et donc pu(&(Dy)) > 0, et dimg, H(X, & (D)) =
+00, d’aprés le (iii) de la rem. 4.6, puisque H°(X, & (D)) contient H°(X,&(Dy)). On
en déduit le (i).

e Si p(D) =0, alors u(D;) > 0 sauf si D est semi-stable (et donc de pente 0, i.e. D
est faiblement admissible), ce qui équivaut, d’aprés le (iii) de la prop. 5.6, a ce que
& (D) soit semi-stable de pente 0, et donc a ce que D soit admissible. O

5.3. Le théoréme de monodromie p-adique. — Si & est un fibré Gg-
équivariant sur X, de rang d, on pose

M3 (8) = Ox o @0y & et Myr(&) = Mip(&)[L].

On dit que & est de de Rhamsi dim Myg (€)% = d. On dit que & est potentiellement
log-cristallin s’il existe une extension finie L de K, telle que &, vu comme fibré G-
équivariant, soit de la forme &(D), ot D est un (¢, N)-module filtré sur L. Il est
élémentaire que « & potentiellement log-cristallin » implique « & de de Rham », et on
a le résultat ci-dessous qui montre que la réciproque est vraie; compte-tenu du lien
entre représentations de G et fibrés G g-équivariants sur X, cela fournit une preuve
de « dR = pst ».

Théoréme 5.8. — (|[FF, th.10.6.10]) Si & est de de Rham, alors & est potentielle-
ment log-cristallin.

Démonstration. — La preuve comporte trois étapes :

e Quitte & modifier & en oo, ce qui ne fait que changer les pentes et la filtration
finale, on peut supposer que M (&) = Bz @k Mar(&)9x.

e Le cas isocline : si & est semi-stable de pente A, alors & 2V ®@p, O(N), ou V est
une D{P-représentation de G de dimension finie (th. 5.3). Maintenant, M (0(\))
est une B[;-représentation triviale, et comme il en est de méme de MJ; (&) par
hypothese, on en déduit que BIR ® V est une BIR—représentation triviale. D’apres
le th. 2.4, cela implique que V est potentiellement non ramifiée, et donc que & est

potentiellement cristallin.
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e Le cas général se traite par récurrence sur le nombre de pentes de &. Si & n’a
qu’une seule pente, on est dans le cas isocline qui a déja été traité. Si & n’est pas
isocline, on peut ’écrire comme une extension & — & — & ou les pentes de &
sont strictement supérieures a celles de &. L’hypothése de récurrence implique que,
quitte a remplacer K par une extension finie, il existe des (¢, N)-modules D1, D5 tels
que & = &(D;), et on cherche a prouver que & = &(D), o D est une extension
Dy — D — D5 de (¢, N)-modules sur Ky. On peut, pour ce faire, supposer que kg
est algébriquement clos.

Si A = D3 ® Dy, ’hypothése sur les pentes de & et &, implique que les pentes
de frobenius de A sont < 0 et, en particulier, que ¢ — 1 est bijectif sur A. On a
Ext!(Dy, D;) = Ext'(1,A) = A?=?"" [FF, lemme 10.6.12] :
~ @y) €AXA, (pp—1)z =Ny} | \pmp?

B {(NZ7(90_1)2)7 ZGA} B
linverse du dernier isomorphisme envoyant a sur la classe de (a,0), le précédent
envoyant une extension A — E — 1 sur (Ne, (¢ — 1)e), ot e € E est un relévement

de 1 € 1. En particulier, Ext' (1, A) est un Q,-espace de dimension finie.
Par ailleurs (cf. [FF, prop. 9.2.3]),

Ext'(&, &) = H'(Gx, Hom(&, &) = H' (G, (Bf, @ A)N=0e=1),

Ext'(Dy, D;) = Ext'(1,A)

L’hypothése que & est trivial en oo se traduit par le fait que sa classe est nulle dans
H'(Gg,Bjg ® A), et donc appartient a

7 = Ker(H'(Gx, (B, @ A)N=09=1) s H' (G, Bl ® A)).

log

Soit o ++ ¢, un 1-cocycle sur Gg, & valeurs dans (Egg ®@A)N=0¢=1"dont la classe ap-
partient & Z. Comme kg est algébriquement clos, on peut décomposer le G g-module
(ﬁlt,g@A)N:O’*’:l comme une somme directe d’espaces de la forme (ﬁgg)Nkzo’“"h:pd7
et on déduit de la prop. 2.17 qu'il existe ¢ € f’)ltg ® A tel que ¢, = (0 — 1) - ¢ pour
tout o € Gk. Alors (p — 1)c et Nc sont fixes par G, et donc appartiennent a A, et
(Ne¢, (p — 1)c) définit un élément de Ext' (1, A) qui est nul si et seulement si o — ¢,
est un cobord, ce qui fournit une injection de Z dans Extl(l, A).

Comme &(D) est trivial en oo, si D est un (p, N)-module, 'application natu-
relle Ext'(Dy, D1) — Ext'(&, &) fournit une injection de Ext'(Dy, D1) dans Z, et
comme Ext'(1,A) est de dimension finie et isomorphe a Ext'(Ds, D1), les injections
Ext'(Dy, D1) — Z — Ext'(1,A) sont des bijections. On en déduit que & est de la

forme &(D), ce que l'on voulait. O

5.4. Descente 4 une extension de type de Lie. — Soit K, une extension
galoisienne de K, infiniment ramifiée, de type Lie (ce qui signifie que le groupe de
Galois I' = Gal(K/K) est un groupe de Lie p-adique). Une telle extension est
perfectoide, et son basculé Kgo est un sous-corps fermé de C” muni d’une action
continue de T', et on a Gal(C®/K?_) = Gal(C/K,).
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L’anneau B, (Kgo) n’est plus principal, mais il est de Dedekind [FF, prop. 7.2.1].
Il s’ensuit que

XK. = Proj(@neN(]§+

b\ opn
rig(Koo))Sa P )
est une courbe compléte, et comme I' agit sur Ko, la courbe Xg__ est munie d’'une
action de I'.

Par ailleurs, l'inclusion de K’ dans C” induit un morphisme & Xk, — Ox de

faisceaux, et donc un morphisme X — Xg__.

Théoréme 5.9. — (|[FF, th.10.1.5]) Le morphisme X — Xk induit une équiva-
lence de catégories de Harder-Narasimhan :

{Fibrés I'-équivariants sur X __ } = {Fibrés G g-équivariants sur X }.

Remarque 5.10. — (i) Si on combine ce résultat avec le th. 5.1, on obtient une
classification des Q,-représentations de G en termes de fibrés I'-équivariants sur
XK., semi-stables de pente 0.

(ii) Dans le diagramme de la rem. 4.9, on peut rajouter une action de Gk partout,
et utiliser le th. 5.9 pour descendre & K, ; on obtient le diagramme de catégories
suivant :

{Gx-Fibrés sur X} ——— {(Gx, B)-paires}

I

{I-Fibrés sur Xx__ } <— {(¢,T)-modules sur B (K% )} =—= {(¢, T')-modules sur Ky}

anoa s I I

{I-Fibrés sur X3, } == {(¢,I")-modules sur B(K%)} —> {(,T)-modules sur Z(K%)}

Notons que { (i, I')-modules sur B (K )} — {(¢,T')-modules sur B(K” )} n’est pas
essentiellement surjective contrairement au cas algébriquement clos.

(iii) Si V est de de Rham, et si &(V') désigne le fibré I'-équivariant sur Xx__ qui
lui correspond, alors HO(X g \ {0}, &(V)) = (B, @ V)Gal(E/K) egt li¢ de pres 4 la
cohomologie d’Iwasawa de V', que ce soit dans le cas cyclotomique [10] (ot ce module
est noté Diy (1)) ou dans le cas d’une extension du type Lubin-Tate [33].

(iv) Si K, est I'extension cyclotomique, on a Z(K?2.) = ]A?;rig,K, et on peut décom-
pléter un (g, I')-module sur ﬁrig, x en utilisant des traces de Tate, ce qui permet de
compléter le diagramme précédent en rajoutant I’équivalence de catégories

{(¢,T")-modules sur ﬁrig’;{} = {(¢,I')-modules sur B,ig i }

qui entre dans la preuve des th. 2.47 et 2.41. Si la dimension de I est > 2, on ne dispose
plus de traces de Tate (et on n’a pas d’équivalence de catégories comme ci-dessus),
mais 7] propose une solution alternative.
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