
LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE
(PRÉFACE)

par

Pierre Colmez

La courbe de Fargues-Fontaine a changé la manière dont on pense à la théorie de
Hodge p-adique (1) en introduisant des idées géométriques là où il n’y avait que de
l’algèbre semi-linéaire : beaucoup de catégories apparaissant dans la théorie (2) comme
les ϕ-modules ou les (ϕ,Γ)-modules sur l’anneau de Robba et ses variantes, les B-
paires, les Espaces de Banach de Dimension finie (3) ou les presque Cp-représentations
sont étroitement liées à la catégorie des fibrés sur cette courbe ce qui explique, en
grande partie, leurs bonnes propriétés. J’ai eu le privilège d’assister à la naissance de
cette courbe et je suis heureux de pouvoir raconter cette histoire. Pour confirmer mes
souvenirs de ces évènements remontant à plus de 7 ans, j’ai relu les courriels que nous
avions échangés à l’époque ainsi que les nouvelles que je transmettais à Wiesława
Nizioł ; j’ai inclus certains des passages les plus significatifs de ces messages.

1. L’anneau Be

1.1. Be est principal !— Le premier acte se passe en juillet 2009, dans le train qui
nous ramenait de Roscoff à Morlaix. Nous étions tous les trois, Fargues, Fontaine et
moi, et Fontaine nous déclare : « j’ai regardé l’article de Berger sur les B-paires, et il

1. Que cette courbe introduise un point de vue intéressant est devenu indubitable avec la
preuve [FF, § 10.5] de la conjecture "faiblement admissible implique admissible" esquissée au § 5.2
de cette préface, mais ce qui a suivi, à savoir la géométrisation de la correspondance de Langlands
locale [19, 20, 21, 22, 55], est assez inattendu et totalement fascinant.

2. Tous ces objets sont définis au chap. 2 : les B-paires (no 2.5.8), les ϕ-modules (no 2.5.3) ou les
(ϕ,Γ)-modules (no 2.5.4) sur l’anneau de Robba sont en équivalence de catégories avec la catégorie
des fibrés (équivariants) sur la courbe de Fargues-Fontaine (th. 4.7, rem. 4.9 et 5.10). Ce n’est pas
le cas des Espaces de Banach de Dimension finie ou des presque C-représentations, mais on pourra
consulter [44] pour le lien entre ces catégories et celle des fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine.

3. Connus aussi sous le nom d’espaces de Banach-Colmez.
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prétend que l’anneau Be est de Bézout (4) ; ça ne peut pas être vrai ; il faut que je lui
écrive ». J’étais un peu embêté pour Berger mais, heureusement, le lendemain (5) :

Fontaine → Colmez, Fargues, Wintenberger samedi 18/07/2009
[...] Par ailleurs, j’ai dit à Pierre dans le train hier que je ne croyais

pas que l’anneau Be était de Bézout, comme l’affirme Berger. En fait,
l’argument que je donnais est canulé, je me suis fait avoir par l’analogie
trompeuse avec l’anneau des polynômes en une variable à coefficients dans
C dont le terme constant est dans Qp. La preuve de Berger repose sur un
résultat de Kedlaya et j’y crois. En fait, me semble-t-il, non seulement Be

est de Bézout, mais il est principal ! C’est un exercice (6) une fois que l’on
sait qu’il est de Bézout.

1.2. Anneaux de Fontaine. — Avant de continuer, rappelons la définition de
l’anneau Be et des anneaux Ainf , Bcris, BdR de Fontaine.

Soient k un corps parfait de caractéristique p, K0 = W (k)[ 1
p ] le corps de caracté-

ristique 0, complet, non ramifié, de corps résiduel k, K une extension finie totalement
ramifiée de K0, K une clôture algébrique de K, GK = Gal(K/K) et C le complété
de K, ce qui fait de C un corps algébriquement clos, complet pour vp, dont le corps
résiduel kC est une clôture algébrique de k. (Si k = Fp, on a K0 = Qp et C = Cp ;
on ne perd pas grand-chose à supposer que l’on est dans cette situation.)

Soit (7)

C[ = {x = (x(n))n∈N, x
(n) ∈ C, (x(n+1))p = x(n), ∀n ∈ N}.

On munit C[ des lois + et · définies par :

(x(n)) + (y(n)) = (s(n)), avec s(n) = lim
k→+∞

(x(n+k) + y(n+k))p
k

,

(x(n)) · (y(n)) = (x(n)y(n))

Si x = (x(n)) ∈ C[, soit x] = x(0), et si x ∈ C, on note x[ n’importe quel élément
de C[ tel que (x[)] = x (et donc x[ n’est bien déterminé qu’à εZp près, où ε =

(1, ζp, . . . ) et ζp est une racine primitive p-ième de l’unité ; cela est source de bien

4. Il s’agit de [5, prop. 1,1,9] ; l’anneau Be est l’anneau Bϕ=1
cris .

5. Extrait d’un message au sujet de la soutenance proche de la thèse de son étudiant Jérome Plût,
thèse soutenue le 29/09/2009, devant le jury composé de P. Elbaz-Vincent, L. Fargues, J-M. Fontaine,
E, Ullmo, J-P. Wintenberger et moi-même.

6. Effectivement ! Cf. note 8.
7. La construction C 7→ C[ est une vieille construction de Fontaine [26], et s’applique à n’importe

quelle algèbre munie d’une topologie plus faible que celle définie par la valuation p-adique. Les
notations sont celles de Scholze [54] qui a globalisé cette construction en introduisant les espaces
perfectoïdes ; dans la terminologie de Scholze, cette opération s’appelle le basculement (tilting), et
C[ est le basculé de C en caractéristique p.
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des complications). Alors C[ est un corps algébriquement clos de caractéristique p,
complet pour la valuation vC[(x) = vp(x

]), de corps résiduel kC[ = kC .
Soit Ainf = W (OC[), l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans OC[ . Si

x ∈ OC[ , notons [x] son représentant de Teichmüller. Tout élément de Ainf peut
s’écrire, de manière unique, sous la forme

∑
k∈N pk[xk], où les xk sont des éléments

arbitraires de OC[ . Par fonctorialité des vecteurs de Witt,Ainf est muni d’un frobenius
ϕ donné par ϕ(

∑
k∈N pk[xk]) =

∑
k∈N pk[xpk], et d’une action de GK commutant à ϕ.

On définit θ : Ainf → OC par

θ(
∑
k∈N

pk[xk]) =
∑
k∈N

pkx]k.

Alors θ : Ainf → OC est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est engendré
par (p− [p[]) ([24, prop. 2.4]).

Soit B+
dR = lim

←−
(Ainf [

1
p ]/(p−[p[])k). C’est un anneau de valuation discrète, de corps

résiduel C, contenant le complété Acris de Ainf [
(p−[p[])k

k! , k ∈ N] pour la topologie
p-adique. L’action de GK s’étend à tous ces anneaux et, si on pose

t = log[ε] = −
∑
k≥1

(1−[ε])k

k ,

alors t ∈ Acris est une uniformisante de B+
dR, et σ(t) = χ(σ)t, où χ : GK → Z∗

p est le
caractère cyclotomique, ce qui fait de t un analogue p-adique de 2iπ.

Le frobenius ϕ s’étend par continuité à Acris, et ϕ(t) = pt. L’action de ϕ s’étend
donc au sous-anneau Bcris = Acris[

1
t ] de BdR = B+

dR[ 1
t ], et on note Be le sous-anneau

Bϕ=1
cris . L’inclusion de Be dans BdR induit alors la suite exacte fondamentale [26] :

0→ Qp → Be → BdR/B
+
dR → 0.

Comme BdR est muni de la filtration par les puissances de t (i.e. FiliBdR = tiB+
dR),

ceci munit Be d’une filtration (8) et l’algèbre graduée associée est Qp ⊕ 1
tC[ 1

t ].

1.3. Questions sur Be. — Le message de Fontaine a été suivi, le lendemain, d’un
message intitulé « Devoirs de vacances » avec les mêmes destinataires.

Fontaine → Colmez, Fargues, Wintenberger dimanche 19/07/2009
Cet anneau Be est trop rigolo. Comme il est principal et B∗e = Q∗p, les

idéaux non nuls de Be correspondent bijectivement aux Qp-droites de Be

(prendre l’idéal engendré par un élément non nul de la droite). On a une
fonction degré sur Be (le degré d’un élément non nul b est le plus petit

8. Et d’une fonction degré : si x ∈ Be, le degré deg x de x est le plus petit entier d tel que
x ∈ t−dB+

dR. On a deg xy = deg x + deg y, et x est inversible dans Be si et seulement si deg x = 0.
Maintenant, si on sait que Be est de Bézout, l’existence de cette fonction degré implique que Be est
principal : si I est un idéal, et si a est un élément de I, de degré minimal, alors a est un générateur
de l’idéal principal (a, b) pour tout b ∈ I, et donc a est un générateur de I.
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entier m ≥ 0 tel que b est dans Fil−mBdR) donc aussi sur les idéaux. Si I
est un idéal de degré m, le Qp-espace vectoriel sous-jacent a une structure
d’espace de Banach-Colmez de dimension m et de hauteur 0, mais ce n’est
pas clair qu’il est "constructible", ni que la multiplication est analytique
(il me semble que si quand même).

Les idéaux de degré 1 sont tous maximaux.
Question 1 : Soit I un idéal de degré 1 de Be. Le corps F = Be/I est-il
isomorphe à C ?

C’est assez concret : si je choisis un générateur t de Zp(1) et un géné-
rateur b0 de I, je peux écrire b0 = b/t avec b dans (9) U et j’ai une suite
exacte de Qp-espaces vectoriels 0→ Qp → U → F → 0 (où 1 s’envoie sur
b et u sur l’image c(u) de u/t).

La multiplication s’obtient ainsi : si u et v sont dans U , il existe toujours
un x dans U tel que θ(u)θ(v) = θ(b)θ(x). Alors (uv − bx)/t appartient à
U et c(u)c(v) = c((uv − bx)/t).

Si vous y voyez quelque chose, je veux voir aussi !
Question 2 : L’anneau Be ressemble beaucoup à un anneau de polynômes
à coefficients dans le corps algébriquement clos C. Est-ce que les éléments
irréductibles sont tous de degré 1 ? Par exemple, un élément de degré 2
peut-il s’écrire comme un produit de deux éléments de degré 1 ?

C’est difficile d’y croire, mais c’est encore plus difficile de ne pas y
croire !
Question 3 : Si la réponse aux questions 1 et 2 est “oui”, montrer que,
pour tout idéal non nul I deBe, le quotientBe/I est un anneau de Banach-
Colmez (i.e. la multiplication est analytique) effectif et est isomorphe à (10)

Bm1
×Bm2

×· · ·×Bmd , pour m1,m2, . . . ,md des entiers convenables (bien
sûr, en tant qu’algèbre abstraite, Bm est isomorphe à C[t]/(tm), mais pas
en tant que Banach-Colmez).

Le simple fait d’avoir écrit ce que je viens me convainc que la réponse à
ces questions doit être “oui” et que la preuve ne doit pas être si dure. Soit
cela sort tout seul de l’étude du gros corps gauche (11) de Pierre, soit cela
résulte de ce qu’il ne devrait pas y avoir d’autre corps de Banach-Colmez
que Qp et C. Cependant, il semble peu probable que l’isomorphisme de C
sur Be/I soit canonique !

Nous avons probablement discuté de ces questions avec Fontaine début août, lors
d’une conférence à Loen (Norvège), mais je n’ai pas souvenir que nous ayons fait quel

9. U = (B+
cris)

ϕ=p, où B+
cris = Acris[

1
p

].
10. Bm = B+

dR/t
m.

11. Il s’agit du corps C du no 2.2.1.
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que progrès que ce soit (12), et j’ai dû écrire à Fontaine, un peu plus tard, que j’avais
une preuve « simple », sans utiliser le théorème de Kedlaya, de la principalité de Be,
ce qui m’a valu la réponse suivante.

Fontaine → Colmez samedi 25/08/2009
Je me suis effectivement convaincu que je savais prouver que Be est

principal sans me servir de Kedlaya, mais outre l’argument de degré que
je t’ai vendu, je me sers du lemme fondamental (13) (en dimension 2 semble
suffire). Je ne vois pas bien comment tu pourrais éviter un argument de ce
genre (j’ai une application Qp-linéaire "analytique" de Cp dans Cp/V (où
V est de dimension 2 sur Qp) et je veux montrer que le noyau n’est pas
nul). Le fait que Be est principal est un résultat profond. Il me semble (il
me reste des détails à vérifier et mon cerveau déconne) que l’on en déduit
avec un argument Harder-Narasimhan que faiblement admissible implique
admissible, ce qui est la plus jolie preuve que je connais... si ça marche. Et
pourquoi pas aussi de Rham implique pst (je n’y ai pas encore réfléchi).
En plus cela devrait expliquer la différence entre faiblement admissible et
admissible dans le cas où la valuation n’est pas discrète. Il faut jouer avec
des objets que j’avais essayé de vendre à Plût et qui est une variante sans
action de Galois des « B-paires » de Berger. Du coup cela devrait très
bien à la fois expliquer les trucs de Berger et se mélanger avec ce dont on
discutait ces derniers temps. Je suis un peu tenté de raconter une partie de
cela dans mon cours à Trieste la semaine prochaine mais c’est sans doute
un peu prématuré [...]

1.4. La courbe. — Le second acte se passe à Trieste, lors d’une école d’été organisée
par l’ICTP du 31 août au 18 septembre 2009 : deux semaines de cours suivies par
une semaine de conférences. À côté de la résidence où nous étions logés se trouvait un
petit restaurant avec une terrasse très agréable, des petits calamars délicieux, du vin
local fort sympathique, et la grappa du patron. Nous avons passé de longues soirées
sur cette terrasse à discuter de mathématiques.

Je suis arrivé le dimanche 6 septembre tard dans la soirée ; Fontaine était là depuis
le début car il avait fait un cours la première semaine, et Fargues était arrivé le sa-
medi. Le lundi matin, je les croise l’un après l’autre, très excités : ils avaient découvert

12. Disons tout de suite que la réponse à la première est “non” (cf. [40], et aussi [45, th.2] qui
implique le résultat), la réponse à la seconde est “oui” et la réponse à la troisième est “non” à cause
du “non” à la question 1, mais devient “oui” si on modifie la question en tenant compte de ce problème
(cf. rem. 3.14 (i) pour la question 2, et rem. 3.14 (iii) pour la question 3).
13. Cf. rem 2.7. Ma preuve “simple” utilisait les mêmes arguments si j’en crois mes notes d’un

exposé « Vector bundles on a strange curve » sur les travaux de Fargues et Fontaine que j’ai donné
au Tata Institute en juillet 2010, mais elle comporte un trou (cf. no 2.3.3), et peut-être n’avions nous
de preuve ni l’un ni l’autre à ce moment-là.
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La Courbe dans la nuit de samedi à dimanche, après un diner au petit (14) restau-
rant : manifestement, la conversation avait porté sur la catégorie des B-paires, en
particulier sur le fait qu’elle ressemblait fort à une catégorie de fibrés sur une courbe
projective du fait de l’existence de filtrations de Harder-Narasimhan. Si on commence
à réfléchir en ces termes, il y a une courbe affine « naturelle » qui vient à l’esprit (15), à
savoir SpecBe vu qu’une B-paire fait intervenir un Be-module libre et que Be est de
dimension 1 puisque c’est un anneau principal, mais une courbe projective ? Mystère,
mais :

Fargues → Colmez, Fontaine dimanche 06/09/2009, 02:26

Suite à une conversation hier soir à Trieste avec Jean-Marc je me suis
mis à penser à la catégorie introduite par Jean-Marc et je suis tombé sur
la chose suivante (cf. fichier attachement). Je n’ose pas penser qu’une telle
monstruosité existe (ceci dit on aurait pu dire de même pour le fait que
Be soit principal).

Voici le contenu du fichier envoyé par Fargues :

La courbe étrange (et les fibrés sur celle-ci)
Soient k un corps et X une courbe projective lisse sur k géométrique-

ment connexe. On fixe un point x ∈ X. Soit U = X \ {x}, un ouvert
affine de X. Je pose A = OX,x, B = Γ(U,OU ) et K = k(X), le corps des
fonctions rationnelles sur X. On a le dictionnaire suivant :

k ←→ Qp, A←→ B+
dR, B ←→ Be, K ←→ BdR.

En effet, A est un anneau de valuation discrète comme B+
dR . De plus

B est un anneau de Dedekind comme Be (si on veut, on peut prendre

14. Il est possible que la courbe n’aurait jamais vu le jour sans ce petit restaurant : après tout,
on obtient déjà une jolie théorie en utilisant seulement les propriétés de Be ; c’était d’ailleurs l’idée
initiale de Fontaine (le programme esquissé ci-dessous était très optimiste !).

Fontaine → Colmez vendredi 28/08/2009
Concernant cette histoire de Be principal⇒ (faibl. adm.⇒ adm.), je n’ai plus aucun

doute, tout est d’une simplicité biblique et Berger n’en n’est pas passé loin puisqu’après
avoir introduit les « B-paires » avec une définition des morphismes qui l’empêche de
travailler avec, il fabrique un théorème de comparaison avec les (ϕ,Γ)-modules et déduit
de Kedlaya que (faibl. adm. ⇒ adm.), alors que c’est complètement immédiat. En fait,
il me semble qu’on doit pouvoir retrouver Kedlaya comme cela, probablement aussi,
avec une variante de ce jeu les trucs de Kisin sur les modules à la Breuil (tout comme
ceux de Berger avec les modules de Wach), refaire plus simplement les Banach-Colmez,
comprendre pourquoi (faibl. adm. ⇒ adm.) est faux quand la valuation n’est plus
discrète, etc, etc... et retrouver aussi bien sûr une nouvelle preuve de deRham ⇒ pst.

15. Personnellement, 7 ans plus tard, je suis encore stupéfait que l’on puisse penser à considérer
le spectre d’un anneau comme Be ou Ainf : ces anneaux n’ont vraiment pas l’air d’avoir un lien
raisonnable avec la géométrie.



LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE 7

X = P1 pour avoir B principal comme Be). Il y a de plus des plongements
canoniques

A ↪→ K ←↩ B.

On a la propriété
A ∩B = Γ(X,OX) = k,

analogue de
B+

dR ∩Be = Qp.

On a de plus
B× = Γ(U,OU )× = k×

car si f ∈ Γ(U,OU )×, alors div(f) = m[x] pour un entier m ∈ Z, mais
deg(div(f)) = 0 ⇒ m = 0, et donc f ∈ Γ(X,OK)× = k× . Cela est bien
sûr l’analogue de l’égalité B×e = Q×p .

Soient I(A), resp. I(B), le groupe des idéaux fractionnaires de A,
resp. B, par exemple I(B) consiste en les couples (E , s) formés d’un fibré
en droites E sur U et d’une section rationelle s de E au point générique
de U . Il y a alors deux fonctions additives degré sur I(A) et I(B) données
par les valuations.

La catégorie des fibrés vectoriels surX est équivalente à celle des triplets
(M,F , ι) où :

– M est un A-module libre de rang fini i.e. un germe de fibrés au
voisinage de x,

– F est un fibré vectoriel sur U ou encore un B-module projectif de
type fini N = Γ(U,F ),

– ι : M ⊗A K ∼= Fη = N ⊗B K,
et de plus la filtration de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels sur X
est obtenue grâce aux fonctions degrés sur I(A) et I(B).

Là on pourrait se dire que la catégorie de Harder-Narasimhan introduite
par Jean-Marc est donc l’analogue de la catégorie des fibrés sur une courbe
« X = Spec(B+

dR)
∐

Spec(BdR) Spec(Be) » mais c’est un peu différent car
Frac(Be) et Frac(B+

dR) sont différents.
Qu’à cela ne tienne : on a le résultat élémentaire suivant (dû à Beauville-

Laszlo et qui est à la base de l’uniformisation du champ des fibrés sur une
courbe par les Grassmaniennes affines) qui est un exercice de descente fpqc.
Le résultat est que l’on peut remplacer OX,x par ÔX,x. Plus précisément,
la catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente à la catégorie des
triplets (M,N, ι) où :

– M est un Â-module libre de rang fini,
– N est un B-module projectif de type fini,
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– ι : M ⊗Â Frac(Â) ∼= N ⊗B Frac(Â),

où je ferais remarquer que si x est un point k-rationnel alors ÔX,x = k[[t]]

qui ressemble beaucoup plus à B+
dR que OX,x qui n’était pas complet...

(d’ailleurs ce n’est pas pour rien que j’ai noté t l’uniformisante en x).
Voici donc la question finale : peut-on constuire un schéma régulier X

de dimension 1 sur Spec(Qp) (il ne sera bien sûr pas de type fini), muni
d’un point C-rationnel x ∈ X(C) (point donné par l’application θ, qui
ne sera pas un point Qp-rationnel), d’un isomorphisme ÔX,x ∼= B+

dR et
d’un isomorphisme Γ(X \ {x},OX) ∼= Be ? Si c’est le cas on peut définir
des filtrations de Harder-Narasimhan sur les fibrés vectoriels sur X et
on obtient une équivalence de catégories de Harder-Narasimhan avec la
catégorie construite par Jean-Marc.

En tous cas si la courbe étrange X n’existe pas, la catégorie des fibrés
vectoriels sur celle-ci existe bien ! Si la courbe étrange X existe le mot
étrange est faible pour la décrire, il faudrait un terme encore plus fort
qu’étrange, je n’ose pas imaginer une telle monstruosité...

Au moment même où Fargues écrivait son message, Fontaine réalisait que l’on pou-
vait parfaitement donner un sens à Spec(B+

dR)
∐

Spec(BdR) Spec(Be), et donc obtenir
une courbe complète de cette manière : si on pose Xe = Spec(Be) et X = Xe ∪ {∞}
avec la topologie évidente, il suffit de définir le faisceau OX par :

Γ(U,OX) =

{
Γ(U,OXe) si U ⊂ Xe,

{b ∈ Γ(U ∩Xe), deg b ≥ 0} si ∞ ∈ U .

Il s’est ensuite rendu compte que l’on pouvait même obtenir X comme une courbe
projective : pour construire une courbe projective, il faut une algèbre graduée, et
comme Be = B+

cris[
1
t ]
ϕ=1 et ϕ(t) = pt, il y a une algèbre graduée naturelle P à

considérer, à savoir,

P = ⊕n∈N(B+
cris)

ϕ=pn .

Poser

X = ProjP

définit une « variété projective » d’un genre un peu bizarre puisque son corps des
constantes est Qp et que le corps résiduel en t = 0 est C, et donc n’est pas de degré
fini sur Qp. L’ouvert affine t 6= 0 n’est autre que SpecBe, et donc X est une courbe
puisque Be est principal.

Quand je suis arrivé, on disposait donc de la courbe et d’une description de ses
fibrés. Les soirées suivantes ont été largement consacrées à la courbe et aux propriétés
de Be, en particulier aux questions posées par Fontaine dans son courriel « Devoirs
de vacances ».
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Colmez → Nizioł Mardi 08/09/2009
[...] Fontaine est surexcité au sujet de Be, et n’arrête pas de trouver

de nouveaux résultats que Fargues s’empresse de traduire en termes de
fibrés vectoriels sur P1 (on aboutit à des objets franchement étranges en
regardant SpecBe). [...]

Une piste que nous avons contemplée pour répondre à ces questions consistait à faire
agir le groupe des automorphismes de C[. Si ce groupe avait eu la bonne idée d’opérer
transitivement sur l’idéal maximal mC[ de OC[ , alors il aurait opéré transitivement
sur les éléments de (B+

cris)
ϕ=p car un tel élément est de la forme log[1 + x], avec

x ∈ mC[ , et la réponse à la question 1 aurait été “oui”. Notons que, si C[ avait le bon
goût d’être maximalement complet, alors Aut(C[) opérerait transitivement sur mC[ .
Malheureusement, C[ n’est pas maximalement complet... Cela suggère qu’il peut être
profitable de remplacer C par une clôture maximalement complète (C[ est alors aussi
maximalement complet), car alors l’action de Aut(C[) sur les points de X induit une
bijection |X| ∼= Aut(C[)/(Aut(C)× ϕZ).

2. Représentations de GK et objets dérivés

Avant de passer aux travaux de Fargues et Fontaine, je vais essayer de décrire les
objets qui sont apparus dans les courriels du chapitre précédent, et la manière dont
ils sont utilisés pour prouver les conjectures « fa ⇒ a » et « dR ⇒ pst » de Fontaine.
Disons tout de suite que les preuves de « fa ⇒ a » sont relativement directes, alors
que celles de « dR ⇒ pst » comportent trois étapes, dont deux utilisent des apports
extérieurs :
• L’étape 1 consiste à faire le chemin inverse de ce que l’on fait pour « fa ⇒ a ».
• L’étape 2 traite les objets “isoclines”, et utilise un résultat extérieur : le théorème

de Sen [52] ou celui de Tsuzuki [56] rappelés ci-dessous (th. 2.4 et 2.44, la théorie des
(ϕ,Γ)-modules permet de passer de l’un à l’autre [3, § 5.6]).
• L’étape 3 est une récurrence et demande un résultat plus ou moins facile selon le

contexte, disant qu’un objet de Rham, extension d’objets semi-stables, est semi-stable
(i.e. H1

g = H1
st).

2.1. Les conjectures

2.1.1. Les anneaux B̃+
rig et B̃+

log. — L’énoncé originel des conjectures « fa ⇒ a » et
« dR ⇒ pst » fait intervenir l’anneau Bst = Bcris[u], avec u = log[p[]. Mais tous
les objets jouant un rôle vivent dans des sous-espaces de dimension finie, stables
par ϕ. On peut donc remplacer Bcris et Bst par les anneaux B̃+

rig[ 1
t ] et B̃+

log[ 1
t ], où

B̃+
rig = ∩n∈Nϕn(Acris[

1
p ]) et B̃+

log = B̃+
rig[u] : ces anneaux sont plus proches de ceux

utilisés dans les preuves, et on a encore Be = (B̃+
rig[ 1

t ])
ϕ=1.
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On étend les actions de ϕ et GK sur B̃+
rig[ 1

t ] à B̃+
log[ 1

t ], et on munit B̃log[ 1
t ] d’un

opérateur N « de monodromie », en posant

ϕ(u) = pu, σ(u) = u+ log[σ(p[)/p[], N = − d
du .

Alors Nϕ = pϕN , et GK commute à ϕ et N .
On fabrique un morphisme GK-équivariant de B̃+

log[ 1
t ] dans BdR, prolongeant l’in-

clusion B̃+
rig[ 1

t ] ⊂ Bcris ⊂ BdR, en envoyant u sur log( [p[]
p ) (la série définissant log( [p[]

p )

converge car θ( [p[]
p ) = 1). Ce morphisme induit une injection K ⊗K0

B̃+
log[ 1

t ] ↪→ BdR ;
(cf. [26, th. 4.2.4]).

2.1.2. Faiblement admissible implique admissible. — Un (ϕ,N)-module filtré sur K
est la donnée de :
• un (ϕ,N)-module D sur K0, i.e. un K0-espace vectoriel D de dimension finie,

muni d’une action semi-linéaire bijective d’un frobenius ϕ et d’un opérateur N véri-
fiant Nϕ = pϕN ,
• une structure de K-module filtré sur DK = K⊗D, i.e. une filtration décroissante

sur DK par des sous-K-espaces vectoriels Di
K , pour i ∈ Z, avec Di

K = DK si i � 0

et Di
K = 0 si i� 0.

Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, le rang rg(D) de D est la dimension de D
sur K0. Si D est de rang 1, on définit le degré deg(D) de D par la formule

deg(D) = tN (D)− tH(D),

où tN (D) et tH(D) sont définis en choisissant une base e de D sur K0 :
• il existe λ ∈ K∗

0 tel que ϕ(e) = λe, et on pose tN (D) = vp(λ) ;
• il existe i ∈ Z, unique, tel que e ∈ Di

K −D
i+1
K , et on pose tH(D) = i.

Si D est de rang r ≥ 2, alors detD = ∧rD est de rang 1, et on définit le degré de
D par

deg(D) = deg(detD) = tN (D)− tH(D),

tN (D) = tN (det(D)), tH(D) = tH(detD) =
∑
i∈Z

idimK D
i
K/D

i+1
K .

Munie des fonctions rang et degré, la catégorie des (ϕ,N)-modules filtrés surK est une
⊗-catégorie de Harder-Narasimhan. Si on définit la pente µ(D) d’un (ϕ,N)-module fil-
tré non nul D par la formule µ(D) = deg(D)

rg(D) ∈ R, cela a pour conséquence l’existence,
sur tout D, d’une filtration canonique 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D (la filtration
de Harder-Narasimhan), strictement croissante, telle que Di/Di−1 soit semi-stable
pour tout i = 1, . . . , r (ce qui signifie que µ(D′) ≤ µ(Di/Di−1) pour tout sous-objet
strict D′ de Di/Di−1) et telle que la suite des pentes µ(Di/Di−1) soit strictement
décroissante.

Un (ϕ,N)-module filtré sur K est dit faiblement admissible s’il est semi-stable de
pente 0 (c’est une reformulation [17] de la notion originelle [23]).
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Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, on définit une représentation Vst(D) de
GK par :

Vst(D) = Ker
[
(B̃+

log[ 1
t ]⊗K0

D)N=0,ϕ=1 → (BdR ⊗K DK)/Fil0
]
,

et on dit que D est admissible si dimQp Vst(D) = rg(D).

Conjecture 2.1. — (« fa ⇒ a », [27, conj. 5.4.4]) Si D est un (ϕ,N)-module filtré
sur K, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) D est faiblement admissible.
(ii) D est admissible.

2.1.3. De Rham implique potentiellement semi-stable. — Si V est une représentation
de GK , on associe à V les invariants :

Dst(V ) = (B̃+
log[ 1

t ]⊗V )GK , Dpst(V ) = lim−→
[L:K]<∞

(B̃+
log[ 1

t ]⊗V )GL , DdR(V ) = (BdR⊗V )GK .

• Dst(V ) est un (ϕ,N)-module sur K0, de dimension ≤ dimV , et on dit que V est
semi-stable (ou log-cristalline) s’il y a égalité.
• Dpst(V ) est un (ϕ,N)-module sur Knr

0 , muni d’une action lisse de GK (l’inertie
agit à travers un quotient fini), de dimension ≤ dimV , et on dit que V est potentiel-
lement semi-stable (ou potentiellement log-cristalline) s’il y a égalité.
• DdR(V ) est un K-module filtré, de dimension ≤ dimV , et on dit que V

est de de Rham s’il y a égalité. Si V est de de Rham et si i est un entier, alors
dimK(D−idR(V )/D1−i

dR (V )) est la multiplicité de i comme poids (de Hodge-Tate) de V
et on dit que i est un poids de V si cette multiplicité est non nulle.

On a de plus des injections naturelles

K ⊗K0
Dst(V ) ⊂

(
K ⊗Knr

0
Dpst(V )

)GK ⊂ DdR(V )

dont on tire les implications
semi-stable ⇒ potentiellement semi-stable ⇒ de Rham

Conjecture 2.2. — (« dR⇒ pst », [27, no 6.2.2]) Si V est une représentation de GK ,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V est de de Rham.
(ii) V est potentiellement semi-stable.

Remarque 2.3. — Si V est semi-stable, le (ϕ,N)-module Dst(V ) est filtré sur K
grâce à l’isomorphisme K ⊗K0

Dst(V ) = DdR(V ), et le (ϕ,N)-module filtré ainsi
obtenu est admissible. De plus, V est naturellement isomorphe à Vst(Dst(V )).

Si D est un (ϕ,N)-module filtré admissible, alors Vst(D) est semi-stable et D est
naturellement isomorphe à Dst(Vst(V )).

Les conjectures « fa ⇒ a » et « dR ⇒ pst » fournissent donc une description com-
plète de la catégorie des représentations de de Rham, en termes d’objets provenant
de l’algèbre semi-linéaire.
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Un des premiers résultats relatifs à cette conjecture est la traduction suivante d’un
théorème de Sen [52] :

Théorème 2.4. — Si V est une représentation de GK , les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) V est de de Rham, à poids de Hodge-Tate tous nuls (i.e. B+
dR⊗V ∼= (B+

dR)dimV ).
(ii) L’inertie agit à travers un quotient fini.

Elles impliquent V potentiellement non ramifiée (et potentiellement semi-stable).

2.2. Le lemme fondamental

2.2.1. Le corps C . — Soient ÕC{T} le complété p-adique de la clôture intégrale de
OC{T} = {

∑
n≥0 anT

n, an ∈ OC , an → 0} dans une clôture algébrique de son corps

des fractions, et C̃{T} = ÕC{T}[ 1
p ]. On munit C̃{T} de la norme spectrale, ce qui

en fait une algèbre de Banach. L’espace Spm(C̃{T}) est un revêtement profini de la
boule unité fermée B = Spm(OC{T}[ 1

p ]), et on voit les éléments de C̃{T} comme des
fonctions multivaluées sur B.

On fixe 0̃ ∈ Spm(C̃{T}) au-dessus de 0. On appelle correspondance analytique
additive de rang fini, un élément f de C̃{T} tel que :

• f(0̃) = 0 (et donc 0 ∈ {f(0)})
• {f(x+ y)}− {f(x)}− {f(y)} est (16) inclus dans un Zp-module de rang fini ne

dépendant pas de x et y.
Le graphe Γ0

f de f , ensemble des (x, y) ∈ B×A (où A est la droite affine) avec y ∈
{f(x)}, est alors un sous-Zp-module de A2, ce qui permet de Qp-linéariser la situation
et de définir une correspondance Qp-linéaire sur A, encore notée f , dont le graphe
Γf est le sous-Qp-espace vectoriel de A2 engendré par Γ0

f . On appelle correspondance
analytique Qp-linéaire de rang fini une correspondance sur A obtenue de cette manière,
et on note C l’ensemble de ces correspondances. On voit f ∈ C comme une fonction
multivaluée sur A, et on définit le rang de f comme la dimension du Qp-espace
vectoriel :

Uf = {f(0)}.
Les correspondances de rang 0 sont les fc, avec fc = cT , pour c ∈ C.

On alors les résultats suivants ([12, chap. 6], en particulier les §§ 6.5, 6.6, 6.7, et
[12, chap. 10], en particulier le th. 10.5).

Théorème 2.5. — Si f ∈ C K {0}, alors f est surjective (17) et

Vf = {x ∈ A, 0 ∈ {f(x)}}

est un Qp-espace vectoriel de dimension le rang de f .

16. Si X,Y ⊂ C, on note X + Y l’ensemble des x+ y, avec x ∈ X et y ∈ Y .
17. Si y ∈ A, il existe x ∈ A tel que y ∈ {f(x)}.
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Si f, g ∈ C , il existe f + g ∈ C et f · g ∈ C , uniques, telles que, pour tout x ∈ A,

{(f + g)(x)} ⊂ {f(x)}+ {g(x)} et {(f · g(x))} ⊂ f({g(x)}).

Théorème 2.6. — (i) Muni des lois + et · ci-dessus, C est un corps de centre Qp.
(ii) c 7→ fc identifie C à un sous-corps commutatif maximal de C .
(iii) Si g est l’inverse de f , alors Γg est le transposé de Γf (i.e., Γg =

{(y, x), (x, y) ∈ Γf}), et f et g ont même rang.

Remarque 2.7. — On a une surjection θ : (B̃+
rig(C̃{T}))ϕ=p → C̃{T}. Si c ∈ C,

alors cT a un unique relèvement ĉT dans (B̃+
rig(C̃{T}))ϕ=p tel que ĉT (0̃) = 0 ; on

choisit aussi un relèvement ĉ de c.
Soit Tr : C ⊗Qp

C → C définie par Tr(α ⊗ β) = αβ. Si A =
∑
i αi ⊗ βi vérifie

Tr(A) = 0, alors
∑
i β̂i α̂iT ∈ (B̃+

rig(C̃{T}))ϕ=p2 , est divisible par t, et :

fA = θ
(
t−1

∑
i

β̂i α̂iT
)
∈ C .

Le « lemme fondamental » auquel il est fait allusion dans les courriels de Fontaine est
le th. 2.5 appliqué à un élément de C de la forme fA. (En fait (th. 2.8), tout élément
de C est de cette forme, à addition près de fc avec c ∈ C.)

Théorème 2.8. — Tout élément f de C s’écrit sous la forme f = fc + fA, et si on
définit δ(f) ∈ C ⊗Qp C par δ(f) = A, alors δ(f) ne dépend pas de l’écriture de f , et
on a la suite exacte

0→ C → C
δ // C ⊗Qp C

Tr // C → 0.

2.2.2. Représentations voisines. — Soit V1 une représentation de dimension finie de
GK ; soit M1 = B+

dR ⊗ V1, et soit M2 un sous B+
dR-module de BdR ⊗ V1, stable

par GK , tel que (M1 +M2)/M1 et (M1 +M2)/M2 soient des C-espaces vectoriels de
dimension 1. Si e1, . . . , ed est une base de V1 surQp, il existe donc (α1, . . . , αd) ∈ Cd et
(β1, . . . , βd) ∈ Cd tels que (M1+M2)/M1 = Ct−1(α1e1+· · ·+αded), et (M1∩M2)/tM1

est le sous espace de C ⊗ V1 des x1e1 + · · · + xded d’équation β1x1 + · · · + βdxd = 0

(en particulier β1α1 + · · ·+ βdαd = 0).
Soit X = (Be ⊗ V1) ∩ (M1 + M2), et soit ui : X → (M1 + M2)/Mi l’application

naturelle. On déduit de la suite exacte fondamentale que l’on a une suite exacte

0→ V1 → X → (M2 +M1)/M1 → 0,

et des th. 2.5 et 2.8, que :

Proposition 2.9. — (i) Si β1 ⊗ α1 + · · ·+ βd ⊗ αd 6= 0 dans C ⊗Qp C, alors u2 est
surjective et Keru2 est une représentation V2 de GK , de dimension d.

(ii) Si β1 ⊗ α1 + · · · + βd ⊗ αd = 0, alors dimQp
(Imu2) ≤ d et Keru2 est de

dimension infinie sur Qp.
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Remarque 2.10. — Supposons que l’on est dans le cas (i), ce qui est automa-
tique (18) si V1 est irréductible.

(i) On a des isomorphismes

Be ⊗ V2 = Be ⊗ V1, BdR ⊗ V2 = BdR ⊗ V1, B+
dR ⊗ Vi = Mi, si i = 1, 2.

On en déduit en particulier que « V2 de Rham » ⇔ « V1 de Rham ».
(ii) Si V1 = Vst(D,Fil1), alors Mi = Fil0i (BdR ⊗K DK) si i = 1, 2, où Fil2 est

une filtration sur DK voisine (19) de Fil1. On en déduit que, si Fil1 et Fil2 sont deux
filtrations voisines de DK , alors « (D,Fil1) admissible » ⇔ « (D,Fil2) admissible ».

2.2.3. Un critère d’égalité de sous-catégories. — Les démonstrations des conjectures
« fa ⇒ a » et « dR ⇒ pst » reposant sur le lemme fondamental [14, 30] utilisent, de
manière implicite, le critère suivant d’égalité de sous-catégories.

On se donne une catégorie T dans laquelle les notions de dimension et suite exacte
ont un sens, que l’on suppose munie d’une relation de voisinage (symétrique). On
suppose que l’on dispose de sous-catégories T ′ ⊃ T ′′ de T vérifiant :

(0) Les objets de T ′ (et donc aussi ceux de T ′′) sont de dimension finie.
(1) Si T ∈ T est de dimension 1, alors « T ∈ T ′ ⇒ T ∈ T ′′ ».
(2) Si T1 et T2 sont voisins dans T , alors :
a) si T1 et T2 sont de dimension finie, alors T1 ∈ T ′′ ⇔ T2 ∈ T ′′,
b) T1 irréductible dans T ′ ⇒ T2 ∈ T ′.

(3) Si 0→ T1 → T → T2 → 0 est exacte dans T ′, et si T1, T2 ∈ T ′′, alors T ∈ T ′′.
(4) Si T ∈ T ′, il existe une chaîne T = T0, T1, . . . , Tr d’éléments de T telle que

Ti+1 soit voisin de Ti pour tout i, et Tr ∈ T ′′.
Alors T ′′ = T ′.
(La preuve se fait par récurrence sur la dimension, et ne pose pas de problème.)

2.2.4. La conjecture « fa ⇒ a ». — On peut appliquer le critère ci-dessus en prenant
pour T la catégorie des (ϕ,N)-modules filtrés avec la relation de voisinage sur les
filtrations, et pour T ′ et T ′′ les sous-catégories des objets faiblement admissibles et
admissibles. Tous les énoncés sont relativement élémentaires [14] à part le (2a) qui

18. La C-droite engendrée par α = α1e1 + · · ·+αded est stable par GK . Soit W ⊂ V1 minimal, tel
que α ∈ C ⊗W . Si W est de dimension r, et si f1, . . . , fd est une base de V telle que f1, . . . , fr soit
une base deW sur Qp, on a α = α′1f1 + · · ·+α′rfr, où α′1, . . . , α

′
r sont linéairement indépendants sur

Qp, par minimalité de W . Si σ(fi) =
∑
j aj,ifj , avec aj,i ∈ Qp, on a σ(α) =

∑
j(
∑
i aj,iσ(α′i))fj ,

et comme la C-droite engendrée par α est stable par GK , cela implique
∑
i aj,iα

′
i = 0 si j ≥ r + 1,

et donc aj,i = 0 si j ≥ r + 1, puisque les α′i sont linéairement indépendants sur Qp. Autrement dit,
W est stable par GK , et si V1 est irréductible, cela implique que r = d et donc que α1, . . . , αd sont
linéairement indépendants sur Qp. Il en résulte que β1 ⊗ α1 + · · ·+ βd ⊗ αd 6= 0.
19. Cela signifie que

∑
j∈Z dimK(Filj1 + Filj2)/(Filj1 ∩ Filj2) = 2. L’application qui à une filtration

Fil2 sur DK associe M2 = Fil02(BdR ⊗K DK) induit une bijection de l’ensemble des filtrations de
DK voisines de Fil1 sur celui des B+

dR-résaux M2 de BdR ⊗ V1 = BdR ⊗K DK , stables par GK , tels
que (M1 +M2)/M1 et (M1 +M2)/M2 soient des C-espaces de dimension 1.
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résulte du (ii) de la rem. 2.10 et le (4) sur l’existence d’une chaîne aboutissant à une
filtration admissible. Mais la relation de voisinage permet d’augmenter de 1 un des
poids de la filtration et de diminuer de 1 un autre, ce qui permet, en un nombre fini
d’étapes, d’arriver à une filtration dont tous les poids sont de la forme k ou k + 1,
avec k ∈ Z, et on peut de plus s’arranger pour que la filtration soit définie sur K0

auquel cas les résultats de [31] impliquent que cette filtration est admissible.

2.2.5. La conjecture « dR ⇒ pst ». — On peut aussi essayer d’appliquer le critère en
prenant pour T la catégorie des Qp-espaces de Banach munis d’une action continue
de GK , avec la relation de voisinage : «X1 voisin de X2 » s’il existe une représentation
de dimension finie V de GK et des B+

dR-réseaux M1, M2 de BdR ⊗ V , avec (M1 +

M2)/Mi de dimension 1 sur C, si i = 1, 2, tels que Xi = (Be⊗V )∩Mi. On prend alors
pour T ′ et T ′′ les sous-catégories des représentations de de Rham et potentiellement
semi-stables respectivement.

(1) est alors immédiat, (2a) suit du (i) de la rem. 2.10, (2b) du (i) de la prop. 2.9,
(3) est un résultat du type H1

g = H1
st pour lequel on peut référer à [36] ou [47,

prop. 1.24] si kK est fini, et à [2, th. VI.2] dans le cas général. Le problème principal
est de construire une chaîne reliant une représentation de de Rham quelconque à
une représentation potentiellement semi-stable. Comme le seul résultat général dont
on dispose est le th. 2.4 dont une conséquence est qu’une représentation dont tous
les poids de Hodge-Tate sont égaux est potentiellement semi-stable, on cherche à se
ramener à ce cas, mais ce n’est pas possible si la somme des poids tH(V ) n’est pas
divisible par dimV puisque tH(V ) ne change pas par voisinage.

Pour résoudre ce problème [30], on utilise le fait que V est de Rham (resp. poten-
tiellement semi-stable) si et seulement si Qph ⊗ V l’est. Maintenant, si h est multiple
de d = dimV , on peut tordre Qpd ⊗ V par une puissance du caractère de Lubin-Tate
associé à (Qpd , p) pour obtenir une Qpd -représentation vérifiant tH = 0. Comme ce
caractère de Lubin-Tate est cristallin, la torsion par ses puissances n’altère pas les
propriétés “de Rham” ou “potentiellement semi-stable”. On est donc amené à rempla-
cer T par la limite inductive des Qph ⊗T (et pareil pour T ′ et T ′′), la limite étant
prises pour les flèches V 7→ Qpk ⊗Q

ph
V si h | k. (On demande alors que les réseaux

de BdR ⊗ V utilisés pour la relation de voisinage soient stables par l’action de Qph .)

2.3. Les Espaces de Banach de Dimension finie. — La théorie des Espaces
de Banach de Dimension finie a été modelée sur celle des presque C-représentations
exposée au § 2.4. Elle correspond en gros à faire de l’algèbre linéaire sur le corps C

du th. 2.6. La démonstration de « fa ⇒ a » qui en résulte (cf. no 2.3.1) est celle que
Fontaine avait en vue quand il a développée la théorie des presque C-représentations,
celle de « dR ⇒ pst » (cf. no 2.4) a été inspirée par les travaux de Berger [3] et
Kedlaya [37].
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Une algèbre sympathique Λ est une algèbre de Banach p-adique munie de la norme
spectrale, telle que x 7→ xp soit surjective sur {x, |x− 1| < 1} (une telle algèbre est,
en particulier, perfectoïde). Un Espace de Banach W est un foncteur Λ 7→W(Λ) de la
catégorie des algèbres sympathiques dans celle des espaces de Banach p-adiques. Des
exemples triviaux sont :
• les espaces V de dimension finie sur Qp (foncteur Λ 7→ V , pour tout Λ),
• les espaces affines Vd, avec d ∈ N (foncteur Λ 7→ Λd, pour tout Λ).

Un exemple moins trivial (et fondamental) est celui du Graphe Gf ⊂ V2 d’un
élément f de C : si Λ est une algèbre sympathique, alors Gf (Λ) est l’ensemble des
(λ1, λ2) ∈ Λ2 tels que (s(λ1), s(λ2)) ∈ Γf , pour tout s ∈ Spm(Λ). Les deux projections
naturelles de V2 sur V1 induisent des suites exactes [12, cor. 7.9] :

0→ Uf → Gf → V1 → 0, 0→ Vf → Gf → V1 → 0,

où Uf et Vf sont les Qp-espaces de dimension le rang de f apparaissant dans le th. 2.5.

Un Espace de Banach est de Dimension finie si « il est égal à Vd à un Qp-espace
de dimension finie près ». Plus formellement, on dit qu’une suite 0 → W1 → W →
W2 → 0 est exacte, si 0 → W1(Λ) → W(Λ) → W2(Λ) → 0 est exacte pour toute
algèbre sympathique Λ, et on dit que W est de Dimension finie s’il existe d ∈ N, des
espaces V1, V2 de dimension finie sur Qp, et des suites exactes

0→ V1 → Y→ Vd → 0, 0→ V2 → Y→W→ 0,

de sorte que W est obtenu à partir de Vd en « rajoutant V1 et quotientant par V2 ».
Une telle description s’appelle une présentation de W.

Remarque 2.11. — La définition ci-dessus est la définition originelle [12]. Un point
de vue plus naturel [29, 49, 50, 51, FF] (ou [18], dans un contexte proche) consiste
à isoler les objets effectifs (ceux de la forme 0 → V1 → W → Vd → 0, sans passage
au quotient), qui peuvent se définir comme des variétés « analytiques » – réunion de
spectres d’algèbres de Banach (non noethériennes) – munies d’une structure de groupe
analytique. On définit un objet général comme le quotient d’un effectif par un Qp-
espace de dimension finie. Le cadre naturel pour considérer de tels quotients est celui
des diamants [55, 22], et les Espaces de Banach de Dimension finie en fournissent des
exemples non triviaux [55, 44].

Théorème 2.12. — (i) Si W est un Espace de Banach de Dimension finie,

DimW = (dimW,htW), avec dimW = d et htW = dimQp
V1 − dimQp

V2,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : W1 → W2 est un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension finie,

alors Ker f , Im f et Coker f sont des Espaces de Banach de Dimension finie, et :

DimW1 = Dim Ker f + Dim Im f et DimW2 = Dim Coker f + Dim Im f.



LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE 17

(iii) Si dimW = 0, alors htW ≥ 0.
(iv) Si W est une extension successive de V1, et si W′ est un sous-Espace de

dimension finie de W, alors htW′ ≥ 0.

Remarque 2.13. — On a W = 0 si et seulement si W(C) = 0. Il en résulte, grâce
à l’existence de noyaux et conoyaux, que f : W1 → W2 est un isomorphisme si
et seulement si fC : W1(C) → W2(C) est un isomorphisme. Autrement dit, W est
déterminé par W(C), ce qui permet de penser à W comme étant l’espace de Banach
W(C) auquel on a ajouté des structures « analytiques » supplémentaires. En général,
c’est l’espace W(C) qui nous intéresse, mais sans ces structures supplémentaires, il
serait impossible de parler de sa Dimension.

Remarque 2.14. — Le corps C peut se voir comme l’anneau des endomorphismes de
la limite projective des V1/V , où V décrit les sous-Qp-espaces vectoriels de dimension
finie de C = V1(C). Que C soit un corps est une traduction de ce que cet objet est
un objet simple (on a quotienté par tout ce qui était possible !).

2.3.1. La conjecture « fa ⇒ a ». — Soit D un (ϕ,N)-module filtré sur K, de rang h.
Si r ∈ N, on pose

Xr
st(D) = (t−rB̃+

log ⊗K0
D)N=0,ϕ=1 et Xr

dR(D) = (t−rB+
dR ⊗K DK)/Fil0.

Alors Xr
st(D) et Xr

dR(D) sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
Xrst(D) et XrdR(D), et on a ([12, prop. 11.1 et 11.7]) :

DimXrst(D) =
∑

ri≤r
(r − ri, 1), où les ri sont les pentes de ϕ, avec multiplicité,

DimXrdR(D) = (r dimK DK −
∑r

i=1
dimK D

i
K , 0)

En particulier, si r(D) est le plus petit entier r vérifiant Dr+1
K = 0 et ri ≤ r pour tout

ri, et si r ≥ r(D), alors

DimXrst(D) = (rh− tN (D), h) et DimXrdR(D) = (rh− tH(D), 0).

L’application naturelle Xr
st(D) → Xr

dR(D) (induite par l’inclusion B̃+
log → B+

dR)
s’étend en un morphisme Xrst(D) → XrdR(D) d’Espaces de Banach. Par ailleurs, si
r ≥ r(D), alors Vst(D) est le noyau de Xr

st(D) → Xr
dR(D). On déduit alors du

th. 2.12, le résultat suivant.

Proposition 2.15. — Si tH(D) = tN (D), sont équivalents :
(i) Vst(D) est de dimension finie sur Qp.
(ii) Xr

st(D)→ Xr
dR(D) est surjective pour r = r(D).

(ii′) Xr
st(D)→ Xr

dR(D) est surjective pour tout r ≥ r(D).
De plus, ces énoncés impliquent :

(iii) D est faiblement admissible.
(iv) dimQp

Vst(D) = rgD.
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Comme on sait que « D faiblement admissible » implique que Vst(D) est de di-
mension finie sur Qp, avec égalité si et seulement si D est admissible (en fait, on
montre que Vst(D) = Vst(D

′), où D′ est le plus grand sous-objet admissible de D,
cf. [14, prop. 4.5] ou [12, prop. 11.11]), cette proposition permet d’en déduire que «D
faiblement admissible » implique « D est admissible ».

2.3.2. La conjecture « dR ⇒ pst ». — La théorie des Espaces de Banach de Dimen-
sion finie peut être utilisée pour démontrer le résultat ci-dessous (la preuve est trop
combinatoire – le problème est qu’il n’y a pas moyen de prédire à l’avance quel h va
marcher – pour être résumée ici).

Théorème 2.16. — ([13, prop. 0.3]) Soit M un sous-B+
dR-réseau de (B+

dR)d et soit

M̃+
rig = {x ∈ (B̃+

rig)d, ϕn(x) ∈M, ∀n ∈ Z}.

Alors M̃+
rig est un B̃+

rig-module libre de rang d, et possède une base e1, . . . , ed vérifiant :
• il existe h ∈ N et a1 ≤ · · · ≤ ad ∈ N, tels que ϕh(ei) = paiei, pour tout i,
• ϕn(e1), . . . , ϕn(ed) est une base de M sur B+

dR, pour tout n ∈ Z.

On utilise ce résultat de la manière suivante pour démontrer « dR ⇒ pst ». Soit V
une représentation de de Rham à poids de Hodge-Tate ≤ 0 (on peut s’y ramener en
tordant par une puissance convenable du caractère cyclotomique). Soit

N+
dR(V ) = B+

dR ⊗K DdR(V ).

C’est un sous-B+
dR-réseau de B+

dR ⊗ V , isomorphe à (B+
dR)d en tant que GK-module.

Soit Ñ+
rig(V ) le sous-GK-module de B̃+

rig ⊗ V défini par :

Ñ+
rig(V ) = {x ∈ B̃+

rig ⊗ V, ∀n ∈ Z, ϕ−n(x) ∈ N+
dR(V )}.

Le th. 2.16, appliqué àM = N+
dR(V ) (après avoir identifié B+

dR⊗V à (B+
dR)d), fournit

une base e1, . . . , ed de Ñ+
rig(V ) sur B̃+

rig vérifiant ϕh(ei) = paiei, si 1 ≤ i ≤ d.
Si tous les ai sont égaux à un même a, alorsW = Qphe1⊕· · ·⊕Qphed est l’ensemble

des x ∈ Ñ+
rig(V ) vérifiant ϕh(x) = pax ; c’est donc un Qph-espace de dimension d

stable parGK . Par ailleurs,B+
dR⊗Qp

W est le sous-B+
dR-module de (N+

dR(V )) engendré
par les (0, . . . , 0, ϕj(ei), 0, . . . , 0), pour 0 ≤ j ≤ h − 1, 1 ≤ i ≤ d, le ϕj(ei) étant en
j + 1-ième position. Comme les ϕj(ei), pour 1 ≤ i ≤ d, forment une base de N+

dR(V )

pour tout j, et comme N+
dR(V ) est un B+

dR[GK ]-module trivial, on en déduit que W
est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls. Il
existe donc, d’après le th. 2.4, une extension finie L1 de K telle que l’inertie de GL1

agisse trivialement.
Dans le cas général, on démontre, par récurrence sur le nombre de ai différents,

en utilisant la prop. 2.17 ci-dessous, qu’il existe une extension finie L de K et des
αi,j ∈ (B̃+

log)ϕ
h=pai−aj , tels que fi = ei+

∑i−1
j=1 αi,jej soit fixe par l’inertie de GL. Cela
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prouve que la restriction de V à GL est semi-stable, et donc que V est potentiellement
semi-stable, puisque les fi sont des éléments de B̃+

log ⊗ V .

Proposition 2.17. — ([13, prop. 0.4]) Soit σ 7→ cσ un 1-cocyle continu sur GK , à
valeurs dans (B̃+

log)ϕ
h=pa , et tel que σ 7→ Nk(ϕ−n(cσ)) soit un cobord dans B+

dR, pour
tous k ∈ N et n ∈ Z. Alors il existe c ∈ (B̃+

log)ϕ
h=pa , tel que cσ = (σ − 1) · c, pour

tout σ ∈ GK .

2.3.3. Be est principal. — Pour déduire le fait que Be est principal de la théorie
des Espaces de Banach, on a besoin, en plus du lemme fondamental (rem. 2.7), du
résultat suivant (qui intervient aussi dans la preuve du th. 2.16).

Proposition 2.18. — Si W est un sous-Espace de Banach de (B+
dR)d, de Dimension

finie, et si B+
dR ·W(C) désigne le sous-B+

dR-module de (B+
dR)d engendré par W(C),

alors ht(W) ≥ rgB+
dR

(B+
dR ·W(C)). En particulier, B+

dR ne contient pas de V1.

Si m ∈ N, soient Um = (B̃+
rig)ϕ=pm et Bm = B+

dR/t
m, Alors Um et Bm sont les C-

points d’Espace de Banach Um et Bm, de Dimensions (m, 1) et (m, 0), et l’application
naturelle Um → Bm est surjective, de noyau Qpt

m.
L’anneau Be est presque euclidien : si a ∈ Be et si b ∈ Be est non nul, il existe

q, r ∈ Be avec deg r ≤ deg b et a = bq + r. Si deg a ≤ deg b, on prend q = 0 et r = a.
Si deg a − deg b = k ≥ 1, on choisit un relèvement q0 dans Uk de l’image de tk(a/b)

dans B+
dR/t

kB+
dR, et on pose q = q0

tk
et r = a− bq. Si d = deg b, alors tk+dr ∈ Uk+d et

a une image nulle dans B+
dR/t

kB+
dR, et donc t

k+dr ∈ tkUd et deg r ≤ d.
Soit I un idéal non nul de Be, et soit a ∈ I de degré minimal d. On veut prouver

que a est un générateur de I, et donc que tout b ∈ I est un multiple de a. Quitte
à retirer à b un multiple de a comme ci-dessus, on peut supposer que deg b = deg a.
Soient a0 = tda et b0 = tdb de telle sorte que a0, b0 ∈ Ud. Il y a, a priori, deux cas :
• Si θ(a0) et θ(b0) sont colinéaires sur Qp, il existe u, v ∈ Qp, non tous deux nuls,

tels que θ(ua0 +vb0) = 0, ce qui implique que ua0 +vb0 = tb′, avec b′ ∈ Ud−1, et donc
que I contient t1−db′ qui est de degré < d et donc nul par minimalité de a. Il s’ensuit
que b est un multiple de a.
• Si θ(a0) et θ(b0) ne sont pas colinéaires sur Qp, alors θ(t−1(â0b̂0T − b̂0â0T )) ∈ C

est non nul, et il résulte du lemme fondamental (cf. rem. 2.7) que (u, v) 7→ a0u−b0v est
une surjection de U1×U1 sur B+

dR/t
2B+

dR dont le noyau V est un Qp-espace vectoriel
de dimension 2. Par ailleurs, il existe (u0, v0) ∈ V tel que a0u0 − b0v0 6= 0, sinon
l’application (u, v) 7→ a0u− b0v se factoriserait à travers (U1×U1)/V ∼= B+

dR/t
2B+

dR ;
et on aurait une injection d’Espaces de Banach de tB+

dR/t
2B+

dR
∼= V1 dans Ud+1 ⊂ B+

dR,
ce qui n’est pas possible (prop 2.18). On a donc construit un élément u0

t a−
v0
t b de I,

de degré < d, contrairement à l’hypothèse, et donc ce cas n’est pas possible.



20 PIERRE COLMEZ

Remarque 2.19. — Notons Pd = t−dUd l’ensemble des éléments de degré≤ d deBe.
Soient a, b ∈ Be, premiers entre eux, de degrés n et m respectivement, et ga,b l’ap-
plication (x, y) 7→ ax + by. Alors ga,b : Pm ⊕ Pn → Pn+m est surjective de noyau
Qp · (−b, a) (comme pour les polynômes), mais ga,b : Pm−1 ⊕ Pn−1 → Pn+m−1 n’est
pas surjective (contrairement au cas des polynômes). (Si ga,b(x, y) = 0, alors b di-
vise x, et donc x = bu et y = −au, avec u de degré 0 dans le premier cas et −1 dans
le second ; il s’ensuit que le noyau est Qp · (−b, a) dans le premier cas, et 0 dans le
second. Pour étudier la surjectivité, on passe aux Espaces de Banach associés et on
regarde les Dimensions : Pd est de Dimension (d, 1).)

2.4. Les presque C-représentations. — Soient K une extension finie de Qp et
C = Cp. La théorie des presque C-représentations [29] de GK a été développée par
Fontaine dans son cours à l’IHP, pendant le semestre p-adique, en 1997, avec pour but
une preuve de « fa⇒ a » selon les lignes esquissées au no 2.3.1 (cf. rem. 2.27). Elle était
conditionnelle au th. 2.25 ci-dessous, dont la preuve utilise la prop. 2.9, conséquence
du lemme fondamental (th. 2.5). Elle présente de grandes similarités avec celle des
Espaces de Banach de dimension finie, ce qui s’explique, a posteriori, par le fait que la
catégorie des presque C-représentations se plonge dans celle des Espaces de Banach
de Dimension finie.

Un joli (20) résultat à la base de la théorie est le suivant [28, prop. 6.2] ou [34] :

Théorème 2.20. — Si λ : C → C est Qp-linéaire continue, et commute à l’action
de Galois, alors il existe c ∈ K tel que λ(x) = cx, pour tout x ∈ C.

Combiné avec la classification des C-représentations en termes de l’opérateur de
Sen [53], ce résultat permet de prouver [28, th. 6.1] que beaucoup d’information est
encodée dans l’action de GK :

Théorème 2.21. — Si W1,W2 sont deux C-représentations de GK , toute applica-
tion Qp-linéaire continue, GK-équivariante, de W1 dans W2, est C-linéaire.

Une presque-C représentation W est un Qp-banach muni d’une action continue de
GK tel qu’il existe une C-représentation W ′ de GK (i.e. un C-espace de dimension
finie, muni d’une action semi-linéaire de GK) et V ′ ⊂ W ′, V ⊂ W des Qp-espaces
vectoriels de dimension finie stables par GK , tels que W/V ∼= W ′/V ′, en tant que
représentations de GK . On a donc des suites exactes :

0→ V ′ →W ′ →W ′/V ′ → 0, 0→ V →W →W ′/V ′ → 0,

de telle sorte que W est obtenu à partir de W ′ « en quotientant par V ′ et en rajou-
tant V ». Une telle description s’appelle une présentation de W .

20. Ce résultat est frappant car il devient archi-faux si on remplace C par Qp.
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Théorème 2.22. — ([29, th. 5.1])
(i) Si W est une presque-C-représentation,

DimW = (dimW, htW ), avec dimW = dimCW
′ et ht(W ) = dimQp

V − dimQp
V ′,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : W1 → W2 est un morphisme de presque-C-représentations, alors Ker f ,

Im f et Coker f sont des presque-C-représentations, et :

DimW1 = Dim Ker f + Dim Im f et DimW2 = Dim Coker f + Dim Im f.

Exemple 2.23. — (i) U = (B̃+
rig)ϕ=p est une presque-C-représentation de Dimen-

sion (1, 1) puisque U/Qpt = C.
(ii) B2 = B+

dR/t
2 est une presque-C-représentation de Dimension (2, 0) : si

V = Qpt ⊕ Qpa, avec a = log[1 + p[], alors V est une sous-Qp-représentation de
dimension 2 de U , et l’application U ⊗ V → B2 envoyant u ⊗ v sur uv (mod t2)
réalise B2 comme le quotient de la presque-C-représentation U ⊗ V , de Dimension
(2, 2), par la Qp-représentation de dimension 2 engendrée par t⊗ t et t⊗ a− a⊗ t.

Remarque 2.24. — (i) Que ht(W ) ne dépende pas des choix peut se démontrer en
utilisant les calculs de cohomologie galoisienne de Tate : les groupes Hi(GK ,W ) sont
de dimension finie sur Qp, nuls si i ≥ 2, et

dimQp H
0(GK ,W )− dimQp H

1(GK ,W ) + dimQp H
2(GK ,W ) = −[K : Qp]ht(W ).

Bizarrement, il est beaucoup plus difficile de prouver que dimW ne dépend pas du
choix de la présentation.

(ii) De manière surprenante, on peut imposer à W ′ d’être la représentation triviale
Cd dans la définition de presque C-représentation (cf. [29], corollaire du th. 5.13,
p. 355), ce qui donne une définition complètement analogue à celle des Espaces de
Banach de Dimension finie.

Théorème 2.25. — ([29, th. 4.1]) Soit V une Qp-représentation de GK de dimen-
sion h, et soit E une extension de C par V . Soit f : E → C, continue, GK équivariant,
telle que f(E) 6= f(V ). Alors f est surjective et Ker f est une Qp-représentation de
GK de dimension h.

Démonstration. — Si V est une Qp-représentation de GK , et si α ∈ (C⊗V (−1))GK ,
on peut considérer l’image inverse Eα de C · α dans U(−1)⊗ V qui vit dans la suite
exacte 0→ tV (−1)→ U ⊗ V (−1)→ C ⊗ V (−1)→ 0. Alors Eα est une extension de
C par tV (−1) = V , et le point crucial est de prouver que toute extension de C par V
est de ce type ; cela se fait par des calculs de dimensions de groupes de cohomologie
galoisienne (ce qui impose de travailler avec une extension finie de Qp) du genre de
ceux de la prop. 2.28 ci-dessous.

Maintenant, soit β : V → C, un morphisme GK-équivariant, i.e. β ∈ (C ⊗ V ∗)GK .
Fixons une base e1, . . . , eh de V et notons e∗1 , . . . , e∗h la base de V

∗ duale ; on peut écrire
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β sous la forme β1e
∗
1 + · · ·+ βhe

∗
h et α sous la forme α1e1(−1) + · · ·+αheh(−1), avec

αi, βi ∈ C. Alors u =
∑
i(βie

∗
i ⊗ αiei) ∈ (C ⊗ End(V )(−1))GK , et donc la trace de u

appartient à C(−1)GK = 0 ; on en déduit que
∑
i βiαi = 0. Ceci permet, en choisissant

des relèvements β̂i des βi dans U , et en voyant Eα comme un sous-espace de U⊗V (−1)

[ c’est l’espace des x1e1 + · · · + xheh tels que (θ(x1), . . . , θ(xh)) ∈ C · (α1, . . . , αh) ],
de définir fβ : Eα → C, par fβ(

∑
i=1 xiei) = θ

(
1
t

∑
i β̂ixi

)
. Alors la restriction de

fβ à V n’est autre que β, et on a construit une section de 0 → HomGK (C,C) →
HomGK (Eα, C)→ HomGK (V,C). Tout morphisme GK-équivariant de Eα dans C est
donc de la forme étudiée dans la prop. 2.9. Le résultat s’en déduit.

Remarque 2.26. — (i) Comme U est l’espace des C-points d’un Espace de Banach
de Dimension finie, l’extension Eα construite dans la preuve du th. 2.25 est aussi l’es-
pace des C-points d’un Espace de Banach de Dimension finie. Le fait que toute exten-
sion de C par une représentation finie est de la forme Eα implique que toute presque
C-représentation peut « s’analytifier » : la catégorie des presque C-représentations
peut se plonger dans celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

(ii) Soit DK l’anneau des endomorphismes de la limite projective des C/V , où V
décrit les sous-Qp-espaces de dimension finie et stables par GK . Alors DK est un corps
et on a une suite exacte (21)

0→ K → DK → (C ⊗ C)GK → K → 0,

qui est la suite obtenue en prenant les GK-invariants (22) de la suite du th. 2.8.

Remarque 2.27. — La catégorie des presque-C-représentations contient celle des
B+

dR-représentations (i.e. des B
+
dR-modules de longueur finie, munis d’une action semi-

lináire continue de GK), cf. [29, th. 5.13]. Elle contient donc aussi celle des presque
B+

dR-représentations. En particulier, siD est un (ϕ,N)-module filtré surK, les espaces
Xr

st(D) et XdR(D) introduits au no 2.3.1 sont des presque-C-représentations dont la
Dimension est la même que celle de l’Espace de Banach correspondant. On peut donc

21. Fontaine utilise (C ⊗ Cf )GK au lieu de (C ⊗ C)GK , où Cf est la réunion de toutes les sous-
représentations de dimension finie de GK contenues dans C, mais les deux espaces sont égaux. En
effet, soit z =

∑n
i=1 λi ⊗ xi ∈ (C ⊗ C)GK . Quitte à changer d’écriture, on peut supposer que les λi

forment une base de OC ∩ (Qpλ1 + · · ·+ Qpλd), ce qui permet de complèter λ1, . . . , λn en une base
de Banach (λj)j≥1 de C sur Qp. Alors tout élément de C (resp. de C⊗̂C) peut s’écrire, de manière
unique, sous la forme

∑
i≥1 aiλi (resp.

∑
i≥1 λi ⊗ xi), avec ai ∈ Qp, (resp. xi ∈ C) et ai, xi → 0

quand i→ +∞. En particulier, on peut écrire σ(λi) sous la forme
∑
j≥1 a

σ
j,iλj et σ(z) sous la forme∑

j≥1 λj ⊗
(∑n

i=1 a
σ
i,jσ(xi)

)
. L’invariance de z par GK entraîne alors que xj =

∑n
i=1 a

σ
i,jσ(xi), et

donc σ−1(xj) =
∑n
i=1 a

σ
i,jxi. On en déduit que le Qp-espace engendré par les xi est stable par GK ,

ce qui permet de conclure.
22. On peut munir C d’une action de GK par la formule fσ = f σ̃ − f σ̃(0), où σ̃ est n’importe

quel relèvement de σ dans Autcont(C̃{T}/K{X}) : on a {f σ̃(x)} = σ(f({σ−1(x)})), ce qui permet
de montrer que, si f est une correspondance analytique additive, alors fσ aussi et que fσ ne dépend
pas du choix de σ̃.
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prouver « fa⇒ a », via la théorie des presque-C-représentations, de la même manière
que via celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

Terminons ce paragraphe par un résultat général [29, th. 6.1, prop. 6.9] sur les ex-
tensions de presque C-représentations ; des cas particuliers de cet énoncé sont présents
dans la preuve du th. 2.25.

Proposition 2.28. — Soient X,Y des presque C-représentations de GK .
(i) Les Exti(X,Y ) sont des Qp-espaces de dimension finie, nuls si i > 2, et

2∑
i=0

(−1)i dimQp
Exti(X,Y ) = −[K : Qp] ht(X) ht(Y ).

(ii) Exti(X,Y ) et Ext2−i(Y,X(1)) sont en dualité.

Remarque 2.29. — SiX est une variété algébrique propre et lisse surK, les groupes
de cohomologie syntomique Hi

Syn(X, r) de X sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie [15, 48]. Si X est définie sur K, alors ce sont en plus des presque-
C-représentations.

2.5. Les (ϕ,Γ)-modules sur l’anneau de Robba. — L’équivalence de catégories
de Fontaine [25] et le théorème de surconvergence [9] permettent de traduire les
problèmes concernant les représentations de GK en termes de (ϕ,Γ)-modules. Les
démonstrations de « fa⇒ a » et « dR⇒ pst » obtenues par cette voie résultent d’une
interaction entre les travaux de Berger [3, 4, 5] et de Kedlaya [37, 38, 39]. Juste après
sa thèse, Berger [3] a réalisé que l’on pouvait utiliser les bonnes propriétés de l’anneau
de Robba pour modifier un (ϕ,Γ)-module en un nombre infini de points et réduire
« dR ⇒ pst » à la conjecture de Crew [16] sur les équations différentielles p-adiques.
Cela semble avoir donné l’impulsion nécessaire pour la preuve de cette conjecture
puisque, peu après, trois preuves (par André [1], Mebkhout [46] et Kedlaya [37]) ont
vu le jour (cf. [11] pour un résumé de ces travaux). Un des apports de Kedlaya est
l’existence d’une filtration canonique sur un ϕ-module sur l’anneau de Robba.

Quelques années plus tard, Berger [4] a réalisé que sa technique de modification de
(ϕ,Γ)-modules, mélangée avec les propriétés de la filtration de Kedlaya, permettait
d’obtenir une preuve très élégante de « fa ⇒ a ». Cette technique a été reprise par
Kisin [41] dans le cadre des « modules de Breuil-Kisin » pour fabriquer encore une
preuve de « fa ⇒ a ». Kedlaya [38, 39] a ensuite rendu plus naturels un certain
nombre des ingrédients précédents en interprétant, inspiré par un travail de Hartl et
Pink [35], sa filtration comme une filtration de Harder-Narasimhan sur la catégorie
des ϕ-modules sur l’anneau de Robba.
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2.5.1. L’anneau de Robba. — Si I est un intervalle de ]0,+∞], on note E I
K0

l’anneau
des fonctions holomorphes sur la couronne C(I) = {vp(T ) ∈ I} (cette couronne est un
disque fermé si +∞ ∈ I et un disque épointé si +∞ /∈ I mais sup I = +∞), définies
sur K0.

Si r ∈]0,+∞], et si f =
∑
k akT

k ∈ K0[T, T−1], soit vr(f) = infk vp(ak)+kr. Alors
vr est une valuation d’algèbre sur K0[T, T−1], multiplicative (vr(fg) = vr(f)+vr(g)).
Si J est un intervalle compact de ]0,+∞], on note vJ la valuation vJ = infr∈J vr (c’est
une valuation d’algèbre, i.e. vr(fg) ≥ vr(f) + vr(g), non multiplicative sauf si J est
réduit à un point) ; on a aussi vJ(f) = infz∈C(J) vp(f(z)). Alors E I

K0
est le complété de

K0[T, T−1] pour la famille de valuations vJ , où J parcourt l’ensemble des intervalles
compacts de I. Il s’ensuit que E I

K0
est une algèbre de Fréchet, et même une algèbre

de Banach si I est compact.
La structure algébrique de ces algèbres a été identifiée par Lazard [43]. On appelle

diviseur sur C(I) une somme formelle D =
∑
x∈C(I) nx(x), avec nx ∈ N. On dit que

D est localement fini si, pour tout intervalle compact J ⊂ I, la somme
∑
x∈C(J) nx

est finie, et que D est GK0-invariant si nσ(x) = nx, pour tous x ∈ C(I) et σ ∈ GK0 .

Théorème 2.30. — Soit I un intervalle de ]0,+∞].
(i) E I

K0
est un anneau de Bézout (et même principal si I est compact), et un idéal

de E I
K0

est fermé si et seulement si il est principal.
(ii) L’application qui, à un idéal fermé, associe le diviseur d’un de ses générateurs

est une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de E I
K0

sur l’ensemble des diviseurs
localement finis sur C(I), qui sont GK0

-invariants.

Remarque 2.31. — (i) Un des ingrédients principaux des preuves de ces résultats
est la théorie des polygones de Newton qui permet de localiser les zéros des fonctions
holomorphes d’une variable.

(ii) On peut remplacerK0 par un corps valué complet arbitraire L dans la définition
des anneaux ci-dessus, et le résultat reste inchangé si I est compact ; par contre, si I
n’est pas compact, le résultat n’est vrai que si L est sphériquement complet.

On définit l’anneau de Robba RK0
comme la limite inductive

RK0
= lim−→
r>0

E
]0,r]
K0

des E
]0,r]
K0

, pour r > 0. On peut le voir comme l’anneau des fonctions holomorphes
sur la « couronne surconvergente » C(]0, 0])† = lim←−r>0

C(]0, r]). C’est un anneau de
Bézout, mais ses seuls idéaux fermés sont {0} et RK0

.

2.5.2. Extensions de l’anneau de Robba. — Un élément x de W (OC[)[
1
p ,

1
[p[]

] s’écrit,
de manière unique, sous la forme x =

∑
k�−∞ pk[xk], avec xk ∈ (p[)−N(x)OC[ . Si
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r > 0, on pose alors

wr
( ∑
k�−∞

pk[xk]
)

= inf
k

(k + rvC[(xk)),

ce qui définit une valuation d’algèbre, multiplicative ([38, lemme 2.1.7 et def. 2.1.8]).
Si 0 < r1 ≤ r2, on pose alors w[r1,r2](x) = infs∈[r1,r2] ws(x), et w[r1,r2] est aussi

une valuation d’algèbre sur W (C[)[ 1
p ] (non multiplicative). Si I est un intervalle de

]0,+∞[, on note B̃I le complété deW (C[)[ 1
p ] pour la famille de valuations w[r,s], pour

[r, s] ⊂ I. Alors B̃I est une algèbre de Fréchet (de Banach si I est compact).
Enfin, on note B̃rig la limite inductive B̃rig = lim−→r>0

B̃]0,r] des B̃]0,r], pour r > 0.

Alors l’anneau B̃+
rig du § 2.1 est l’adhérence de W (OC[)[

1
p ] dans B̃rig.

Remarque 2.32. — (i) Comme ws/p(ϕ(x)) = ws(x), le frobenius ϕ s’étend par
continuité en des isomorphismes ϕ : B̃I ∼→ B̃p−1I et ϕ : B̃rig

∼→ B̃rig.
(ii) L’action de GK sur W (OC[)[

1
p ,

1
[p[]

] est isométrique pour wr, et s’étend donc
par continuité à tous les anneaux ci-dessus ; l’action ainsi obtenue commute à ϕ.

(iii) On aurait envie de penser (23), par continuité, que tout élément z de B̃rig peut
s’écrire, de manière unique, sous la forme z =

∑
k∈Z p

k[xk], avec xk ∈ C[ vérifiant
des conditions de croissance convenables, mais c’est FAUX ! La vie aurait été plus
facile si, par exemple, tout élément de (B̃+

rig)ϕ=p2 avait eu une écriture unique sous
la forme

∑
k∈Z p

2k[xp
−k

] + p2k+1[yp
−k

], mais ce n’est pas le cas : l’Espace de Banach
(B̃+

rig)ϕ=p2 est vraiment un diamant, et pas un espace analytique.

Proposition 2.33. — ([3, prop. 3.2]) Si x ∈ B̃rig, et si les ϕn(x), pour x ∈ N,
engendrent un K0-espace de dimension finie, alors x ∈ B̃+

rig.

Soit π = [ε] − 1. On note Brig,K0
(resp BI

K0
) l’adhérence de K0[π, π−1] dans B̃rig

(resp. B̃I). Alors f 7→ f(π) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de RK0

sur Brig,K0 (resp. E I
K0

sur BI′

K0
, avec I ′ = p

p−1I, si I ⊂]0, 1]).
Si F = K0,K, on note Fn le corps F (ζpn), et F∞ = ∪n∈NFn l’extension cycloto-

mique de F . On note χ : GF → Z∗
p le caractère cyclotomique, HF ⊂ GF le noyau de

χ et ΓF = GF /HF , et donc HF = Gal(F/F∞) et ΓF = Gal(F∞/F ).
On note B̃rig,K et B̃I

K les anneaux (B̃rig)HK et (B̃I)HK . Il existe r(K) > 0 tel
que, si I ⊂]0, r(K)], alors B̃I

K contient une unique extension étale BI
K de BI

K0
telle

que l’application naturelle B̃I
K0
⊗BIK0

BI
K → B̃I

K soit un isomorphisme. On pose

Brig,K = lim−→r≤r(K)
B

]0,r]
K ; alors B̃rig,K0

⊗Brig,K0
Brig,K

∼→ B̃rig,K .

Théorème 2.34. — (i) Si 0 < r ≤ s (resp. 0 < r < s ≤ r(K)), les anneaux B̃
[r,s]
K et

B̃[r,s] (resp. B[r,s]
K ) sont principaux.

23. Je suis tombé dans ce piège, et ne suis pas le seul...
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(ii) B̃]0,r] et B̃]0,r]
K et, si r ≤ r(K), B]0,r]

K , sont de Bézout, et un idéal est fermé si
et seulement si il est principal.

(iii) Brig,K , B̃rig,K et B̃rig sont de Bézout.

Les cas de B
[r,s]
K , B]0,r]

K et Brig,K découlent du th. 2.30 car ces anneaux sont du
même type que l’anneau correspondant pour K = K0. Le reste de l’énoncé est dû (24)

à Kedlaya [37, th. 3.20] ou [38, prop. 2.6.8, th. 2.9.6].
Terminons ce numéro par un résultat fort utile sur les modules de rang fini ([32]

pour B]0,r]
K et [38, § 2.8] pour B̃]0,r]

K et B̃]0,r]).

Théorème 2.35. — Soit R = B
]0,r]
K , B̃

]0,r]
K , B̃]0,r], et soit M un R-module libre de

rang d. Un sous-R-module de M est libre si et seulement si il est fermé, et alors son
rang est ≤ d.

2.5.3. Le théorème de Dieudonné-Manin et ses variantes. — Rappelons l’énoncé du
classique théorème de Dieudonné-Manin (Q̆p = W (Fp)[

1
p ]) :

Proposition 2.36. — Un ϕ-module M sur Q̆p admet une décomposition canonique

M ∼= ⊕λ∈QQ̆p(λ)mλ ,

où, si λ = d
h ∈ Q, on note Q̆p(λ) le ϕ-module sur Q̆p de base e1, . . . , eh, avec ϕ(ei) =

ei+1 si i ≤ h− 1, et ϕ(eh) = pde1.

Un ϕ-moduleM sur B̃rig est un B̃rig-module libre de rang fini muni d’un frobenius
semi-linéaire et bijectif ϕ. Si λ ∈ Q, on note B̃rig(λ) le ϕ-module B̃rig ⊗Q̆p

Q̆p(λ).

Théorème 2.37. — ([37, th. 4.16], [38, th. 4.5.7]) Si M est un ϕ-module sur B̃rig,
alors M admet une décomposition

M ∼= ⊕λ∈QB̃rig(λ)mλ .

Les λ pour lesquels mλ 6= 0 sont les pentes de frobenius de M ; si λ = d
h , la

multiplicité de λ comme pente est hmλ. On dit que M est isocline s’il n’a qu’une
pente et étale s’il est isocline de pente 0.

Remarque 2.38. — (i) La décomposition ci-dessus n’est pas canonique, contrai-
rement au cas classique ; ce qui est canonique est la filtration croissante par les
Mµ = ⊕λ≥µB̃rig(λ)mλ .

(ii) Soit B̃† ⊂ B̃rig le sous-anneau des éléments bornés de B̃rig : c’est l’intersection
de B̃rig et de W (C[)[ 1

p ], ce qui permet de munir B̃† de la valuation vp existant sur
W (C[)[ 1

p ], et on a vp(ϕ(x)) = vp(x), pour tout x ∈ B̃†. Par ailleurs, (B̃rig)∗ = (B†)∗.
Il en résulte que, si M est un ϕ-module de rang 1 sur B̃rig, et si e est une base de

24. (K∞ est perfectoïde, et les anneaux B̃
]0,r]
K , B̃]0,r], B̃rig,K et B̃rig correspondent aux anneaux

Γ
K[∞
an,r, ΓC

[

an,r, Γ
K[∞
an,con et ΓC

[

an,con de Kedlaya).
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M , alors ϕ(e) = λe, avec λ ∈ B̃†, et vp(λ) ne dépend pas du choix de e ; on note
degM cette quantité. Si M est de rang d, alors ∧dM est de rang 1, et on définit le
degré degM de M par degM = deg(∧dM). Munie des fonctions rang et degré, la
catégorie des ϕ-modules sur B̃rig a une structure de catégorie de Harder-Narasimhan,
et la filtration du (i) n’est autre que la filtration de Harder-Narasimhan [38, 39].

La canonicité de la filtration de Harder-Narasimhan a la conséquence suivante
([37, th, 6.10], [38, th. 6.4.1] ou [39, th.1.7.1]) pour un ϕ-module ∆ sur Brig,K (les
pentes de ∆ sont celles de B̃rig ⊗Brig,K

∆, et B†K = Brig,K ∩ B̃†).

Théorème 2.39. — Si ∆ est un ϕ-module sur Brig,K , alors ∆ admet une unique
filtration 0 = ∆0 ⊂ ∆1 ⊂ · · · ⊂ ∆r = ∆ par des sous-ϕ-modules saturés, telle que :

• Si 1 ≤ i ≤ r, alors ∆i/∆i−1 est isocline.
• Si λi est la pente de ∆i/∆i−1, alors λ1 < λ2 < · · · < λr.

De plus, ∆i/∆i−1 admet un unique sous-B†K-module Di, stable par ϕ, tel que
Brig,K ⊗B†K

Di
∼= ∆i/∆i−1.

Remarque 2.40. — Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module, alors tous les objets du th. 2.39 sont
stables par Γ (par unicité).

2.5.4. Représentations de GK et (ϕ,Γ)-modules. — Comme ϕ(π) = (1 + π)p − 1 et
σ(π) = (1 + π)χ(σ) − 1, les anneaux Brig,K0 et Brig,K sont stables par ϕ et GK (qui
agit à travers ΓK).

Théorème 2.41. — (i) Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module étale sur Brig,K (resp. B̃rig,K),
alors V (∆) = (B̃rig ⊗Brig,K

∆)ϕ=1 (resp. V (∆) = (B̃rig ⊗B̃rig,K
∆)ϕ=1) est une repré-

sentation de GK , de dimension le rang de ∆.
(ii) Si V est une représentation de GK , alors ∆̃(V ) = (B̃rig ⊗ V )HK est un (ϕ,Γ)-

module sur B̃rig,K , de rang dimV , et ∆̃(V ) contient un unique sous-Brig,K-module
∆(V ), stable par ϕ et Γ, tel que B̃rig,K ⊗Brig,K

∆(V )→ ∆̃(V ) soit un isomorphisme.
(iii) Les foncteurs V 7→ ∆(V ) et ∆ 7→ V (∆) (resp. V 7→ ∆̃(V ) et ∆ 7→ V (∆)) sont

inverses l’un de l’autre, et induisent des équivalences de catégories :

{représentations de GK} ∼= {(ϕ,Γ)-modules étales sur Brig,K}
∼= {(ϕ,Γ)-modules étales sur B̃rig,K}

Ce théorème se démontre en combinant l’équivalence de catégories de Fontaine [25],
le théorème de surconvergence de [9] (ou [8]) et le th. 2.39 ci-dessus.

2.5.5. Localisation. — Soit

ω =
π

ϕ−1(π)
= 1 + [ε1/p] + · · ·+ [ε1/p]p−1.

Alors ω est un générateur de ker θ dans Ainf , et comme ϕ est bijectif sur Ainf , on a
Ainf/(ϕ

n(ω)) ∼= OC , pour tout n ∈ N, et le complété du localisé de Ainf [
1
p ] en ϕn(ω)
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est isomorphe à B+
dR, pour tout n. On en déduit que, si p−n ≤ r, le complété du

localisé de B̃]0,r] en ϕn(ω) est isomorphe à B+
dR (si p−n > r, alors ϕn(ω) est inversible

dans B̃]0,r]). On note ιn : B̃]0,r] → B+
dR la localisation en ϕn(ω). Alors ιn commute

à GK et ιn+1(ϕ(x)) = ιn(x).
On a ιn(π) = ζpne

t/pn−1. On en déduit que ιn(B
]0,r]
K ) ⊂ Kn[[t]], si p−n ≤ r ≤ r(K).

Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module sur Brig,K , alors ∆ est la limite inductive de sous B]0,r]
K -

modules ∆]0,r], pour 0 < r ≤ r(∆), vérifiant les propriétés suivantes [4, th. I.3.3] :
• Brig,K ⊗B

]0,r]
K

∆]0,r] → ∆ est un isomorphisme ;

• ∆]0,r] est stable par Γ et B]0,r/p]
K ⊗

ϕ(B
]0,r]
K )

ϕ(∆]0,r])
∼→ ∆]0,r/p].

Si n ∈ N, on pose rn = vp(ζpn − 1) = 1
(p−1)pn−1 et, si rn ≤ r(∆), on note ∆+

dif,n le
complété Kn[[t]]⊗

B
]0,rn]
K

∆]0,rn] du localisé de ∆]0,rn] en ϕn(ω), et ιn : ∆]0,rn] → ∆+
dif,n

la localisation.

2.5.6. (ϕ,N)-modules filtrés et (ϕ,Γ)-modules. — On note Blog,K l’anneau de poly-
nômes Brig,K [log π], que l’on munit d’actions de ϕ et ΓK en posant

ϕ(log π) = p log π + log ϕ(π)
πp et γ(log π) = log π + log γ(π)

π ,

et d’une dérivation Brig,K-linéaire N , définie par N(log π) = −p
p−1 . On a ιn(log π) =

log(ζpne
t/pn − 1), et donc ιn(Blog,K) ⊂ Kn[[t]].

Soit B̃log = B̃rig ⊗Brig,K
Blog,K = B̃rig[log π] ; alors B̃log contient

log[p[] = p
p−1

(
log π + log

(
[(p[)(p−1)/p]/π

))
,

et donc aussi l’anneau B̃+
log = B̃+

rig[log[p[]] du no 2.1.1 (actions de ϕ, N et GK com-
prises).

Si D est un (ϕ,N)-module, de rang h sur K0, on définit un (ϕ,Γ)-module ∆(D)

sur Brig,K , par

∆0(D) = (Blog,K ⊗K0
D)N=0.

Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, et si r ≤ r(K), on définit les B]0,r]
K -modules

∆
]0,r]
0 (D) = (B

]0,r]
K [log π]⊗K0

D)N=0

∆]0,r](D) = {z ∈ ∆
]0,r]
0 (D)[ 1

t ], ιn(z) ∈ Fil0(Kn((t))⊗K DK), si rn ≤ inf(r, r(∆))}

Théorème 2.42. — (i) Le Brig,K-module

∆(D) = Brig,K ⊗B
]0,r]
K

∆]0,r](D)

ne dépend pas du choix de r, et est un (ϕ,Γ)-module de rang h sur Brig,K .
(ii) Le foncteur D 7→ ∆(D) est un ⊗-foncteur exact, qui respecte les filtrations de

Harder-Narasimhan.
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Remarque 2.43. — (i) Le (i) correspond au th. II.1.2 de [4] et le (ii) correspond aux
th. II.2.6 et IV.2.1 de [4].

(ii) Il résulte du (ii) de ce théorème que D est faiblement admissible si et seulement
si ∆(D) est étale. La conjecture « fa ⇒ a » s’en déduit en remarquant que Vst(D) =

(B̃rig ⊗∆(D))ϕ=1, et en utilisant le th. 2.41.

Démonstration. — Commençons par remarquer que, comme N est nilpotent,
on a ∆

]0,r]
0 (D) ∼= B

]0,r]
K ⊗K0

D, en tant que B
]0,r]
K -module (et même en tant

que ϕ-module sur B
]0,r]
K ), l’isomorphisme réciproque étant donné par la formule

a ⊗ x 7→
∑
i≥0(p−1

p log π)ia ⊗ Nix
i! . En particulier, ∆

]0,r]
0 (D) est un B

]0,r]
K -module de

rang h.
Quitte à tordre D, on peut supposer que Di

K = 0 si i > 0, auquel cas
Fil0(Kn((t)) ⊗K DK) ⊂ Kn[[t]] ⊗K DK . Le « théorème des restes chinois » pour les
modules de type fini sur B]0,r]

K fournit la suite exacte :

0→ ∆]0,r](D)→ ∆
]0,r]
0 (D)→

∏
n≥n(r)

(Kn[[t]]⊗K DK)/Fil0 → 0.

(La suite est exacte à gauche par définition de ∆]0,r](D) et à droite par le théorème des
restes chinois.) En particulier, ∆]0,r](D) est un sous-B]0,r]

K -module fermé de ∆
]0,r]
0 (D)

qui contient tN∆
]0,r]
0 (D) si D−NK = DK . Il en résulte, grâce au th. 2.35, que ∆]0,r](D)

est un B
]0,r]
K -module de rang h.

Maintenant, ∆0(D) = Brig,K ⊗B
]0,r]
K

∆
]0,r]
0 (D) = (Blog,K ⊗K0

D)N=0 est un (ϕ,Γ)-
module sur Brig,K qui ne dépend pas de r ; on en déduit l’indépendance de ∆(D)

et ce qui précède montre que ∆(D) est un sous-Brig,K-module de rang h de ∆0(D).
De plus, ∆(D) est stable par ΓK puisque ιn commute à ΓK , et on déduit de ce que
ιn+1(ϕ(x)) = ιn(x) et de la suite exacte ci-dessus que B]0,r/p]

K ⊗
ϕ(B

]0,r]
K )

ϕ(∆]0,r](D))→
∆]0,r/p](D) est un isomorphisme. Il s’ensuit que ∆(D) est un sous-(ϕ,Γ)-module de
rang h de ∆0(D), ce qui prouve le (i).

Pour prouver que D 7→ ∆(D) est un ⊗-foncteur exact, on utilise intensivement la
suite exacte ci-dessus et le fait que D 7→ Fil0(Kn((t))⊗KDK) est un ⊗-foncteur exact.

Enfin, pour montrer que D 7→ ∆(D) respecte les filtrations de Harder-Narasimhan,
il suffit de vérifier que :
• Tout sous-(ϕ,Γ)-module ∆′, facteur direct de ∆(D), est de la forme ∆(D′), avec

D′ sous-(ϕ,N)-module de D : de fait, on a D′ = (Blog,K [ 1
t ]⊗Brig,K

∆′)ΓK .
• deg(∆(D)) = deg(D), ce qui est immédiat si D est de rang 1, et le cas général

s’en déduit car deg(D) = deg(detD) et deg(∆) = deg(det ∆).

2.5.7. La conjecture « dR ⇒ pst ». — Si V est une représentation de GK , et si ∆(V )

est le (ϕ,Γ)-module sur Brig,K associé, l’opérateur γ−1
χ(γ)−1 a une limite ∇, quand

γ → 1, et ∇ est une connexion sur ∆(V ), l’action de ∇ sur Brig,K étant donnée par
∇ = t∂, où ∂ = (1 + π) d

dπ (cf. [3, § 5.1]).
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Supposons maintenant que V est de de Rham, de dimension d, et que les poids de
Hodge-Tate de V sont ≤ 0 (on peut se ramener à ce cas en tordant par une puissance
convenable du caractère cyclotomique), de telle sorte que DdR(V ) ⊂ B+

dR ⊗ V , et
Kn[[t]]⊗KDdR(V ) est un sous-Kn[[t]]-réseau de ∆+

dif,n ⊂ (B+
dR⊗V )HK , si rn ≤ r(∆)

(cf. no 2.5.5 pour la définition de ∆+
dif,n). Ceci permet de définir un modifié N ]0,r] de

∆]0,r] en les ϕn(ω) en posant :

N ]0,r] = {z ∈ ∆]0,r], ιn(z) ∈ Kn[[t]]⊗K DdR(V ), si rn ≤ inf(r, r(∆))}.

Alors N ]0,r] est un sous-B]0,r]
K -module de ∆]0,r], stable par Γ et ∇ ; de plus il est de

rang d car fermé et contenant tN∆]0,r], si DdR(V ) = Fil−NDdR(V ).
Le théorème des restes chinois fournit une suite exacte

0→ N ]0,r] → ∆]0,r] →
∏

n≥n(r)

∆+
dif,n/(Kn[[t]]⊗K DdR(V ))→ 0,

dont on déduit que ∇(N ]0,r]) ⊂ tN ]0,r] car ∇ = 0 sur DdR(V ) et ∇ = t ddt sur
Kn[[t]], et, comme ci-dessus, que N ]0,r/p] = B

]0,r/p]
K ⊗

ϕ(B
]0,r]
K )

ϕ(N ]0,r]). Il s’ensuit que

N(V ) = Brig,K ⊗B
]0,r]
K

N ]0,r] est un ϕ-module sur Brig,K , et comme ∂ ◦ ϕ = pϕ ◦ ∂
la filtration de Kedlaya 0 = ∆0 ⊂ ∆1 ⊂ · · · ⊂ ∆r = ∆ est stable par ∂, ainsi que
les B†K-modules Di du th. 2.39. Il resulte alors du théorème de Tsuzuki [56] rappelé
ci-dessous (th. 2.44), qu’il existe une extension finie L de K telle que la connexion ∂
devienne triviale sur B†L ⊗B†K

Di, et donc aussi sur Brig,L ⊗Brig,K
(∆i/∆i−1). On en

déduit que ∂ est triviale sur Blog,L ⊗Brig,K
∆, car ∂ : Blog,L → Blog,L est surjective.

L’action de ΓL sur (Blog,L ⊗Brig,K
∆)∂=0 est alors localement constante puisque son

action infinitésimale est nulle ; il existe donc n tel que ΓLn agisse trivialement, ce qui
implique que (B̃log ⊗ V )GLn est de dimension d sur (B̃log)GLn , puis, en utilisant la
prop. 2.33, que (B̃+

log ⊗ V )GLn est de dimension d sur (B̃+
log)GLn et donc que V est

semi-stable comme représentation de GLn . Ceci termine la preuve de « dR ⇒ pst ».

Théorème 2.44. — Si D est un (ϕ, ∂)-module étale sur B†K , il existe une extension
finie L de K telle que ∂ soit triviale sur B†L ⊗D.

Remarque 2.45. — La représentation V ne joue pas vraiment de rôle dans ce qui
précède, et le résultat s’étend [4, th. III.2.4] aux (ϕ,Γ)-modules ∆ non nécessairement
étales : la condition « V de Rham » étant remplacée par « (BdR⊗Kn[[t]] ∆+

dif,n)GK de
dimension rg ∆ sur K ».

2.5.8. Les B-paires. — Berger [5] définit une B-paire comme la donnée de :
• un Be-module libreMe, de rang fini, avec action semi-linéaire continue de GK ,
• un sous B+

dR-réseau M
+
dR de BdR ⊗Be Me, stable par GK .

Nous appellerons (GK , B)-paire un tel objet pour insister sur l’existence d’une
action de GK , et une B-paire sera juste la donnée de :

• un Be-module libre de rang fini Me,
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• un sous B+
dR-réseau M

+
dR de BdR ⊗Be Me.

Exemple 2.46. — On peut associer à une Qp-représentation V de GK , un (ϕ,N)-
module filtré D sur K ou un (ϕ,Γ)-module ∆ sur Brig,K , des (GK , B)-paires M(V ),
M(D) ou M(∆), en posant (25) :

M(V ) = (Me(V ),M+
dR(V )) = (Bϕ=1

cris ⊗ V,B
+
dR ⊗ V )

M(D) = (Me(D),M+
dR(D)) = ((B̃+

log[ 1
t ]⊗D)N=0,ϕ=1,Fil0(BdR ⊗K DK))

M(∆) = (Me(∆),M+
dR(∆)) =

(
(B̃rig[ 1

t ]⊗Brig,K
D)ϕ=1,B+

dR ⊗Kn[[t]] ιn(∆]0,rn])
)

On a V = Me(V ) ∩M+
dR(V ), ce qui prouve que V 7→ M(V ) est une équivalence de

catégories de la catégorie des représentations de GK sur une sous-catégorie de celle
des (GK , B)-paires.

Théorème 2.47. — ([5, th. 2.2.7]) Le foncteur ∆ 7→ M(∆) est une équivalence de
catégories de la catégorie des (ϕ,Γ)-modules sur Brig,K sur celle des (GK , B)-paires.

3. Les courbes XE, YE et les espaces analytiques associés

Il se trouve que comprendre les idéaux de Be demande de commencer par com-
prendre ceux de Ainf . Comme Ainf/([p

[] − p) = OC , et comme ([p[] − p)n → 0 dans
Ainf quand n→ +∞, relever une base de Banach de OC sur Zp dans Ainf fournit un
scindage s : OC → Ainf de la projection Ainf → OC , et permet d’écrire tout élément
de Ainf , de manière unique, sous la forme

∑
n∈N s(an)([p[]− p)n. Ceci fait que Ainf

ressemble beaucoup à OC [[T ]].
Cette ressemblance est utile pour beaucoup de questions (par exemple pour démon-

trer la convergence de séries dans B+
dR), mais n’est pas assez fidèle pour comprendre

l’arithmétique dans Ainf en particulier pour déterminer ses idéaux premiers. La clé
pour résoudre ce genre de questions est de prendre vraiment au sérieux l’analogie avec
le cas d’égale caractéristique, et de considérer p comme une variable (par exemple,
si on fait du 3-adique, il faut considérer 3 comme une variable !), ce qui demande
d’écrire, comme dans [38], un vecteur de Witt sous la forme

∑
i∈N[xi]p

i au lieu de la
forme standard

∑
i∈I p

i[xi].

3.1. L’anneau AE. — Soit E une extension finie de Qp contenue dans C. On note
OE l’anneau de ses entiers, kE son corps résiduel, et on choisit une uniformisante
π. Soit q = pf le cardinal de kE (et donc kE = Fq). Soit Ĕ = E ⊗W (kE) W (kC),
l’extension maximale non ramifiée de E dans C. Soit

AE = OE ⊗W (kE) Ainf .

25. Dans la définition de M(∆), il faut prendre n� 0 pour que rn ≤ r(∆).
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C’est un anneau local d’idéal maximal Ker(AE → OC[ → kC[), séparé et complet
pour la topologie (π, [π[])-adique. On note ϕE l’automorphisme 1⊗ ϕf de AE . Tout
élément de AE peut s’écrire, de manière unique, sous la forme x =

∑
k∈N[xk]πk, où

les xk sont des éléments arbitraires de C[, et on a ϕE(
∑
k∈N[xk]πk) =

∑
k∈N[xqk]πk.

3.1.1. Idéaux premiers de AE.— L’écriture ci-dessus fait ressembler AE à l’anneau
OC [[T ]], où l’on a pris comme variable T l’uniformisante π. Par analogie, on définit le
polygone de Newton NPx de x =

∑
k∈N[xk]πk comme la plus grande fonction convexe

f : R+ → R+ ∪ {+∞} telle que f(k) ≤ infi≤k vC[(xi), pour tout k ∈ N. Alors NPx
est une fonction convexe décroissante, linéaire par morceaux, et on dit que λ < 0

est une pente de NPx s’il existe un intervalle sur lequel la dérivée de NPx est λ ; la
multiplicité de λ est alors la longueur de cet intervalle (c’est un entier). Le polygone de
Newton de x peut fort bien comporter une infinité de pentes ; c’est le cas par exemple
de x =

∑
[aq
−k

]πk, si a ∈ mC[ .
Le résultat suivant [FF, th. 2.4.6 et no 1.5.2] est crucial pour l’étude des zéros des

éléments de AE .

Théorème 3.1. — (i) Si NPx est constant, alors x est inversible dans AE [ 1
[π[]

].
(ii) Si λ est une pente de NPx, de multiplicité d, il existe a1, . . . , ad ∈ OC[ vérifiant

vC[(ai) = −λvp(π) tels que x = (π − [a1]) · · · (π − [ad])y avec y ∈ AE. De plus, NPy
est obtenu en enlevant (26) de NPx le segment de pente λ.

Remarque 3.2. — Dans l’énoncé analogue sur OC [[T ]], les ai sont uniquement dé-
terminés ; ce n’est pas le cas ici. Par exemple, l’idéal Ker θ est engendré par π − [π[]

pour n’importe quel choix de π[. Il est un peu difficile d’expliciter la relation d’équi-
valence a ∼ b exprimant l’égalité des idéaux (π − [a]) et (π − [b]) ; cela revient à
décrire (27) ε à partir de π[.

Corollaire 3.3. — Les idéaux premiers fermés (28) de AE sont :
• (0), de corps résiduel Fr(AE),
• l’idéal maximal, de corps résiduel kC[ = kC ,
• (π), de corps résiduel C[,
• (π− [a]), pour a ∈ mC[ K {0} à équivalence près, de corps résiduel Ca algébrique-

ment clos de caractéristique 0, complet pour vp, et tel que C[a ∼= C[,
• W (mC[), noté ([π[]), de corps résiduel Ĕ.

26. NPy(t) = NPx(t) si t� 0, et les pentes de NPy sont celles de NPx (avec les mêmes multipli-
cités) privées de λ.
27. On peut obtenir une description en utilisant le corps des normes de l’extension E(µp∞ , π1/p∞ ) :

si $ en est une uniformisante, il existe des séries P,Q ∈ Fq [[Xp−∞ ]] telles que π[ = P ($) et
ε = Q($). Il n’est pas sûr qu’expliciter P et Q soit très utile (ou même faisable...).
28. Si on n’impose pas aux idéaux d’être fermés, le lemme de Zorn permet de fabriquer des idéaux

maximaux exotiques à partir d’éléments dont le polygone de Newton comporte une infinité de pentes.
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(Tout résulte facilement du th. 3.1, à part le fait que Ca est algébriquement
clos [FF, prop. 2.2.19] ou [54, prop. 3.8].)

3.1.2. L’ensemble |YE |. — Les idéaux π et [π[] sont clairement de vilains petits ca-
nards, et on définit (29) |YE | comme l’ensemble des idéaux fermés, non triviaux, de
AE [ 1

π ,
1

[π[]
]. On note∞ ∈ |YE | l’idéal Ker θE , où θE = id⊗θ : OE⊗W (kE) Ainf → OC .

Si y ∈ |YE | (et donc y est de la forme (π − [a])), et si Ky = AE [ 1
p ]/(π − [a]) = Ca

est son corps résiduel, alors Ky contient E, et l’isomorphisme OKy/π
∼= OC[/a se

prolonge, de manière unique, en un isomorphisme ιy de K[
y sur C[ ; autrement dit,

(Ky, ιy) est un E-débasculé (30) (untilt) de C[. Réciproquement, si (K, ι : K[ ∼= C[)

est un E-débasculé de C[, on peut lui associer l’idéal (π− [ι(π[)]) de AE . On en déduit
le résultat suivant [FF, cor. 2.2.22 et 2.2.23].

Proposition 3.4. — |YE | est l’ensemble des E-débasculés de C[.

On peut donner une description agréable de |YE | en utilisant la théorie de Lubin-
Tate. Soit donc ⊕ une loi de groupe formel de Lubin-Tate associée (31) à (E, π). On
dispose alors, pour tout α ∈ OE , de σα ∈ αT + T 2OE [[T ]] telle que σα(X ⊕ Y ) =

σα(X)⊕σα(Y ), et on a σπ ≡ Xq modulo π. Ceci munit mC[ d’une action de OE , que
l’on prolonge en une action de E par σα/πn(x) = σα(xq

−n
).

Théorème 3.5. — ([FF, prop. 2.3.9]) Soit x ∈ mC[ .
(i) [x]π = limn→+∞ σπn([xq

−n
]) est l’unique relèvement de x dans AE tel que

ϕE([x]π) = σπ([x]).
(ii) Si α ∈ E, alors σα([x]π) = [σα(x)]π.
(iii) x 7→ ξx = [x]π/[x

1/q]π induit une bijection de (mC[ K {0})/O∗
E sur |YE |.

Remarque 3.6. — mD[ est, par construction, l’ensemble des points classiques de
la boule perfectoïde D̃C sur C ou D̃C[ sur C[ et donc mC[ K {0} est l’ensemble des
points classiques de la boule perfectoïde épointée, et le (iii) du th. 3.5 nous fournit
des bijections :

|YE | ∼= |D̃×C |/O
∗
E
∼= |D̃×C[ |/O

∗
E .

3.1.3. L’anneau BE . — Si r ∈]0,+∞[, notons vr la valuation

vr(
∑
k�0

[xk]πk) = inf
k

(
vC[(xk) + krvp(π)

)
.

29. La notation est justifiée par le fait [19] que |YE | est l’ensemble des points de type I d’une
courbe analytique (adique) Y ad

E (cf. § 3.3).
30. Un E-débasculé de C[ est un couple (K, ι), où K est un corps perfectoïde contenant E, complet

pour vp, et ι un isomorphisme de K[ sur C[.
31. Une telle loi n’est unique qu’à isomorphisme près ; en changer modifie les constructions qui

suivent de manière parfaitement transparente.
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Cette valuation est multiplicative [FF, prop. 1.4.9] : vr(xy) = vr(x) + vr(y). Si x ∈
AE [ 1

π ,
1

[π[]
], la fonction r 7→ vr(x) est croissante, concave, linéaire par morceaux, à

pentes entières ; elle admet donc des limites à gauche ∂gvr(x) et à droite ∂dvr(x)

vérifiant ∂gvr(x), ∂dvr(x) ∈ N et ∂gvr(x) ≥ ∂dvr(x). La fonction r 7→ vr(x) est la
transformée de Legendre de NPx, et on récupère NPx en prenant la transformée de
Legendre inverse (cf. [FF, § 1.5]) : la multiplicité de −λ comme pente de NPx est
∂gvλ(x) − ∂dvλ(x). Notons que vr(x) admet une limite v0(x) quand x → 0, mais la
dérivée à droite en 0 peut être +∞.

Si I est un intervalle de ]0,+∞[, on note BE(I) le complété de AE [ 1
π ,

1
[π[]

] pour la
famille de valuations vr, pour r ∈ I. Alors BE(I) est une algèbre de Fréchet (et même
de Banach, si I est compact, avec vI(x) = infr∈I vr(x)). On note simplement BE et
B+
E les anneaux :

BE = BE(]0,+∞[), B+
E adhérence de AE [ 1

π ] dans BE .

Alors ϕE se prolonge par continuité en des isomorphismes ϕE : BE(I)
∼→ BE(qI),

ϕE : BE
∼→ BE , ϕE : B+

E
∼→ B+

E . Si r > 0, on a BE = ∩n∈Nϕ−n(BE([r,+∞[)) et,
pour faire bonne mesure, on définit l’anneau de Robba RE(C[) relatif à cette situation
par RE(C[) = ∪n∈Nϕn(BE([r,+∞[)).

Remarque 3.7. — (i) Si E = Qp, les anneaux ci-dessus sont reliés à ceux du
no 2.5.2 : soit ι :]0,+∞[→]0,+∞[ donnée par x 7→ 1

x . Alors

BQp
(I) = B̃ι(I), B+

Qp
= B̃+

rig et RE(C[) = B̃rig.

(ii) Dans [FF], les normes sont préférées aux valuations, et notre BE(I) correspond
au Bq(I) de [FF], où q :]0,+∞[→]0, 1[ est la fonction x 7→ q−x.

3.1.4. Localisation des zéros. — Si x ∈ BE(I), on définit son polygone de Newton
NPIx par passage à la limite : si xn est une suite d’éléments de AE [ 1

π ,
1

[π[]
] ayant pour

limite x dans BE(I), la suite de fonction r 7→ vr(xn) tend vers r 7→ vr(x) sur I (la
suite des restrictions à un sous-intervalle compact J de I est même constante à partir
d’un certain rang [FF, lemme 1.6.10]). Concrètement, si a, b sont les bornes inférieure
et supérieure de I, alors NPIx est définie sur ]∂gvb(x), ∂dva(x)[, intervalle qui peut
être ∅, est convexe décroissante, à pentes dans −I et, si λ ∈ −I, la multiplicité de λ
comme pente est ∂gvλ(x)− ∂dvλ(x).

On a alors le résultat suivant ([FF, prop. 1.6.25]) et [FF, prop. 2.4.10]).

Théorème 3.8. — (i) x est inversible dans BE(I) si et seulement si NPIx est vide.
(ii) Si λ est une pente de NPIx, de multiplicité d, il existe a1, . . . , ad ∈ OC[ vérifiant

vC[(ai) = −λvp(π) tels que x = (π − [a1]) · · · (π − [ad])y avec y ∈ BE(I). De plus,
NPIy est obtenu en enlevant de NPIx le segment de pente λ.

Si y = (π − [a]) ∈ |YE |, notons Ky le corps résiduel de y ; c’est un corps algébri-
quement clos, complet pour vp. Posons δ(y) = vp(π)/vp([π

[]) ∈]0,+∞[ (on considère
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les images dans Ky pour évaluer vp ; on a aussi δ(y) = vC[(a)/vC[(π
[)). Si I est un

intervalle de ]0,+∞[, on note |YE(I)| l’image inverse de I par δ.
Un diviseur sur |YE(I)| est une somme formelleD =

∑
y∈|YE(I)| ny(y), avec ny ∈ N.

On dit que D est localement fini si, pour tout intervalle compact J ⊂ I, la somme∑
y∈|YE(J)| ny(y) est finie. Le th. 3.8 permet d’associer à x ∈ BE(I), son diviseur

Div(x), qui est un diviseur localement fini sur |YE(I)|. Si N est un idéal principal, de
BE(I), on note Div(N) le diviseur de n’importe lequel de ses générateurs.

Le résultat suivant (combinaison des th. 2.5.1, 2.6.1 et 2.7.4 de [FF]), que l’on
comparera au th. 2.30, précise les résultats de Kedlaya du th. 2.34.

Théorème 3.9. — (i) Si I est un intervalle compact, alors BE(I) est un anneau
principal et l’application N 7→ Div(N) induit une bijection de l’ensemble des idéaux
de BE(I) sur l’ensemble des diviseurs à support fini sur |YE(I)|.

(ii) Si I est de la forme [r,+∞[, avec r > 0, alors BE(I) est un anneau de Bézout,
un idéal est fermé si et seulement si il est principal, et l’application N 7→ Div(N)

induit une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de BE(I) sur l’ensemble des
diviseurs localement finis sur |YE(I)|.

Remarque 3.10. — (i) Si I = [r,+∞[, avec r > 0, et si D =
∑
i ni(π − [ai]) est

un diviseur localement fini sur |YE(I)|, alors
∏
i(1 −

[ai]
π ) converge dans BE(I) et le

diviseur du produit est D.
(ii) Si I =]0,+∞[, le produit n’a aucune raison de converger (il peut y avoir une

sous-suite de ai, avec vC[(ai) → 0), et il semble raisonnable de penser, par analogie
avec le cas d’égale caractéristique, que BE n’est pas de Bézout (au moins si C[ n’est
pas maximalement complet). En tout cas, B+

E n’est pas de Bézout [5, rem. 1.1.3].

3.2. La courbe algébrique XE. — [FF, th. 6.5.2]

3.2.1. Factorisation des éléments de BϕE=πd

E . — Soit ` le logarithme de la loi de
Lubin-Tate introduite ci-dessus. Si x ∈ mC[ , soit

tx = `([x]π) = lim
n→+∞

π−nσπ2n([xq
−n

]) = [x]π
∏
n≥1

ϕn(ξx)
π .

Théorème 3.11. — (i) Si α ∈ E∗, alors tσα(x) = αtx.
(ii) x 7→ tx induit une bijection de mC[ K {0} sur B

ϕE=π
E K {0}.

(iii) A multiplication par E∗ près, tx est l’unique élément de BϕE=π
E divisible par ξx.

(iv) Si d ≥ 1, tout y ∈ BϕE=πd

E est le produit de t1, . . . , td ∈ BϕE=π
E , uniques à

permutation et multiplication près par des éléments de E∗.
(v) Tout élément y de Fr(BE)ϕE=1 peut s’écrire sous la forme y = t1···td

td+1···t2d , avec
t1, . . . , t2d ∈ BϕE=π

E , et donc Fr(BE)ϕE=1 = Fr(BϕE=1
E ).



36 PIERRE COLMEZ

Remarque 3.12. — (i) Le diviseur de tx est
∑
k∈Z(ϕkE(ξx)). Réciproquement, si

D ∈ |YE | est invariant par ϕE , il existe x1, . . . , xd tels que D =
∑d
i=1

∑
k∈Z(ϕkE(ξxi)),

ce qui permet de déduire les (iv) et (v) du th. 3.11 du (ii) du th. 3.9.
(ii) En combinant des arguments de diviseurs, le (i) du th. 3.8 et le (i) de la re-

marque, on montre que BϕE=πd

E = (B+
E )ϕE=πd , pour tout d ∈ N.

(iii) On peut aussi utiliser des produits de Weierstrass pour construire des éléments
de BϕE=π

E de diviseur donné. Si a ∈ mC[ , le produit
∏
n≥0

(
1− ϕnE([a])

π

)
converge dans

B+
E , vers un élément `+a vérifiant ϕE(`+a ) = π

π−[a]`
+
a . Soit `−a une solution dans AE

de ϕE(x) = (π − [a])x. Alors Div(`−a ) est à support dans |YE(]0, r])|, avec r > 0, et
satisfait ϕE(Div(`−a )) = Div(`−a ) + (π − [a]), et donc Div(`−a ) =

∑
k≤−1 ϕ

k
E(π − [a]).

Il s’ensuit que, si `a = `+a `
−
a , alors ϕE(`a) = π`a et Div(`a) =

∑
k∈Z ϕ

k(π − [a]).
Si E = Qp et si a = p[, on obtient de la sorte un élément ayant même diviseur

que t = log[ε]. On en déduit que, si x ∈ AE K {0} vérifie ϕ(x) = (p − [p[])x, il existe
c ∈ Q∗

p tel que t = cx
∏
n≥0

(
1− [(p[)p

n
]

p

)
.

3.2.2. La courbe XE . — Remarquons que PE = ⊕d∈NBϕE=πd

E est une algèbre gra-
duée. On définit la courbe algébrique XE par :

XE = Proj(PE) = Proj
(
⊕d∈N BϕE=πd

E

)
.

Notons |XE | l’ensemble des points fermés de XE . On déduit du th. 3.12 que |XE | est
en bijection avec

(
(B+

E )ϕE=π K{0}
)
/E∗ : si x ∈ |XE |, l’idéal homogène correspondant

est engendré par tx ∈ (B+
E )ϕE=π, bien déterminé à multiplication près par E∗.

Théorème 3.13. — (i) H0(XE ,O) = E, mais XE n’est pas de type fini sur E.
(ii) Si x ∈ |XE |, et si tx ∈ (B+

E )ϕE=π est un générateur de l’idéal homogène
correspondant, alors :

a) O(XE K {x}) = (B+
E [ 1

tx
])ϕE=1 est un anneau principal (et donc XE est une

courbe car recouvert par des spectres d’anneaux de Dedekind).
b) Le corps résiduel Kx est un corps algébriquement clos de caractéristique 0,

complet pour vp, tx est un paramètre local en x, et ÔXE ,x = B+
dR(Kx).

c) Tout élément non nul de O(XE K {x}) se factorise sous la forme t1
tx
· · · tdtx ,

où ti ∈ (B+
E )ϕE=π et ti /∈ E∗tx ; de plus t1, . . . , td sont uniques à permutation et

multiplication par E∗ près.

Remarque 3.14. — (i) Si E = Qp et tx = t, on a (B+
E [ 1

tx
])ϕE=1 = Be. La principa-

lité de Be est donc un cas particulier du (ii) a) et le (ii) c) répond (positivement) à
la question 2 des « devoirs de vacances » de Fontaine.

(ii) On a une suite exacte

0→ H0(XE ,O)→ O(XE K {x})→ OXE ,x[ 1
tx

]/OXE ,x → 0

induite par l’application qui à une fonction associe sa partie principale en x. Si E = Qp

et tx = t, on retrouve la suite exacte fondamentale.
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(iii) Si x0, x1, . . . , xd sont des points fermés de XE , distincts deux à deux, et si
tx0
, . . . , txd ∈ (B+

E )ϕE=π sont des générateurs des idéaux homogènes correspondants,
le théorème des restes chinois, couplé avec le (ii) b), implique que la réponse à la
question 3 des « devoirs de vacances » est “oui”.

(iv) Si y ∈ |YE |, il existe tx ∈ (B+
E )ϕE=π, bien déterminé à multiplication près

par E∗, dont le diviseur est
∑
k∈Z(ϕkE(y)), et tx détermine un élément x de |XE |. On

en déduit des bijections naturelles

|XE | ∼= |YE |/ϕZ ∼= |D̃×C |/E
∗ ∼= |D̃×C[ |/E

∗,

l’action de E∗ sur |D̃×C | = |D̃×
C[
| = mC[ K {0} étant donnée par la loi de Lubin-Tate

comme dans le th. 3.5. On note ∞ ∈ |XE | l’image de ∞ ∈ |YE |.

Théorème 3.15. — ([FF, th. 8.6.1])
(i) Si E′ est une extension finie de E, alors XE′ = E′ ⊗E XE. En particulier XE′

est un revêtement étale de degré [E′ : E] de XE.
(ii) Tout revêtement étale fini de XE est de cette forme, i.e. XE est géométrique-

ment simplement connexe.

Si kE′ = Fqa , alors ϕE′ = ϕaE et Fr(BE′) = E′ ⊗Qqa ·E Fr(BE), avec Qqa · E =

Qqa ⊗Qq E, et donc

Fr(BE′)
ϕE′=1 = E′ ⊗

Qqa ·E
Fr(BE)ϕE′=1 = E′ ⊗

Qqa ·E
(Qqa ⊗

Qq

Fr(BE)ϕE=1) = E′⊗
E

Fr(BE)ϕE=1

On en déduit le (i). Le (ii) est un résultat profond, dont la preuve utilise la classification
des fibrés sur XE (th. 4.5).

3.3. La courbe analytique Y ad
E et son quotient Xad

E . — La bijection |XE | =

|YE |/ϕZ
E provient d’un morphisme de variétés analytiques : on a le résultat suivant.

Théorème 3.16. — ([19, th. 2.1]) Si I = [r1, r2], avec r1, r2 ∈ Q, alors Y ad
E (I) =

Spa(B(I), B(I)+) est un espace adique, i.e. le préfaisceau O est un faisceau.

On définit Y ad
E comme la limite inductive des Y ad

E ([r1, r2]), pour r1, r2 ∈ Q et, plus
généralement, si I est un intervalle de ]0,+∞[, on note YE(I)ad la limite inductive
des YE([r1, r2])ad, pour r1, r2 ∈ Q, avec [r1, r2] ⊂ I. Alors

O(Y ad
E ) = B O(Y ad

E (I)) = B(I).

Il résulte du th. 3.9 que |YE(I)| est l’ensemble des points classiques de Y ad
E (I).

Remarque 3.17. — On peut même analytifier Spec(AE) ([55, prop. 13.1.1]). Soit
δ : SpaAE K {mAE} → [0,+∞] définie par δ(x) = x(π)

x([π[])
, où x est la valuation réelle

déterminée par x. L’espace Y ad
E est alors l’image inverse de ]0,+∞[ par δ.
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On a δ(ϕ(x)) = qδ(x), et donc ϕ opère proprement sur Y ad
E , ce qui permet de

considérer l’espace quotient
Xad
E = Y ad

E /ϕZ.

Remarque 3.18. — (i) Xad
E est l’analytifiée de XE .

(ii) Le (v) du th. 3.11 peut se traduire sous la forme : toute fonction méromorphe
sur Xad

E est une fonction rationnelle, ce qui est une manifestation du principe GAGA,
la courbe XE étant une courbe propre.

(iii) Écrire Xad
E sous la forme Y ad

E /ϕZ fait ressembler Xad
E à une courbe elliptique

de Tate. Par ailleurs, XE ressemble à P1 puisque tout diviseur de degré 0 est principal
(i.e. XE est de genre 0), mais il s’agit d’un P1 un peu spécial car il a des quotients
qui ne sont pas de genre 0 : Si F un sous-corps fermé de C[, on peut associer à
F une courbe XE,F en remplaçant C[ par F dans les formules. L’anneau BE,e(F )

correspondant est alors seulement un anneau de Dedekind [FF, prop. 7.2.1], et pas un
anneau principal, et on a [FF, prop. 7.2.4]

Pic0(XE,F ) = Hom(GF , E
×).

Remarque 3.19. — La bijection |YE | ∼= |D̃×C |/O∗
E peut aussi s’analytifer, mais il

faut sortir du cadre des espaces analytiques (ou même adiques), et utiliser celui des
diamants [55, 22]. Un certain nombre des énoncés ci-dessus prennent tout leur sens
dans le monde des diamants (et ont fortement motivé son introduction).
• On a E� ∼= Ê�∞/Gal(E∞/E), et comme Gal(E∞/E) ∼= O∗

E , la bijection |YE | ∼=
|D̃×C |/O∗

E est une manifestation de l’égalité de diamants

Ê�∞ × C� = (Ê[∞)� × (C[)� ∼= (D̃×
C[

)� = (D̃×C )�

• La prop. 3.4 est une manifestation de l’égalité de diamants E� × C� ∼= Y �E .
• Le th. 3.15 (ou sa version [57] pour Xad

E ) se traduit par

π1((E� × C�)/(1× ϕ)) = GE .

Comme C�/GE ∼= E�, on a aussi

π1((E� × E�)/(1× ϕ)) = GE ×GE .

Ce dernier énoncé est un analogue arithmétique d’un lemme de Drinfeld à la base
de la construction des représentations galoisiennes associées aux formes modulaires
sur les corps de fonctions. Il réalise un vieux fantasme de pouvoir faire des produits
« absolus » (dans le monde des schémas, E×E = E...). C’est un des points de départ
de la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [19, 20, 21, 22, 55].

4. Fibrés sur XE

Si E est un fibré sur XE , on peut associer à E deux invariants additifs dans les
suites exactes : son rang rg(E ) et son degré deg(E ) défini par deg(E ) = deg(det E )
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où, si L est un fibré de rang 1 sur X et si s une section rationnelle de L , on
définit deg(L ) comme étant

∑
x∈|XE | vx(s), ce qui ne dépend pas du choix de s car∑

x∈|XE | vx(f) = 0 si f ∈ Fr(Be)
∗.

Munie de ces deux invariants, la catégorie des fibrés sur XE est une catégorie de
Harder-Narasimhan (comme celle des fibrés sur une courbe projective lisse). Tout fibré
sur XE est donc muni d’une filtration canonique, croissante, telle que les quotients
successifs soient semi-stables et la suite des pentes strictement décroissante.

4.1. Modifications de fibrés. — Si y1, . . . , yk ∈ XE , et si U = XE K {y1, . . . , yk},
on peut décrire un fibré E sur XE , à la Beauville-Laszlo, en utilisant le recouvrement
de XE formé de U et de voisinages infinitésimaux des yi. Soient t1, . . . , tk les éléments
de (B+

E )ϕE=π de diviseurs respectifs (y1), . . . , (yk), et Ki le corps résiduel en yi, de
telle sorte que O(U) = (B+

E [ 1
t1···tk ])ϕE=1 et ÔXE ,yi = B+

dR(Ki). Alors E est équivalent
à la donnée de :
• un O(U)-module projectif M de rang fini,
• pour 1 ≤ i ≤ k, un sous-B+

dR(Ki)-réseau M̂i de BdR(Ki)⊗O(U) M .
L’application E 7→ (M, (M̂i)1≤i≤r) est celle obtenue en posant

M = H0(U,E ), M̂i = ÔXE ,yi ⊗OXE
E .

Cette description des fibrés rend totalement transparentes les modifications d’un
fibré E en des points y1, . . . , yk : une telle modification revient juste à changer les
sous-B+

dR(Ki)-réseaux M̂i, pour 1 ≤ i ≤ k.

Remarque 4.1. — (i) Nous n’aurons besoin que de modifications en ∞ dans la
suite, mais les modifications en un nombre arbitraire de points [19, 20, 21, 22, 55],
analogues aux chtoukas multipattes de V. Lafforgue [42], semblent devoir jouer un
rôle important pour la géométrisation de la correspondance de Langlands locale.

(ii) Si {y1, . . . , yk} = {∞}, et si on noteBE,e etB+
dR les anneaux (B+

E [ 1
t ])

ϕE=1 (avec
t = t∞) et B+

dR(K∞), on obtient une B-paire (cf. no 2.5.8). Il résulte de la discussion
ci-dessus que la catégorie des fibrés sur XE est équivalente à celle des B-paires.

4.2. Le fibré OXE (λ). — Si h est un entier ≥ 1, on note Eh l’extension non ramifiée
de E, de degré h. Si λ = d

h ∈ Q, avec d, h entiers premiers entre eux et h ≥ 1, on note
Dλ l’algèbre centrale simple de centre E et d’invariant λ :

Dλ = Eh[Π]/(Πh = πd), ΠxΠ−1 = ϕE(x), si x ∈ Eh.

Si λ = d
h ∈ Q, on définit un fibré OXE (λ) sur XE de la manière suivante. On

considère le P -module gradué ⊕n∈NB
ϕhE=πd+n

E , et on note OXE (λ) le fibré associé : si

y ∈ |XE |, alors H0(XE K {y},OXE (λ)) =
(
BE [ 1

ty
]
)ϕhE=πd

=
(
B+
E [ 1

ty
]
)ϕhE=πd .
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Remarque 4.2. — Il y a une définition plus conceptuelle [FF, no 8.2.2] de OXE (λ) :
XEh est un revêtement fini étale de degré h de XE , et OXE (λ) est l’image directe du
fibré en droites OXEh (d) sur XEh .

Proposition 4.3. — (i) OXE (λ) est de rang h, de degré d, et de pente λ.
(ii) Les groupes de cohomologie Hi(XE ,OXE (λ)) sont donnés par ([FF, prop. 8.2.3]) :

• H0(XE ,OXE (λ)) =

{
(B+

E )ϕ
h
E=πd si λ ≥ 0,

0 si λ < 0,
,

• H1(XE ,OXE (λ)) =

{
0 si λ ≥ 0,

B+
dR/(t

dB+
dR + Eh) si λ < 0,

,

• Hi(XE ,OXE (λ)) = 0 si i ≥ 2.
(iii) End(OXE (λ)) = Dλ ([FF, prop. 8.2.8]).

Remarque 4.4. — (i) On a privilégié le point ∞ mais, si λ < 0, on a, pour tout
y ∈ |YE |,H1(XE ,OXE (λ)) = B+

dR(Ky)/(tdyB
+
dR(Ky)+Eh), ce qui est un peu troublant

car B+
dR(Ky) dépend de y (en tant qu’anneau topologique [40]).

(ii) Les groupes de cohomologie de OXE (λ) sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie Hi(XE ,OXE (λ)), et on a

DimH0(XE ,OXE (λ))−DimH1(XE ,OXE (λ)) = (d, h).

4.3. Classification des fibrés sur XE. — [FF, chap. 8]

Théorème 4.5. — ([FF, th. 8.2.10]) Si E est un fibré sur XE, il existe des nombres
rationnels λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr, uniquement déterminés, tels que

E ∼= OXE (λ1)⊕ · · · ⊕ OXE (λr).

Remarque 4.6. — (i) Il résulte de ce théorème que la filtration de Harder-
Narasimhan de E est scindée, et que l’on a une décomposition de E sous la forme
E = ⊕λ∈QEλ où Eλ ∼= OXE (λ)mλ , est semi-stable de pente λ.

(ii) Un fibré semi-stable de pente 0 est trivial.
(iii) En utilisant le (ii) de la prop. 4.3 et la décomposition ci-dessus, on voit que :

dimE(H0(XE ,E )) < +∞ ⇔ toutes les pentes de E sont ≤ 0.
(iv) Il résulte du (ii) de la rem. 4.4 que, si E est un fibré sur XE , les groupes de co-

homologie de E sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie Hi(XE ,E ),
et que la caractéristique d’Euler-Poincaré de E est :

DimH0(XE ,E )−DimH1(XE ,E ) = (deg(E ), rg(E )).

4.4. Fibrés et ϕ-modules. — [FF, chap. 11].
Un ϕ-module sur Λ = Ĕ ou B+

E est un Λ-module libre M muni d’un mor-
phisme semi-linéaire ϕ : M → M , tel que a ⊗ x 7→ aϕ(x) induise un isomorphisme
Λ⊗ϕ(Λ)M∼=M (autrement dit, la matrice dans une base appartient à GLd(Λ)).
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Théorème 4.7. — On a des foncteurs naturels :

{B-paires}
∼

))
{Fibrés sur XE}

∼ 55

{ϕ-modules sur B+
E}

∼oo // {ϕ-modules sur Ĕ}oo

(Les foncteurs du triangle sont des équivalences de catégories, les autres sont essen-
tiellement surjectifs mais pas pleinement fidèles.)

On a déjà expliqué comment marchait l’équivalence {B-paires} ∼= {Fibrés sur XE}.
Les autres foncteurs sont obtenus de la manière suivante.
• La projection OC[ → kC[ induit des projections AE → OĔ et B+

E → Ĕ com-
mutant à ϕE . Réciproquement, le choix d’une section kC[ → OC[ permet d’identifier
Ĕ à un sous-anneau de B+

E . D’où des foncteurs B+
E ⊗Ĕ − et Ĕ ⊗B+

E
− d’extension

des scalaires. La preuve de la surjectivité essentielle [FF, no 11.1.5] utilise un nouveau
venu dans le monde des anneaux de Fontaine, à savoir l’anneau BE , qui est à la fois
un quotient de B+

E et un quotient de A[ 1
p ] par des idéaux sur lesquels ϕE est très

topologiquement nilpotent.
• Si M+ est un ϕ-module sur B+

E , la B-paire associée est

(Me,M
+
dR) =

(
(B+

E [ 1
t ]⊗B+

E
M+)ϕ=1,B+

dR ⊗B+
E
M
)
.

• Si (Me,M
+
dR) est une B-paire, le ϕ-module sur B+

E associé est

M+ = {x ∈ B+
E [ 1

t ]⊗Me, ϕ
n(x) ∈M+

dR, ∀n ∈ Z}.

• Si M est un ϕ-module sur Ĕ,
� le ϕ-module sur B+

E associé est simplement M+ = B+
E ⊗Ĕ M ,

� la B-paire associée est
(
(B+

E [ 1
t ]⊗Ĕ M)ϕ=1,B+

dR ⊗Ĕ M
)

� le fibré E (M) est celui défini par le P -module gradué ⊕n∈N(B+
E ⊗ĔM)ϕ=πn :

si y ∈ |XE |, alors H0(X K {y},E (M)) = (B+
E [ 1

ty
]⊗M)ϕ=1.

Il est élémentaire de vérifier que, si on part d’un ϕ-module sur Ĕ, le diagramme
obtenu en considérant les objets associés commute. Par contre, il n’est pas clair que le
M+ obtenu à partir d’une B-paire (Me,M

+
dR) soit libre sur B+

E ni que, si M+ est un
ϕ-module sur B+

E , le Be-module
(
(B+

E [ 1
t ]⊗B+

E
M+)ϕ=1 ait le bon rang (ou même qu’il

soit non nul si M+ est non nul) ; cela résulte (32) du théorème de classification des
fibrés sur XE (th. 4.5), de l’équivalence entre ϕ-modules sur B+

E et Ĕ, et du classique
théorème de Dieudonné-Manin (prop. 2.36).

Remarque 4.8. — Via l’équivalence {Fibrés sur XE} ∼= {ϕ-modules sur Ĕ}, le fibré
OXE (λ) correspond à Ĕ(−λ). Autrement dit, les pentes de Harder-Narasimhan sont
les opposées des pentes de Frobenius.

32. On peut aussi utiliser le th. 2.16 qui contient un certain nombre des énoncés précédents.
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Remarque 4.9. — Le diagramme du th. 4.7, peut s’étendre en un diagramme faisant
intervenir la courbe analytique Xan

E .

{B-paires}
∼

))
{Fibrés sur XE}

oGAGA
��

∼ 66

{ϕ-modules sur B+}∼oo //

o
��

{ϕ-modules sur Ĕ}oo

��
{Fibrés sur Xan

E } {ϕ-modules sur B} ∼ // {ϕ-modules sur R(C[)}

Dans ce diagramme, la flèche {Fibrés sur XE} → {Fibrés sur Xan
E } est l’analytifi-

cation (que ce soit une équivalence de catégories est une manifestation d’un prin-
cipe GAGA, mais les preuves existantes ne sont pas directes). Les ϕ-modules sur B
sont les B-modules localement libres, de rang fini, munis d’une action semi-linéaire
de ϕ telle que B ⊗ϕ(B) ϕ(M) → M soit un isomorphisme. Les flèches non en-
core décrites s’obtiennent juste par extension des scalaires, en utilisant les injections
Ĕ ⊂ B+ ⊂ B ⊂ R(C[).

5. Fibrés GK-équivariants et représentations de GK

Comme il transparait des extraits des courriels de Fontaine reproduits dans le
chap. 1, mieux comprendre les diverses démonstrations des conjectures « faiblement
admissible ⇒ admissible » et « de Rham ⇒ potentiellement semi-stable », ainsi que
les objets qu’elles font intervenir, a été une motivation puissante pour l’introduction
de la courbe XE et l’étude des fibrés sur XE .

L’utilisation des fibrés sur XE fournit une preuve de « fa ⇒ a » complètement na-
turelle ([FF, § 10.5] ou § 5.2 ci-dessous). Cette preuve est très proche dans sa structure
de la preuve de Berger (cf. no 2.5.6), mais l’utilisation des modifications de fibrés en
trivialise l’étape la plus délicate, i.e. celle consistant à modifier un (ϕ,Γ)-module en
un nombre infini de points.

Supposons dorénavant que E = Qp et notons X et Y les courbes XE et YE.

5.1. Fibrés GK-équivariants et (GK , B)-paires. — Le groupe GK agit sur C[,
et donc aussi sur Y et X. Le morphisme θ : Ainf → OC définit un point ∞ ∈ |Y |
(correspondant à l’idéal (p− [p[]), qui est invariant par GK .

On note ∞ ∈ |X|, l’image de ∞ ∈ |Y |. C’est le zéro du 2iπ p-adique t = log[ε]

de Fontaine. Alors ∞ est fixe par GK et tous les autres points de X ont une orbite
infinie sous l’action de GK ([FF, prop. 10.1.1] ou [5, lemme 1.1.8]). De plus,

O(X K {∞}) = Be et ÔX,∞ = B+
dR,

où Be et B+
dR sont les anneaux du § 1.2, et ces identifications respectent l’action

naturelle de GK .
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Si E est un fibré GK-équivariant sur X, sa filtration de Harder-Narasimhan est
constituée de fibrésGK-équivariants (car l’action deGK respecte les pentes des fibrés).
Il découle du th. 4.5 que, si E est semi-stable de pente 0, alors H0(X,E ) est une Qp-
représentation de GK , i.e. un Qp-espace de dimension finie muni d’une action linéaire
continue de GK . On déduit du (ii) de la rem. 4.6 le résultat suivant.

Théorème 5.1. — Les foncteurs

V 7→ V ⊗Qp
OX et E 7→ H0(X,E )

induisent des équivalences de catégories inverses l’une de l’autre entre la catégorie des
Qp-représentations de GK et celle des fibrés GK-équivariants sur X, semi-stables de
pente 0.

Remarque 5.2. — (i) Si E est un fibré GK-équivariant sur X, et si E ′ est un fibré
obtenu par modification de E , alors E ′ est GK-équivariant si et seulement si la mo-
dification n’a lieu qu’en ∞ (c’est une traduction du fait que ∞ est fixe par GK et est
l’unique point de X ayant une orbite finie sous l’action de GK).

(ii) Si E est une extension finie de Qp, XE est un revêtement de degré [E : Qp]

de X, et la fibre au-dessus de ∞ est stable par GK et finie. Une modification GK-
équivariante peut se faire en chacune des orbites de cette fibre sous l’action de GK ,
ce qui complique un peu l’étude des E-représentations de GK .

Si λ = d
h , on fait agir GK sur Dλ = Qph [Π] à travers son action sur Qph . Une

Dλ-représentation V de GK est alors un Dλ-module à droite de rang fini muni d’une
action semi-linéaire de GK : si σ ∈ GK , v ∈ V , et a ∈ Dλ, alors σ(x · a) = σ(x) · σ(a).

Théorème 5.3. — ([FF, th. 10.1.7]) Les foncteurs

V 7→ V ⊗Dλ OX(λ) et E 7→ Hom(OX(λ),E )

induisent des équivalences inverses l’une de l’autre entre la catégorie des Dλ-représen-
tations de GK et celle des fibrés GK-équivariants sur X, semi-stables de pente λ.

Remarque 5.4. — Via l’équivalence de catégories entre fibrés sur X et B-paires, un
fibré GK-équivariant sur X correspond à une (GK , B)-paire (cf. no 2.5.8), et le th. 5.3
est équivalent à [5, th. B].

5.2. (ϕ,N)-modules et fibrés GK-équivariants. — Comme on l’a vu (ex. 2.46), à
un (ϕ,N)-module filtréD surK, on peut associer une (GK , B)-paire (Me(D),M+

dR(D)),
et donc un fibré GK-équivariant E (D) sur X, en posant

Me(D) = (B̃+
log[ 1

t ]⊗K0 D)N=0,ϕ=1 et M+
dR(D) = Fil0(B+

dR ⊗K DK)

On a alors
Vst(D) = H0(X,E (D)).

Il en résulte que D est admissible si et seulement si E (D) est semi-stable de pente 0.
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Remarque 5.5. — (i) On dit que E est log-cristallin si (B̃+
log[ 1

t ]⊗Me(E ))GK est de
dimension rg(E ) sur K0. Alors D 7→ E (D) induit une équivalence de ⊗-catégories
de la catégorie des (ϕ,N)-modules filtrés sur celle des fibrés GK-équivariants, log-
cristallins.

(ii) Si D est un (ϕ,N)-module sur K0, on peut voir D comme un (ϕ,N)-module
filtré sur K en mettant la filtration triviale sur DK (i.e D0

K = DK et D1
K = 0). Le

fibré E (D) associé est celui associé au P -module gradué ⊕k∈Z(B̃+
log⊗K0 D)N=0,ϕ=pk .

Si Fil• est une filtration sur DK , on obtient E (D,Fil•) à partir de E (D) par une
modification en ∞.

Proposition 5.6. — Soit D un (ϕ,N)-module filtré sur K.
(i) rg(E (D)) = rg(D), deg(E (D)) = deg(D) et µ(E (D)) = µ(D).
(ii) Si 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D est la filtration de Harder-Narasimhan de D,

alors celle de E (D) est 0 = E (D0) ⊂ E (D1) ⊂ · · · ⊂ E (Dr) = E (D).
(iii) D est faiblement admissible si et seulement si E (D) est semi-stable, de pente 0.

Démonstration. — L’égalité des rangs repose sur les ingrédients suivants :
• a⊗ v 7→ a⊗ (v + uNv + u2

2! N
2v + · · · ) induit un isomorphisme de ϕ-modules de

B̃rig[ 1
t ]⊗D sur (B̃+

log[ 1
t ]⊗D)N=0.

• B̃rig[ 1
t ]⊗K0

D = B̃rig[ 1
t ]⊗Q̆p

(Q̆p ⊗K0
D) et Q̆p ⊗K0

D ∼= ⊕λQ̆p(λ)mλ .

• Si λ = d
h , alors (B̃rig[ 1

t ]⊗ Q̆p(λ))ϕ=1 est un Be-module naturellement isomorphe
à B̃rig[ 1

t ]
ϕh=pd ∼= tdhQph ⊗Qp

Be, et donc est libre de rang h = rg(Q̆p(λ)).
Si la filtration sur DK est triviale, l’égalité des degrés résulte de la décomposition

ci-dessus et de la rem. 4.8. Le cas général s’en déduit en utilisant la formule reliant
le degré d’un fibré et celui d’une de ses modifications ([FF, lemme 10.5.5]). L’égalité
des pentes est alors immédiate, ce qui prouve le (i).

Pour prouver le (ii), commençons par remarquer que la filtration de Harder-
Narasimhan de E (D) est stable par GK (par unicité). Il suffit donc, compte-tenu
du (i), de prouver qu’un sous-fibré E ′ de E (D), stable par GK , et facteur direct, est
de la forme E (D′), avec D′ sous-(ϕ,N)-module filtré de D.

Pour cela, introduisons le foncteur Dst associant à une Be-représentationM (i.e. un
Be-module libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de GK) le (ϕ,N)-module
Dst(M) sur K0 défini par Dst(M) = (B̃+

log[ 1
t ] ⊗Be M)GK . Comme B̃+

log[ 1
t ] est GK-

régulier et Fr(B̃+
log[ 1

t ])
GK = K0, on a dimK0

(Dst(M)) ≤ rgBe(M) et, s’il y a égalité,
l’application naturelle B̃+

log[ 1
t ]⊗K0

Dst(M)→ B̃+
log[ 1

t ]⊗Be M est un isomorphisme.
Soient alors M = Me(D), M ′ = H0(X K {∞},E ′) et M ′′ = M/M ′. Comme E ′ est

facteur direct, M ′′ est un Be-module libre, et on a une suite exacte 0 → Dst(M
′) →

Dst(M) → Dst(M
′′). Or Dst(M) = D et donc dimK0 Dst(M) = rgBe(M) ; il s’ensuit

que les inégalités dimK0
(Dst(M

′)) ≤ rgBe(M
′) et dimK0

(Dst(M
′′)) ≤ rgBe(M

′′) sont
des égalités et donc, en particulier, que si on pose D′ = Dst(M

′), alors M ′ = Me(D
′).

Comme E ′ est facteur direct, cela implique que E ′ = E (D′), ce qui prouve le (ii).
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Le (iii) est une conséquence immédiate des (i) et (ii) et des définitions.

Théorème 5.7. — Soit D un (ϕ,N)-module filtré sur K.
(i) Si µ(D) > 0, alors dimQp

Vst(D) = +∞.
(ii) Si µ(D) = 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
• D est faiblement admissible,
• dimQp Vst(D) < +∞,
• dimQp

Vst(D) = dimK0
D (i.e. D est admissible).

Démonstration. — Soit 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D la filtration de Harder-
Narasimhan de D. On rappelle que Vst(D) = H0(X,E (D)).
• Si µ(D) > 0, alors µ(D1) > 0, et donc µ(E (D1)) > 0, et dimQp H

0(X,E (D)) =

+∞, d’après le (iii) de la rem. 4.6, puisque H0(X,E (D)) contient H0(X,E (D1)). On
en déduit le (i).
• Si µ(D) = 0, alors µ(D1) > 0 sauf si D est semi-stable (et donc de pente 0, i.e. D

est faiblement admissible), ce qui équivaut, d’après le (iii) de la prop. 5.6, à ce que
E (D) soit semi-stable de pente 0, et donc à ce que D soit admissible.

5.3. Le théorème de monodromie p-adique. — Si E est un fibré GK-
équivariant sur X, de rang d, on pose

M+
dR(E ) = ÔX,∞ ⊗OX E et MdR(E ) = M+

dR(E )[ 1
t ].

On dit que E est de de Rham si dimKMdR(E )GK = d. On dit que E est potentiellement
log-cristallin s’il existe une extension finie L de K, telle que E , vu comme fibré GL-
équivariant, soit de la forme E (D), où D est un (ϕ,N)-module filtré sur L. Il est
élémentaire que « E potentiellement log-cristallin » implique « E de de Rham », et on
a le résultat ci-dessous qui montre que la réciproque est vraie ; compte-tenu du lien
entre représentations de GK et fibrés GK-équivariants sur X, cela fournit une preuve
de « dR ⇒ pst ».

Théorème 5.8. — ([FF, th. 10.6.10]) Si E est de de Rham, alors E est potentielle-
ment log-cristallin.

Démonstration. — La preuve comporte trois étapes :
• Quitte à modifier E en ∞, ce qui ne fait que changer les pentes et la filtration

finale, on peut supposer que M+
dR(E ) = B+

dR ⊗K MdR(E )GK .
• Le cas isocline : si E est semi-stable de pente λ, alors E ∼= V ⊗Dλ O(λ), où V est

une Dop
λ -représentation de GK de dimension finie (th. 5.3). Maintenant, M+

dR(O(λ))

est une B+
dR-représentation triviale, et comme il en est de même de M+

dR(E ) par
hypothèse, on en déduit que B+

dR ⊗ V est une B+
dR-représentation triviale. D’après

le th. 2.4, cela implique que V est potentiellement non ramifiée, et donc que E est
potentiellement cristallin.
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• Le cas général se traite par récurrence sur le nombre de pentes de E . Si E n’a
qu’une seule pente, on est dans le cas isocline qui a déjà été traité. Si E n’est pas
isocline, on peut l’écrire comme une extension E1 → E → E2 où les pentes de E1

sont strictement supérieures à celles de E2. L’hypothèse de récurrence implique que,
quitte à remplacer K par une extension finie, il existe des (ϕ,N)-modules D1, D2 tels
que Ei = E (Di), et on cherche à prouver que E = E (D), où D est une extension
D1 → D → D2 de (ϕ,N)-modules sur K0. On peut, pour ce faire, supposer que kK
est algébriquement clos.

Si ∆ = D∗
2 ⊗ D1, l’hypothèse sur les pentes de E1 et E2 implique que les pentes

de frobenius de ∆ sont < 0 et, en particulier, que ϕ − 1 est bijectif sur ∆. On a
Ext1(D2, D1) = Ext1(1,∆) = ∆ϕ=p−1

[FF, lemme 10.6.12] :

Ext1(D2, D1) = Ext1(1,∆) ∼=
{(x, y) ∈ ∆×∆, (pϕ− 1)x = Ny}

{(Nz, (ϕ− 1)z), z ∈ ∆}
∼= ∆ϕ=p−1

l’inverse du dernier isomorphisme envoyant a sur la classe de (a, 0), le précédent
envoyant une extension ∆ → E → 1 sur (Ne, (ϕ − 1)e), où e ∈ E est un relèvement
de 1 ∈ 1. En particulier, Ext1(1,∆) est un Qp-espace de dimension finie.

Par ailleurs (cf. [FF, prop. 9.2.3]),

Ext1(E2,E1) = H1(GK ,Hom(E2,E1)) = H1(GK , (B̃
+
log ⊗∆)N=0,ϕ=1).

L’hypothèse que E est trivial en ∞ se traduit par le fait que sa classe est nulle dans
H1(GK ,B

+
dR ⊗∆), et donc appartient à

Z = Ker
(
H1(GK , (B̃

+
log ⊗∆)N=0,ϕ=1)→ H1(GK ,B

+
dR ⊗∆)

)
.

Soit σ 7→ cσ un 1-cocycle sur GK , à valeurs dans (B̃+
log⊗∆)N=0,ϕ=1, dont la classe ap-

partient à Z. Comme kK est algébriquement clos, on peut décomposer le GK-module
(B̃+

log⊗∆)N=0,ϕ=1 comme une somme directe d’espaces de la forme (B̃+
log)N

k=0,ϕh=pd ,
et on déduit de la prop. 2.17 qu’il existe c ∈ B̃+

log ⊗∆ tel que cσ = (σ − 1) · c pour
tout σ ∈ GK . Alors (ϕ− 1)c et Nc sont fixes par GK , et donc appartiennent à ∆, et
(Nc, (ϕ− 1)c) définit un élément de Ext1(1,∆) qui est nul si et seulement si σ 7→ cσ
est un cobord, ce qui fournit une injection de Z dans Ext1(1,∆).

Comme E (D) est trivial en ∞, si D est un (ϕ,N)-module, l’application natu-
relle Ext1(D2, D1) → Ext1(E2,E1) fournit une injection de Ext1(D2, D1) dans Z, et
comme Ext1(1,∆) est de dimension finie et isomorphe à Ext1(D2, D1), les injections
Ext1(D2, D1) → Z → Ext1(1,∆) sont des bijections. On en déduit que E est de la
forme E (D), ce que l’on voulait.

5.4. Descente à une extension de type de Lie. — Soit K∞ une extension
galoisienne de K, infiniment ramifiée, de type Lie (ce qui signifie que le groupe de
Galois Γ = Gal(K∞/K) est un groupe de Lie p-adique). Une telle extension est
perfectoïde, et son basculé K[

∞ est un sous-corps fermé de C[ muni d’une action
continue de Γ, et on a Gal(C[/K[

∞) = Gal(C/K∞).
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L’anneau Be(K
[
∞) n’est plus principal, mais il est de Dedekind [FF, prop. 7.2.1].

Il s’ensuit que

XK∞ = Proj(⊕n∈N(B̃+
rig(K[

∞))ϕ=pn)

est une courbe complète, et comme Γ agit sur K∞, la courbe XK∞ est munie d’une
action de Γ.

Par ailleurs, l’inclusion de K[
∞ dans C[ induit un morphisme OXK∞ → OX de

faisceaux, et donc un morphisme X → XK∞ .

Théorème 5.9. — ([FF, th. 10.1.5]) Le morphisme X → XK∞ induit une équiva-
lence de catégories de Harder-Narasimhan :

{Fibrés Γ-équivariants sur XK∞} ∼= {Fibrés GK-équivariants sur X}.

Remarque 5.10. — (i) Si on combine ce résultat avec le th. 5.1, on obtient une
classification des Qp-représentations de GK en termes de fibrés Γ-équivariants sur
XK∞ , semi-stables de pente 0.

(ii) Dans le diagramme de la rem. 4.9, on peut rajouter une action de GK partout,
et utiliser le th. 5.9 pour descendre à K∞ ; on obtient le diagramme de catégories
suivant :

{GK-Fibrés sur X} ∼ // {(GK , B)-paires}

{Γ-Fibrés sur XK∞}
oGAGA
��

o
OO

{(ϕ,Γ)-modules sur B+(K[
∞)} //oo

��

{(ϕ,Γ)-modules sur K0}oo

��
{Γ-Fibrés sur Xan

K∞} {(ϕ,Γ)-modules sur B(K[
∞)} ∼ // {(ϕ,Γ)-modules sur R(K[

∞)}

Notons que {(ϕ,Γ)-modules sur B+(K[
∞)} → {(ϕ,Γ)-modules sur B(K[

∞)} n’est pas
essentiellement surjective contrairement au cas algébriquement clos.

(iii) Si V est de de Rham, et si E (V ) désigne le fibré Γ-équivariant sur XK∞ qui
lui correspond, alors H0(XK∞ K {∞},E (V )) = (Be⊗V )Gal(K/K∞) est lié de près à la
cohomologie d’Iwasawa de V , que ce soit dans le cas cyclotomique [10] (où ce module
est noté DIw(V )) ou dans le cas d’une extension du type Lubin-Tate [33].

(iv) Si K∞ est l’extension cyclotomique, on a R(K[
∞) = B̃rig,K , et on peut décom-

pléter un (ϕ,Γ)-module sur B̃rig,K en utilisant des traces de Tate, ce qui permet de
compléter le diagramme précédent en rajoutant l’équivalence de catégories

{(ϕ,Γ)-modules sur B̃rig,K} ∼= {(ϕ,Γ)-modules sur Brig,K}

qui entre dans la preuve des th. 2.47 et 2.41. Si la dimension de Γ est ≥ 2, on ne dispose
plus de traces de Tate (et on n’a pas d’équivalence de catégories comme ci-dessus),
mais [7] propose une solution alternative.
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