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§ 1. Introduction

Soit F un corps totalement réel, ¢'; son anneau des entiers, et {(s) la fonction
zéta de Dedekind de F. {,(s) est une série de Dirichlet possédant un produit

Eulerien Cp(s)—n qui converge pour Re (s)> 1. {(s) peut se prolon-

1
(1-Np~%)
ger en une fonctlon méromorphe a tout le plan complexe, holomorphe en dehors
d’un pble simple en s=1. Le résidu en s=1 de {s(s) est donné par la formule
suivante:

Tim ( Lr(s) 2R h

s— §)=—2

/D

ou h est le nombre de classes de F, R, son régulateur, D son discriminant,
w=2le nombre de racines de I'unité contenues dans F et n=[F: Q].

On sait de plus que si k est un entier positif, {(— k) est un nombre rationnel.
On posséde a I'heure actuelle deux démonstrations de ce fait; I'une, due 4 Siegel
[Si], utilise les formes modulaires de Hilbert et lautre, due a Shintani [Sh],
utilise une décomposition en cones simpliciaux de (R*)* modulo I'action des
unités de ;. Ces deux démonstrations ont conduit a deux constructions différen-
tes des fonctions z8ta p-adiques. Utilisant fa méthode de Siegel, Serre [Se 1]
a construit une fonction zéta p-adique continue sur Z,~ {1}, {; ,. Posons g=4

sip=2,g=psinon, E,(s)=] (1 _NLpS)’ et soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler.
plp
{r,p vérifie { ,(—k)={p(—k) E,(—k), pour tout k= —1[¢(q)].

Deligne et Ribet [D-R] ont généralisé cette construction au cas d’une fonc-
tion L attachée a un caractére de Dirichlet quelconque de F. Cette construction
est en grande partie algebrique et utilise un important bagage de géométrie
algébrique. Utilisant la méthode de Shintani [Sh], P. Cassou-Nogués [C-N]
et D. Barsky [B] ont donné une construction purement analytique de (r ,.
Leur démonstration a été reprise et réinterprétée en termes de mesures p-adiques
par N. Katz [K].

Le théoréme principal de cet article donne une formule pour le résidu en
s=1 de la fonction zéta p-adique, a savoir:
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lim (s — 1) ¢, () = =22 M En(D),

ou R, est le régulateur p-adique de F. Cette formule était connue dans le cas
ou F est une extension abélienne de @ (on en trouve une démonstration dans
[Ko] ou [A-F]), et de plus, Serre [Se 2] avait démontré que la valuation p-
adique du premier membre était supérieure a celle du second membre. Il est

a noter que dans cette expression, R, et ]ﬁ ne sont définis qu’au signe pres,
mais leur quotient est bien défini comme 'ont montré Amice et Fresnel [A-F].
C’est d’ailleurs cette quantité qui apparaitra naturellement dans les calculs (Lem-
mes 5.2 a 5.4).

Les paragraphes §2 et §3 de cet article sont consacrés a la description d’une
variante effective de la méthode de Shintani. Dans le paragraphe §4, on construit
la fonction {; ,: la construction ne différe de celle de P. Cassou-Nogués que
par le langage (on utilise le langage des distributions p-adiques de Y. Amice
[A]). Le derniér paragraphe est consacré au calcul du résidu.

§2. Méthode de Shintani

1
On note CF(S)=§ Na
ou la somme est sur les idéaux de . Notre but maintenant est d’exprimer
{p{s) comme la transformée de Mellin en n variables d’une fonction rationnelle
en €. Soit 74, ..., 1, les n plongements de F dans R. On considére F comme
étant plongé dans R” via a—(1,(a), ..., 7,()). Un élément de F s’écrit comme
un vecteur a n composantes: on multiplie les vecteurs composante par compo-
sante. On note Tr x la somme des composantes de xeR", et X =(R**)".

Soit U, le groupe des unités totalement positives congrues a I modulo p.
Soit G le groupe des classes de rayon modulo p. On choisit un systeme de
représentants entiers de G. On écrit b=a si b est dans la classe de a. Ceci
veut dire qu'il existe aea™?, o totalement positif, «=1[p], tel que b=(2)a (un
tel « est défini modulo U,). Pour un idéal a de G, on définit la fonction zéta
partielle

la fonction z&ta associée au corps totalement réel F,

11 ! L1 !
Cu (S) — bza:a W —W aE%Up N(a)s = N(a)s [Up: V] ae%/" m_)s—.
ael+pa=1 agl+pa~!

La derniére égalité est valable pour tout sous-groupe V d’indice fini de U,.

On a alors la relation Y {,(s)={x(s) E,(s). On exprime maintenant la somme
aeG

sur o€ X/V d’une maniere plus commode pour les calculs.

Soit D=Xm{z

n
I1 z,:l}, et soit ¥V un sous-groupe libre de rang n—1 de
i=1

D. Pour n—1 vecteurs de ¥, ¢y, ..., g,_ ,, et pour chaque oS, _,, on pose f; ,=1
et f;. o= s pour 25i<n. On dit que &y, ..., ¢, vérifient (H) si:

j<i
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(i) le groupe multiplicatif engendré par les ¢; est discret et libre de rang
n—1

(iiy YoeS, _{, det (f o .- fn.o) est du méme signe que &(o), la signature
de o.

Lemme 2.1. Si V est un sous-groupe de D, libre de rang n—1, il existe
&y, -y En1 €V tels que N k2 1, 6%, ..., &5_ | vérifient (H).

Démonstration. Soit Log: X - R"
(X¢5 -..r )= (Log x4, ..., Log x,).

Soit H I'hyperplan d’équation Tr z=0. Log V est alors un réseau de H. Deman-
der que V', le groupe engendré par ¢y, ..., &,~,, soit d’indice fini dans V revient
a demander que Loge, ..., Loge,_, forment une famille libre. Soit M >0. On
pose

M -M  -M _ -M  -M
n—1"n—1""n-1"n-1""n-1;

li(M)z( M

o le M est 4 la (i+1)-iéme place. Munissons IR” de la norme du sup. On
note B(x, r) la boule ouverte de centre x et rayon r. Il existe une constante
r(V) dépendant uniquement de V telle que pour tout M >0, on puisse choisir
£y, ..., &, dans V de telle sorte que Loge;e B(I;(M), r(V)). Les [;(M) formant
une base de H, les Loge; formeront une famille libre, dés que M est assez
grand.

Prenons alors M vérifiant

(i) MzZ2(n—1)*r(V)

(i) M>(n—1)*Logn!

(iii) M assez grand pour que Log ¢;€ B(l;(M), r(V)) implique que les g; forment
une famille libre. i—2

Soit  A=det (ff i ..., f¥:s. Posons E;=exp [M (1 — )] et F=

—1
-1 n
explAM (;lrﬁ)] Alors cette matrice s’écrit:

1
U B P B . PLLE
I P5-ES BSSES .. BiLE,
1 BB FES .. BSLE
U BB BALF . BLLE
U BB Bk nen En
-M M

ou, grice a (i), e2n- 1’ < f, ;Se2n-D",
Developpons 4 et isolons le terme diagonal; nous obtenons, en utilisant
les majorations précédemment obtenues:

_kM (ﬁ“L)
S(nt—1)ean-1 e " \2 n-1

)A—ew@ ]jzﬁf.i

kMn  —kM ( kM 7an)
etdonc: A=e 2 (e2n—D'—(n!—1)el2—1* n-1/)>0 d’aprés (ii).
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On démontre de méme que det(ff,, ..., f¥,) est du méme signe que £(0),
ce qui termine la démonstration du lemme 2-1. [

Soit (¢;, ..., &,—,) une famille d’¢léments de D vérifiant (H), et V le sous-
groupe de D engendré par cette famille. Soit J une partie non-vide de [1, ..., n],
soit C, ; le cone engendré par {f;,|jeJ}: C,,=> (R**) [, ,. On met une

Jjed
relation d’equivalence entre les couples (o,J) de la maniére suivante:
(0, J)=(o', J') s'il existe veV tel que C, ,=vC,. ;.

Lemme 2.2.
xwv= 1[I ¢, 8]

(g, J)/ =}

Démonstration. Notons C,=C, ;. . Il est démontré dans [C] que sous les
hypothéses du Lemme, on a
() vC,AV C,. 0 = v=v et o=0".
(i) (JvC,=X ou C, est I'adhérence de C, dans X. Or, C,=]]C, ,. On
L2 J
obtient donc X=|J vC, ,. Il suffit donc de prouver que
{(o, Iy =30

Ca,Jnvcd’,J':’:Q:zcd,.l:vca’,.l'v

ie. (o, J)~(c', J'). Pour cela, notons o/ = {{vf, ., ..., 0f, . l0€S,_,veV}. Si B
est une partie finie de X, notons .of (B)={A4e.o/ | Bc A} et C(B) le céne engendré
par les éléments de B.

Sous-Lemme. Si <7 (B) =, alors
(1) (B[ ) C{AI°, ou C(A) est I'adhérence de C(A) dans X, et E° est
Aedd(B)
lintérieur de E dans X.
(2) Soit xeC(B) et soit o (x)={Ae/|Y VU voisinage de x, U C(A)+0}.
Alors o (B)= .o/ (x).
(3) B= () 4

Ae s (B)

Le résultat cherché se déduit de ce sous-lemme de la maniére suivante. Soit
B={f;,ljeJ} et B={vf; ,|feJ’}. On a C, ;=C(B) et vC,. ;, =C(B). Soit
xeC, ;nvC, ;. Utilisant le (2) du sous-lemme, on en déduit que of (x)= ./ (B)
= of (B') et en utilisant le (3), on obtient B=B' ¢t donc C, ,=0vC, ;..

Démonstration du Sous-Iemme. (3) est évident; on a .o/ (B)< o/ (x) de maniére
évidente et l'inclusion inverse découle de (1). Il n’y a donc en fait que (1) a
prouver. Considérons les 3 cas suivants:

a) card B=n. Dans ce cas o/(B)={B} et lassertion se réduit a
C(B)<[C(B))°. En fait, C(B)=[C(B)°

b) card B=n— 1. Dans ce cas .o/(B) se compose de deux éléments: Bu {f;}
et Bu{f;}, et le résultat découle du fait que f, et f, ne sont pas du méme
coté de I'hyperplan engendré par B, comme on peut le constater en calculant
les signes des déterminants correspondants (il faut utiliser le fait que
det (f1.5, ..., fn, o) est du signe de &(0)).

c) card BEn—2. Appelons E(B)= | C(A). Supposons C(B)¢E(B)° et

Aed (B)
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soit be C(B)— E(B)°. Soient .o/, (B) (resp. «/,(B)) 'ensemble des parties a n—1
¢léments des ¢léments de .o/ (B) contenant B (resp. ne contenant pas B), <75 (B)
I’ensemble des parties a n—2 éléments des éléments de o/(B). Soit 6
= inf d(b, C(A)); 6 est strictement positif car .Z,(B) est fini, et si Ae.o(B),
Acdr(B)

alors d(b, C(A))>0, car sinon on aurait be C(A) et beC(B) et C(Au B) serait
inclus dans un hyperplan ce qui est contraire au fait que det(f; ,, ..., fu.,) €st
non nul pour tout ¢. Comme b¢ E(B), il existe x n’appartenant pas a E(B)
et vérifiant d(b, x)<d/2. On peut alors construire une droite 4 passant par
x et ayant les propriétés suivantes:

1) si Aey(B), AN C(A)=0

2) il existe Age.oZ,(B) tel que AN C(A)+0 et si A'ety{B) et AnC(A)+0
alors 6q=d(x, AN C(Ay))<d(x, AnC(A")).

En effet, pour vérifier 1), il suffit de prendre 4 non contenue dans un nombre
fini d’hyperplans. Pour vérifier 2), il suffit de prendre 4 suffisamment proche
de la droite (b, x) (voir la définition de 6 et de x) et en dehors de ce nombre
fini d’hyperplans. E(B) étant fermé, il existe ye E(B)n 4 tel que d(y, x) <4, et
[x, yv[NE(B)=0. On déduit alors des propriétés 1) et 2) vérifiées par 4, que
si Aeot5(BYu o,(B), y¢ C(A); et comme

Ucy U cay U cy U C@,

Ae o (B) o €. (B) Ae o7 (B) Ae3(B)

il existe Aeo/(B)u .o (B) tel que yeC(A). De plus [x, y[~E(B)=0 implique
y¢ E(B)°, mais ceci est en contradiction avec yeC(A4) car C(A) est ouvert si
Aed (B) et C(A)c E(A)°c E(B)° si Ae./{(B) d’aprés b). Et donc C(B)< E(B)°,
ce qui termine la démonstration du sous-lemme et donc du Lemme 2.2. [

Draprés un théoréme de Dirichlet, U, est un sous-groupe discret et libre
de range n—1 de D, donc par le Lemme 2.1, il existe &y, ..., &,~, €U, vérifiant
(H). Notons V le sous-groupe de U, engendré par ¢, ..., &,-,. Il est sous-entendu
a partir de maintenant que tous les objets que I'on considére dépendent de
V; nous n’indiquerons pas cette dépendance par un indice supplémentaire pour
ne pas surcharger les notations.

Soit D, ;={yeC, ;ly=Y x;pf;, 0<x;=1}. La somme sur aeX/V, ael

jedJ
s'exprime comme la somme sur ae [][(1+pa ") C, ,]. Posons
(6.J)
D, ..=[D, ;n(1+pa~1)]. Alors D, , , est fini et on a:

[d+pa™)nC, 0= [I v+ ) Npfio).

yeDg. J.a jeJ

+pa~t

Afin de trouver la fonction rationnelle de ¢ qu’on cherche, on rappelle
Iégalité:
1 1

W F(s) 5e>(mzl+m+anz")il:—[l(zx§71dZi). o

On a pour chaque c6ne la relation:

! ! 51
Z N(O()szr(s)" z Z .[FmaJZ)H(Z dzy),

aeCqo. y(l+pa—1) {m;]jeJ, meN} yeDs 5.9 X
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ol, écrivant a=y-+p > m; f; ,, on a posé

jeJ
—Tryz—p[3 m Tt f, ,z]
F;hm,d..l(z)ze sed .
On pose
1
~-T
Eo,= Y  FEaesl=e '”[ Tm?iﬁﬁaJ

{m; | jet, m;eN} jeJ

On définit finalement F, ,(z)=) Y F,, ,(z), J décrivant les parties de

J yeDo, 5. o
{1, ..., n} telles que (o, J) est dans I'ensemble des représentants de la relation
d’équivalence ~. On obtient:

1 1 1 " _
Ca(s)=mﬁ TGy Z j W@ [T dzy, 3

aeS, i=1

Péchange des signes Y. et { se justifiant par la convergence absolue de toutes
les sommes considérées.
Soit e tel que (1) B=1[p]. 2) Ox/(D)~Z/bZ, ol b= N((B)).
Soit D la différente de O. 1l existe alors ve D1 7" tel que Trv=¢/b avec
(b, c)=1. On obtient:
La(s)b! ™= D=%w@r

1 e2i1(Tr(azuv)

N (a) [U V] Z L N(@

u=1 acl+pa-1t
aeX/V

Cette égalité se déduit immédiatement du Théoréme 4 de [C-N] en tenant
compte du fait que {,4-1(5)={,(s), dans les notations de ce théoréme. Posons
i g y=eXmTrlorha) £ est une racine b-iéme de l'unité différente de 1 pour
i<p<b-1.

e—Tr(yz) eZin Triyuv)

H[l _éj,a,u e‘pTrf],az] s

jeJ

Lemme 2.3. Posons G, , ; ,(z)= et

b—1
Ga(z)= Z Z Z Gy,o',],u(z)'

u=1 (a,J) veDs 5.a
Alors

1-~s 1 1 1 s—1
OO D=5 o Top ) O n(z dz). @

Le gros avantage de 'expression (4) sur la (3} est que comme &; , ,*1, G,(2)
est C* sur (R*)", contrairement 4 F, ,(z) qui a une singularité en 0. Le désavan-
tage est que le facteur (b' *~1) fait disparaitre le pdle en s=1. On utilisera
donc l'expression (4) pour linterpolation p-adique et 'expression (3) pour le
calcul du résidu.



Résidu en s =1 des fonctions z&ta p-adiques 377
§ 3. Prolongement analytique et valeurs aux entiers négatifs

Lemme 3.1, Soit ¢(z) une fonction de R* dans R, C* a décroissance rapide

a linfini. Posons F(¢, s)= [ ¢z)z* " dz. Alors F(,s) est définie pour

r'es)
Re(s)>0 et admet un prolongement analytique a tout le plan complexe. De plus

pour tout k entier positif, F(¢, —k)=(— 1)} (%)k (2)

z=0
Ce résultat est classique: voir par exemple [Schwartz, tome 1, p. 43].
Lemme 3.2. Soit ¢(z) une fonction C™ sur (R*)" a décroissance rapide a Uinfini.

n s~ 1
Pasons F(¢, 51, ...,8)={ ¢(2) || [% dzi]. Alors F(¢, sy, ..., s,) est définie
X i= i

pour Re(s)>0 et admet un prolongement analytique a C". De plus pour tout

n 3 \k
n-uple (ky, ..., k)eIN", F(¢, —k,, ..., —k,,)-_—[n (_62-) ]d)(z)

i=1

z=0
Démonstration. Ce lemme est une conséquence presque immédiate du précédent.

Corollaire: Prenons s, =...=s,=s et ¢(z)=G,(z). On en déduit que { {s){(b' *—1)
admet un prolongement analytique a tout le plan complexe et de plus si k est
un entier positif, on a:

[U,: V] k-1 LAY

= L (— —D=(—1)*

Ry L RET T =D =(= 1) [lnl (=) |,

Lemme 3.3. Soit £ =(L,, ..., L,) une famille de formes linéaires a coefficients

$(2)
L,(2)...L,(z)’

une fonction C°n sur (IR*)" a décroissance rapide a linfini. Alors la fonction

réels positifs, et soit f{(z} une fonction de la forme ou ¢{z) est

H(p, &, s F( vl { flz )H $=14dz) converge pour Re(s)>1 et se prolonge

méromorphiquement a tout le plan complexe. De plus, si on pose pour 1 Sisn:

K, ,={(k1,

et on appelle Kk les éléments de K, ;, on peut définir les objets suivants:

z nk+1) et 0<k;<k sij#i},

L (wy=—T[L,(uy v, ..., 44, ..., u,u)] pour 1=1<n,

k! 8 \k—k, 1 1
et oy o= k 1 Hck ((’)u) [ll;'ll fl,m:l

LA E ¥

E
u=0
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et on obtient

nkn

z Z O, o A+

i=1 keKg,,

ou T, o est la distribution

Démonstration. Soit Y = {ze(]R*

Z ; } Soit (¥)); <<, une famille de fonc-
tions C” sur Y vérifiant:

i) Y yi(2)=1VzeY
i=1
(i) ¢¥;(z2)=0 sl existej#i tel que z;=2z,.
Prolongeons y; 4 (R*)"— {0} en posant ¥, (/12) ¢i(z) Y AeR**. On peut remar-
quer que les conditions (i) et (ii) impliquent en particulier que ;(z)=1 si
j#i=z;<z/2. De plus f; est C* sur (R*y'—{0}. On peut alors écrire pour
Re(s)>1:

‘ @) Yi(z)

H(, &, 5)= T H( iz,
i=1

Effectuons alors le changement de variable z;=u;, z;=u;u; pour j+i dans la
i-iéme intégrale. Posons

ﬂli“u s WUy U Ui Uy e, W) Wy, e Uy, LUy, L, 1)

n Lt,i(“)
1

¢i(w)=

n

On obtient H(¢, .2, s)=

j &) [T~ P dup) ui* ™" Vdu;. ¢(u) est alors
F(S J#l

une fonction C* sur (]R ) et a decr01ssance rapide a linfini. En effet 1, (u)=0
s'il existe j+i tel que u;=2, ce qui nous donne la décroissance rapide suivant
u;; celle suivant wu; est assurée par la décroissance rapide de
dluy u;, .oy Uy, ..., u,u). On a alors:

H. &, S)=2": (r(s) n)

i=1

F(¢;,s,...,5,ns—n, s, ..., 8).

On obtient donc un prolongement méromorphe a tout le plan complexe avec

r —
au plus des pdles simples aux poles de ~(—ns—n—) De plus, si k est un entier
posttif, on a r'(s)
—(_l)nk k! n O \nk+n 0 \F
H 2, =S i [(5;) H(%)J""‘(“’F

On obtient le résultat final aprés des calculs sans mystére en utilisant la formule
de Leibnitz pour la dérivée d'un produit et en observant que
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Wilug, oo umyg, 1,0, .., u,) tant égale & 1 dans un voisinage de 0, toutes
ses dérivées sont nulles a l'origine. [J

Corollaire. Posons d)a’a(z):[H(Tr f,-.,z)J F, +(2). ¢q ,(5) est alors C* sur (R*)"

i=1
a décroissance rapide a Uinfini. Ecrivant
1 1 1 o q(2) S
)= =5 = Y, -t Tz dzy)
U, V] N(ay I'(s)* % " et !
[ 14 ] () () oceS,-1 X l—[Trﬁ.azlAl

i=1

et appliquant le Lemme 3.3, on obtient le prolongement méromorphe de {,(s) et
une formule explicite pour {,(—k) beaucoup plus compliquée que la précédente
mais qui nous sera plus utile pour déterminer le résidu de la fonction zéta p-adique.

§4. Distributions p-adiques

Soit p un nombre premier. Fixons un plongement t de ® dans €,. Soient
Ty ..., Ty les n plongements de F dans @Q. On considére F comme étant plongé
dans €} de la maniére suivante:

F - Q" - C;
o —>(T1(a), ey Tn(a))_)(‘corl(a)> ey Torn(a))'

Soit X Tl'adhérence p-adique de 'y dans €;. On fixe une base g,, ..., g, de
Op sur Z: X est alors isomorphe a Z}. Si xeX on dispose de deux écritures
differentes pour x: la premiére provient de linclusion de X dans C}, et on
écrit x=(x,, ..., x,). Pour l'autre, on écrit x=y, g, +... + ¥, 8, ou y,€Z,.

Pour tout heN, soit LA, Pespace des fonctions analytiques sur a+ p* X pour
tout ae X, et LA I'espace des fonctions localement analytiques sur X. X étant
compact, on a LA=|J LA,. Si f appartient & LA,, f(x) s’écrit au voisinage
de a=(a,,...,a,); heN

f(x)= z by, ... kn l_[(xi"—ai)k"

induite par cette famille de normes. Soit LA’ le dual de LA. Si TeLA’, on
associe & T une série caractéristique Fp(z)=T(e""**), qu’'on note en général

n
§ e"=*dT On pose aussi Gy(w)= | [](L+w)dT. Cette construction des dis-
X X i=1
tributions p-adiques sur X rappelle celle des mesures sur X: si on considére
I'espace des fonctions continues a la place de LA, muni de la norme du sup,
on obtient la construction classique des mesures.

Remarque. Fp(z2)=Gp(e™8"—1, ..., e &= 1),
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Théoréme [Y. Amice]. Soit B(0,17) la boule ouverte de centre 0 et rayon 1
dans C,: B(0, 17)={zeT,||z|,<1}. Soit Te LA’. Alors G(w) est une série entiére
en wy, ..., w, qui converge pour weB(0, 17)". Réciproquement, si G(w) est une
série entiére convergeante pour we B(0, 1), alors il existe Te LA’ telle que G=G.

Remarque. Si en fait G(w) est une série entiére a coefficients bornés, T est une
mesure sur X et réciproquement.

Lemme 4.1. Soit k,, ..., k, des entiers positifs et Te LA’. Alors on a

[ T xtdT= n( ) R

X i=1

Démonstration. La démonstration est évidente: il suffit de développer ¢™** en
série entiére,

. “Teye 1 "
Soit Fy.a.J(z)=e o H l_e—pTrfj,,,z et d’y,a,.l(z):(n Trf;',o'z) F;J,a.J(z)a

comme au §2. jeJ i=1
Lemme 4.2. [] existe T, , ;e LA’ telle que Fy, | (2)=¢, , ;(2).

Démonstration.  Soit w;=e™#*—1 et G,, ,(w)=¢,,,(z. On pose
n
foe=Y, Ci 800 ¢y ,€Z car les g; forment une base de O sur Z.
1=1

On obtient alors: e fu-= H 14+ w)res (0
et Tr f; ,z= Y ci1, Log(1+w). Ceci nous donne: )
=1
Trf .,z L& (=ntipn 1
— = 1 Pore—1 . 3
1_‘e~pTrf]_,,z pkzl k [n( +W) ] ( )
Cette expression converge pour we B(0, 17)". De plus, pour tout
xeFnX, e = H (L+w)y avec yeZ,. 4
_r Tr fi .2 .
Mais comme ¢, , ;=¢ ryZH(TI‘fJ 211 W , cette expression
Jj¢d ieJ
converge pour weB(0, 17)" car e 777 Ie fait par (4), [ Tt f; . z le fait par (2),
et le reste par (3). [ j#J

Corollaire. I existe T, ,e LA’ telle que Fy, (2)=¢,, ,(2).

Lemme 4.2 bis. 1] existe une mesure 1 sur X telle que

y,o, .1
Fly,c,J,u(Z)z Gy,a.J,u(Z)’

ot G, , 5 . est la fonction défine au Lemme 2.3.
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Démonstration. La seule chose a changer par rapport a la démonstration du
. 1 . .
Lemme 4.2 est qu’il faut prouver que est a coefficients

1—&, 5 [T +w)ere

i=1

bornés. Pour cela il suffit de le prouver pour 1 ou ¢ est une racine

1
—&(1+w)
de 'unité d’ordre divisant b (donc premier a p). Mais ce dernier résultat est
évident.

Corollaire. 1] existe une mesure A, sur X telle que F, (z2)=G,(z).

Définition. Soit U un ouvert-compact de X, et T une distribution sur X. On
dit que T est a support dans U si quelque soit ¢eLA telle que ¢ | U =0, alors
T($)=0.

Lemma 4.3. La distribution T, , ; est a support dans 1 +pX.

. N 1 Pt NN
Démonstration. Soit g, la distribution —7++; Yo , ou J, est la
p m;=0 *.V*PZJ'”; ’-J-“

jeJ
. 1
masse de Dirac au point x, et #J est le cardinal de J. Soit T,=yr*[/* F(50
i

e fw)], ou * représente la convolution des distributions (en particulier,

pour les masses de Dirac, 6,%6,=0,,,). T, est de maniére évidente a support
dans 1+ pX car y=1[p]. Or,

1l—e P ' Tifhoz l—e P Tt fez
{11 e [
v ie pr+1(1_e pTrf,_,,z) e pr+1

et donc lim G;(2)=Gr,

y
r— o

dans 1+ pX, donc est a support dans 14+pX. O

(@ T, , ; est donc limite de distributions a support

Corollaire. T, , est a support dans 1+ pX.
Lemme 4.3 bis. 4, est a support dans 1 +pX.
La démonstration de ce lemme est a peu pres identique a celle du Lemme 4.3.

Lemme 4.4. Soir k un entier >0 et y(x) la fonction caractéristique de 1+pX.
On obtient :
(_ 1 nk

e+ == Ny Tk da.
(R == Nk [y ]+,

Démonstration. Utilisant le Lemme 4.1 et la formule obtenue au corollaire du
Lemme 3.2, on obtient;
L (_ l)nk n
L=k 1 —D=—"" N(a} xkda,.
(—k)( (o, vy V@ T ]

i=1

Le lemme s’en déduit en utilisant le Lemme 4.3 bis. [
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Lrapplication k —y(x) ] x¥ peut se prolonger en une application continue
i=1
de Z, a valeurs dans les applications continues sur X. Si I'on fixe koe(Z/qZ)*,
'application k — N(a)* pour k=k,[¢(q)] peut se prolonger par continuité a
Z, ainsi que k—b~* 71, et si k=ko[d(g)], (—1)"*=(—1)"*o. On obtient alors
comme corollaire:

Théoréme [Cassou-Nogués]. Soit koe(Z/qZ)*. 1] existe un application continue
lopio de Z,—{1} dans @, telle que pour tout keN, k=ky[p(q)], on ait
Copi(—K)=Cu(—k)..  De  plus hm (5—=1 0 pro(8) existe et  wvaut

il
Log,b [U,: V]
Teichmiiller, {x} = x/w(x) et Log, est le logarithme p-adique.

o(N@yodN@y~" | ﬁ T 1di,, ou w(x) est le caractére de

X i=1

La suite de Particle va étre consacrée a trouver une expression plus explicite

de cette limite. On se bornera a traiter le cas ko= —1 et on notera {, , au
lieu de {, , ;. On posera aussi {5 ,= Y {, ,. Alors {p , est une fonction conti-
aeG

nue de Z,— {1} dans €, vérifiant {p ,(—k)={p(—k) E,(—k) si k est un entier
positif congru a — 1 modulo ¢(q).
On introduit ici quelques lemmes techniques qui serviront au calcul du résidu.

Soit B, g X1, e, X)= Y, O s H xks, ol o g est la quantité définie au
Lemme 3.3. On pose keKic.

Lz)= 7Y, o ;z; et Ly(2)=oa;(1+ Y Biiiz)
j=1 j*i
oy
avec ﬁl'i'jzil

li
Lemme 4.5. Soit A;= [] a,;, et soit t=(t; ;) une famille d’entiers positifs ou nuls

1=1
pourl=1,...,netj=1,..., 1 ...,n Posons

=[] <——a )t”
1j+i\OBLi;

Br.,=1
Posons aussi
aj(t)= Z Ly SO=Y Y=Y a;t

I=1 j*i j¥i
et

T1(E 6! T a0
HO="—C o)
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Alors on a:

VLA R, (0] =A(0) j WO G [T (CRO (= wf o0 (= 1)) du.

j*i

, et u(k)—-- 11 Ch. Alors w,, o

u= l' J*i

O \E- Ky
Démonstration. Posons [T*=]] (7—>
du

j*i

n

=u(k) ] ( ) On obtient:

%,

P Ao ] = u(k)V'Dk[H i ] u(k)DkV‘[ I (lu)]

Lll()

DO TI(Y 1))

= R | PR U L
“(k)D [jl;_[iuj [ (1 + Z uj)n+s(t)

d*i

Or, pour n’importe quelle fonction ¢(u), C* dans un voisinage de 0, [J* ¢ (u)

est égal & [J(k—k)!x terme en []uf~" dans le developpement de ¢(u), et donc
j*i

. (k—k)t [ & Vo
Dk n uj u) H —;’)‘T (bu ) d)(u) 0.

FE2 j#z

Donc
VLA o o= pk) AOL]] CRQ (— D Rk —k— 131

Jj¥i

On obtient alors

VLA R, o)) = 2(6) Y p(R) L[ T CRtd (= DR ] [k~ k= 1]t
k

JFi

Dérivant alors k+ 1 fois par rapport a x;, on obtient:

() PLAR A=A RS TTLCECEY, s x A1

k j*i

— () k! TTLCH (= x)™ O (x,— x k™0 xi L E2(0 k! Q1 ().

i*i

L’avant-derniére égalité provient de la formule:
k a N \a
o y 4 a ,,a -a
e B o g Tty
i=0 al\dy

Pour terminer la démonstration constatons que la valuation de V'[4; B, 4 ;(x)]
en x; est supérieure & n(k+1)—(n—1)k=n+k=k+1 et donc:
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X Ho M —1

Vt[AiPk,f,i(x)] j f I AOKYQ 1 (X1, oy Xio s Ui X 15 005 %) dthy ... duty duy

Il

00 0
=[ § . JAOK Qi exy, oty oo, x,)dug ... du,_ duy
0 -y uy

. _f AR Qi (X015 ooty ooy xn)(xi*uk)kduk- 3
0

On passe maintenant a [étude p-adique de B, » ;. Notons par | ...| la norme
sur LA,.
Lemme 4.6. Posons k(m)= —1+(p—1) p™, pour m un entier suffisammant grand.
Alors
t 1+
[(k(m)+ 1) V' By, o :(x)| <npn > +1“ 1] A
| [l ! Al

Lj
Démonstration. Soit

P(u, x) — un— 1 +s(t)(xi_ u)k(m) 1_[ sz'(;))(xj_ u)k(m)—ul(t).
Jj*i

Alors P(u, x) est un polyndéme a coefficients entiers en u, x, ..., x,, de degré
n{k(m)+1)—1 en u. Donc, aprés intégration, on va obtenir un polynéme de

la forme
) ( )ﬂk [T}

k.k, =n(k(my+1)

(k(m)+1) By

ou f, est entier, et donc A
i

<np. Ceci nous donne
p

(m)+1) Vth(m),.Q’ i |

[ |

IAin"

IIA

I ! n—1+ s(t)
|

<n p—1
Htlj Ipxnp P ’
LJ

n
[T(X u)! 140!
car L2Liti JT est entier et
H(tl 1)

n—1+s5(t)

=p -t .

(n— 14500,
Lemme 4.7. Soit y(x) la fonction caractéristique de 1+ pX. Alors

Hw(x)[A (kM +1) 7 By s (= 170701 29 1oy "’]

j¥i

snlp—Dn+s) x|kim)+ 1) A1),
Démonstration.

AiV* B, 2.:(x)=A(2) j 'O (=) T [CH (6 — ) ™0 (= )™ O] du.

j¥i
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Ecrivant alors u=(u—1)+1 et x;—u=(x;—1)+(1—u) et développant, on
obtient, écrivant k pour k(m), s pour s(t) et a; pour a;(t):

4; Vth z.i(x%)

n—1+s nk—s

=40 T G =TT Y Qule —M(l Wt D gy,

r=0 b=0
ot Q,(x—1) est un polyndme a coefficients entiers, homogéne de degré b en
tes (x;—1). Ceci nous donne:
n—1+s B _ mk=s —(I—xi)"““LUV“b
AT Ra=0) %, Coan =107 E == G i

1_(1 _xi)n(k—i— 1)
n(k+ 1)

=A(t)[(~1)"*‘“H(chH)"o

j*Fi

+termes avec r+b2> 1].

Pour obtenir le résultat, notons que ¥ (x)+0=>|x;—1|<p~ " pour tout j et donc
que |y (x) Q,(x—1)| <p~°. Etant donné la grande divisibilit¢é de k+1 par p,

on obtient <n(p—1D(r+b)<n(p—1)(n—1+s—>b) et le resultat

nk+1)—(r+b)
découle alors de la majoration évidente p~*(n~1+s+b)<n+s. []

Lemme 4.8. Supposons que B, ; j=1[q] pour tout I, j, et posons

F@)=E 20— por] P o ),)”-
t 1,j Lj
Alors
_1 n—1
lim (km) + )Y A B2 — E(L) Y,

la limite étant prise pour la topologie de LA .
Le lemme est immédiat a partir de la formule

(Bllj

¢ V‘(A ﬂ(m) £, !(X))
l,.i

A; Hc(m) z.i{(X)= Z H

t i

et des majorations obtenues aux Lemmes 4.6 et 4.7 (il faut aussi utiliser le fait
que quand m tend vers + oo, (—1)* C§, tend vers 1 p-adiquement).

Corollaire. Soit T une distribution a support dans 1+ pX, et s0it B, =Y B 4 ;.
Alors i

( ])n— 1 n )

lim (k(m)+1) j" Bm.o(X)dT=—5—

m-— oo

ou ag(T)= [ dT est le terme constant de la série caractéristique associée a T
X
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§5. Calcul du résidu

Soit €y, ..., &,-1 une famille de vecteurs de U, remplissant les conditions du
Lemme 2.1. Notes V, le sous-groupe de U, engendré par {&f’, ..., el ;}. On pose
Jiae=1f%s OU fi , est le vecteur défini avant le Lemme 2.1. Soit &, , la famille
de formes linéaires (Tr f; , ,z) pour 1<i<n. On rajoute aussi un indice r a
tous les objets définis aprés les Lemmes 2.2 et 4.1 et dans le corollaire du
Lemme 4.2, pour indiquer que le r6le sous-entendu de V est ici joué explicitement
par V..
N(a)
fo,: v 2 § B (94T

o X

Lemme 5.1. { (— k)=

Démonstration. La démonstration est une conséquence directe de la formule
pour {,(— k) donnée dans le corollaire du Lemme 3.3, et du Lemme 4.1.

Lemme 5.2. Soit A, ,=det(f} ,.,» ---» fn.q.,)- Alors
&(0) 4.,
p"N(a“)]/B'

Le signe de 1/1_) est determiné par le fait que ao(T, ,.,) est un rationnel positif.

aO(T('l. a,r)=

Démonstration. On a

aO(’I::. a,r): lim d)u,a.r(z)'
z—=0

Or,
d)a,n.rzz Z d)y,a,.l.r(z)
J yeDa gar
ou
1 n
RN | § s e | RSN
jed i=1

I est clair que si J=*[1,...,n], lim¢,,, (2)=0 et si J=[1, ..., 7],
z—0

1 1
Iimqby,,J.,(z):?. Donc aO(’I;,cr,r):—pT. #D, 1....mar Par définition
-0

D,tt,omar=Dor, o rn1+pa” ' et comme D, 1, ... st un domaine fonda-
mental de R" pour laction du réseau A engendré par pf ,,, ..., Pfu o €t
pa”test un réseau de R" contenant A4, on a

VOIA _’det(pfl,u.r’--~9pfn,a,r)'
volpa™'™  N(pa Y volOp

_ P94,
PN@ /D

P"ao(n,a.r)z[P““3 A:':
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Corollaire. Utilisant le corollaire du lemme 4.8, on obtient :

lim (k(m)+ 1) {,(—k(m))

m— o

1 n ‘lnfl
=(=I'N@ e Y aol(To ) HE—(!!’a,r)( )
[UpV;'] i

2
aeS, -1 =1 n

_ :(0) 44, . (=1)!
(=1 N(a)"" ¢ - [ (&L, ) — ]
L ety et L L

Remarque. Le membre de gauche est indépendant de r et est égal a I'opposé
du résidu en s=1 de la fonction zéta p-adique partielle {, ,. Pour obtenir une
expression satisfaisante du résidu, on va faire tendre r vers + co.

Soit ¥V un sous-groupe multiplicatif libre de rang n—1 de
Xm{ze(C;“)" 11 z,-:l}. On définit le régulateur p-adique de V de la manicre

i=1

suivante. On choisit y,, ..., 7,-; une base de ¥, et on note 7;,=(y; 1, .-+ Vi.n)-
R, (V) sera alors le déterminant n—1xn—1 de la matrice [Log,v; ;4] 151
Sn—-L 1Zjsn—1. R, (V) n'est défini qu'au signe prés. Si V' est un sous-groupe
d’indice fini de V, on a la relation: R,(V')= +[V: V'] R, (V).

Lemme 5.3. 4, ,=ne(o) p"~ V"R, (Vo) [p™ ~1].

Remarque. Ceci fixe un choix de signe pour R,(V;), de la méme maniére que

le Lemme 4.8 en fixe un pour ]/5 11 est facile de voir que ces signes dépendent
de T'ordre de (7, ..., t,) mais que leur rapport n’en dépend pas!

5 . . —_— r 2r—1 H . 4 4
Démonstration.On a f; , . =1+p" > Log,&,;[p 1. Ecrivons alors le détermi-
j<i
nant 4, , et effectuons les opérations suivantes: on commence par retirer la
premiére colonne aux autres et ensuite on ajoute toutes les lignes a la premicre.
Le déterminant devient:

n 0..0 ou tous les termes sont écrits modulo p?" !
1 et B=B; x B, x B;5:
1 p'B
1

Log, t,(e;)...Log, T5(¢,- )
B, =

>

Lng Tn(gl)"'Lng T,,(b'n, ])

B, est la matrice de permutation de o échangeant les colonnes, et

Bs

[ i R e

1

o1

1
I

(==
O = o =
i
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On a donc:
Ay =np® Urdet B, det B, det By[p" ™ 1]

=np" VR, (Vo) ()P 1. O

. e(0)4,,
Lemme 5.4. ,11.1,1;1,, m = an(Up).
Démonstration. [U,: V,]=p" "V [U,: Vo] et R,(Vo)=[U,: Vo] R,(U,).

—R, (U,
Corollaire. fim (k-+1)¢, ,(~k)=— 7%
k- —1 " l/B
Démonstration. lim F(&, )=A0)=——=,
r—ow ! (n- 1)'

a partir de la définition de F(¥) et le corollaire découle immédiatement du
corollaire du Lemme 5.2 et du Lemme 5.4.

comme on peut s’en rendre compte

Corollaire. Soit h, le cardinal du groupe de classes de rayons modulo p. Alors
. h R,(U,

lim(s—1) vap(s)=”—”—(i).

s—=1 p" 1/5

Lemme 5.5. Soit h le nombre de classes de F. Soit E le groupe des unités globale
de E, on a la décomposition de E suivante: E=W x U ou W est le groupe des
racines de l'unité de Oy et U un groupe libre de rang n—1 contenant U,. On
a alors les relations:

hx #(0,/p0)*  hp"E,(1
R,=R,(U)=[U:U,]"' xR, (U, et hi=2"" #OpON"_ 50 hP"E,(1)

[U:Udw " [U:U]w
ou w est le cardinal de W (ici w=2).

Démonstration. La définition de G nous donne la suite exacte
0 {1, —=1}" x(Op/pOY*AE/U,) = G — Cl(Uf) = 0.

et on en tire la deuxiéme égalité, la premiére égalité étant une conséquence
immeédiate de la définition du régulateur.
On obtient alors comme corollaire le

2"hR,E (1
Théoréme. lim (s—1) { ,(5)= 220

51 h w I/B '
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