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w 1. Introduction 

Soit F u n  corps totalement r6el, (r~v son anneau des entiers, et  ~F(S) la fonction 
zata de Dedekind de F, (v(s) est une s6rie de Dirichlet possbdant un produit 

1 
Eulerien (F(s)= I~I (1 - N p - S )  qui converge pour Re (s)> 1. (F(S) peut se prolon- 

ger en une fonction m6romorphe "fi tout le plan complexe, holomorphe en dehors 
d'un p61e simple en s =  1. Le r6sidu en s =  1 de (,v(s) est donn6 par la formule 
suivante: 

2"R~h 
lim(s 1) ~v(s)-  

ofi h est le nombre de classes de F, R~ son r6gulateur, D son discriminant, 
w=  2 le hombre de racines de l'unit6 contenues dans F et n =  IF:  Q]. 

On sait de plus que si k est un entier positif, ~v(--k) est un nombre rationnel. 
On poss6de ~ l 'heure actuelle deux d6monstrations de ce fait; l'une, due fi Siegel 
[Si], utilise les formes modulaires de Hilbert et l'autre, due fi Shintani [Sh], 
utilise une d6composition en c6nes simpliciaux de (~+)"  modulo l 'action des 
uniths de C~ F. Ces deux dhmonstrations ont conduit fi deux constructions diffhren- 
tes des fonctions z4ta p-adiques. Utilisant la m6thode de Siegel, Serre [Se 1] 
a construit une fonction z4ta p-adique continue sur 7/p-{1},  ~v.,. Posons q = 4  

s ip  = 2, q = p  sinon, Ep(s) = 1 -N~p~ , et soit ~b la fonction indicatrice d'Euler. 

~e, p v~rifie ~ ,  p ( - k) = ~r ( - k) Ep ( -- k), pour tout k =- - 1 [~b (q)]. 
Deligne et Ribet [D-R]  ont g~n&alis6 cette construction au cas d'une fonc- 

tion L attach~e fi un caract6re de Dirichlet quelconque de F. Cette construction 
est en grande partie alg6brique et utilise un important bagage de g6om~trie 
alg6brique. Utilisant la m~thode de Shintani [Sh], P. Cassou-Nogu~s [C-N] 
et D. Barsky [B] ont donn6 une construction purement analytique de ~v.p. 
Leur d6monstration a ~t6 reprise et r~interpr~t~e en termes de mesures p-adiques 
par N. Katz [K].  

Le th~oreme principal de cet article donne une formule pour le r~sidu en 
s = 1 de la fonction z~ta p-adique,/ l  savoir: 
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. . . . . .  2"RrhEp(l) 
lim ts--  11 Ce, p(s~ = 
S~I w V D  

off R v e s t  le r4gulateur p-adique de F. Cette formule 6tait connue dans le cas 
o6 F est une extension ab41ienne de Q (on en trouve une d6monstration darts 
[-Ko] ou [A-F]), et de plus, Serre I-Se 2] avait  dhmontr6 que la valuation p- 
adique du premier membre 6tait suphrieure ~t celle du second membre. I1 est 

noter que dans cette expression, R v e t  ] /D  ne sont d4finis qu 'au signe pr6s, 
mais leur quotient est bien d4fini comme l 'ont montr6 Amice et Fresnel [A-F].  
C'est d'ailleurs cette quantit6 qui apparaltra naturellement dans les calculs (Lem- 
mes 5.2 ~t 5.4). 

Les paragraphes w 2 et w 3 de cet article sont consacrhs h la description d'une 
variante effective de la mhthode de Shintani. Dans le paragraphe w 4, on construit 
la fonction (v,~: la construction ne diff6re de celle de P. Cassou-Nogu6s que 
par le langage (on utilise le langage des distributions p-adiques de Y. Amice 
[A]). Le dernihr paragrapbe est consacr6 au calcul du r6sidu. 

w 2. M6thode  de Shintani 

On note v( ) = ~  ~ la fonction z~ta associ~e au corps totalement r~el F, 

off la somme est sur les id6aux de CF. Notre  but maintenant est d 'exprimer 
(e(s) comme la transform6e de Mellin en n variables d 'une fonction rationnelle 
en eL Soit zl . . . . .  z, les n plongements de F dans N. On consid~re F comme 
~tant plong6 dans N" via c~--*(zl (e) . . . . .  z,(~)). Un  61~ment de F s'6crit comme 
un vecteur f in  composantes:  on multiplie les vecteurs composante par compo-  
sante. On note Tr x la somme des composantes de x ~N", et X = (IR § 

Soit Up le groupe des unit6s totalement positives congrues ~ 1 modulo p. 
Soit G le groupe des classes de rayon modulo  p. On  choisit un syst~me de 
repr6sentants entiers de G. On 6crit b~-a si b est dans la classe de a. Ceci 
veut dire qu'il  existe c~a -~ ,  c~ totalement positif, ~ = 1 [p], tel que b =(~)a  (un 
tel ~ est d6fini modulo Up). Pour un id6al a de G, on d6finit la fonction z&a 
partielle 

1 1 1 1 1 1 
~,(s)= ~ U(b) ~ U(a) ~ ~ U(~)~=U(a) ~ -[Up: V] ~x/ N(~) ~" b---a ~ X / U p  ~ V 

La derni6re 6galit6 est valable pour tout sous-groupe V d'indice fini de Up. 
On a alors la relation ~ ~.(s)=~e(s)Ep(s). On exprime maintenant la somme 

aeG 

sur ~ X / V  d'une mani6re plus commode pour  les calculs. 

Soit D = X n z~= 1 , et soit V un sous-groupe libre de rang n - 1  de 

D. Pour n -  1 vecteurs de V, e~, . . . ,  e,_ ~, et pour chaque a~S ,_  ~, on pose f L ~ =  1 
et f i .~= I~ e,ci) pour 2<i<n. On dit que e~ . . . .  , e,_~ v6rifient (H) si: 

j < i  



R6sidu en s 1 des fonctions zeta p-adiques 373 

(i) le groupe multiplicatif  engendr6 par  les ei est discret et libre de rang 
n - 1  

(ii) V a e S , _ , ,  det ( f , , , ,  . . . , f , ,~)  est du m~me signe que e(a), Ia s ignature 
de or. 

Lemme 2.1. Si V e s t  un sous-groupe de D, libre de rang n - I ,  il exis te  
~ . . . . .  c ,_ l e V tels que g k >= 1, e, k . . . . .  s 1 v&i f ien t  (H). 

D~monstration.  Soit Log: X -~ ~,." 

(x I . . . . .  x,)--+ (Log xl . . . . .  Log x,). 

Soit H l 'hyperplan d '~quat ion Tr  z = 0. Log Vest  alors un r6seau de H. Deman-  
der que V', le groupe engendr6 par  q . . . .  , e,_ ~, soit d ' indice fini dans  V revient 
",i demander  que Log rq . . . . .  Log e,,_ 1 forment  une famille libre. Soit M > 0 .  On 
pose 

l~(M) . . . . .  - -  . . . . .  
n ~ I ' n - - 1  ' n - - I ' M ' n - 1  ' n ~1 

off le M est fi la ( i+  l)-i6me place. Munissons  N ~ de la norme du sup. On 
note B(x,  r) la boule ouverte de centre x et rayon r. I1 existe une constante  
r(V) d6pendant  un iquement  de V telle que pour  tout  M > 0 ,  on puisse choisir  
~'1, "",  gn 1 dans  V de telle sorte que L o g g i e B ( l i ( M ) ,  r(V)). Les l i (M ) formant  
une base de H, les Log e~ formeront  une famille libre, d6s que M est assez 
grand. 

Prenons  alors M v6rifiant 
(i) M > = 2 ( n -  1)4r(V) 

(ii) M > (n--  1) 2 Log n ! 
(iii) M assez grand pour  que Log e ~ B ( l i ( M ) ,  r(V)) implique que les ei forment  

une famille libre. 
Soit A = d e t ( f ( . i d  . . . . .  f 2 . J -  Posons E i = e x p  M 1-- i - 2  

e x p [ - M ( i : l ~ ]  \ n - 1 ] ] '  Alors  cette matrice s'~crit: 

l I IS], ~ F~ ~ ~ ~ V. ~ 
I k k k k k k | fl2,3 E3 �9 fl2.nEn f12, 2 E2 . .  

flk3, 2 F ~ k k k k fl3,3 E3 ... fl3,nEn I 
fl~, 2 F~ fl < 3 F I~k ~k l '  �9 "" la4, n ~ n ~  

fln, 3 F~ fin, hEn 

- M  M 
off, grace ~t (i), e2f .- l )"</3i ,  j~e2( n-I)'. 

Developpons  A et isolons le terme diagonal ;  nous obtenons,  en util isant 
les majora t ions  pr6c6demment  obtenues:  

M "  f l ~ . i < ( n ! - l )  kra ekM(2-"--~) ( )fl e2,  ,,2 
i=2 

kMn kM ( 2M kMn~,_l])>O d'apr~s (ii). 
e t d o n c :  A > e  2 (e2(~2-11~-(n!-l)e,2C,. .l ~ 
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On d6montre de mame que det (f(, . . . . . .  f~ . )  est du m~me signe que e(a), 
ce qui termine la d6monstration du lemme 2-1. [] 

Soit (e~ . . . . .  e._a) une famille d'616ments de D v6rifiant (H), et V le sous- 
groupe de D engendr6 par cette famille. Soit J u n e  partie non-vide de [1 . . . .  , hi, 
soit C~,s le c6ne engendr6 par { f j , . I j ~ J } :  Co, j = L ( I R + * ) f j ,  a. On met une 

.]e J 

relation d'equivalence entre les couples (a, J) de la mani6re suivante: 
(cr, J) ~_ (a', J ' )  s'il existe v ~ V tel que C~, s = v C~, s,. 

Lemme 2.2. 
X / V =  H C~,., (1) 

{(a, J ) / ~  } 

D~monstration. Notons  C.=C. ,  o ...... 1. I1 est d6montr6 dans [CJ que sous les 
hypoth&es du Lemme, on a 

(i) vC.c~v'C~,4:0 ~ v=v'  eto=cr'. 
(ii) U v C ~ = X  off C'. est l 'adh6rence de C~ dans X. Or, C ~ : L I c . ,  J. On 

a ,  v J 

obtient donc X =  U vC., s. I1 suffit donc de prouver que 
{(~, J) /~-  }, v 

C.,sc~vC~,,~,#O~Co,j=vC., , .r ,  

i.e. (a, J)~-(a',  J'). Pour cela, notons ~ r  {{vfl . . . . . . .  vJ'.,.} Icr~S. l, w V } .  Si B 
est une partie finie de X, notons o~r {A ~ d I B  c A} et C(B) le c6ne engendr6 
par les 616ments de B. 

Sous-Lemme. S i d  (B) 4= O, alors 
(1) C ( B ) c [  U C(A)] ~ off C(A) est l'adh&ence de C(A) dans X, et E ~ est 

A e ~ ( B )  

l'int&ieur de E dans X. 
(2) Soit x~C(B) et soit , d ( x ) = { A ~ 4 1 V V U  voisinage de x, Uc~C(A)+O}. 

Alors ~ ( B )  = ~(x) .  
(3) B =  0 A. 

A ~ , ~ ( B )  

Le r6sultat cherch6 se d6duit de ce sous-lemme de la mani&e suivante. Soit 
B = { f j , . ] j ~ J }  et B'={vfj, , . , l j '~d'}.  On a Ca, j : C ( B  ) et vC., j ,=C(B'  ). Soit 
x e C~,s c~ v C., j,. Utilisant le (2) d u sous-lemme, on en d6duit que ~ ' ( x ) =  ~ ( B )  
= ~r et en utilisant le (3), on obtient B = B' et done C~,.~ = vC.,.s,. 

Ddmonstration du Sous-Iemme. (3) est 6vident; on a ~ ' ( B ) c ~ ( x )  de mani6re 
6vidente et l 'inclusion inverse d6coule de (1). II n'y a donc en fait que (1) 
prouver. Consid6rons les 3 cas suivants: 

a) c a r d B = n .  Darts ce cas ~r et l'assertion se r6duit 

C(B) c [C(B)] ~ En fait, C(B) = [C(B)] ~ 
b) card B = n - 1 .  Dans ce cas ~r se compose de deux 616ments: B u  {J]} 

et B u { f z } ,  et le r&ultat  d6coule du fait que f~ et f2 ne sont pas du m~me 
c5t6 de l 'hyperplan engendr6 par B, comme on peut le constater en calculant 
les signes des d&erminants correspondants (il faut utiliser le fait que 
det (f l  . . . . . . .  f. ,  ~) est du signe de ~(a)). 

c) c a r d B < n - 2 .  Appelons E(B)=  ~ C(A). Supposons C(B)r  ~ et 
A ~.~t ( B) 
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soit bEC(B)-E(B) ~ Soient ,~I(B) (resp. d2(B)) l 'ensemble des parties ~ n - 1  
616ments des 616ments de ,~(B) contenant B (resp. ne contenant pas B), ~3(B) 
l'ensemble des parties fi n - 2  616ments des 616ments de ,~(B). Soit 6 
= inf d(b, C(A)); 6 est strictement positif car dz(B) est fini, et si A6,~'2(B), 

Ae,~42(B) 

alors d(b, C(A))>0,  car sinon on aurait b~C(A) et b~C(B) et C ( A u B )  serait 
inclus darts un hyperplan ce qui est contraire au fait que det (fl,~, .-., f.,~) est 
non nul pour tout a. Comme beE(B) ~ il existe x n 'appartenant pas ~ E(B) 
et v6rifiant d(b,x)<6/2. On peut alors construire une droite A passant par 
x et ayant les propri6tbs suivantes: 

1) si A~.~C3(B ), AnC(A)=O 
2) il existe Ao~41(B)  tel que Ac~C(A)+O et si A 'Ed2(B)  et Ac~C(A')#-O, 

alors 6o = d(x, A c~ C(Ao) ) < d(x, A n C(A')). 
En effet, pour v6rifier 1), il suffit de prendre A non contenue dans un nombre 

fini d'hyperplans. Pour v6rifier 2), il suffit de preudre A suffisamment proche 
de la droite (b, x) (voir la d6finition de 6 et de x) et en dehors de ce nombre 
fini d'hyperplans. E(B) 6tant ferm6, il existe y~E(B)nA tel que d(y, x ) < 6  o et 
[x, y[nE(B)=O. On d6duit alors des propri6t6s 1) et 2) v6rifi6es par A, que 
si A ~,~'3 (B) u ~2  (B), y r C (A); et comme 

E(B)= U C(A) U C(A) U C(A) U C(A), 
A~.~I(B) ~/6 .~1 (B) A e,~/2 (B) A~,~3(B) 

il existe A~,~(B)udI(B) tel que y~C(A). De plus [x,y[c~E(B)=O implique 
yCE(B) ~ mais ceci est en contradiction avec y~C(A) car C(A) est ouvert si 
AE~'(B) et C(A)cE(A)~ ~ si A E ~ I ( B )  d'apr~s b). Et donc C(B)cE(B) ~ 
ce qui termine la d6monstration du sous-lemme et donc du Lemme 2,2. [] 

D'apr6s un th6or6me de Dirichlet, Up est un sous-groupe discret et libre 
de range n - 1  de D, donc par le Lemme 2.1, il existe e. 1 . . . .  , e._ ~EUp v6rifiant 
(H). Notons  Vle sous-groupe de Up engendr6 par c.~ . . . . .  c.._ 1. ll est sous-entendu 
fi partir de maintenant que t o u s l e s  objets que l'on consid6re d6pendent de 
V; nous n' indiquerons pas cette d6pendance par un indice suppl6mentaire pour 
ne pas surcharger les notations. 

Soit D~,j={y~C.,slY=~xjpfi,~,O<xi<=l}. La somme sur ~eX/V, ~E1 
jEJ 

+ p o  -1 s'exprime comme la somme sur ~ L I [ ( l + p a  I ) n C . , j ] .  Posons 
(a,J)  

D.,~,.=[D.,sn(1 +po-~) ] .  Alors D. , j . .  est fini et on a: 

[ ( l + P a - ' ) n C , , s ] =  LI ( y + ~ N p f / . , ) .  
y~O~.d,a j~J  

Afin de trouver la fonction rationnelle de e ~ qu 'on cherche, on rappelle 
l'6galit6: 

1 1 x~e-( . . . .  + , . . +  . . . . .  ) f l  1 N(~) ~- F(s)" (z~- dzi). (2) 
i = 1  

On a pour chaque c6ne la relation: 

1 l 
Z N(~)~-F(s). Z Z ~F, ..... j(z) ]~(z~-'dz,), 

ot~C~.ac~(l+pa 1) {mjl jeJ ,mjeN} y6D~, j .oX i = 1  
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off, 6crivant c~ = y + p ~ mj Jj , , ,  on a pos6 
j e J  

Fr ..... s(z)=e Tryz p[;m, Trj;..z] 

On pose 
/ . _ _ e _ T r y z [ V [  1 ] 

F,.r E F, . . . . .  j , . , -  [11 1--e  pT~S,.~ " 
{ms I J~J, mjelq} j g J  

On d6finit finalement F , . , ( z ) = ~  ~ Fr,,,a(z ), J d6crivant les parties de 
d y E D a ,  j ,  O 

{1 . . . .  , n} telles que (a, 3) est dans l 'ensemble des repr6sentants de la relation 
d'6quivalence ~-. On obtient:  

1 1 1 
r E I e.,~,(z) H(z~-ldzi)  , (3) 

[Up:V] N C  F(s)" 
a ~ S  n - 1 X i = 1 

l'6change des signes ~ et 5 se justifiant par la convergence absolue de toutes 
les sommes consid6r6es. 

Soit flE(ge tel que (1) f l= 1 [p]. (2) (gv/(fl)~7//bTZ, off b= N((fl)). 
Soit ~ la diff6rente de (9 e. I1 existe alors w ~ - t  fl-1 tel que Trv  = c/b avec 

(b, c)= 1. On obtient: 
1 1 b - I  e2inTrla#v) 

r -~-- I)-- N(a) s[Uv: V] u~  N (a) ~ = ~ l + p a  1 
a ~ X / V  

Cette ~galit6 se d6duit imm6diatement du Th6or~me 4 de [C-N] en tenant 
compte du fait que ~,~a~-~(s)=~,(s), dans les notations de ce th60r6me. Posons 
~i,a,~t=e 2inTr(ttvpL.~). ~i,a,u est une racine b-i~me de l'unit6 diff6rente de 1 pour 
1 < / z < b - l .  

e -  Tr (yz) e 2 i n  Tr (y # v) 

L e m m e  2.3. Posons Gy,.,j,.(z)= i l l 1  _~j ,~. .  e_pTry~.~z], et 
j ~ J  

b - I  

/~=1 (~,J} y ~ D a , j ,  a 

AIors 

1 1 1 " 
("(s)(bl-S--1)=N(a)" [Up: V] F(s)" 5 x G"(z) ~=l(z~-ldzi)" (4) 

Le gros avantage de l'expression (4) sur la (3) est que comme r 1, G.(z) 
est C ~~ sur (~t+) ", contrairement/ t  F,,,(z) qui a une singularit6 en 0. Le d6savan- 
tage est que le facteur (b I - s  1) fait disparaltre le p61e en s =  1. On utilisera 
donc l'expression (4) pour  l ' interpolation p-adique et l 'expression (3) pour  le 
calcul du r6sidu. 
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w 3. Prolongement analytique et valeurs aux entiers n6gatifs 

Lemme 3.1. Soit c)(z) une fonction de IR + dans IR, C ~ b, d~croissance rapide 
1 

~ c~(z)zS-l dz. Alors F(qS, s) est d~finie pour 71 l'infini. Posons F(~b, S ) = F ~  
0 

R e ( s ) > 0  et admet un prolongement analytique El tout le plan complexe. De plus 

pour tout k entier positif, F(~b, - k ) =  ( - 1 )  k ( ~d~k  (#(Z) O" 
\ d z ]  ~ = 

Ce r6sultat est classique: voir par  exemple [Schwartz, tome 1, p. 43]. 

Lemme 3.2. Soit ~)(z) une fonction C ~ sur (N +)" it dOcroissance rapide it l'infini. 

.= [F(si) dz i .  Alors F(4),Sl . . . . .  s.) est ddfinie 

pour Re (s~)>0 et admet un protongement analytique fi 112". De plus pour tout 

n-uple (kl . . . . .  k.)eN",  F(q~, - k l  . . . . .  - k . ) =  - 0 ~, 
i = 

DOmonstration. Ce lemme est une cons6quence presque imm6diate du pr6c6dent. 

Corollaire: Prenons s l . . . . .  s. = se t  (o (z)= G. (z). On en dOduit que ~..(s)(b I - s _  1) 
admet un prolongement analytique it tout le plan complexe et de plus si k est 
un entier positif, on a: 

[ u p : v ]  " a k 

Lemme 3.3. Soit LP=(L1, ..., L.) une famiUe de formes lin~aires it coefficients 
4) (z )  

rdels positifs, et soit f ( z )  une fonction de la forme Ll (z ) . . .L . (z ) '  off ~(z) est 

une fonction C ~ sur (IR+) ", it dOcroissance rapide it l'infini. Alors la fonction 
def 1 ~ " 

H(qS, Y , s ) = F ~ ) ,  } f ( z ) ~ _  (z~-~dzi) converge pour R e ( s ) > l  et se prolonge 

mOromorphiquement it tout le plan complexe. De plus, si on pose pour 1 <--iN n: 

Kk, i={(k l  . . . . .  k . )  j~=ikj=n(k+ l) et O < k j < k  si j ~ i } ,  

et on appelle k les ~lOments de Kk.i, on peut d@nir les objets suivants: 

L~,i(u)= ~i [LI(ul ui . . . . .  ui . . . . .  u, ui)] pour l <=l<=n, 

k V. k, / ~ \k-kjI- n 

et Ctk,se=~.~T. l--lCk l~U,) In ,(u)J j:*:i \ ~  J /  L / = I  u=0  
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et on obtient 

H(r ~,  -k )=  T~,~{r 

off Tk,_~ est la distribution ( -  1)"k ~ Z Cqt, Z Ak" 
tl 

•= I  k~Kk,, 

DOmonstration. Soit Y =  z~(lR+)" z i= 1 . Soit (~ki)l =<i~, une famille de fonc- 
i 

tions C ~ sur Y v6rifiant: 

(i) ~ ~9i(z ) = 1 Vz~ Y.. 
i = 1  

(ii) ~ i (z )=0  s'il existe j 4 : i  tel que zi>=2zi. 
Prolongeons ~9 i h (~+)"--{0} en posant ~O,().z)= ~i(z) V ;EaR +*. On peut remar- 
quer que les conditions (i) et (ii) impliquent en particulier que ~bi(z)=l si 
j4: i~zj<=zi /2 .  De plus ~b i est C ~ sur (~+)"--{0}.  On peut alors 6crire pour 
Re (s) > 1 : 

n 

" 1 r  g'i(z) i~=l(z ~_ 1 dzi). 
! 

Effectuons alors le changement de variable z~= u~, z j =  u~ uj pour j # i  dans la 
i-i6me int6grale. Posons 

r  I'll . . . . .  Ui U i -  1' Ui' Ui bCi+ l . . . . .  Ui Un) ~li(Ul . . . . .  U i -  1 '  l ,  U i +  1 . . . . .  Hn) 

r  I ]  L,,i(u) 
l 

~.s)= '~,  i t r  "~-" '  On obtient H(dp, F ~  j j , i  duj) U i du i. dpi(u ) est alors 

une fonction C ~ sur (P,+)" et ~t d6croissance rapide / t  l'infini. En effet Oi(u)=0 
s'il existe j4: i  tel que u j ~ 2 ,  ce qui nous donne la dbcroissance rapide suivant 
u j; eelle suivant u~ est assur6e par la dbcroissance rapide de 
qS(Ul ui . . . . .  ui . . . . .  u, ui). On a alors: 

~ F ( n s - n )  
H(qS, ~9 ~ s)= F ( s - - ~ -  F(r  s . . . . .  s, ns--n ,  s . . . . .  s). 

i = 1  

On obtient donc un prolongement mbromorphe ~ tout le plan complexe avec 
r(ns-n) 

au plus des p61es simples aux p61es de De plus, si k est un entier 
posltif, on a F(s) " 

( - 1 )  "k k! r/  8 \ .k+.  / 8 \k~ I 

n (nk+n)!  ~ 

On obtient le r6sultat final apr6s des calculs sans myst6re en utilisant la formule 
de Leibnitz pour  la d6riv6e d 'un produit  et en observant que 
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Oi(uL, . . . ,u i  1, 1, ui+~ . . . . .  u,) 6tant  6gale 5 1 dans  un voisinage de 0, toutes 
ses d&iv6es sont  nulles ~ l 'origine. [ ]  

] Corollaire. Posons qS,,~(z)= (Trf i ,~z)  F,,~(z). (o,,~(s) est alors C ~ sur (]R+)" 
i 

d d~croissance rapide fi l'infini. Ecrivant 

1 1 1 c~., ~(z)  " 

: " (s)=[Up:V]  N(a) ~ F(s)" ~s. y" , ~x f i  T r f / .~z  i=lH(z~i-'dzi) 
i = 1  

et appliquant le Lemme 3.3, on obtient le prolongement mdromorphe de (,(s) et 
une formule explicite pour ~ , ( - k )  beaucoup plus compliquOe que la prdcddente 
mais qui nous sera plus utile pour dOterminer le rOsidu de la fonction z~ta p-adique. 

w 4. Distributions p-adiques 

Soit p u n  n o m b r e  premier. Fixons un p longement  z de q) dans  IEp. Soient 
z~ . . . .  , z, les n p longements  de F dans  Q. On consid6re F comme 6tant  plong6 
dans tEp de la manihre suivante:  

F ~ Q" --* (Ep 
---, (v~ (~) . . . . .  ~ . (~))  --. (~,, ~ (~) . . . . .  �9 o ~. (~) ) .  

Soit X l 'adh6rence p-adique de r dans  IE~. On  fixe une base gl ,  .. . ,  g, de 
(gp sur Z :  X est alors i somorphe  /t ;g~. Si x ~ X  on dispose de deux 6critures 
diffbrentes pour  x: la premi6re provient  de l ' inclusion de X dans IEp, et on 
6crit x = ( x t ,  . . . ,  x,). Pour  l 'autre, on 6crit x =Yl gl + . . .  +Y,  g,, o6 yieZp.  

Pour  tout  h e N ,  soit LAb l 'espace des fonctions analyt iques sur a + phX pour  
tout a e X ,  et LA l 'espace des fonctions localement  analyt iques sur X. X 6tant  
compact,  on a L A =  U LAh. Si f appar t ient  fi LAh, f ( x )  s'6crit au voisinage 
de a=(al  . . . . .  a,): h~N 

n 

f ( x ) =  Z bk ...... k, I I ( x i - -a i )  k'. 
k l ,  . . . , k n  i = I 

On pose Ilf l lh= sup ]ph tk '+ '"+k")bk  .. . . . .  k,,lp et on muni t  LA de la topologie 
a ,  k l  . . . . .  k n  

induite par  cette famille de normes.  Soit LA' le dual  de LA. Si TeLA' ,  on 
associe /t T une  s6rie caracthrist ique FT(Z)= T(eTr:x), qu 'on  note  en gbnbral 

n 

eTr:xdT. On pose aussi GT(W)= ~ I]  (1 +w,F 'dT,  Cette cons t ruct ion  des dis- 
X X i = 1  

t r ibut ions  p-adiques sur X rappelle celle des mesures sur X:  si on  consid6re 
l 'espace des fonctions cont inues  /l la place de LA, muni  de la norme du sup, 
on obt ient  la cons t ruc t ion  classique des mesures. 

Remarque. FT(Z) = GT(e Trg' z _  1 . . . . .  e Trg . . . .  1). 
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Th6or6me [Y. Amice] .  Soit B(O, 1- )  la boule ouverte de centre 0 et rayon 1 
dans If;p: B(0, 1 - ) =  {zellTp I Iz[p < 1}. Soit TeLA' .  Alors Gr(w) est une sdrie entiOre 
en Wl, ..., w, qui converge pour weB(O, 1-)". ROciproquement, si G(w) est une 
sdrie entiOre convergeante pour weB(O, 1 -)", alors il existe T~LA' telle que G = Gr. 

Remarque. Si en fait G(w) est une s6rie enti6re fi coefficients born6s, T est une 
mesure  sur X et r6c iproquement .  

L e m m e  4.1. Soit kl ,  ..., k, des entiers positifs et T~ LA'. Alors on a 

f i  " /~ 'k '  I ` ~ z ~ /  S x ) ' d T =  1~ i~__] Fr(z) 
X i = i  i = 1  z = O "  

Ddmonstration. La d6mons t ra t ion  est 6vidente:  il suffit de d6velopper  e vrzx en 
s6rie enti6re. 

1 (0, Soit Fy.~.s(z)=e Tr'~l- I l_e_PTrD.o ~ et ~b,,~,s(z)= Trf~ ,~z  Fy,~.j(z), 
c o m m e  au w 2 J~J i 

L e m m e  4.2. II existe Ty.~.jeLA' telle que Fry . . . .  (z)= ~by...j(z). 

Ddmonstration. Soi t  wi = e Tr g' z _ 1 et Gy... s (w) = q~y, .. s (z). O n  pose 

f~.~ = ~ ci, t,. gt, off c i j , . e2g  car  les gi forment  une base de Ce sur Z. 
1=1 

n 

O n  obt ient  alors : e rr I . .  ~ = I ]  (1 + wt) ...... (1) 
i=t 

et T r f i , . z =  ~, ci, t,~ Log(1  +wt). Ceci nous  donne :  (2) 
/ = 1  

T r f s , ~ z  1 ~ ( - - 1 , k - l i f t  Jk - i  - (1 + w~) -"<,  . . . . .  1 . (3)  
1--e-PTrf~'~ P k=l k LI=I 

Cet te  expression converge  p o u r  w~B(O, 1-)". De  plus, pour  tou t  

x e F c ~ X ,  e T ~ =  f i  (1 +wi) y' avec yi~TZp. (4) 
i = 1  

TrJj .~z  
Mais  c o m m e  ~oy,~,j=e-T~Y~H(Trfj.oz) l- [ 1 ~ T ~ . o ~ ] '  cette expression 

j~J j~J 

converge  p o u r  weB(O, i - ) "  car  e -Try~ le fait par  (4), I ~ T r J j . , z  le fait par (2), 
et le reste pa r  (3). [ ]  Jcs 

Corollaire.  II existe T, ,oeLA' telle que Fro.o(z)= (o,,,(z). 

Lemme 4.2 bis. Il existe une mesure 2y,,,j,u sur X telle que 

Fz . . . . . . .  (z) = Gy, ~. s, u (z), 

ou Gy, o , j , .  es t  la fonction dOfine au Lemme 2.3. 
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D~monstration. La seule chose fi changer par rapport  fi la d6monstration du 
1 

Lemme 4.2 est qu'il faut prouver que est /~ coefficients 

1 - ~, j ,~ r i  0 +wi) ...... 
i - 1  

1 
born6s. Pour cela il suffit de le prouver pour 1 - ~ ( I  +w) off ~ est une racine 

de l'unit6 d 'ordre divisant b (donc premier fi p). Mais ce dernier r6sultat est 
6vident. 

Corollaire. II existe une mesure 2, sur X telle que Fzo(Z) = G,(z). 

D6finition. Soit U un ouvert-compact de X, et T u n e  distribution sur X. On 
dit que T e s t  fi support dans U si quelque soit O~LA telle que q~l U =0,  alors 
T( r  

Eemma 4.3. La distribution Ty,~,j est it support dans 1 + pX.  

1 pr_ 1 
D~monstration. Soit ~ la distribution p~Jtr+~--~ ~ ~ , Off ~x est la 

mj=o y p ~ mj f~.. j~j J~J 
masse de Dirac au point x, et ~ J  est le cardinal de J. Soit T~=g~, �9 (~o 

[JCJ ~ 

-6_p~+,s~.~)/, off * repr6sente la convolution des distributions (en particulier, 

pour les masses de Dirac, 6 x , 6 y = ~ + y ) .  T~ est de mani~re 6vidente fi support 
dans 1 + p X  car y--  1 [p]. Or, 

GT.(2)=[VItll rTY~t~-~zl--e-P'+'Trf3"~z 1[ 1- -e  P~"wJ) '~:]  H ~ ] e-Tryz 
s~s P ( 1 - e  .~ )J[j~j J 

et donc lim GTr(Z)= GTy .... (Z). T~.~,j est donc limite de distributions ~ support 
r~oc, 

dans 1 + pX,  donc est fi support dans 1 + pX. [] 

Coroilaire. To, ~ est it support dans 1 + p X. 

Lemme 4.3 his. 2, est it support dans 1 + p X. 

La d6monstration de ce lemme est fi peu pr6s identique fi celle du Lemme 4.3. 

Lemme 4.4. Soit k un entier>O et ~9(x) la fonction caractkristique de l +pX .  
On obtient : 

(-1) .~ 
N( a)k S •(x) ( I  x~d).,. ( " ( - k ) ( b - k - l - l ) = [ U p :  V] x i=1 

D~monstration. Utilisant le Lemme 4.1 et la formule obtenue au corollaire du 
Lemme 3.2, on obtient;  

(-1)"~ (I  ~ . ( - k ) ( b - * - l - 1 )  [ U , : v ] N ( a ) k ~  x~d2..  
X i=1 

Le lemme s'en d6duit en utilisant le Lemme 4.3 bis. []  
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n 

L'application k ~ ~9(x) I ]  xk peut se prolonger en une application continue 
i = 1  

de Zp fi valeurs dans les applications continues sur X. Si l 'on fixe ko~(7l/qZ)*,  
l 'application k - ~ N ( a )  k pour  k=ko[(~(q)] peut se prolonger par continuit6 
~Z v ainsi que k ~ b  - k - l ,  et si k - k o [ ~ ( q ) ] ,  ( - -1)"k=(--1)  "k~ On obtient alors 
comme eorollaire: 

Th6or/~me [Cassou-Nogu6s].  Soit ko~(Z /qZ)* .  II existe un application continue 
~.p ,  ko de 7Zp-{1} dans ~ p  telle que pour tout k ~ N ,  k - k o [ ~ ( q ) ] ,  on ait 
(a,p, ko(-k)=(a(-k). De plus l im(s--1)(o ,p ,  ko(S) existe et vaut 

s~ l  

1 ( -  1) "~~ 
Logvb  [Up: V] co(N(a))k~ ~ ~ x ~ l  d2o, off co(x) est le caractOre de 

X i = 1  

Teichmfiller, <x> = x/to(x) et Logp est le logarithme p-adique. 

La suite de l'article va ~tre consacr6e ~ trouver une expression plus explicite 
de cette limite. On se bornera ~ traiter le c a s k  o = - 1  et on notera (,.p au 
lieu de ( , ,p,-1.  On posera aussi ~v,v= ~ ~ ,p .  Alors (v,v est une fonction conti- 

aeG 
nue de 7Zp-{1} dans tEp v6rifiant ( v , p ( - k ) = ( F ( - k ) E p ( - k )  si k est un entier 
positif  congru ~, - 1 modulo qS(q). 

On introduit ici quelques lemmes techniques qui serviront au calcul du r6sidu. 
n 

kj 01~1 est la quantit6 d6finie au Soit P k , ~ , i ( X l  . . . . .  Xn)= Z O~K,~LF I ~  X j ,  O~k, ~, 
Lemme 3.3. On pose k~K~, j= 

n 

Ldz)=  ~ ~t, j z j  et L~.i(z)=~z,i(l+ ~, fll.i, j z j )  
j = l  je~i 

(Xl, j 
avec fit, i, j ~ - - .  

Lemme 4.5. Suit A~= f i  ctt,~, et suit t=(t~,~) une famille d'entiers positifs ou nuls 
1 = 1  

pour l = 1 . . . .  , n e t  j = 1 . . . . .  t, . . . ,  n. Posons 

Posons aussi 

et 

H c y' ~ t  ~ 

I, j~-i\  I~l,i,J/ 1/~1. t, J = 1  

aj tl= t, j, st't= Z t, j=  Z 
1 = 1  / = 1  j * i  j , i  

n 

17 (Y, t,,~)! I] a~(t)! 
2( t )= l= l  j*i  i*i 

( n -  1 + s(t))t 
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Alors on a :  

XT 

V t [Ai Pk, ~ , i  (X)] = 2 (t) ~ U"-' + s ( t ) (x i -  U) k I ~  (C~ J(~ (x j  - -  u) k -",('~ ( - 1) "'(t)) d u .  
0 j•i 

DOmonstratio.. Posons  Dk=FI/~3mu, '  i ' et # ( k ) = ~ ' ,  1-I Ckk '" Alors ~u.~; 
ja~ix j /  / =0 i" j * i  

= #(k)  [~k . On  obtient  : 
l= 

n n ~l, i ~_] 
.,_ 0~1"i- = # ( k ) [ [ ]  k [l~= l L l . i (u ) ]  VtFjzli~k,L,,~] =#(k)VtE]k[/=I~I I Ll.i(tt) ] I 7t 

n 

= #(k) l--]k FH/,/~ fit) (1 _I_ 2/Aj)n +s(t) ]" 

.i#i 

Or, p o u r  n ' importe  quelle fonction ~b(u), C ~  un vo i s in age  de 0, Dk4)(u) 
est 6gal/l  I ] ( k - k ~ ) [  x terme en Iqu~-k,,  dans  le d e v e l o p p e m e n t  de qS(u), et d o n c  

j4-i 

( k - k j ) !  [ t3 ~k-k,- 'br o. 
~ [1 u? 4~(.) = [ I  ( k -  k j -  . ) t  \-a~i! 

j t i  j # i  

D o n c  
v' [A, ~. ~] = ~,(k) X(t) [ H  c ~ ' ( ~ ( -  1) ~ ~'] I t , , -  k - 1]!. 

j* i  

On obtient  alors 

V t [Ai Pk. ~.i(x)] = 2(t) ~ # ( k ) [ ~  r . j m  ~ _ t~k -k~ "-k k,t "J X / ~  k i - - k - - I  t x ' .  ~ l r  1 f 
k jt-i  

Derivant alors k + 1 fois par rapport  fi x~, on obtient:  

\~xi] Vt[A, Pk,~,i(x)]=2(t)k!~ F[[rky/~a~(t) vk2[ v i k - k j l v " - I  
k j * i  

def 
=,~(t) k! ~ [Q,('~(-x3",~'~(xFx~y-~ x7 L =,)t) k! ek.~.,(x). 

j , i  

L'avant-derni6re 6galitb provient  de la formule:  

~k"~k - i ~r'" ~ x ~ yk - ~ = (X + y)k = C~ y" (x  + y)k - .. 
i=0 

Pour terminer la d6monstrat ion  cons ta tons  que la valuat ion de 17t [A~ Pk,~,i(X)] 
en xi est sup6rieure/t  n (k + 1) - ( n -  1) k = n + k __> k + 1 et donc:  
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xl Uo uk 1 

Vt [A i Pk,~e,i(X)] = f S""  I ~(t) k! ~,,i,t(x, . . . . .  x~_,, Uk, xi+ , . . . . .  Ym) duk.., du, du o 
0 0 0 

x t x ,  x t 

= I I "'" $ ~'(t) k t Qk, i,t(xl . . . . .  Uk . . . . .  xn) duo . . . dUk- ,  dUk 
0 u k -  I Ul 

xz 

�9 I 2(t) Qk, i ,dxl  . . . . .  uk . . . . .  X~)(Xl--Uk)kduk . [] 
0 

O n  passe m a i n t e n a n t  fi l '6tude p-adique de Pk.so i. N o t o n s  par  II---II la norme  
sur L A I .  

L e m m e  4.6. Posons k (m)= - 1 + ( p -  1) p", pour m un entier suffisammant grand. 
Alors 

(k (m) + ~- ~ +'~') ~ ~" 1) VtPk(,.),se, i(x) l < n  p P-'  
= 

I , j  

Ddmonstration. Soit 

P(u, x) = u"- 1 +s(t)(x i -  u)k(., r l  r - . . c t ) t  . . . .  ~ k ( , . ) - . , ( , )  
1 1 ~ k r ,  m) ( ~ j  " 1  
j * ~  

Alors  P(u, x) est un  po lyn6me  fi coefficients entiers en u, x l ,  . . . ,  x,  de degr6 
n ( k ( m ) + l ) - 1  en u. Donc,  apr6s int6gration,  on va obtenir  un  po lyn6me  de 
la forme 

k . k , < - n ( k ( m ) + l ) \  ~I j= l  

(k(m)+ 1) ilk p 
off flk est entier,  et donc  k i  < n p .  Ceci nous  donne  

IA,I~. (k(m)+l)VtPk(m)'~e"(X)]<l 2(t) I ,,-,+~(t) 
[i(te, j) ! = [i(t,4)rlp• p i +l, 
t,j t,j 

n 

I ]  ( E t,.j)! l-I aj(t) ! n-, +s(,) 
�9 1 

~=t j ,~ j ,~ ent ler  et I < p  p i [ ]  car  l-i(tl.j)! est I ( n -  I +s( t ) ) ! t ,  
t , j  

L e m m e  4.7. Soit ~9 (x) la fonction caractdristique de 1 + pX .  Alors 

r ) + 1)W Pk,,.,.ze, i (X)--(--1) *{0+'-  ' 2(t) YI (-- ,)aj(t)C~t{mt}] 
n j * i  

< n ( p -  l) (n + s(t)) x I(k(m)+ 1) 2(t)l~ 

Ddmonstration. 
x~ 

A i V' Pk(mI.~e, i(X)=)~(t) I u n - l + s ( t ) ( x i - - U ) k ( m ) I ~  [ C ~ ( ( m t ~ ( x J  - U ) k ( m l - a j ( t ' ( - -  1)a'(')] du.  
0 j * i  
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Ecrivant alors u = ( u - - 1 ) + l  et x j - u = ( x j - 1 ) + ( l - u )  et d6veloppant, on 
obtient, 6crivant k pour k(m), s pour s(t) et aj pour ai(t): 

Ai Vt Pk,.V,i(X) 
n-- 1 + s  n k - s  x ,  

=,~(t) ~ C~_l+s(--1) "-l+'x-r Z Q b ( x - 1 ) 5 ( l - u )  " ( k + ' ) - ' - '  bdu, 
r - O  b = O  0 

od Q b ( x - 1 )  est un polyn6me fi coefficients entiers, homog~ne de degr6 b e n  
tes (x~-  1). Ceci nous donne:  

n--  1 + s  nk - s  

AiVtPk,~,i--2(t)  ~ C;-1+.~(--1) " - l+~- r  ~" Qb(X--l) 
r = O  b = O  

=2(0[(-/1)" 1 +~I](C~/(-- i)",) l - ( 1 - x ~ )  "~k+ ') 
j*i n(k+ 1) 

1 - ( I  - x i )  "(k + 1)-r- b 

n(k + l ) - r - b  

~- termes avec r + b > 1]. 
J 

Pour obtenir le r6sultat, notons que ~b (x)# 0 ~  I x~ l l~  p-1 pour tout j e t  donc 
que [l~b(X)Qb(x-l)l[ <p-b.  Etant donne la grande divisibilit6 de k + l  par p, 

1 < n ( p - 1 ) ( r + b ) < n ( p  1 ) ( n - l + s - b ) e t l e r 6 s u l t a t  on obtient n(k+ 1)--( r+b)  = 

d6coule alors de la majoration 6vidente p-b(n--  l + s + b ) < n + s .  [] 

Lemme 4.8. Supposons que fll, i,j = - 1 I-q] pour tout l,j, et posons 

(3,, ~ , j -  1) . . . .  
F/(~L~') = ~ 2(t)(-- 1)sin H (tLj)! 

t l , j  

Alors 
(--1) "-1 

lim (k(m)+ l)~AiPk(,.),~,i - -  Fi(Lf)~,  
m ~  + cx~ n 

la limite Otant prise pour la topologie de LA t . 
Le lemme est imm6diat fi partir de la formule 

t ) , l  t l , , i!  
Vt(Ai Pk(,,,)..v, i(x)) 

et des majorations obtenues aux Lemmes 4.6 et 4.7 (il faut aussi utiliser le fait 
que quand m tend vers + co, ( -  1) a C~t., ) tend vers 1 p-adiquement). 

Corollaire. Soit T une distribution d support dans 1 + pX,  et soit Pk,se= ~ ~ ,~ , i .  
Alors i= 1 

Pk(m) ,~(x )dT_( -  1) "-~ ~ F/(~)  lim (k(m)+ i) ~ nZ ao(T) 
m ~ ~ 1 7 6  X i = 1  h i  

off ao(T ) = ~ d Tes t  le terme constant de la sdrie caract~ristique associ& h T. 
X 
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w 5. Caicul du r6sidu 

Soit el, .. . ,  e .-1 une famille de vecteurs de Up remplissant  les condi t ions  du 
Lemme 2.1. Notes  V~ le sous-groupe de Up engendr6 par  {e~ ~, .... e~ ~- 1}. On pose 

_ p r  
f~ . . . .  - f~ , . ,  ou f~,. est le vecteur d6fini avan t  le Lemme 2.1. Soit 5% r la famille 
de formes lin6aires (Tr f /  . . . .  z) pour  1 <_i<n. On rajoute aussi un indice r 
t o u s l e s  objets d6finis apr6s les Lemmes 2.2 et 4.1 et dans  le corollaire du 
Lemme 4.2, pour  indiquer  que le r61e sous-entendu de Vest ic i jou6 explicitement 
par  V~. 

N(a) k 
Lemme 5"1" ( " ( - k ) =  [Up: V~] ~ x ~ Pk,~%.(x) dT~ . . . .  . 

D~monstration. La d6mons t ra t ion  est une cons6quence directe de la formule 
pour  ~ , ( - k )  donn6e dans le corollaire du Lemme 3.3, et du Lemme 4.1. 

Lemme 5.2. Soit Ao, , = d e t  (f l  . . . . . . . . .  f,,o.~). Alors 

~,(~) ~ ,~  
o o ( T o  . . . .  ) p . N ( a _ l ) [ / ~ .  

Le signe de ]fD est determinO par le fait  que ao(T~,o,~) est un rationnel positif 

D~monstration. On a 

Or, 

ot~ 

ao(To, . ,~)= lim q5 . . . . .  (z). 
z ~ O  

..... = Y  Z  y,o,j,r(z) 
J yED.,,;,a,,.  

1 n 
(~ - -  - T r y z  ]~ Tr ,~ . . . .  z .  y...J,r(z) - e  Iq l _ e - P T r y ,  . . . . .  

j~d  i :  1 

I1 est clair  que si J=#[1 . . . . .  n], limqSy, o,~,r(z)=O et si J = [ 1  . . . . .  n], 
z ~ O  

1 1 
lim d?y,o.s.r(z)= ~ .  Donc  a0(To,~,r)= ~ # D . , t l  ...... ~ .... . Par  d6finition 
z ~ O  P F 

D~.tl ..... .~ ....  = D.,tl  ...... j,~c~ 1 + p a -  ~ et comme D..t~ ...... ~.r est un domaine  fonda- 
menta l  de R"  pou r  rac t ion  du r6seau A engendr6 par  pf~ . . . . .  . . . ,  Pf~ . . . . .  et 
pa  -L est un  r~seau de P." con tenan t  A, on a 

vol A [det (pf~ . . . . . . . . .  pf .  . . . .  )l 
p"ao(To . . . .  ) = [ p a - ' :  A ] -  

v o l p a  -1 N ( p a - t )  vo lCe 

p"e(a)A.,~ 
[] 

p " N ( a - l ) ] / ~ "  
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Corollaire. Utilisant le corollaire du lemme 4.8, on obtient : 

lim (k (m) + 1 ) ~, ( - k (m)) 

= ( - - 1 ) " N ( a ) -  [Up: V~] )~ ao(T, . . . .  ) F~(~,r)  ( - I P  ~| 
er~Sn 1 i 1"12 J 

=(- -  1)nN(o) l ZffE~,, 1PtlN(~[)-- |~[Up:Vp3 I'= F/(~r p)!, - n - - I  

Remarque. Le membre de gauche est ind6pendant de r et est 6gal /i l 'oppos6 
du r6sidu en s =  1 de la fonction z~ta p-adique partielle ~,.p. Pour obtenir une 
expression satisfaisante du r6sidu, on va faire tendre r vers + oo. 

Soit V un sous-groupe multiplicatif libre de rang n - 1  de 

Xc~ z~(lE*)" I J  z i = l  . On d6finit le r~gulateur p-adique de V de la mani6re 
k. Ii= 1 

suivante. On choisit 71 . . . . .  7,-~ une base de V, et on note 7i=(7i,~ . . . . .  ?i,,). 
Rp(V) sera alors le d6terminant n - 1  x n - 1  de la matrice [LogpYi,i+~], l < i  
< n -  1, 1 < j < n - -  1. R~(V) n'est d6fini qu 'au signe pr~s. Si V' est un sous-groupe 
d'indice fini de V, on a la relation: Rp(V ' )= _+IV: V'] Rv(V  ). 

Lemme 5.3. A,.r - n s (a) pC, - 1)r Rv ( Vo ) [p,r - 1 ]. 

Remarque. Ceci fixe un choix de signe pour Rp(Vo), de la marne mani6,re que 

le Lemme 4.8 en fixe un pour ]/D. I1 est facile de voir que ces signes d6pendent 
de l 'ordre de (~ ,  ..., ~,) mais que leur rapport  n'en d6pend pas! 

D~monstration. On a fi . . . .  -= 1 + p~ ~ Logp r,~i ) [ p ~ -  1]. Ecrivons alors le d6termi- 
j < i  

nant A,,, et effectuons les op6rations suivantes: on commence par retirer la 
premi6re colonne aux autres et ensuite on ajoute toutes les lignes "a la premiare. 
Le d6terminant devient: 

[ Logp z,(e0. . .  Logr r,(s, 1)1 

B2 est la matrice de permutation de cr 6changeant les colonnes, et 

off tous les  termes sont 6crits modulo p2r 1 
et B = B 1  x B2 x B3: 

jill i] 0 1 1  

0 0 1  

0 0 . . .  0 

B3 = 
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O n  a d o n c :  
A,,r=np(,- 1)r de t  B1 det  B 2 de t  B 3 [pnr- 1] 

__.np~n-1),Rp(Vo)e(a)[p,, 1]. [] 

Lemme 5.4. }im ~ ~ = nRv(Up). 

Dkmonstration. [Up: V~] = p ( " -  x)"[Uv: Vo] et Rp(Vo)=[Up: V0] Rv(Uv). 

Corollaire. l im (k + l)(, ,p(--k) --Rp(Uv) 
k~- I  pn ~ D  " 

i D~monstration. ,~lim F ~ ( ~ , . r ) = 2 ( 0 ) - ( n - - 1 ) ! '  comme on peut s'en rendre compte 

a partir de la d6finition de F/(Lf) et le corollaire dbcoule imm6diatement du 
corollaire du Lemme 5.2 et du Lemme 5.4. 

Corollaire .  Soit h~ le cardinal du groupe de classes de rayons modulo p. Alors 

l im (s - -  1) ~v,.(s) = h~ R.(Up) 

Lemme 5.5. Soit h le nombre de classes de F. Soit E le groupe des unitks globale 
de E, on a la ddcomposition de E suivante." E= W • U off Wes t  le groupe des 
racines de l'unit~ de C v e t  U un groupe libre de rang n - 1  contenant Up. On 
a alors les relations: 

Rp = Rp(U)= [ U :  Up] -~ x Re(Up) et hp  = 2" h x #?((gF/P~JF)* = 2" hp" Ep(1) 
E u :  up] w I -U:  ty~] w' 

off west le cardinal de W (ici w= 2). 

D(monstration. La d6fini t ion de G nous  d o n n e  la suite exacte  

o ~ {1,  - 1} "  • ( (PAp(P~)* / (E/up --, a --, C l ( ( ~ )  --, o. 

et on en tire la deuxi~me 6galit6, la premiere 6galit6 6tant une cons6quence 
imm6diate de la d6finition du r6gulateur. 

On obtient alors comme corollaire le 

Th6or/~me, lim ( s -  1) (v,p(s) 2" hRp Ep(1) 
s~l w~D 
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