CONDUCTEUR D’ARTIN D’UNE REPRESENTATION DE DE RHAM

par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous munissons I’anneau B:R de Fontaine d’une filtration par « valuation de conver-
gence ». Cette filtration est stable par 'action de Gx = Gal(K/K) et sa restriction & K coincide
avec la filtration induite par la filtration de Gx par les sous-groupes de ramification. Si V' est une
représentation de de Rham de Gk, cette filtration induit une filtration croissante de Dgar(V) et on
montre que, si V est potentiellement semi-stable, I'invariant numérique naturel associé a cette fil-
tration coincide avec le conducteur d’Artin de la représentation Dyg (V) du groupe de Weil-Deligne
de K.

Abstract. — We endow Fontaine’s ring B(TR with a filtration defined by means of « valuation
of convergence ». This filtration is stable the action of Gx = Gal(K/K) and its restriction to K
coincides with the filtration induced by the filtration of Gx by ramification subgroups. If V is a de
Rham representation, this filtration induces an increasing filtration on Dgr (V) and we show that
the natural numerical invariant attached to this filtration coincides, if V' is potentially semi-stable,
with the Artin conductor of the representation Dpst (V') of the Weil-Deligne group of K.
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Introduction
0.1. Notations. — Soit kr un corps parfait de caractéristique p et soit F' = W(kp)[%] le corps

des fractions de I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans kp. Ceci fait de F' un corps
complet pour la valuation discréte v, normalisée par v,(p) = 1, et dont le corps résiduel est kp.

Soit F une cloture algébrique de F et F™ C F I'extension maximale non ramifiée de F. La
valuation v, s’étend de maniére unique a F, et on note C' le complété de F' pour v,. Si L est un
sous-corps de C, on note 0, 'anneau de ses entiers.

Si K C F est une extension finie de F, on note Ky = K N F™ l’extension maximale non
ramifiée de F' contenue dans K, ex = [K : K] 'indice de ramification absolu de K, vg = e;(lvp
la valuation de K = F normalisée par vg (K*) = Z, et Gk le groupe de Galois absolu Gal(F'/K)
de K. Ce groupe est muni de sa filtration par les sous-groupes Gy, s = —1, de ramification, et
G(;( est le sous-groupe d’inertie de Gg tandis que le sous-groupe d’inertie sauvage de Gg est
la réunion des GY% pour s > 0. La filtration sur G induit une filtration croissante de K par
(r)

- - —G? . . - . .
des sous-corps K (T), avec K ™) _ Ns>r—1 K ¥. En particulier, K’ est I'extension maximale non

ramifiée K™ de K, sir <1 et KV est I'extension maximale modérément ramifiée de K.

0.2. La filtration de BIR par valuation de convergence. — Soit B(J{R I’anneau de Fon-
taine. C’est un anneau topologique muni d’une action continue de G et, algébriquement, c’est
un anneau de valuation discréte de corps résiduel C. Il est donc abstraitement isomorphe a C|[T]
et F g’identifie a la cloture algébrique de F dans B(}LR, mais il n’existe pas d’isomorphisme de
C[[T]] sur BJ; qui soit continu ou qui commute avec 'action de Gp. Malgré tout, on peut in-
troduire une notion de rayon de convergence ou plutét valuation de convergence d’un élément
de BIR, ce qui permet de munir B:{R d’une filtration par des sous-anneaux B((ig x> pour 7 = 0,
et cette filtration est stable sous 'action de Gg. Le premier résultat concernant cette filtration
est qu’elle permet de retrouver la filtration de K = F induite par la filtration de Gx par les

sous-groupes de ramification.
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Théoréme 0.1. — Sir >0, alors
(r) 7o _ 371
B ar.i N K=K".
Remarque 0.2. — Le lien entre ramification supérieure et valuation de convergence de fonctions

analytiques a été mis en évidence par Deligne [8]. Il est & la base de la théorie d’Abbés et Saito [1]
de la ramification supérieure dans le cas d’'un corps résiduel non parfait. Le point de départ
(cf. prop 2.3) de la démonstration du théoréme 0.1 est le résultat de Deligne, mais passer par
B;{R pour définir la valuation de convergence présente I’avantage esthétique d’étre complétement
intrinséque.

0.3. Conducteurs d’Artin et de Swan des représentations de de Rham. — Si E est
une extension finie de Q,, et si V' est une E-représentation de de Rham de G, a poids® de
Hodge-Tate < 0, la filtration précédente sur Ba“R induit une filtration sur le K ®q, F-module
libre Dar (V) = (Blg ®q, V)©X par des sous-K ®q, E-modules libres DSQ’K(V), pour 7 > 0.
Ceci nous permet d’attacher & V' des invariants numériques car,x (V') et csw i (V') définis par :

cari(V) =3 r-dim (Mo DS (V)/ User DG (V).

r=0
csw (V) = (r = 1) - dim (Nysr DG 1 (V)/ Usr DGt (V).
r>1

Les invariants cay, x (V') et csw,x (V') sont appelés respectivement conducteur d’Artin et conduc-
teur de Swan de V. Cette terminologie est justifiée par le résultat suivant.

Théoréme 0.3. — Si V est une E-représentation de G d’image finie, alors caw,x(V) et
csw, i (V') sont respectivement les conducteurs d’Artin et de Swan de V.

Ce résultat est une simple traduction du th. 0.1. Les deux résultats suivants sont plus pro-
fonds, mais sont des conséquences immédiates du fait que toute représentation de de Rham est
potentiellement semi-stable(® | du fait que le conducteur d’Artin (resp. de Swan) d’une repré-
sentation d’image finie est un entier d’aprés le théoréme de Hasse-Arf, nul si et seulement si le
groupe d’inertie (resp. d’inertie sauvage) agit trivialement, et du théoréme 0.6 ci-dessous faisant
le lien entre les invariants car x (V) et csw x (V') et les conducteurs d’Artin et de Swan du module
Dyt (V).

(M Cette condition assure que D4r (V) C BIR ®q, V. Il est un peu délicat de définir une filtration par valuation de
convergence sur Bgr = BIR %] tout entier, la multiplication par ¢ pouvant diminuer la valuation de convergence. 11
est probable que ce phénoméne ne se produit pas pour les éléments de BXR‘ dont les conjugués sous G engendrent
un sous-espace vectoriel de dimension finie sur Q, ; c’est en tout cas le cas pour les périodes des représentations
de de Rham comme le montre le cor. 5.13. En particulier, on en déduit les égalités cart,x (V(—1)) = car,x (V) et
csw,k(V(=1)) = csw,x (V), ce qui permet d’étendre les définitions de cars,x €t csw,x au cas d’une représentation
de de Rham quelconque.

@ Ce fait, conjecturé par Fontaine, est maintenant un théoréme grace aux travaux de Berger [4] ramenant
cette conjecture a la conjecture de Crew pour les équations différentielles p-adiques, et ceux d’André [2, 3|,
Mebkhout [15] et Kedlaya [14] fournissant trois démonstrations indépendantes de la conjecture de Crew. On
pourra consulter [5] pour une vue d’ensemble de ces travaux. Signalons que, depuis, deux démonstrations de
la conjecture de Fontaine ne faisant pas intervenir la théorie des équations différentielles p-adiques ont vu le
jour [6, 13].
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Théoréme 0.4. — Si'V est une E-représentation de de Rham de Gg a poids de Hodge-Tate < 0,
alors car,k (V) et csw x (V) sont des entiers > 0.

Théoréme 0.5. — SiV est une E-représentation de de Rham de G a poids de Hodge-Tate < 0,
alors

(i) V est cristalline si et seulement si car,x(V) =0;

(ii) V' devient semi-stable sur une extension modérément ramifiée de K si et seulement si

CSW,K(V) =0.

0.4. (¢, N,Gg)-modules et représentations p-adiques. — Un E-(¢, N, Gi)-module D est
un F™ ®q, E-module libre de rang fini, muni des structure suivantes :

(i) une action semi-linéaire de Gx agissant contintiment pour la topologie discrete®),

(ii) une action semi-linéaire injective*) du frobenius ¢ commutant & I'action de G,

(iii) une action linéaire de N commutant a 'action de G et vérifiant® la relation de com-
mutation Ny = ppN.

Si V est une E-représentation de G, le module
Dypst (V) = Upcp(Bst ®q, V)©F,

ot L parcourt les extensions finies de K contenues dans F', est un E-(p, N, Gg)-module. De plus,
si V' est potentiellement semi-stable, 'application naturelle

K & por Dpst(V) — K RK DdR(V)
est un isomorphisme.

Aun (p,N,G K)—module(6) D, on sait associer son conducteur d’Artin ca¢, i (D) et son conduc-
teur de Swan cgy, i (D) par les formules.

csw,k (D) = Zr - dim(Ngs, DYk / Uge, DY),
r>0

cart.i (D) = cgw.i (D) + dim D — dim(DN=0)%%

Ces deux invariants sont en fait des entiers d’aprés le théoréme de Hasse-Arf.
Notre résultat principal est alors le suivant :

®)Gk agit donc a travers un quotient fini; o € Gk agit par ¢ ® 1 sur F™ ®q, E.

) Cette action est donc bijective. ¢ agit par ¢ ® 1 sur F™ ®q, E.

(®)L’action de N est donc nilpotente.

©)Gi kr est un corps fini, et donc si K est une extension finie de Q,, on sait associer [9] & un (¢, N, G x)-module,
une représentation W (D) du groupe de Weil-Deligne WD de K, en tordant l'action de ¢ € Wx C G par une
puissance convenable de ¢ de maniére a rendre linéaire 'action du sous-groupe de Weil W de K. Par ailleurs, si
W est une représentation de WD g, on définit (cf. [7]) les conducteurs d’Artin et de Swan de W par exactement les
mémes formules que celles qui nous ont servi a définir les conducteurs d’Artin et de Swan d’un (¢, N, Gk )-module,
ce qui montre que, si D est un (p, N, Gx)-module, alors

csw,k(W(D)) = csw,x (D) et csw,x(W(D)) = csw,x (D).

La définition des conducteurs d’Artin et Swan d’un (¢, N, Gk )-module est donc la généralisation naturelle de la
définition habituelle.
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Théoréme 0.6. — Si V est une E-représentation potentiellement semi-stable de Gg, a poids
de Hodge-Tate < 0, alors

cart,K(V) = care, k(Dpst(V)) et csw. (V) = csw,x(Dpst(V)).

Remerciements.— Je remercie le rapporteur pour sa lecture attentive.

1. Conducteur d’Artin d’un élément de K

1.1. Définition. — Nous renvoyons a [16] pour la définition des groupes de ramification. Si
xz € K, on note cart, k() la borne inférieure de I'ensemble des s > 0 tels que G“}?l laisse fixe

x. Le sous-corps F(T) de K défini dans l'introduction est alors I'ensemble des x € K vérifiant
cart, k() < r. En particulier, cay, i (2) = 0 si et seulement si K () est une extension non ramifiée
de K, cart, () > 1 si K(x) est une extension ramifiée de K, et care g (x) = 1 si et seulement si
K (z) est une extension modérément ramifiée de K.

On dit que § : K — R est un conducteur sur K si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) 0(x) =0siz € K™;

(i) 3(z + y) < sup(6(2), 8(y)) et 6(zy) < sup(6(2),3(y)) si 7,y € K

(iii) d(g(z)) = d(z) siz € K et g € Gg.

Il est immeédiat que carg, x : K — R* est un conducteur sur K. Le lemme suivant montre que
pour connaitre un conducteur, il suffit de connaitre sa valeur sur les uniformisantes, ce que nous
utiliserons abondamment dans la suite.

Lemme 1.1. — Sid : K — Ry est un conducteur, siy € K, si L est la plus petite extension
galoisienne de K contenant y, et si wy, est une uniformisante de L, alors §(y) = d(7r).

Démonstration. — 1l résulte des propriétés (i) et (ii) que d(z) < sup(d(y1),...,0(yn)) si
Y1, yn € K et 2 € K(y1,...,yn). On déduit de ceci, de la propriété (iii) et du fait que L est
engendré par y et ses conjugués, que 6(z) < d(y) si z € L. En particulier, 6(mwr) < §(y).

Par ailleurs L est inclus dans K™ (7p) et donc §(z) < d(w) si 2 € L. En particulier, §(y) <
0(mr), ce qui permet de conclure.

1.2. Conducteur d’Artin d’une uniformisante. — Soient L une extension finie galoisienne
de K ; soient G = Gal(L/K) et Gy C G le sous-groupe d’inertie. Soit 77, une uniformisante de L.

Proposition 1.2. — On a
cart, Kk (L) = ( > wklg(rr) — WL)) + ( sup v (g(mr) — WL))-

g€Go—{1} 9€Go—{1}

Démonstration. — Si g € G, soit i(g) Uentier défini par v (g(7wp) —7r) = i(g)vk(mr). Sit >0,
soit Gy = {g € G,i(g) =t + 1}. Les G, sont les sous-groupes d’inertie de G (en numérotation
inférieure). On a Gy = {1} si t est assez grand et on note to(L) la borne inférieure des ¢t > 0
vérifiant Gy = {1}. On a aussi

(to(L) + Vvg(rr) = sup  wk(g(rr) —m1),
g€Go—{1}

et comme ML)_)”) € N et le groupe G est fini, on a tg = to(L) € N.

vi (T,
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Par définition de la numérotation supérieure, on a Gy = G¥&/x(®) | ou ¢r/K (t) est la fonction
de Herbrand définie par

SOL/K(t):/O [GolG] k(7L / |G| du.

Par définition de tg, on a Gy = {1} si t > tg et Gy, # {1}, et donc G® agit trivialement sur 7, si
s > /K (to), alors que G¥%/ x (to) n’agit pas trivialement sur 7. On en déduit la formule

eart, k() = 1+ ¢/ (to(L)).

Soit i(g,u) la fonction définie par i(g,u) = 0si u > i(g) — 1l et i(g,u) = 1siu<i(g) — 1, de
telle sorte que [Gy| = 3 g i(g,u). On a alors

to
cart,k (TL) =1+ ¢p/k(to) =1 +UK(7TL)/ |Guldu =1+ vg(mp / > ilg,u
0
g€Go

“t+o(m)(to+ Y (il9) - 1)

gGGo—{l}
=1~ [Golvx(ms) + vc(m) (o + 1+ Y ilg)),
g€Go—{1}
et comme v (7)) = \G%P et i(g)vr(mr) = vir(g(rr) — ) si g # 1, et (to + Dok (mr) =

SUPgeo—{1} VK (9(mL) — 7L), cela permet de conclure.

Corollaire 1.8. — c(L) = (vi(mL)) Lcar (L) est un entier.

2. Conducteur d’Artin et valuation de convergence de séries entiéres

2.1. Valuation de convergence raffinée d’une série entiére. — Soit R = R U (R x
{—,4}) U{—00,+00}. Si r € R, on note simplement r~ [resp. r| I'élément (r, —) |resp. (r,+)]
de R. On munit R de la relation d’ordre totale évidente définie par

(i) —oo < z et © < 400 quel que soit z € f{;

(ii) 7"*<T<7“+si7“€R'

(iii) 7T < s~ si 7, s € R vérifient r < s.
Finalement, si x € R on définit —z € R de la maniére habituelle si z € R et par

—(—00) =40 et — (+00) = —00; —(r7)=(-r)tet —(r")=(-r)" sir €R.

Si (z)keN est une suite d’éléments de R, on note linf 23, € RU{—00, +00} la limite inférieure
de la suite (71 )ren et on définit la limite inférieure raffinée linf’ z, € R de la suite (zx)reN, par

la formule
—oo silinfx, = —o0,
rT silinfzy =7 et linfk - (g —r) = —o0,
linf' zj, = { r silinfzy =7 et linfk - (xx — ) € R,

rt  silinfxg =7 et limk - (z —r) = 400,

400 silimzg = +o0,
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Si f =725 apT* € C[[T]], on définit la valuation de convergence raffinée Valy (f) € R par
la formule

Valg (f) = —<linf’ W](:”“))

On a alors

—00 < f est analytique sur C tout entier,

r~ < f est analytique sur la boule fermée vi (T) > r et ne converge pas si vg (T) < r,
Valg (f) =< r & f est analytique bornée sur la boule vg (T) > r et ne converge pas si vi(T) =7,

rT & f est analytique non bornée sur la boule vg (T') > r,

400 < f ne converge que pour 7' = 0.

2.2. Le sous-anneau C[[T]]") de C[[T]]. — Si r € R, on note C[[T]]") I'ensemble des
f € C[[T]] vérifiant Valg (f) < r; c’est, d’aprés ce qui précéde, un sous-anneau de C[[T]] de
fonctions analytiques bornées ou pas sur une boule ouverte ou fermée suivant les cas.

Sir e R, on définit la valuation Ug) sur C[[T)]™) par

+o0o
v?(Z aka> = klgl& vi (ag) + kr.
k=0

Ceci fait de C[[T]") un anneau de Banach et C[[T]]"") en est un sous-anneau complet.
Soit r € R. Si f = > /20 axT* € C[[T))"") est non nul, soit d™(f) le plus grand entier k tel
que l'on ait v%)(f) = vk (ag) + kr. On dispose alors du résultat suivant :

Proposition 2.1. — (i) Si g € C[[T])"), alors il existe y € C[[T]]") et z € C[T] de degré <
d") (f) uniques, tels que Uon ait g = yf+z. De plus, vg)(z) > v%) (g) et v%) (y) = v%) (g)—vg)(f).

(ii) C[[T])") est un anneau principal.

Remarque 2.2. — (i) Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) comme le montre la dé-
monstration du cor. 5.10 par exemple.

(i) Les anneaux C[[T])]) et C[[T]]"") ne sont pas principaux mais presque; ce sont des
anneaux de Bézout (tout idéal engendré par un nombre fini d’éléments est principal, tout idéal
fermé est principal).

2.3. Conducteur d’Artin d’uniformisantes et valuation de convergence. — Soit L une
extension finie galoisienne de K, soit 77, une uniformisante de L, et soit P € K™[X] le polynéme
minimal de 77, sur K™. On a P(rz) = 0 et P'(wy) # 0, ce qui implique, d’aprés le théoréme
des fonctions implicites, que P induit un isomorphisme analytique d’un voisinage de 7y, sur un
voisinage de 0. On note f € 7y, + UL[[U]] I'inverse de cet isomorphisme qui est donc une solution
de léquation P(f) ="U.

Proposition 2.3. — On a
cart, i (mz) = Valg (f).

Nous aurons besoin du résultat suivant.
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Lemme 2.4. — Soient L une extension finie de K et aq,...,an € L avec vi(ay) < -+ <
v (a1) < 400, et soient B =ay--ay et Q(X) = X(X +ay1)-- (X + ayn). Alors x — 71Q(z)
est un automorphisme analytique de la boule {x, vi(x) > vk (a1)} et son inverse F appartient
a TOL[[ay ' T]], mais ne converge pas pour v (T) = vi (aq).

Démonstration. — Considérons I'application f +— ¥(f) =T + f — (a1 -+ a,) 7 'Q(f). Soit f €
TOL[L)). Comme f—B7Q(f) =f - (1- A+ L)---(1+ L)), et comme L € OL[[Z]], on a
W(f) € TﬁL[[all]]. Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de TL[[T]] vérifiant f —g € T*L[[T]],
alors ¥ (f) —(g) € TFTL[[T]]. On en déduit le fait que 1 est une application de TﬁL[[all]] dans
lui-méme, contractante pour la topologie T-adique pour laquelle T'¢ L[[all]] est complet. Elle y
admet donc un unique point fixe F, et ce point fixe vérifie 371Q(F(T)) = T ; c’est donc I'inverse
formel de 371Q et comme F converge si vi (z) > vi(a1), c’est I'inverse analytique de 371Q sur
la boule {z, vk (x) > vk (a1)}. Finalement, F' ne converge pas pour v (x) = vi(a1) car sinon
ce serait un inverse analytique de 871Q sur la boule {x, vi(z) > vi(a1)} et (a1---a,)71Q
n’est pas injectif sur cette boule (puisque P(0) = P(—a;) = 0).

Soient ty = to(L) et ¢ = ¢(L). Le résultat suivant est une version renforcée de la prop. 2.3 car
c(L)vk (mr) = cart,k (71) par définition de ¢(L) (cf. cor. 1.3).

Corollaire 2.5. — Si on écrit f(U) sous la forme mp, + 7['}:”0 Al

éléments de O, et a; ne tend pas vers 0 quand i tend vers +oco.

Va; - (m °U), les a; sont

Démonstration. — Soient gi,...,ge—1 les éléments de Gy — {1} ordonnés de telle sorte que, si
a; =7 — gi(mr), on ait vk (oy) > vk (ay) si i < j. En particulier, on a
e—1
’UK<Oél) = (1 + to)’l}K(ﬂ'L) et UK(Oél) + Z'UK(@i) = C’UK(ﬂ'L)
i=1
d’aprés la prop. 1.2 et la définition de typ(L) donnée au cours de la démonstration de cette
proposition.
Soit @ € L[X] le polynéme défini par Q(X) = P(X+7r), et soit 5 =aq...ae—1.OnaQ(X) =
XTI (X + ay) et, st F(T) € TL[[T]] est la solution formelle de 'equation 3~'Q(F(T)) = T,
alors f(U) = n, + F(B~1U). 1 suffit donc d’utiliser le lemme 2.4 pour conclure.

3. Valuation de convergence d’un élément de BIR

3.1. L’anneau BIR. — Soit ET Iensemble(”) des suites x = (:C(O),...,x("),...) d’éléments

de Oc vérifiant (z(*D)? = 2™ muni des lois + et - définies par = +y = s, avec s =
1y oo (2™ 4y (MNP ot .y = £, avec t = 2y Alors E* est un anneau de
caractéristique p, complet pour la valuation vg définie par vg(z) = Up({L‘(O)), et qui contient une
cloture algébrique kr de k. Si 2 € O, on choisit un élément & = (f(n))neN de E* avec 70 = 7.

Soit AT = W(E+) Pannecau des vecteurs de Witt a coefficients dans E*. 1l contient I'anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans kp et donc aussi 'anneau Opnr de 'extension maximale
non ramifiée F™ de F. Siz € A*, onnote T € ET sa réduction modulo p, et si # € E*, on note [2]

(MNous renvoyons aux articles [10] ou [12] pour la démonstration des résultats de ce n° ; dans ces articles (et
bien d’autres), les anneaux E* et A" sont notés respectivement R et W (R).
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son représentant de Teichmiiller dans A™. Tout élément 2 de AT peut alors s’écrire de maniére

unique sous la forme S0 p"[x,], ot (2,,)neN est une suite d’éléments de ET. L’application
x =30 p M w,] e O(x) = 0% p"2'Y) est un morphisme surjectif d’anneaux de AT sur G,

et I'idéal ker de AT est un idéal principal dont x € ker @ est un générateur si et seulement si
vg(Z) = 1; par exemple £ = [p] — p est un générateur de ker 6.

Soit Bt = KJF[%] et prolongeons 6, par Qp-linéarité, en un morphisme surjectif de B+ sur C.
L'idéal ker§ de B+ est encore principal, et on note B:{R le complété de Bt pour la topologie
ker 6-adique. Par construction, 6 s’étend par continuité en un morphisme surjectif de BIR sur C,
et B(J{R est un anneau de valuation discréte de corps résiduel C et d’idéal maximal ker 6.

Notons que AT gidentifie naturellement a un sous-anneau de BIR. La topologie naturelle

sur Bl = l(iin(ﬁJ“/(ker 6)"1) est la topologie de la limite projective, chaque BT /(ker )"+
étant un espace de Banach p-adique de boule unité A+ /(ker §)"*1. En particulier, BIR est
complet comme limite projective d’espaces de Banach. On peut aussi décrire la topologie de B(J{R
comme suit. Si n € N et z € B, soit wy(z) le plus grand élément w de Z U {+oc} tel que
z € pUAT + (ker §)" 1. Les w,, forment une famille de semi-valuations sur BIR et la topologie
naturelle de B;R est la topologie (de Fréchet) induite par cette famille de semi-valuations.

Le groupe G opére naturellement et continiment sur E*, A*, BT et B, et on a w,(0(z)) =
wy(z) sin € N, z € Bl; et 0 € Gp.

Plus généralement, si K C F est une extension finie de F, et si mx est une uniformisante de K,

tout élément = de A™ [ x| peut s’écrire de maniére unique sous la forme 729 7% [2,,], ott (25 neN
. 214 = s _ oo _ oo (0)
est une suite d’éléments de ET. L’application « = > "% 7wk [z,] — 0(z) = > %) mhan’ est un

morphisme surjectif d’anneaux de A* [rx] sur O¢, et Vidéal ker § de A [rx] est un idéal principal
dont x € ker € est un générateur si et seulement si vg(T) = 1/ex ; par exemple £ = [Tx]|—7K est
un générateur de ker 6. Notons (provisoirement) B(J{R i le complété de ]§+[7TK] pour la topologie
ker #-adique. L’inclusion de B dans ]~3+[7rK] induit un morphisme naturel de B;{R dans Bji_R, K
et ce morphisme étant un isomorphisme, nous identifierons dans la suite les anneaux Bj{R et
BI& 5 sans plus de commentaire. En particulier, A_‘_[FK] s’identifie & un sous-anneau de BIR, K
et donc & un sous-anneau de B(J{R. Ceci nous permet de définir, sin € N et x € B('IR, Wi n(T)
comme le plus grand élément w de Z U {400} tel que z € 7% At [rx] 4 (ker 0)"F1. L'action de
Gk C Gp sur B}y, laisse A*[rg] stable; on a donc Wi n(0(z)) = wrp(z) sin €N,z € BY; et
o € Gg.

Proposition 3.1. — Si w est un générateur de l'idéal ker 0 de A+[7TK], st x € B:{R, et st
(wn)neN est une suite décroissante d’éléments de Z U {400}, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) wp < wrp(x) quel que soit n € N ;

(i) 4l existe une suite (an)nen d’éléments de A¥[rk] telle que Uon ait x = > %0 T a,w™
dans Bl (avec la convention 7> = 0).
Démonstration. — L’implication (ii)=-(i) est immédiate. Prouvons la réciproque. Comme w, <

Wi p(z), 1l existe b, € ;ﬁr[m{] tel que z — p“rb, soit divisible par w"*! dans BJ. Par

ailleurs, la suite (w,)pen étant décroissante, b, — Wluénfl_w"bn,l est un élément de A¥ [TK]
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et cet élément étant divisible par w” dans B:{R, le quotient a,, appartient & A+ [TKk], et on a
pYrb, = >0, W%iaiwi quel que soit ¢ € N. Ceci permet, en faisant tendre n vers +oo, de
conclure.

Corollaire 3.2. — Sin € N et si x,y € Bj{R, alors

win(@ +y) 2> nf(win (@), wrn(y)) et winley) > nf (wii(z) +wk;(y)-

3.2. Valuation de convergence d’un élément de BIR. — Siz € B:R, on définit la valua-

tion de convergence absolue cqr(z) € R de z par la formule

cdR(x) = —linf’ wr;gx)

Plus généralement, si K est une extension finie de F, on définit cqr i («) par la formule

Wi (T
CdR,K('f) = —linf’ L()
n
Remarque 3.3. — Si K est une extension non ramifice de F, alors cqr i (z) = cqr(z) quel

que soit x € B;fR. Par contre, si K est une extension ramifiée de F, le lien entre cqr x et cqr
est nettement plus compliqué comme on peut s’en rendre compte en utilisant, par exemple, le
théoréme 4.1.

Proposition 3.4. — (i) Si x # 0, alors cqr.x(x) = 0 et car,x(z) = 0 si et seulement si
z € Bt[rg].

(ii) CdR,K(O'(l’)) = CdR’K(IL’) sioceGg etx € Bji_R'

(ili) car,x(wy) > inf(car x (2), car,x (y)) et car,kx(z +y) = inf(car x (), car, Kk (y)) si v,y €
Bir
Démonstration. — L’inégalité cqr i (z) > 0 est une conséquence de la décroissance de la suite
wg () ; le reste de la proposition suit de la prop. 3.1, du cor. 3.2 et de I'invariance de wg 5,
sous 'action de Gg.

Sire ﬁ, on note Bgi% x l'ensemble des z € BXR vérifiant cqr i () > 7. D’aprés la proposi-
tion 3.4, c’est un sous-anneau de BXR stable par Gg.

3.3. B:;R et C[[T]]. — Comme B&LR est un anneau de valuation discréte de corps résiduel C,
il est isomorphe abstraitement & C|[T]]. Il n’existe pas de tel isomorphisme qui soit « raison-
nable », mais nous allons en utiliser une variante pour donner des formules pour la valuation de
convergence d'un élément de BgR qui sont moins intrinséques que la définition, mais se prétent
mieux aux calculs.

Lemme 8.5. — L’ensemble des sections Ok -linéaires continues s : O¢ — AJF[TrK] de 0 est non
vide.
Démonstration. — Si (e;)icr est une famille d’éléments de ¢ dont les images dans O¢ /mx Oc

forment une base de O¢/mxOc sur kg, alors (e;);er est une base de Banach de O¢ sur Ok :
tout élément 2 de O¢ peut s’écrire de maniére unique sous la forme ), ; ase;, o (a;)ier est
une famille d’éléments de Ok tendant vers 0 a U'infini (i.e. suivant le filtre des complémentaires
des parties finies). De plus, on a infic;vg(a;) = [vk(z)]. Si s(e;) est n’importe quel élément
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de At[rg] vérifiant 6(s(e;)) = e;, alors z = Yicraie; — s(x) = Y. ;a;is(e;) est une section
O'k-linéaire continue de 6.

Sis:Op — AT [Tk| est une section Ox-linéaire continue de 6, on étend s en une appplication
K-linéaire de C' dans BT [rg].

Lemme 3.6. — Si s : Op — :&JF[TFK] est une section O -linéaire continue de 6, st w est un
générateur de lidéal ker 6 de At |rk], sia € C, et si k,n € N, alors

n < k,
me(wks(a)) _ {+OO sin

[vr(a)] sin>k.

Démonstration. — Le cas a = 0 étant sans intérét, supposons a # 0. On peut alors, en multipliant
a par une puissance convenable de 7, se ramener au cas 0 < vi(a) < 1. Par ailleurs, le résultat
¢tant immédiat si n < k, il suffit de traiter le cas n > k. Comme v (a) > 0, on a s(a) € AT[rg]
par hypothése et donc w ,(w¥s(a)) > 0 = [vk(a)] quels que soient k et n. Il reste & prouver que
w n(wFs(a)) ne peut pas étre > 1. Dans le cas contraire, cela signifie qu'’il existe b € At [TK]| et
ce BIR tels que l'on ait w¥s(a) — Txb = w"tle, et comme s(a) et b appartiennent a A+[7TK],
on en déduit I'appartenance de ¢ & AT[rg] puis la divisibilité de b par w* dans AT[rg] et,
finalement, en divisant le tout par w* et en appliquant @ au résultat, I'inégalité v (a) > 1 qui
est contraire & I’hypothése. Ceci permet de conclure.

Sis: Oc — K+[7rK] est une section Ok linéaire continue de 6 et si w est un générateur de
lidéal ker @ de A*[rg], on note s, : C[[T]] — Bjy 'application f = > ;20 axT* s, (f) =

20 s(ag)wk.

Proposition 3.7. — (i) s, induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels topologiques de
C[[T]] sur Blg.
(i) Si f = 3425 ar Tk, et sin € N, alors wi.n(su(f)) = infren v (ar)].

Démonstration. — Pour montrer que s, est une bijection, il suffit de constater que ’application
inverse s, : Bly — CO[[T]] est celle qui & x associe > /25 arT*, o les aj sont définis par
récurrence par l’algorithme suivant : on part de xg = x et, supposant x; construit, on pose
ar = 0(z) et Ty = w (2 — swlak)). On aalors v = (Y7 su(ar)w®) +w™ 2,11 quel que
soit n € N, ce qui, faisant tendre n vers 400, permet de conclure.
Maintenant, si f = 3720 axT*, on a
. k .
Wi n(su(f)) = klglng,n(w sw(ar)) = Inf [k (ay)],

N

d’aprés le lemme 3.6. Réciproquement, si m = inf;<,[vk (a;)] et si ng est le plus petit entier k£ < n
tel que [vk (ax)] = m, alors Wi ny (WEsw(ak)) = m+1sik < ng et Wi n, (WFsy(ag)) = msik = ng.

Ceci implique que Wi pny(Sw(f)) = m et donc wi 5 (5w (f)) < WK no (5w (f)) < infrenlvr(ag)]. On
en déduit le (ii) et la bicontinuité de s, ce qui termine la démonstration de la proposition.

Corollaire 3.8. — Sir € R, alors Bé%K est limage de C[[T)]™) par s, : C[[T]] — By

Remarque 3.9. — L’application s, : C[[T]] — B;{R n’est pas un morphisme d’anneauz.



12 PIERRE COLMEZ

4. K comme sous-anneau de B(JIR

L’application 6 : B:{R — (' induit un isomorphisme de la cloture algébrique de K dans BIR
sur K, ce qui permet de considérer K comme un sous-anneau de B;{R. Le but de ce § est de
montrer que la filtration de K par la ramification supérieure coincide avec celle induite par la
filtration sur B(J{R par valuation de convergence. Il s’agit donc de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. — Six € K, alors
CArt, K (T) = car, K (T)-
Lemme 4.2. — cqrK : K — R est un conducteur sur K.

Démonstration. — La seule propriété d’'un conducteur n’apparaissant pas explicitement dans la
proposition 3.4 est la nullité de cqr, i sur K™, mais cela suit du (i) de cette proposition et de ce
que BT [rk] contient F™[rgx] = K™.

Comme car, i €t cgr,x sont des conducteurs sur K, il suffit, pour démontrer le théoréme 4.1,
d’en vérifier I’énoncé dans le cas des uniformisantes des extensions finies galoisiennes ramifiées
de K, que I'on peut supposer étre totalement ramifiées, quitte a remplacer K par une extension
non ramifiée.

4.1. L’anneau K[X]p.— Soit donc L C F une extension galoisienne finie, totalement ramifiée,
de degré e de K, soit 77, une uniformisante de L et soit P € K[X] le polynome minimal de 7p,.
Le polynéme P est un polynoéme d’Eisenstein; on peut donc l'écrire sous la forme P(X) =
X — g (be—1 X144+ b1 X +1), ol Tk est une uniformisante de K et by, ..., b._1 sont des
éléments de Of. Soit K[X|p le complété de K[X] pour la topologie P-adique. Tout élément
de K[X]p peut s’écrire de maniére unique sous la forme 370 QrP*, ot (Qk)reN est une suite
d’éléments de K[X](e_l), ensemble des polynémes a coefficients dans K de degré < e — 1. Une
telle écriture est dite minimale.

Proposition 4.3. — Soit A C K[X]p 'ensemble des Z:ﬁ% QrP*, avec Q € Ok [X] Y, pour
tout k. Alors A est un sous-anneau de K[X|p, séparé et complet pour la topologie (7w, P)-

adique, et linjection naturelle de Ok [X] dans K[X|p s’étend par continuité en un isomorphisme
d’anneauz de Ok [[X]] sur A.

Démonstration. — Si A, B € Ok [X](¢~V, alors AB est de degré < 2e, et peut donc s’écrire sous
la forme AB = PQ+ R, avec Q, R € Ok [X]¢1), puisque P est unitaire, a coefficients dans 0.
Ceci permet de montrer que le produit de deux éléments de A appartient & A. Maintenant, que
A soit séparé et complet pour la topologie (7, P)-adique est immédiat ; le fait que I'injection de
Ok |[X] dans K[X]p s’étende par continuité a Ok [[X]] suit de 'appartenance de X€¢ a (7wg, P);
la surjectivité de Ok [[X]] — A vient de ce que P € (7x, X), et I'injectivité est une conséquence
du fait que tout quotient non trivial de Ok [[X]] est de longueur finie sur 0.

4.2. Le plongement de K[X]p dans B

Lemme 4.4. — w = P([71]) est un générateur de Uidéal ker 6 de At |rg].
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Démonstration. — On a §(w) = P(nr,) = 0 et donc w € ker §. Par ailleurs, le polynéme P étant
un polynome d’Eisenstein, 'image @ dans ET de w modulo 7 est égale a ¢, ou e = deg(P).
On a donc vg(w) = evy(mr) = vp(7TK ), ce qui permet de conclure.

Si Q(X ) =1 X 44y € K[X](efl), on définit v (Q) comme le minimum des vg(¢;),
pour 0 < i< e—1. On a aussi vg(Q) = [vk(Q(7r))].

Lemme 4.5. — Si F € K[X|p et si F =Y /20 QrP* € K[X]p est lécriture minimale de F,
alors F([7r]) = Y120 Qu([FL])w” converge dans By, et

- . LU
car.x (F([71])) = —linf K(]f‘“)
Démonstration. — Soit s : Oc — AT [rg] une section @g-linéaire de 6 vérifiant s(mh) = 7] si

0 < i < e—1 (une telle section existe car les 7¢ forment une famille libre sur kx dans O¢ /7 O¢).
On a alors F([71]) = su (Y420 Qk(m2)T*) ; le résultat s’en déduit en utilisant la proposition 3.7.

Comme K|[X]p est un anneau de valuation discréte complet d’égale caractéristique, son corps
résiduel K[X]p/(P) = K[X]/(P) = L s’identifie & un sous-anneau® de K[X]p
Proposition 4.6. — Sixz € L et Z 0 Qu i PF est Uécriture minimale de x dans K[X|p, alors
cqr(x) = —linf W((gxk)
Démonstration. — L’application qui & F'+— F([7z]) induit un isomorphisme de K[X]p sur son

image dans BJ. De plus, comme §(F([71])) = F(ry), cet isomorphisme induit, en passant aux
corps résiduels, l'identification de L avec le sous-corps K (my) de C. Maintenant, si x € L, alors
S0 Qu, k([ﬂL])P([er])k est un élément de By, algébrique sur K, et dont I'image par 6 est
egale a z; comme  induit Videntité sur K, on a z = 35 Q, x([71]) P([7L])* dans B} et on
conclut en utilisant le lemme 4.5.

4.3. Calcul de cqr i (7). — Soit 7, = X + ZZS Qi PF écriture minimale de 77, dans
K[X]p, et soit ¢ = ¢(L) = e - cart,xk(7r). Le (i) [resp. le (ii)| de la proposition suivante montre
que l'on a cqr,x (71) < ¢/e [resp. car,x (71) > (¢/e)”|. On en déduit 'égalité

car,k (1) = cart,k (TL)

que 'on cherchait a obtenir.

—kc

Proposition 4.7. — (i) Si k > 1, il existe C € O [X] Y tel que Qp = wg(
(ii) La suite Cy ne tend pas vers 0 dans O [X](¢~1).

e

Démonstration. — Le (i) demandant un peu de préparation, nous allons d’abord démontrer le (ii).
Si on reprend les calculs et les notations de la démonstration du cor. 2.5, on voit que v (P(x)) = ¢
tojl Ceci implique que, s; ﬂk tend vers 0, alors Zk OWE( ]C’kP’Ic converge
(0]

e

st vg(x — ) =
uniformément sur la boule vg(z — 7g) > et y définit donc une fonction analytique F'.

®si D = & - 4% est la dérivation K-linéaire continue de K[X]p normalisée par DP = 1, alors la réduction

modulo P induit un isomorphisme du noyau de D sur L ; I'isomorphisme réciproque étant celui qui, a y = Q(7r),
k

Q € K[X]™V associe 3/ D*Q - %.
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Comme cette boule contient un conjugué g(rr) de 7z, distinct de 7r, et comme P(g(7z)) = 0,
on obtient, en évaluant F' en g(rnr), l'identité F(g(rr)) = g(mr). Comme par ailleurs, F' est
constante et F'(0) = 7, on obtient g(mr) = 7z, ce qui conduit & une contradiction, et permet
de conclure.

Le point de départ de la démonstration du (i) de la proposition 4.7 est le résultat suivant qui
est une simple réécriture du cor. 2.5.

Lemme 4.8. — On peut écrire X dans K[X]p sous la forme
+m . .
X=mp+ 7Ti+t0 Z 7, " Ay(mp) P,
i=1

ot A; € Ok [X] D ne tend pas vers 0 quand i tend vers +oc.

Lemme 4.9. — Soient ¢ > 1 et t > 2 des entiers et (A;)i>1 une suite d’éléments de O [[X]].
Si

“+oo
Y =X+ X)) A(X)(X°T),
=1
ou T est une variable, alors il existe une unique suite (B;)i>1 d’éléments de Ok[[Y]] telle que

X =Y+ Y'Y Bi(Y)(Y°T)".

Démonstration. — Si Z est une variable, soit Sz = Ok|[[Z, Z7°T]]. L’anneau Sz peut aussi se
décrire comme 'anneau des séries de la forme Y% A;(Z2)(T~¢Z)" avec A; € Ok[[Z]]; il est
complet pour la topologie Z-adique.

Maintenant, si f € Y +YSy, soit p(f) = f+ 1S5 A(f)(f~°T)". Comme Y ' f € 1+V Sy,
on a ¢(f) € Y +Y*'Sy. Pour la méme raison, (f) =Y — 3% A(f)(f~°T) € Y + Y*Sy.
D’autre part, si f —g € Y"Sy, alors ¥(f) — ¢(g) € Y™ 1Sy, et comme t — 1 > 1, cela
implique que 1 a un unique point fixe f dans Y + Y'Sy. Ce point fixe est I'unique solution
dans Y + Y!Sy de l'équation o(f) = Y, et on obtient les B; en écrivant f sous la forme
f=Y + Y Bi(Y) (Y —°T).

Corollaire 4.10. — Il existe une suite (B;);>1 d’éléments de Ok|[[X]] telle que l'on ait, dans
K[X]p, lidentité

+oo
7L =X + Xt ZX*“’BiPi.

=1

Passons a la démonstration du (i) de la proposition 4.7. On peut écrire —ic sous la forme
e[‘%c] +7;, avec 0 < r; < e—1, ce qui permet de mettre my, sous la forme X —i—z;"f Xe[%“]B;Pi,
avec Bl = X"t B, € Ok[[X]]. Par ailleurs, partant de I'identité X¢ = mx (1 + b1 X + -+ +

—zc}
€

be_1 X1+ WI_(IP), on peut écrire X[} sous la forme

i —ic R .
Xe[ e J = ﬂ'?] ZEL] . (ﬂ';{lp)j,
j=0
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ol (E; j)jen est une suite d’éléments de O [[X]]. Finalement, on peut écrire E; ; B! sous la forme

“+o0
/ h
EijBj = Ru;;P",
h=0

ot (Rpij)hen est une suite d’éléments de Ok [X](efl). On a alors

—ciy_ i [=ck
Ck‘ — Z ﬂ.g(e ] J [ e }Rh;i,j 6 ﬁK[X}(e_l)
h+i+ji=k

car € = piase i (mr) = 1, et done [=2] — j — [%] > 0'si i + j < k. Ceci permet de conclure.

5. K- ]§1'g et sa filtration par valuation de convergence

5.1. Les anneaux B, _ et leg — Sia € At est tel que son image @ dans Et vérifie

vg(@) = 1, le sous-anneau A+[ | de B ne dépend pas de . On note A pay son complété pour
la topologie p-adique et B}, = Amax[ ]. En particulier, on peut prendre pour o un générateur

w de l'idéal ker de AT et tout élément de B .. peut s’écrire sous la forme Ek 0 arw®, ot
(ar)ken est une suite d’éléments de B* tendant vers 0 pour la topologie p-adique. Cette série

convergeant dans B, Jr» cela nous fournit un morphisme de B}, dans B:{R.

Proposition 5.1. — Le morphisme B, — BI défini ci-dessus est injectif et identifie B

ax

(17) +
avec le sous-anneau BdR,F de BdR.

Démonstration. — Si s : Oc — AT est une section Op-linéaire continue de 6, on peut écrire
212 A N . +o00 k N
tout élément x de AT de maniére unique sous la forme x = > /° o S(ap)w”, ot (ar)ren est

une suite d’éléments de ¢, et donc tout élément = de A+[ | de maniére unique sous la forme

z =370 pFs(ar)w”, ot (a)ren est une suite d’éléments de Oc telle qu'il existe ko(z) € N
tel que l'on ait a € p* R @) Gn si k > ko (z). On peut donc décrire Ay ax comme 'ensemble des
séries Y720 p~Fs(ag)w*,
vers +o0o. Ceci permet, en utilisant la proposition 3.7, de conclure.

ol (ax)keN est une suite d’éléments de O¢ tendant vers 0 quand k tend

Comme vg(p(a)) > 1 si vg(@) =1, on a # € Aﬂ%] et ¢ s’étend par continuité a Apax
et B

aax- Cette action de ¢ est injective mais pas surjective. Pour remédier & ce probléme, on

introduit le sous-anneau B;Eg = NMpeny™(Bih.y) de B sur lequel ¢ est bijectif.

max

Proposition 5.2. — (i) Sir € R vérifie 0 < r < 1, alors ¢ induit un isomorphisme de Bgi%F

sur Bgi,{p; et on a cqr(p(x)) = p_lcdR(:c).

(ii) B = BEiR}T

rig

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence du (i). En effet, si x € B . alors, quel que soit

rig’
= B((;R}, et donc cqr(x) =

n € N, on peut écrire x sous la forme ¢"(y,) avec y, € B, =

p "car(y) < p~ ", quel que soit n € N. On en déduit 'inclusion B;tg C BSR% Réciproquement,

sixz € ng},, alors cqr(x) < p™" et donc x € Lp"(B((ile%), quel que soit n € N; d’ou I'inclusion
B(O+) C B-‘r

dR,F rig"
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Le (i), quant a lui, est une conséquence immédiate des lemmes 5.3 et 5.4 ci-dessous.

Lemme 5.3. — Soit r € R vérifiant 0 < r < 1 et soit x € B .. Alors
(1) car(z) <7 = carlp(@)) <p~'r.
(ii) cqr(z) <1~ = carlp(z)) < p~lr.
Démonstration. — Soit w un générateur de l'idéal ker 6 de A*. Il existe v € AT tel que l'on

ait p(w) = wP + pv. Soit w, = wy(x). On peut, d’aprés la prop. 3.1, écrire x sous la forme
Zn o prwmay, avec a, € AT, et on a
—+o00

=5 (P ) zww(z (7)o (e,

n=0 nzj

Soit w) = inf,>j(n — j + wy). La formule ci-dessus montre que wy;(p(z)) > wj. Ecrivons w,
sous la forme rn + a(n).

Si cgr(z) < r, il existe C € R tel que l'on ait a(n) > C quel que soit n € N et donc
wpj(p(x)) = C —rj quel que soit j € N; on en déduit I'implication (i).

Si cqr(x) < 7, alors a(n) tend vers 400 quand n tend vers 400 et comme wy;(¢(z)) >
—rj +inf,>; a(n), cela permet de démontrer I'implication (ii).

Lemme 5.4. — Soit r € R vérifiant 0 < r < 1/p et soit x € B, Alors
(1) car(z) <7 = car(y ™' (2)) < pr
(ii) eqr(z) <7~ = car(e H(z)) < pre.

Démonstration. — 11 existe vy € AT tel que I'on ait (o~ (w )P = w + pua. Soit wy, = wp(z). On
peut alors écrire x sous la forme ZJrOO “noma,, avec a, € A+ et on a

= pr”(so_l(w))"sfl(an)

= ZWJ(Z > ( ) eI W) ).

7=0 b=0 m>j

Soit w; = infocpp—1,m>j(M — j + Wpm+s). La formule ci-dessus montre que w;(p 1 (x)) > w}.

Ecrivons w,, sous la forme rn + a(n).

Sicqr(z) < 7, il existe C € R tel que l'on ait a(n) > C quel que soit n € N et donc
w;(¢~H(x)) = C —r(pj +p—1), pour tout j € N. On en déduit 'implication (i).

Siocqr(z) <

r~, alors a(n) tend vers +o0o quand n tend vers +o0o0 et comme w;(p(x)) =
—r(pj +p — 1) + infocpcp—1,m>j @(pm + b), cela permet de démontrer I'implication (ii).

5.2. Les anneaux B+ et K- Bl'gg — La série définissant log @ converge dans BJr et on note
BJr le sous-anneau BIg [log [p}] de B(TR Cet anneau est stable sous 'action de Gp. Si L C K est

une extension algébrique de K, on note L - B+ le sous-anneau de B, qr engendré par L et Blog

7]

Si K est une extension finie de F', la série deﬁnlssant log * T converge dans BT, dr €, si e est

I’indice de ramification de K sur F', on a

log[if . (log i + log[m 5] + log(p~ 1#%))
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et comme log[7.°p] € B;tg et log(p~'7%) € K puisque vg(75°p) = vp(p~'7%) = 0, on en déduit

le résultat suivant :

Proposition 5.5. — On a K - ]§1+ (K -BF )[log [KK]].

rig

Proposition 5.6. — (i) Les (log - [xc ]) j € N, forment une famille libre sur B((ilf)LK.

(i) Si Zy = QN Zy et I =Z) N[0,1], les wto, i € I, forment une famille libre sur Bfﬁ;}(.
Démonstration. — Soit s : O — A+ [7k] une section Ok-linéaire continue de 6 et soit w =
(k] — 7K. Soit &, : C[[X]] — B l'application obtenue en composant I’application de C[[X]]
dans C[[T]] envoyant X sur 7y T , avec s, : C[[T]] — BJy. Passer de T & X revient a décaler

toutes les valuations de convergence de 1, et 3, induit un isomorphisme de C[[X]]") sur Bg;r}{)

quel que soit r € f{, r > —1. Notons que S, n’est pas un morphisme d’anneaux mais que 1’on a
quand-méme $§,(fg) = 5,(f)Sw(g) si f ou g est dans K[[X]].

Passons a la démonstration du (i). On a log [zl — = log(1+ %) et donc, siaj, 0 < j < d est une
famille d’éléments de B, telle que Zj oa;j(log 1 K])J =0, on a Z] 055 (a;)(log(1+ X)) =0
dans C[[X]]. Par ailleurs, si a; € Béé % alors 551 (a;) € O[[X 1]©) et on est ramené a démontrer
que les (log(14+X))?, j € N, forment une famille libre sur C[[X]](?). Or, si ZJ _obj-(log(1+X)) =
0 avec b; € C[[X]]© si 0 < j < d, alors by est divisible par log(1 + X) dans C[[ 1109 et un
argument de polygones de Newton montre que cela implique by = 0. Une récurrence immédiate
permet d’en déduire la nullité des b;, ce qui permet de conclure.

Démontrons maintenant le (ii). Sii € I, on a 7, = [7%](1+ %)ﬂ et donc, si Y,y a;imh =0,
alors Y,y 55 ([ Jai)-(14X) ™ = 0 dans C[[X]]. Par ailleurs, si a; € Bl ), alors 3, ([ ]a;) €
C[[X])©°7), et on est ramené a démontrer que les (1 + X)~%, i € I, forment une famille libre sur
C[[X])©°7), ce qui se fait sans probléme en regardant le comportement d’une combinaison linéaire
au voisinage de X = —1.

5.3. Le sous-anneau Bgi;}( de BIR. — Soit r € R. On utilise I'isomorphisme s, :

") sur B((ﬂ% 5 par la formule v}?( ) = v%)( L(x)).

Cl[T)") — ng ;¢ pour définir la valuation v
Lemme 5.7 — Sia,be C, alors
UK(H(w_l(sw(ab) — su(a)su(b))) = vk (a) + vk (b) — 1.

Démonstration. — En multipliant a et b par des puisances convenables de mg, on se raméne au
cas 0 < vk (a),vi(b) <1 et vig(a)+vi(b) > 1, le résultat étant trivial si vk (a) + vi(b) < 1.

Soient ag, by € Et vérifiant 6([ag]) = a et O([b]) = b. On peut alors écrire s, (a), s, (b) et
Sw(ab) sous la forme

sw(a) = [ao) + a1w, s,(b) = [bo] + biw et s,(ab) = WK([fr;(laobg] + w),
avec ai, by, c € 11+[7TK]. On en tire la formule

sw(ab) — s,(a)s,(b) = w(mre — [Fr aobo] — [ao)b1 — [bolar — waiby),
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et la minoration

v (O(w ™ (sw(ab) — sw(a)sw(b)))) = inf(1,vg(ao), ve(bo), vE(F ) aobo))
= inf(1, vk (a), vk (b),vi(a) + vk (b) — 1),

qui permet de conclure au vu des conditions mises sur a et b.
Lemme 5.8. — Sir>1etsif,ge C[[T)]"), alors

o (50(F9) = su(1)sul9) = 02 (1) + 0 (g) + 7= 1.

Démonstration. — 11 suffit de prouver le resultat pour f = aT"? et g = bTY auquel cas on est
ramené & prouver l'inégalité

(i 45+ 1)r + 00 (0 (s0(ab) — s0(a)su (D)) = 0’7 (Wt (s, (ab) — su(a)su (b))
>0 (' 5,(a)) + 052 (W s (b)) + 1 — 1 = vp(a) + vp(b) + (i +j + L)r — 1,
qui est une conséquence directe du lemme 5.7.

Proposition 5.9. — Sir e Rest > 1, sia € B((fR_}(, et st x € Bfﬂ;}(, alors il existe y € Bg};}(

et z € C[T] de degré < d\") (s, (a)), uniques, tels que x = ay + s,,(2).

Démonstration. — Posons zy = z et définissons par récurrence, en utilisant le (i) de la prop. 2.1,

des éléments xy, yi de BgR_}{ et zx € C[T] de degré < d)(s;'(a)), en écrivant s (z5) sous

la forme s;t(zx) = s, (a)s; (yr) + 21 et en posant xpy1 = ¥ — ayr — Sw(zk). On a alors
(r) S (")

vy (2) = vy () et

o () = 0} (s (52 (@), (00) = agi) > 03 (55 (an)) +7 = 1,
d’aprés le lemme 5.8. Comme 7 > 1, cela implique que les séries >/ 20 yy. et S0 2. convergent
dans ng}( et C[T] respectivement, et les sommes y et z de ces séries vérifient ay + s,(2) =

S i (xr — wpy1) = . Ceci permet de conclure.

Corollaire 5.10. — Sir € R est > 1, alors Bg};}( est un anneau principal.
Démonstration. — Soit I un idéal non nul de BEE}(. La proposition précédente montre que

s, H(I) N C[T) est non réduit a 0, et que, si P est un élément non nul de s;*(I) N C[T] de degré
minimal, alors s, (P) est un générateur de I, ce qui permet de conclure.

Proposition 5.11. — Soitr € R, r > 1, et soit!) ") —&Kn Bgi;}(. Sier,...,eq € K sont

linéairement indépendants sur F(T ), alors ils le sont encore sur BE{R }(

Démonstration. — Soit ajeq + - - - + arer = 0 une combinaison linéaire 4 coefficients dans BEITF;}(
de longeur minimale. Soit L une extension finie de K contenant ey, ..., eg. Appliquant o € G, &
la relation aje; + - - - + ager, = 0, utilisant le fait que o(e;) = ¢; si 1 < i < k et la minimalité de
notre relation, on en déduit les relations ajo(a;) = a;o(a1) quels que soient 1 < i < ket o € L.

)

) Comme car,k(z) ERsiz € K, on voit que ?(F est aussi la réunion des ?(S) pour s < r bien que BS};}(

soit strictement plus gros que la réunion des B((fpz Ky S<T.
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Ceci implique que ¢ L€ L quel que soit i. Comme par ailleurs B((iR}( est un anneau principal, il

est intégralement clos dans son corps des fractions et donc Z—; € B((fR }( NLCK K Ceci permet
de conclure.

5.4. L’anneau K - Bfgg — Sir € R, on note (K - ]~31Jg ) I'anneau (K - Bﬂ;g) Bgl%K
Proposition 5.12. — La filtration de K - ﬁf;g par valuation de convergence est donnée par

(F-ﬁgg)(ﬁ) = (K- ﬁ;;g)(r) =K Bl'gg et (f]ta;Jr )r) =K. ]A?;fgg sirecRetr>1,
- 5 + =1 5 - = —(1

(&-Bi,)' =K .Bi, et (K-Bi)V =K .B,

(f-ﬁf;g)() K- B;'Ig sirc R et0t <r<1,

(K - B, = B [rg]

Démonstration. — Soit = € K - B . On peut écrire x sous la forme z = Z?:l a;z; avec o € K

log*
et z; € Blog. Soit L une extension finie de K contenant les o et, si r € R, soit L") = LN X(T).
Les L forment une filtration croissante exhaustive de L et, L étant de dimension finie sur K,
cette filtration ne comporte qu’un nombre fini (:Le sauts 0 = rq,...,rq. Soit  le plus petit élément
de {r1,...,rq} tel que x appartienne a L) . Bfgg. Soit e; = 1,eq,...,e; une base de L") sur
L), Comme F(T_) est une extension galoisienne de K, et L") = L") ﬂ?(r_), lese;, 1 <1<k
forment encore une famille libre sur ?(ri).

On peut alors écrire = sous la forme z = Zf 1 Bie; avec fB; € L) . ﬁfgg et les G;, 1 > 2
C ng}{ et, d’autre part, d’aprés

(r= -)

la proposition 5.11, les e; forment encore une famille libre sur B dR}ﬁ on a donc = ¢ BS% K-

on en déduit I'égalité cqr g (x) = r. Ceci permet

non tous nuls. Maintenant, si » > 1, alors, d’une part Blog

Comme cqr, i (z) < 7 puisque z € L. Bfgg,

de démontrer les égalités (K - ﬁf;g)m ~ K" -Bfgg et (F-]::;l'gg)(’"_) k") ‘ﬁﬂ:g puis 'égalité

)(TJF) = ﬁs>7"(K— B+

(K -B e

G )& = (ﬁs>rF(S)) _ ]~31J5g — K" . B

log>

cette derniére suite d’égalité étant encore valable si r = 1. Les trois égalités restantes sont alors
des traductions des propositions 5.6 et 5.2 et du (i) de la prop. 3.4.

Corollaire 5.13. — Siz € K - Blog vérifie car, i (x) > 07, et st u € ]A?;;'irg est mon nul, alors
CdR,K(U@ = CdR,K(x)'

Remarque 5.14. — Une petite modification de la démonstration de la prop. 5.12 permet de
montrer que I'application de K [u] ® pur B ; dans B 4R envoyant auf @ B sur af - (log [Z}) est
injective. En particulier, cela montre que
(i) log [Pl et transcendant sur B:g,
(i) K ®K0 Blog — B est injective.
Ces deux résultats (classiques [11]) sont a la base de la théorie des (p, N)-modules filtrés. En

particulier, la transcendance de log Bl gy Brlg permet d’étendre 'action de ¢ a BJr en posant



20 PIERRE COLMEZ

pllog ) = plog
Les actions de ¢ et N ainsi définies commutent a celle de Gr et on a Ny = ppN.

b ], et de munir BJr de la B+g—dérivation N normalisée par N(log 2 ]) —1.

6. Représentations de de Rham

6.1. Le (¢, N,Gg)-module attaché a une représentation de de Rham. — Dans tout ce
§, V est une Qp-représentation de de Rham de Gy, de dimension d, a poids de Hodge-Tate < 0.
Si L est une extension finie de K, soient(?)

Deis (V) = (B, ©q, V)", Dar(V) = (B,

®q, V)9 et Dggr (V) = (Bl ®q, V).
Alors Deyis,.(V) et Dt 1,(V') sont des LN F™-espaces vectoriels de dimension < d munis d’actions
de p et N, avec Ny = ppoN et Deig (V) = DSt,L(V)N:O. Si L est une extension galoisienne de
K, alors Dyis,,(V') et Dy 1,(V) sont, de plus, munis d’une action semi-linéaire de G agissant a
travers Gal(L/K), qui commute & ¢ et N, et on retrouve Deyis (V') et Dy (V') en prenant les
points fixes par Gx. Comme on a supposé V' de de Rham, Dggr,7,(V') est un L-espace vectoriel de
dimension d, qui est muni, si L est une extension galoisienne de K, d'une action semi-linéaire de
Gx agissant & travers Gal(L/K), et on retrouve Dgg (V') en prenant les points fixes par Gg.
Finalement, I’application naturelle de L ® ;npnr Dg (V') dans Dgg,,(V'), induite par I'inclusion
de L - BJr dans BdR7 est injective.

Soit Dpst kK (V) =UrDg,(V), ot L décrit 'ensemble des extensions finies de K contenue dans
K. C’est un F™-espace vectoriel qui est a priori de dimension < d, mais est en fait de dimension d
car toute représentation de de Rham est potentiellement semi-stable (cf. note 2). Par ailleurs,
Dpst, (V) est muni d’actions semi-linéaire de ¢ et linéaire de N, avec Ny = ppN, et d'une
action semi-linéaire de Gy, continue pour la topologie discréte sur Dy x(V), et commutant a
@ et N. En résumé, Dy g (V) est un (¢, N, Gk )-module. De plus, on a

F & ur Dpst,K(V) = F QK DdR,K<V)7
F™ @p Dg (V) = Dpst.ic (V)6 et F™ ®p Deyis (V) = (Dypst.ic (V) V=0)Ck.

6.2. Ramification et valuation de convergence. — On munit Dy x (V) et Dgr (V)
respectivement des filtrations de ramification et de convergence, en posant, si r € R,

—1

D) (V) = Nor(Dpst (V) =U, v Dy (V)
D (V) = Nesr (B 1 ®q, V)K= <B3R}< 2q, V).

Théoréme 6.1. — Soit V une représentation de de Rham de G a poids de Hodge-Tate < 0.

(i) Sir > 1, alors DSP){K(V) (K ®@pur D;(>s)t K(V))GK-

(ii) Sir <1, alors Déf){,K(V) = Dgg’K(V) = K ®Ky Deis(V).

(90n peut définir Deris et Dy en utilisant Bﬁg et Eﬁ)g au lieu de Beis et Bgt car, d’une part, les périodes des

représentations p-adiques vivent dans des sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finie de By et donc appar-

tiennent au sous-anneau B+

1Og[ | de Bgt, et, d’autre part, on a supposé que les poids de Hodge-Tate de V sont < 0,

ce qui permet de remplacer 1Og[ ] par Blog
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Démonstration. — Comme Dy (V) est de dimension finie, la filtration par les DS;LK(V)

n’a qu'un nombre fini de sauts. Il existe donc une extension finie L de K, galoisienne et incluse

dans F(T), telle que 'on ait DS;)t,K(V) = ™ ® i, Dgt, i (V'), pour toute extension finie galoisienne

M de K, contenant L et incluse dans K(S), si s > r est assez petit.
Par ailleurs, on a M ®p, Dt mr(V) = M @k (M - Bfgg ®q, V)CK par descente étale. On en

déduit, en passant a la limite inductive, que K ® par DI()TS)t (V)= Ja QK (F(S) .]’él—i—)g®Qp V)Cx,
®Q, V)GK | pour tout

si s > r est assez petit. On a donc (K ®par DS;LK(V))GK = (f(s) -ﬁigg

§ > r assez petit.
Comme V' est potentiellement semi-stable & poids de Hodge-Tate < 0, on a Dgr (V) =

(K - ﬁfgg ®q, V)Cx. 1l résulte donc de la prop. 5.12 que DEISPLK(V) = (F(S) : ]~31Jgg ®q, V)OK, si
s > 1. On en déduit le (i).
Le (ii) est, quant & lui, une conséquence de ce que (K - Bl'gg)(s) = K- B;Eg, si0<s <1

(cf. prop. 5.12).

Rappelons que ces filtrations permettent (cf. n® 0.3 et n° 0.4) de définir les conducteurs d’Artin
et de Swan de V' et Dy (V). Le théoréme ci-dessus permet de comparer ces invariants :

Corollaire 6.2. — SiV est une représentation de de Rham de Gg a poids de Hodge-Tate < 0,
alors

CArt,K(‘/) == CArt,K(Dpst(V)) et CSW,K(V) = CSW,K(Dpst(V))'

Démonstration. — Le groupe Gg agissant de maniére discréte sur Dy g (V), le théoréme de
Hilbert 90 nous donne, si r > 1, I'égalité

dimg (K @pw D) (V)% = dimpw D) 1 (V),

d’ott 'on déduit que dimg Dé%K(V) = dimpn Dg;)t(V) grace au (i) du théoréme 6.1. On en dé-

duit ’égalité des conducteurs de Swan. Pour démontrer celle des conducteurs d’Artin, constatons
que

cartx (V) = cswe(V) = dimV — Y dimg (Df;;{’ (V)] Usr DS K(V)),
ogr<1

et comme Dé%K(V) = DS%K(V) = K ®k, Dais(V), on obtient la formule
cart, K(V) — csw, kg (V) = dim V — dimp Deyis (V).
Par ailleurs, on a par définition,
cart, i (Dpsi(V)) = s,k (Dpst (V) = dimpue Dyt (V) — i par (D ey (V) V=0) O,
et comme (Dpst(V)NZO)GOK = F™ ®k, Deris(V'), on voit que
cart, ik (V) = esw i (V) = cart ik (Dpsi (V) — sw i (Dpst (V)

Ceci permet de conclure.
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6.3. Application aux FE-représentations. — Soit F une extension finie de Q,. Une F-
représentation de Gg est un E-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action E-linéaire
de Gg. Comme E est de dimension finie sur Q,, on peut aussi voir une FE-représentation V'
comme une Q,-représentation de dimension [E : Qp| dimg V.

Proposition 6.3. — Si V est une E-représentation de Gy et si L est une extension finie de
K, alors Deis, (V) et Dyt 1.(V) sont des E ®q, (L N F")-modules libres.

Démonstration. — E ®q, (L N F™) est un produit fini d’extensions finies F;, i € I, de L N F™
et ¢ permute ces extensions, ce qui permet de montrer que la dimension de la E;-composante de
Devis,z.(V') et Dg; 1.(V) ne dépend pas du choix de 7. On en déduit le résultat.

En général, il est faux que Dggr,r(V') soit un E ®q, L-module libre, mais c’est le cas si V
est une représentation de de Rham. La proposition précédente permet alors d’étendre tous les
résultats du n° 6.2 aux E-représentations et d’obtenir les énoncés mentionnés dans I'introduction.

Remarque 6.4. — 1l faut tout de méme faire attention au fait que, méme si V' est de de Rham,
la filtration de Hodge sur Dggr (V) (qui n’est utilisée nulle part dans ce texte) n’est pas, en
général, constituée de F ®q, L-modules libres. Le cas le plus simple ou ce phénomeéne apparait
étant celui de la représentation V' associé au module de Tate d’un groupe de Lubin-Tate associé &
E, qui est une E-représentation de Gz de dimension 1, mais le Fil® de Dar,(V) est de dimension
[E : Qp] — 1 sur L et donc ne peux pas étre un £ ® L module libre.
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