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Introduction

Relier les fonctions L d’Artin et les périodes des variétés abéliennes & multiplication complexe
est un probléme déj3 ancien. Le premier résultat dans cette direction a été obtenu par Anderson,
qui réussit & exprimer les dérivées logarithmiques en s = 0 des fonctions L de Dirichlet 3 1’aide
des périodes des variétés abéliennes & multiplication complexe par une extension abélienne de @.
Cependant le théoréme d’Anderson n’est pas complétement satisfaisant en ce sens qu’il ne donne
une formule qu’a un nombre algébrique prés et qu’il serait intéressant de prévoir le comportement
a Porigine des fonctions L d’Artin générales, ce qui nécessite de sortir du contexte abélien. Clest
dans ce but que Colmez a énoncé une conjecture égalant une fonction d’origine « arithmétique »,
construite & partir des dérivées logarithmiques en s = 0 des fonctions L d’Artin; et une fonction
d’origine « géométrique », passablement compliquée, dont le terme principal est donné par les
périodes des variétés abéliennes & multiplication complexe par un corps CM quelconque. En outre,
Colmez démontre sa conjecture dans le cadre abélien d’Anderson et obtient une démonstration
géométrique de la formule de Chowla-Selberg & 1’aide de la hauteur de Faltings des variétés

abéliennes. L'objet de cette thése est de dégager 'analogue p-adique de la conjecture de Colmes,

ce qui se fait en trois temps. Le premier pas consiste & définir ’action du groupe de Weil cristallin
W, sur 'annean By, des logarithmes des périodes p-adiques des groupes formels & multiplication
formelle. Dans un deuxiéme temps, nous construisons I’analogue p-adique de la fonction d’origine
géométrique de Colmez, 3 valeurs dans IB;M. Le troisiéme et dernier chapitre est dévolu 4 la
mise en place de la conjecture p-adique et & sa démonstration dans le cas abélien. Nous allons
maintenant détailler chacune de ces étapes.

Considérons donc un nombre premier p, un plongement ¢: Q — @Q,), et notons BY, C B, les
anneaux de Fontaine correspondant. Soient I' un groupe formel de hauteur finie sur ’anneau des
entiers Oz, d’une extension finie L de Qp, T,(T') son module de Tate et Hjz(I'/L) sa cohomologie

~de de Rham. On peut définir un accouplement périodes

Hip(T/L) x T,(T) — IB;', {w, u) — (W, u)p,

ot BY est le sous-anneau de B} engendré par B}, et @p. Notre premier objectif est de donner
un sens au logarithme log(w,u),. Pour ce faire on note §: B}, —» €, le morphisme surjectif
naturel et ¢ 'analogue p-adique de 2iw. Soient également 7" une indéterminée et B, = {z €

BJx, [8(z) — 1] < 1}, ouvert dans BJ;. On définit le logarithme log: Bk — BIL[T] comme étant

I'unique application vérifiant les propriétés suivantes:
(1) logz =372 (-1)*'(z — 1)"/n pour = € B3y ;
(2) logzy =logx + logy pour tous z,y € (Bar)* ;
(3) logp =0etlogt="T.




Soient maintenant £ une extension galoisienne finie de @, et IB}'M, 7 lasous-B-algébre de BT
engendrée par les logarithmes des périodes p-adiques propres des groupes formels & multiplication
formelle par I. Nous prouvons alors que ]BEM‘ g est une algébre de polynémes en [E : Q,] variables
sur Bf. De maniére plus précise, soient I' un Lubin-Tate associé & E (et & une uniformisante 7
de E), u un générateur de T,(I') et (w,) une base propre de Hi;(I'/L). A P'aide du groupe
de Galois Gal(Q,/Q,)} agissant sur }BIR, nous montrons que les log{w,, u}, sont algébriquement
indépendants et engendrent IBFM’E sur IB;','. Ce résultat permet de faire agir W, sur Panneau
By = UEIB}'M,E, de telle sorte que si (@;,#), est une période propre d’un groupe formel 3
multiplication formelle on a pour tout ¢ € W, la formule

@b(lOg(t';’ﬂ @)p) = log (@, &)p) = log{w (@), @p-

Donnons maintenant les grandes lignes de la construction du coté géométrique de notre conjec-
ture, exprimé grice 4 une application hi: ¥.#° — IB}'M dont nous allons d’abord détailler I’ensem-
ble de départ €. #°. Soient 4 = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu de @ et c:C — C la
conjugaison complexe, que I'on peut voir comme élément de ¥. On rappelle qu’un corps CM est
par définition un corps de nombres E totalement imaginaire, extension quadratique d’un corps
totalement réel, et qu’un type CM de E est une partie ® de Hg = Hom(F, Q) vérifiant ®Uc® = Hg
et & N c¢® = . Notons également Q°™ le compositum de tous les corps CM. Pour considérer les
types CM de tous les corps CM en méme temps, il est commode d’introduire le Q@-espace vectoriel
%.#" des applications localement constantes a: % — @Q, centrales, qui se factorisent & travers
le groupe Gal(Q"™/@®), et telles que la quantité a(gc) + a(g) soit indépendante de ¢ € 4. En
conservant les notations de Colmez nous associons a tout triplet (E, , ®), ol E est un corps CM,
7 un élément de Hg et ® un type CM de E, une fonction e¢g,¢: % — Q en posant

9Er% (g) = { (1) siril)n. mee

Soit enfin aOE,T'(I, =[K: QY sy CEo7,08) olt K C Q désigne n’importe quel corps de nombres
contenant tous les corps conjugués de E. On vérifie sans difficulté que les a%m@, engendrent
€.#° sur Q. En s'inspirant directement du cas complexe, on montre alors qu’il existe une unique
application Q-linéaire ht: €. #° — Bf, telle que pour tout triplet (E, 1, ®) comme ci-dessus on
ait I’égalité

1 . 1
ht(0570) = Ty 2 18 08y — 5 2 [ve(ef) — ve(ud)] log £
) oceH {<o0

Explicitons chacun des termes intervenant dans cette formule. En premier lieu, la présence de
o € Hx en exposant désigne ’extension de 1’objet considéré & @p via le plongement io: K <> Qp.
On suppose également donnés une base propre (w.) de HJ5(X/K), ainsi que pour tout o € Hy
un élément non nul u, de Hy(X*(C), Q), avec la condition de compatibilité ¢(u,) = u,. On pose

alors
i/2
o co — (wg3 uU’)P :
(" )y = ((wg;,'u':>p
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dont le logarithme constitue le terme principal de h¢. Cela étant, il reste & définir un terme correctif
assurant 'indépendance de hi(ay;, 4) en les divers choix possibles, obtenu avec les vy(w?) qui
sont les valuations f-adiques des formes différentielles propres, ceci pour tout nombre premier £,
L’existence de ht repose sur les résultat de Blasius-Gillard-Wintenberger (analogue p-adique des
relations monomiales de Shimura) et sur la théorie des motifs pour les cycles de Hodge, due 3
Deligne. Signalons pour conclure que la conjecture est plus commodément énoncée 3 ’aide de
I’extension des scalaires & Q“‘b[Wp] de ht. Or on sait que le groupe W, n’agit que Q= -semi-
linéairement sur ]B::M- Pour avoir une action linéaire, ce qui est plus agréable, on fera agir W, sur
le membre de gauche de 'anneau By, ®q QP ; ceci fait de ce dernier un Q*[W,]-module. Par
extension des scalaires on récupére donc une application

ht: %.ﬂ?qab[wp] — ]B].-;‘-M ®Q Qab

qui est bien entendu Q2 [W,]-linéaire.

Construisons enfin le coté arithmétique de notre conjecture, donné par les fonctions L d’Artin
p-adiques. On conviendra d’appeler « caractére d’Artin » toute application x: 4 — C donnée par
la formule x(g) = Tr{p(g|x)), ot p: Gal{K/Q) — GL(V) est une représentation complexe du
groupe de Galois d’un corps de nombres K galoisien sur @. Il est possible d’associer 4 un tel x
une fonction L complexe L(y, s) et une fonction L p-adique L,(x, s), définies et méromorphes sur
€ et Zj, respectivement. En outre, on sait que x est 4 valeurs dans 'extension abélienne maximale
Q2P de Q, et que les caractéres d’Artin irréductibles vérifiant L(y,0) # 0 forment une base sur
QP de w.#° ®q Q=°. Nous considrerons également le polynome

r(x, 1) = det(1 — T9p|Vier) /det(1 — T1p|V¥)

ol 1 est un élément de degré 1 dans W), arbitrairement choisi. On peut alors définir une application
Q2b-lindaire Z,: €.#° Qg QP — Q, en décrétant pour x caractére d’Artin comme ci-dessus

Zp(x) = Ly (x, 0)/L(x, 0)r(x, 1).-

A Paide d’un théoréme de Siegel, redémontré par Shintani, on peut établir que Zp(a) est un
élément de @, dés que a appartient 3 ¥.#°. Ceci permet de définir une application @P-linéaire

Zp: %’M?Qab = Q, ®q QP

obtenue par extension des scalaires de la restriction de Zp 4 €.#°. Partons maintenant d’une
représentation complexe irréductible p:% — GL(V) de caractére x, satisfaisant L(x,0) # 0
(autrement dit p est totalement impaire ou triviale). On étendra naturellement p pour en faire
un morphisme d’algtbre Q*"[¢#] — End(V). Si ¢ = Y. ay® appartient Q2*[W,] on posera
g(1) =3 ay et ¢'{1) = - aydeg(s). Soit ¢ un élément de l'algébre de groupes Q*[W,] vérifiant
p(g) = 0. Nous conjecturons alors 1’égalité

ht(gx) + ¢'(1) log wp(x™*} = ¢{1) Zp(x")-

Dans cette formule, w, est la distribution de nombres de Weil construite par Anderson & la fin de
son article et qu’il note W. Concluons cette introduction par quelques remarques.

(1) Cette égalité se passe a priori dans ’anneau ]B;M®Q Q®* puisque gx appartient 3 ¥.#° ab[W,]
done kt(gx) € By ®g QP. Cela étgnt on peut montrer que logwp(x*) et Z,(x*) sont
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(2)

3)

(4)

éléments de Q, ®q @Q2* donc il devrait en &tre de méme de ht(gx) si la conjecture est vraje.
Nous ne savons pas prouver ceci mais en revanche nous avons établi le résultat hi(gx) €

@p ®q Qab.,.

Il existe une conjecture relative au comportement 2 'origine des fonctions L p-adiques, i
savoir la conjecture de Gross, qui prévoit 1'ordre d’annulation de L,(x,s) en s = 0 et le
prémier terme non nul de son développement en série entiére, La conjecture de Gross donne
ainsi ure formule pour Z,(x) dés que L,(x,0) = 0. D’un autre coté, notre conjecture ne
permet de calculer Z,(x) qu’a la condition de trouver un ¢ € Q*°[W,] vérifiant ¢(1) # 0.

“Cette condition équivaut 3 V¥r = 0, soit encore Ly(x,0) # 0, ce qui est justement le cas

non couvert par la conjecture de Gross. Signalons au passage la présence de la distribution
de nombres de Weil w, dans chacune des expressions obtenues pour Z,(x).

Si le groupe de Galois Gal(@p /Qp) plongé dans ¥ agit trivialement sur V, un théoréeme de

‘Weil sur les variétés abéliennes sur les corps finis permet de montrer la validité de notre

conjecture {dans ce cas il s’agit de relier At et logw,).

Si V est une représentation de dimension 1 (autrement dit si x est un caractére de Dirichlet),
la conjecture est vraie modulo un multiple rationnel de log, 2. La démonstration utilise
d’une part les résultats de Coleman sur les matrices de Frobenius des {jacobiennes des)
courbes de Fermat pour le calcul de At(x), d’autre part la formule de Ferrero-Greenberg pour
I’évaluation de Z,(x). Dans les deux cas on tombe sur une expression invoquant la fonction
I, de Morita ou la fonction log-gamma de Diamond, et il ne reste plus qu’a identifier les
termes correspondants.

10




Chapitre 1

2
L’anneau IBFM

Soient p un nombre premier fixé et @p une cléture algébrique de @,. On désignera par C,
le corps des nombres complexes p-adiques, c’est-a-dire le complété de @p relativement A 1’unique
valeur absolue étendant celle de Q, : il s’agit d’un corps algébriquement clos, isomorphe (pas du
tout canoniquement) a C. On peut alors se demander ¢’il existe un moyen de définir les périodes
p-adiques des variétés algébriques & Vaide de C,. La réponse est malheureusement négative &
cause d’un résultat de Tate que nous allons exphc1ter Introduisons ’ensemble iy des racines
de P'unité dans C, dont I'ordre est une puissance de p. Lotsque K est une extension finie de Q,
dans Qp nous poserons Ko, = K(ti,~) et nous désignerons par ¥x et 'y les groupes de Ga101s

profinis Gal(Q,/K) et Gal{Ko/K). lls agissent respectivement sur C,, et sur 'adhérence Ko de
Ko dans C,.

Théoréme 1.1 (Tate [25]) Soient x:Tx — QF un morphisme de groupes continu et = un
élément de ©, vérifiant g(z) = x(g)z pour tout g € ¥x. Alors ou bien x est nul, ou bien y
est d’ordre fini.

Revenons & notre probléme initial et expliquons pourquoi la période 2ix du groupe multiplicatif
Gy, ne peat pas appartenir & C,. Nous avons besoin pour cela du caractdre cyclotomique XQp+
obtenu en associant & tout g € ¥, 'unique élément xq,(g) de Z, vérifiant g({) = ¢xap(9)
pour toute racine de l'unité { € pye. Ce procédé donne naissance a un morphisme de groupes
continu et surjectif xq,:%g, = Z, dont le noyau est le groupe Gal(@p/ Qp(pepe)). Supposons
maintenant 2iw € €, et étudions laction de g, sur cet élément. En utilisant le fait que /7"
est une racine primitive p"-8me de I'unité on obtient la formule g(2i7) = xq,(g)2¢%, valable
pour tout ¢ € ¥g,. On peut donc appliquer le théoréme ci-dessus, ce qui conduit & I’égalité peu
raisonnable 2im = 0. Une premiére fagon de lever cette difficulté consiste a rajouter de force 2im en
le voyant comme indéterminée sur C,. De maniére plus précise soit Byt 1’algébre des polynémes
e Laurent C,[t, 1/], équipée de 1action de #g, donnée par g(at’) = xq,(g)'g(a)t pour a € C,
et ¢ € %. L’anneau Byt intervient dans I’étude des représentations p-adiques inauguree par
Fontaine, qui procéde selon le schéma suivant : soient K une extension finie de @Q, dans Qp et V
une représentation p-adique de %, c’est-a~dire un @, -espace vectoriel de dimension finie muni
d’un morphisme de groupes continu x — GL(V). Notons Dyr(V) = (Bur ®q, V)¥K, espace
vectoriel de dimension < dimV sur le corps (Bgr)?% = K. Le morphisme naturel

Bur ®k Dut(V) = Bt @, V

i1




19 _ CHAPITRE I. L’ANNEAU B,.

est injectif et on dit que V est de Hodge-Tate quand cette fieche est un isomorphisme.

Théoréme 1.2 (Faltings [9]) Les représentations qui proviennent de la géoméirie (données par
la cohomologie élale p-adique des variétes propres et lisses sur K ) sont de Hodge-Tate.

Le résultat ci-dessus est un morceau de la conjecture dite Cyp, démontrée par Tate [25] pour
les variétés abéliennes ayant bonne réduction et par Faltings en général. Pour pouvoir classifier
les représentations p-adique de @, Fontaine a construit toute une série d’anneaux ]Bj'R, B,
BT, que I'on peut substituer & Byt dans le mécanisme ci-dessus. On obtient alors la notion de
représentation de de Rham, semi-stable, cristalline ainsi que les conjectures correspondantes Cyg,
" Cat et Cois pour les repésentations provenant de la géométrie. Dans ce chapitre nous grossissons
un peu l'anneau BY. pour construire I’anneau IB}'M des logarithmes des périodes p-adiques des

- .groupes formels de type M. Nous montrons également comment définir Paction d’un Frobenius
sur Bt
FM

1 Notations et rappels.

Soient. K un corps de nombres et X un schéma propre et lisse sur K. Une des clefs de notre étude
est de comprendre ’action d’un certain groupe (le groupe de Weil cristallin) sur la cohomologie
de de Rham algébrique de X/K, obtenue par application du foncteur dérivé

RT(X,-): D*(Modo, ) = Dt (Modxk)

-au complexe QY% ;. des formes différentielles algébriques sur X. Les groupes de cohomologie que
‘I’on récupére sont notés Hip (X/K) et en utilisant les différents théorémes de comparaison on peut
“définir un accouplement entre cette cohomologie de de Rham et ’homologie du complexifié de X,

a valeurs dans le corps des nombres complexes € ou dans 'anneau ]B;'[R, donnant ainsi naissance

aux périodes complexes et p-adiques de X.

§1. Périodes complexes.

Lorsque X est un schéma lisse sur € ensemble de ses points complexes X{C) est équipé
naturellement d’une structure de variété analytique complexe. Nous désignerons respectivement
par H (X (C),Z) et HY(X (C), Q) ’homologie singuliére entiére et la cohomologie de Betti ration-
nelle de X (C). D’aprés un théoréme de Grothendieck [15] la fleche naturelle

Hir(X/C) — Hp(X(C),Q)®q C
est un isomorphisme, ce qui revient a dire que ’accouplement de « périodes complexes »
H&R(X/(D) x Hi(X(C),Z) = C, (w,u) —~ (W, t)eo

est non dégénéré.

Partons maintenant d’un schéma X lisse sur un corps de nombres K. Pour définir les périodes
complexes de X nous devons étendre les scalaires & € et a priori il n’y a pas de choix canonique
d’une telle extension. Désignons donc par ¢ un élément de Hx = Hom (K, C), ce qui permet de
définir X? = X®x C construit via ¢. Il s’agit d’un schémalisse sur C et en utilisant I'isomorphisme
naturel Hlp (X7/C) ~ HA\(X/K)} @K C on récupére un accouplement

HIn(X/K) x Hi(X°(€),Z) = €, (w,u)—~ @,

dépendant évidemment du plongement o: K — €.
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§2. Les anneaux de Fontaine.

Avant de rappeler la définition des périodes p-adiques des variétés algébriques nous allons
esquisser la construction des anneaux de Fontaine (voir [12] et {13] pour plus de détails). Soient
O, 'anneau des entiers de €, et & la limite projective du systéme

=0, — 0, — O,

ot les fleches de transition sont ’élévation & la puissance p. Les éléments de % sont donc les
suites (z(™)n50 d’éléments de O, vérifiant (z(™*V)P = 2(") pour tout n et la multiplication
composante par composante fait de % un monoide abélien d’élément neutre 1 = (1,1,...). Lorsque
T = (m("))nm et y = (y(“))n>g sont deux éléments de & on vérifie qu'a n € N fixé la suite
(z(mF7) 4 y(m+m))2™ copverge dans O, vers un élément (™ (z, y). La suite

z + v (5" (2, 1))nz0

est alors élément de & et (#, +, -) ainsi défini est un anneau de caractéristique p, intégre et parfait,
naturellement équipé d’une action continue du groupe de Galois ¥9q,- On dispose également d’une
valuation vg définie par ve(z) = v,(2{?), pour laquelle Z est complet. Nous noterons ¢: o +3 2?
le Frobenius de &, dont 'action sur #Z commute i celle de 4q,- L’ensemble des éléments z de &
vérifiant (% = 1 est noté Z,(1). L’élévation 4 la puissance un élément de Zyp et 'action induite de
9, font de Z,(1) un Zy[%g,]-module et pour z € Z,(1), g € ¥g, on a la formule g(z) = zXop(9),
En tant que Z,-module Z,(1) est libre de rang 1 et nous nous en fixerons une base ¢, ce qui revient
a dire que € € Z,(1) vérifie e(1) 2£ 1, Choisissons enfin un élément p de & tel que p® = p.

On note Ajyr = W(#) 'anneau des vecteurs de Witt i coefficients dans £, de sorte que Aijnf
est un anneau intégre, de caractéristique nulle, complet pour la topologie p-adique et d’anneau
résiduel Z. Ensemblistement on a Ajyy = %Y et nous équiperons systématiquement Aj,; de la
topologie produit déduite de celle de (%, vg), qu'on appellera topologie naturelle et pour laquelle
Ajns est un anneau topologique complet. En fait cette topologie n’est autre que la topologie
(p, [P))-adique, oii [z] € Ajns désigne comme d’habitude le représentant de Teichmiiller de z € 2.
Signalons également que Ajns est muni d’un automorphisme de Frobenius : Ajng — Ajn¢ et d’une
action continue de g, Comme Z est parfait tout élément de Aj,¢ s’écrit d’une unique maniére
Yomep P"*lan] avec a, € Z. Nous pouvons donc considérer ’application

0: Ay — O
Z P lan] — Z p"al®
n=0 n=0

qui est un morphisme d’anneaux surjectif et continu, dont le noyau est principal engendré par
p—[5]. De plus le couple (Aing, #) est un épaississement pro-infinitésimal formel p-adique universel
de O, (consulter {13] page 62 pour la définition d’un épaissisement pro-infinitésimal formel p-
adique).

Convenons de poser Bi'f:f = Ain[1/p]; qui est donc un anneauy intégre de caractéristique nulle
contenant Ajnr comme sous-anneau. Le morphisme 6: Ajy¢ —» O, induit un morphisme 8: Bi'i‘lf -+ C,
qui reste surjectif. On munira Bl de la topologie obtenue en prenant les Ker(d)' + pf Ay
comme base de voisinages ouverts de 0, pour laquelle ¢ est continu. Ceci fait de Bi‘f;f un anneau

topologique non archimédien, équipé d’un automorphisme de Frobenius ¢: Bi"r'lf — Bi'i;f et d’une
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action continue de %g,. On définit alors B;{"R comme étant le complété de B r €€ qui en fait un
anneau non archimédien complet integre et contenant naturellement B f comine sous-anneau.
Nous renoterons par §: BY; —» €, 'unique prolongement continu de #: Blnf — €, & B}, Alors
BJ; est un anneau local d’idéal maxnnal principal Ker(6) et il est complet pour la topologie
Ker(#)-adique, qui est plus fine que sa topologie naturelle. En outre IBIR est naturellement
muni d’une action continue de %g,. On peut aussi prouver que IBj'R est un anneau de valuation
discréte de corps résiduel C,, donc que By =~ C,[T] en tant qu annea,u, mais ceci n’est pas
trds intéressant dans la mesure o l’on a perdu la topologie naturelle de IB R et l'action de ¥g,.

Nous pouvons également déduire de ce résultat que €, se plonge dans Bl mals de maniére pas
du tout ca,nomque En revanche il existe un unique plongement trivial sur Qp et ¥, -équivariant
Q e IBdR qui, suivi de 8: B}, dR — C,, redonne le plongement naturel Qp «~+ Cp. Nous désignerons
par By, Pensemble des z € B}, vérifiant |#(z) — 1| < 1, qui est manifestement un sous-groupe du
groupe des unités (IBIR) X, En outre et en se souvenant-que le rayon de convergence du logarithme
sur C, est 1 on voit que Bjf est un ouvert de ]le'R sur lequel on dispose d’un morphisme de
groupes continu )

log:Bj — Bli
z — Y (-1 (e—1)"/n.

n=1

Du fait que [¢] € B3}, il est loisible de poser t = log[e] € By, qui est un générateur de Ker(#),
et nous noterons Byr = BJz[1/¢] le corps des fractions de By L’action de %q, sur ¢ est donnée
par la formule g(t) = xq,(9)t, ce qui permet de voir en ¢ un analogue p-adique de 2ix.

L’anneaun ]B;i'R a un role trés important dans la mesure ou il devrait permettre de trier parmi
toutes les représentations p-adiques de Gal(Q/Q) celles provenant de la géométrie (conjecture de
Fontaine-Mazur). En outre il contient toutes les périodes p-adiques des variétés algébriques, mais
il est trop gros pour que ’on puisse y définir un endomorphisme de Frobenius, ce qui empéche
de faire le lien avec la cohomologie cristalline. Pour pallier cet inconvénient il faut considérer un
sous-anneau de B, noté Ich, qui est défini de la maniére suivante. Considérons le générateur
w=([e] - 1)/ ([81? P] — 1) de Ker(#) et désignons par Ags la sous-Ajn¢-algébre de ]BIR constitué
des éléments o @nw™/n! ol (a,) est une suite d’éléments de Ajns tendant vers 0. L’anneaun
]Bg'rls = Acm[l/pﬂ est stable sous l'action de %g,, et muni d’un endomorphisme de Frobenius (p,

qui est continu mais n’est plus un automorphisme. On peut montrer que ¢ est élément de Bt
que @(t) = pt, et 'on notera By, le sous-anneau B, [1/t] de Bgg.

cris

cris?

§3. Périodes p-adiques.

Considérons un schéma X propre et lisse sur @p et soit X¢ le petit site étale associé. On peut
alors définir la cohomologie p-adique de X par la formule

Hg (X, Qp) = (lim H* (X, Z/p L)) Bz, Ry

et une conjecture de Fontaine, prouvée par Faltings dans [10], donne I'existence d’un isomorphisme
naturel de Byg-vectoriels

Hip(X/Q,) 8y, Bar = Hi{(X, Qp) ®q, Buar-
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Désignons par Q la cléture algébrique de @ dans € et fixons une bonne fois pour toutes
un plongement de corps 1: Q) — Qp A partir de maintenant on supposera que tous les corps
de nombres sont contenus dans €, donc dans @. Soit enfin X un schéma propre et lisse sur
un corps de nombres K. Aprés avoir choisi un élément o de Hg il est loisible d'introduire
extension des scalaires X ° = X @k Q construite & 'aide du plongement o1 K < Q Le
théoréme de comparaison entre cohomologle étale et cohomologie classique (SGA 4 XII) fourmt
un isomorphisme canonique de Q,-vectoriels

Hé;(Xg, ®p) =~ Hé(Xa((D)} Q) 8q Qy
et avec le théoréme de Faltings ceci donne naissance i une application
HéR(X/I{) X Hy (Xa((D)’Z) — Byg, (w:u) — (wga u):ﬂ

appelée accouplement « périodes p-adiques ».

§4. Matrices de Frobenius.

Pour certains calculs que nous avons en vue nous n’aurons pas besoin de toute I'information
donnée par les périodes p-adiques mais seulement d’un sous-produit, & savoir les matrices de
Frobenius des variétés algébriques. Faisons I’hypothése supplémentaire que X a potentiellement
bonne réduction en toutes les places au-dessus de p. On désignera par Q7" Pextension non ramifiée
maximale de @, dans Qp, de sorte que le groupe de Galois Gal{Q)"/Q,) est muni d’un élément
de I'robenius ¢, bien déterminé. Définissons par ailleurs le groupe de Weil cristaliin W, comme
étant le sous-groupe de g, constitué des éléments ¢ dont la restriction 3 Qp" s’écrit qb" pour un
certain entier n € Z, appelé degré de 1. Au vu de I'hypothtse de bonne reductlon potent1elle le
schéma X7 défini sur Qp admet un modéle A7 propre et lisse sur 'anneau des entiers O d’une
extension ﬁme L de Q, dans Q Soit k le corps résiduel de Oy, W (k) les vecteurs de Witt sur
k et X7 la fibre spéciale X7 ®¢9L k. D’aprés un théoréme de Berthelot et Ogus [2] il existe un
isomorphisme naturel de @p-vectorieis

Hip(X/K)®r Q, ~ Hyy( (X7, W(K) @wy @,

et 'on peut faire agir ¢ € W, sur le membre de droite par H., (F") ® ¢ ol F désigne le
Frobenius absolu sur X7 et n le degré de 4. D’aprés [2] et [5] cela définit canoniquement une
action semi-linéaire de W sur Hiz (X/K) @k Qp Maintenant si 'on se fixe une base wy,...,wn
de H dR(X /K) sur K cette action fournit une distribution de « matrices de Frobenius » p: W —
GL{m, Qp) dépendant bien entendu du plongement o. Pour conclure cette partie nous allons
rappeler comment les périodes p-adiques permettent de retrouver ces matrices. Nous désignerons
par B, le sous-anneau de Bygr engendré par Beg, et Q On peut alors montrer que les périodes
p-a,dlques de X sont dans B, et que le morphisme d’anneaux naturel B, Qqur Q ~ B, est
bijectif. Ceci permet de faire agir semi-linéairement W, sur B, en décrétant que pour 4 € W de
degre netpourz®y € Byonay(z®y) = ¢"(2) ® ’!,b(J) Ma,mtenant si I'on choisit une ba,se
Uy, - um de H1(X°(©), Z) sur 7 et sil’on forme la matrice des périodes p-adiques correspondante
M= (( » Ui)p)1<i,j<m & coefficients dans B, Je théoréme 4.4 de [20] entraine p(3)) = M~ MY,
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2 Un résultat d’indépendance algébrique.

Notre objectif final est de faire coincider conjecturalement une fonction « arithmétique »
donnant les dérivées logarithmiques en s = 0 des fonctions L d’Artin p-adiques et une fonction
d’origine « géométrique » construite & I’aide des logarithmes des périodes p-adiques des variétés
algébriques. Or 'embryon de logarithme log: B3, — Bl dont nous disposons ne permet en général
pas de donner un sens a log(w”, u), (c’est déja le cas pour le groupe multiplicatif G,, puisque
t ¢ B3R). Nous allons donc étendre de maniére idoine le domaine de définition du logarithme puis
prouver un résultat d’indépendance algébrique pour les périodes p-adiques des groupes formels,
ce qui permettra de définir I’action du groupe de Weil W, sur les logarithmes des dites périodes.

§1. Le logarithme.

Rappelons que I'on a posé B, = {z € Bl;,|0(z) — 1} < 1} et que le morphisme de groupes
log: Bj, — By est continu et Yq,-équivariant. Pour qu’elle soit raisonnable une extension de
cette apphca‘mon a (Bgr) ™ devrait au moins étre % -équivariante et vérifier log zy = log z +log y.
En fait nous allons prouver qu’une telle application log: (B4gr)> —+ Bggr n’existe pas mais que le
seul probléme consiste justement & donner une image & ¢, autrement dit & trouver un élément
u = logt de Byg sur lequel 1'action de %q, est donnée par g(u) = logg(t) = v + log xq,(g)- En
appliquant & puis 'exponentielle & cette égalité on retombe sur un probléme du type 2i7 € €, et
cela permet de conclure & I'inexistence d’un tel ». Avant de donner un énoncé précis introduisons
la notation suivante: lorsque I est une extension finie de Q, dans (Q on désignera par I le
sous-groupe d’inertie de ¥, = Gal(Q,/L).

Lemme 1.3 Soit x: %, — L* un caractére continu.

(i) Six est trivial sur Iy, il existe un élément & de ©, vérifiant g(z) = z + log x(g) pour tout
g € 9r.

(ii) Six et xq, coincident sur I, il n'existe pas d’élément w dans Bag tel que g(u) = u+log x(g)
pour tout g € ¥r.

Démonstration.— Pour le point (i) on choisit arbitrairement un élément ¢ de ¥, qui s’envoie sur
le Frobenius de Gal(kr/kz). Comme x est continu son image est un sous-groupe compact de L*,
donc en fait de Of. Soient = une uniformisante de L, ¢ le cardinal du corps résiduel kf de L et L™
P’extension non ramifiée maximale de I dans @p. Posans enfin ¢ = x{¢), £o = 0 et supposons avoir
construit une suite zg, ..., 2, d’éléments de Opar vérifiant |¢(z,) — zn — ¢ < |7|" et |2; — 21| £
||~ pour tout 1 < i < n. Du fait que y = 77"(¢(z,,) — z, — ¢} appartient & O« et que le corps
résiduel de L™ est une cléture algébrique de kr, il existe z € Opar tel que 27 — 2+ § = 0. Ceci
implique que Tn4; = T, + 7"z est élément de Opar et vérifie [Pp(ene1) — 2n — ¢| < |7|"H ainsi que
|2nt1 — 2| < |7|™. On construit de cette fagon une suite (2,)n>0 d’éléments de Ofpar, qui converge
vers un élément z de C, vérifiant ¢(z) = = + x(4). Par conséquent I"égalité g(z) = = + log x(g),
vraie pour g € I et g = ¢, le reste par continuité pour g € ¥r. Démontrons maintenant le point
(ii) et supposons d’abord u € By, de sorte qu'il existe ¢ > 1 et y € Bl \ tBi; vérifiant u = y/t.
On a alors

9() = x@, (9)y + t'xa, (9)'log x(g)

donc z = B(y) est un dlément non nul de €, vérifiant g(z) = xq, (9)'z. En vertu du théoréme de
Tate cette égalité implique que xq,|¢, est d’ordre fini et comme XQP('.?L) contient 1+ p"7Z, pour
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7 assez grand ceci est absurde. Traitons maintenant le cas ol u € IB;{'R, ce qui nous donne un
élément y = #{u) dans C, tel que g(y) = y + log x(g). D'autre part le point (i) assure Pexistence
d’un é&lément z € C, tel que

9(z) = 2 +log xq,(g) - log x(g)

donc v = +y € C, vérifie g(v) = v +log xq, (¢) pour tout g € ¥,. On dispose également d’une
décomposition canonique

Ly ~ ppy X (1+9Z,) sip>3et ZF ~{-1,1} x (1 +4%;) sip=2

et on notera w et (-) les projections sur les premier et deuxiéme facteurs. Soit également N > 1
un entier suffisamment grand pour que N > —u,(v) 4+ 1/{p — 1), de sorte que w = e*?" ¢ Cx
existe. On a alors g(w) = (XQP(G'))pr et de nouveau grace an théoréme de Tate on obtient que
les restrictions a ¥, des caractéres X%t /(wo XQP)PN puis xq, sont d’ordre fini, ce qui est absurdg

En vertu du lemme précédent lorsque y = XQ,: il 'y a pas d’élément de Byr pouvant jouer
de fagon raisonnable le réle de logt. Il faut donc le rajouter de force et considérer Panneau de

polynémes en une indéterminée IB;'{R[u], équipé de P’action de %g, prolongeant celle sur ]B:ii-R et

vérifiant g(u) = u + log ¥, (¢). Nous pouvons donc voir 4 comme étant I’analogue p-adique de
log 2iw.

Lemme 1.4 Si L est une extension finie de Q, on a (Bl;[u])% = L.

Démonstration.— Considérons un élément f = 3 0 a;ut de ]BjR[u] fixé par 91, avec a,, # 0.

On dispose donc pour tout g € ¥y, de 1’égalité

k3

> gl (u+ log xq, (9))' = > a

1=0 i=0

et, en regardant le coefficient dominant, on voit que g{a,) = ¢,. Comme d’autre part (IB;,*‘R)Q?L =
nous en déduisons a, € L et quitte & diviser f par a, on peut supposer a,, = 1. Dans I’espoir
d’obtenir une contradiction supposons » > 1 et regardons les termes de degré » — 1: on tombe
sur ’égalité nlog xq,(g) + 9(@n-1) = @n_1 donc z = —a,_1/n est dans Bl et vérifie g(z) =
T + log xq, (¢), ce qui est absurde. Au total f = 1 et le lemme est démontré. O

Lemme 1.5 Tout élément = # 0 de Bar se met sous la forme x = yt'p"¢ ot y € R ¢ EE,
r € Q et { est une racine de 1. De plus i et r sont uniqguement déterminés.

Démonstration.— Comme IB;'!'R est un anneau de valuation discréte de corps des fractions Bgr
et d’idéal maximal tBJ, il est clair que 2 se met sous la forme 2 = 2t* avec z € Blz \tBl et
¢ € %. Maintenant 6(z) est un élément non nul de €, donc en posant r = v,(6(2)) € Q il est
loisible d’écrire z = wp” olt w € By est.tel que |#(w)| = 1. On sait que I'image de §(w) dans le
corps résiduel I, de €, est une racine de 1'unité d’ordre premier & p donc on peut appliquer le
lemme de Newton pour trouver dans @p une racine de 'unité ¢ ayant méme image que #(w) dans
_]F-p. Au total y = w(™1 est élément de %% et on a bien la décomposition = = yt*p"¢. L’unicité de
t et r est quant i elle immédiate. |
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Nous sommes alors en mesure de définir le logarithme sur Bgg.

Proposition 1.8 I1 existe une unique application log: (Bar)* — Bl [u] vérifiant les propriétés
suivantes:

(i) logz =302 (-1)"* (2 ~ 1)"/n pour z € BE, ;
(ii) logzy =logz + logy pour tous z,y € {Bar)*;
(ili) logp =0 et logt = u.
En outre log est ¥q,-équivariante et induit le logarithme d’'Iwasawa sur @: .

Démonstration.— Soit € (Bgr)* que I'on écrit z = yt'p™( ol y € Bk, i€ %, r € Q et
est une racine de 1. En combinant (i), (ii) et (ili} on voit que logz = logy + v donc "unicité est
prouvée. Montrons l’existence et considérons une autre écriture & = y't'p"¢’. On voit alors que
¥'/y est en méme temps dans B} et est une racine de 1. Du fait que log est un morphisme de
groupes sur BYy, on en déduit logy’ = logy dans B, et il est loisible de prendre pour définition
log z = log y + iu. Il est alors clair que les points (i) & (iil) sont vérifiés. Considérons maintenant

g € %q,, de sorte que g(z) = g(¥)xq,(9)'9(p")g(¢) ol g(p") est encore une racine de p et () une
racine de 1. Comme on sait déja que log est ¥q,-équivariante sur B}R, ce calcul donne

log g(z) = gllogy) + ilog xq, (¢) +iu = g(logz)

donc log est ¥g,,-équivariante sur (IB;'I'R) . Pour montrer que 1’on retrouve le logarithme d’Iwasa-
wa sur Qx on commence par se donner z € Q N Bjk- On a alors [z — 1| < 1 donc log, z =
ey (— 1)"“"1 (z —1)™/n. Du fait que 'injection na,turelle 7: Qp(2) — By est continue, on a

o0

n(log, ®) = Y (~1)**! (n(z) - 1)"/n = log ()

n=1

ce qui est le resulta,t voulu. Si z € Q est quelconque il ne reste plus qu’a observer que la
décomposition z = yt'p"¢ a priori dans ]BdR fournit en réalité un y € Q N B3R et donc que la
formule n(log, z) = log7(z) est encore vraie. _ O

§2. Périodes p-adiques des groupes formels.

Nous allons rappeler ici la théorie des périodes des groupes formels telle qu’elle a été dévelop-
pée par Fontaine dans [11]. Considérons donc une extension finie L de @, dans @p et soit I' une
loi de groupe formelle de dimension d et de hauteur finie A sur 'anneau des entiers g, de L. On
désignera par 'y, € L[X,,..., X4, Y1,...,Yy] Vextension des scalaires de I' & L et lorsque w est une
forme différentielle fermée sur I'y, on notera F, € L[X), ..., Xg] Punique série formelle satisfaisant
dF, = w et F,(0) = 0. Introduisons également G, = F(D(X,Y)) — F{X) — F,(Y), de sorte que
w est une forme différentielle invariante si et seulement si G, = 0. On dira enfin que w est exacte
si F, est a coefficients bornés et de seconde espéce si G, est & coefficients bornés. L’ensemble des
formes différentielles invariantes (donc automatiquement fermées) sur I'y, sera noté Qp /L ; il 8’agit
d'un L-espace vectoriel de dimension d s'injectant naturellement dans-le quotient Hlp (I'/L) des
formes de seconde esp&ce par les formes exactes. De plus H}(I'/L) est de dimension k sur L et on
le munira de la filtration de Hodge donnée par Fil® H1p(T'/L) = Hi(T/L), Fil'HI; (/L) = QL
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et FiFHi(I'/L) = 0 pour i > 2. Nous noterons enfin Tp(T) le module de Tate de T, qui est donc
un Zy-module libre de rang %, muni d’une action du groupe de Galois %;,. Considérons un élément
u={(0,u1,...,Un,...) de T,(T') et w une forme différentielle de seconde espéce sur I'. Soit Aint 1, le
sous-anneau de B engendré par Ajs et L. En désignant par i, un élément de (Ajur,2)? vérifiant
0(@n) = un, la suite des ~p"F,(&,) converge vers un élément (w,u), de B}, ne dépendant que
de u et w. De plus {w, u), appartient au sous-anneau B de Bf engendré par BY,, et Q, et ce
procédé construit un accouplement de périodes

HI(T/LY X Ty(F) = BY, (,1) = (@, u),

respectant les filtrations et commutant A 1’action de 9.

Considérons maintenant une extension finie E de Q; telle que Homg,(E, L) est de cardinal
[E : Qp] = h (ainsi L contient tous les corps conjugués de E). On dit que le groupe formel
I est & multiplication formelle par E quand on I’4quipe d’un morphisme injectif de Qp-algebres
E < Q,®z,End(l'). Par fonctorialité on en déduit une action de E sur la cohomologie F7 (/L)
et celle-ci se diagonalise pour donner naissance  une décomposition H (I'/L) = @, Lw,, ol la
somme est prise sur les Q,-plongements E < L. Le type FM de ' est alors par définition ’ensemble
des T satisfaisant w, € Fil' H}; (T'/L).

§3. Construction d’une distribution de période.

Soit E une extension galoisienne finie de Qp, que 'on ne suppose pas a priori contenue dans
@p. On désignera par G le groupe de Galois Gal(E/Q,) et par vg: EX — 7 la valuation de FE.
Introduisons enfin 'ensemble .# .4 5z des couples (a, @) ot a est une application G = 7Z et a et
un élément de E* vérifiant vg(a) = deg(a), sachant que I'on a posé deg(a) = 2 seq (o). Ainsi
F M g est naturellement un groupe abélien et on associera & tout couple (r, @) formé d’un élément
7 et d’une partie ® de G’ une fonction a,¢:G — 7 définie par

1 8l ored
arel0) = 0 sinon.

Le but de ce paragraphe est la construction explicite d’un morphisme de groupes htg: Z. 45 —
Bz llogt] donné sur les arg par les logarithmes des périodes des groupes formels 4 multiplication
formelle par F.

Lemme 1.7 Soient Ug (resp. U g‘ ) ) le groupe des unités (resp. des unités principales) de O. On

peut trouver un €lément v de U (El } et un entier m 2 1 vérifiant la propriété suivante: pour tout
z € Ug il existe une unique décomposition

2" = ¢ [] olo)™

&l

ot ¢ est une racine de ['unité et les n, sont des éléments de T,.

Démonstration.— Notons u le groupe des racines de I’unité d’ordre une puissance de p dans F
et soit V' le Z,-module Ug) /s, qui est libre de rang [E : @,]). Comme on est en caractéristique
nulle Je théoréme de la base normale donne 'existence d’un élément u de E tel que {o(u),0 € G}
est une base de £/Qp. Quitte & multiplier » par une puissance de p on peut supposer vg(u) >
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ve{p)/p — 1, auquel cas la série v = exp(u) converge dans F et appartient & Ug () Une relation
[locqo(v)™ € pavec n, € Z, donne apres passage au logarithme (qui est G—equlvariant) Pégalité
2 oeq Moo (1) = 0, donc les n, sont tous nuls. Ainsi le sous-Zy-module W de V' engendré par les
o(v) est libre de rang [E : Q,] et par platitude de ®, sur Z, la suite

0—}W®ZPQ;D_}V®ZPQ:D_}(V/W)®ZPQP_>O

est exacte. En outre W @z, Q, et V ®z, Q, sont des Qp-espaces vectoriels de méme dimension
donc (V/W)®z, Qp, = 0, et comme V/W est de type fini sur Z, cela revient & dire qu’il existe un
entier m > 0 tel que V/W est tordu par p™. Le couple (v, m) est alors solution du probléme. O

Dans ce qui suit on suppose fixé (v, m) comme ci-dessus, on note E? I'extension non ramifiée
maximale de @, dans F et on pose f = [E?: Q] = f(E/Qp). On définit alors le semi-groupe de
Frobenius (7 comme étant 'ensemble des couples (g, n) € G X N vérifiant o|go = Frob%, ot Frobg
est le Frobenius Ll)solu ) de E9/ Qp Le complété £n* de I’extension non ramifiée ma.x1male de
est isomorphe a QP @pgo E, ce qui permet de faire agir G sur E™. On note enfin o € Gal(E“r/E)
le Frobenius a.bsolu de F et on choisit également une bonne fois pour toutes un élément w de Emr
vérifiant ¢p(w) = vw. Du fait que ¢ = (id, f) € G on a alors ¢E(w(°"“)) = v wlom) pour tout
(o,n) € G. ‘

Lorsque o est un élément de G on désignera par deg(e) 'unique élément de {0, ..., f — 1} tel
que o|pe = Frodeeg(a). Soit 7 une uniformisante de E et, pour 7 € G, soit I, € L[X] la série
formelle en une indéterminée

o —nx "/ si deg(r) =0
(X { o o T(m) " lX? fracsln o deg(7) # 0.

=

On vérifie alors que [;! (La(X) +5a(Y)) définit une loi de groupe formelle I'y sur O, isomorphe au

groupe de Lubin-Tate pour E associé i I'uniformisante m. Il s’agit donc d’un groupe de dimension

1, de hauteur [E : @,), & multiplication formelle par E et dont le type FM vaut {id}. En outre

les formes différentielles w, = di; € Qr /g sont de seconde espéce et elles induisent une base de

H éR( »/E) sur le corps E, propre sous I’action de Og. Soit enfin % un générateur du Og-module
Tp(T'x). Lorsque (a, &) est un élément de F.# g il existe une unique décomposition

[a 1T T(Tr)_“(r_l)]pm =¢ ] )"

e - TEG s TEG

oli { est une racine de 'unité et les n, sont des éléments de Z,. On pose alors

htg(a,0) = a(r7!) log{wr, uyp + p~ ™1, log wlm9es(r)
TEG

et cette définition donne naissance & un morphisme de groupes hig: & L5 — IB nllog ).

Notre premier objectif est de montrer que htg permet de retrouver les perlodes de tous les
groupes formels & multiplication formelle par E. Pour ce faire donnons-nous une extension finie L
de Q, dans @p et désignons par L*? Iextension abélienne maximale de L dans @p. La théorie du
corps de classe local fournit un isomorphisme de groupes profinis entre Gal(L*®/L™) et OF, ce
qui permet de définir un caractére continu et surjectif yz,: Iy, -+ Oz dont le noyau est exactement
Gal(@Jg /L), Lorsque L = @Q, on retombe d’ailleurs sur la restriction du caractére cyclotomique
a Ig,, ce qui est cohérent avec nos notations antérieures.
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Proposition L8 Soient I'/L un groupe formel ¢ multiplication formelle par E (on suppose que
E C L), © son type FM, &, € Hig(T'/L) un vecteur propre, i € T,(T') un élément non nul de
son module de Tate et or € F donnant Uaction du Fmbemus relatzf ¢r, sur Hip(T/L). Alors pour
toutt€c G ona

htE(fL/Ear,‘I’,T(C‘-T)) = fL/E Iog(tDT, '&)p (mod L).

i ""-.;ﬁ'\'émens'i;ration — Remarquons en premier lieu que (a, o) = (fr/g¢re, T(ar)) est effectivement
- élément de ¥ g puisque d’aprés le corollaire 6.6 de [6] nous avons vg(ar) = foLi®/fr =

e deg(f]_r,,q,-;f.z,r q;) Ecrwons

[af H a(fr)"'“("_l)]pjn =¢ H o(v)*

ge@ ce@

' et posohs - -
z = [ (wo, wpele D yrolodesto)
ocelF .

. de sorte que htg(a, @) = p~™ logz. Soit également N > 1 un entier vérifiant (¥ = 1. On sait

alors que x et (&, #), appartiennent au sous-anneau ]Bg'm ;, de B engendré par B}, et L.

Or la fléche naturelle Bf. ®70 L= Ich g est un isomorphisme, ce qui permet de faire agir le

: Frobenius relatif ¢L sur IBcrls s et les elements de IB;*;IS I

. exactement les elements de L. Notre stratégie va consmter & déterminer 1’action de Iy, et ¢, sur 2™

S (A u)p p 'f” £ 3 en déduire’ que ces deux nombres sont égatx a multiplication par un élément

fixés en méme temps par Iy, et ¢, sont

Cde’ L* prés-et & prendre le logamthme de la, dite égalité pour conclure. On sait que pour g € I,

et

. on-a d’une part

g((d‘),” ﬁ)p (w'r: u)p H TO™ NL/J(E) (XL(Q)))

oo o S oced

B! d’autre part B
“ 9(@) = 2 I] olxel)?t™

ogeG

car IL C Ig agit tr1v1alement sur E™, En tenant compte du fait que e(c™!) = fuypsio” lred
et a(o™1) = 0 sinon on trouve <

g(e) =2 [] ro~ (xu(g))? /o=
oE=d

et comme E/Q, est galoisienne on a o(E) = E et xg(g) = N, g(xr(g)) donc I7, agit de la méme

u).’P fL,’E

maniére sur (&, et z. De méme

$L({@r, 1)) —‘T ar)(@r, &)y = e (@, @)

Pp(z) = [ H G(W)pm“(a_l)a'(v)””]a: = (a2

43¢

Sachant que z € ]B;:t'is, g et que sur ce dernier anneau ¢y, agit comme la puissance ff, /E-tme de ¢
on obtient finalement ¢7(zV) = P NIy Ex, ce qui conclut la preuve. O
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84. Action de W, sur les logarithmes de périodes.

Convenons de désigner par IBFM g a sous-Bf-algébre de Bjr[logt] engendrée par les loga-
rithmes des périodes p-adiques propres des groupes formels & multlphca.tlon formelle par E.

Théoréme 1.9 L’anneau ]BFM g est une algébre de polynémes en [E : Q] variables sur B . De
maniére plus précise les {htg(a, fiay, (7)), 7 € G} sont algébriguement indépendants et engen-
drent By g sur B}

Démonstration.— En vertu de la proposition précédente IBFM g est engendrée comme B}-
algébre par limage de htg. Or tout élément (¢,0) de F.#g peut s’écrire (a,a) = (0,z) +
Yrea (T (e, T(x)) avec z € Ug, et comme htp(0,z) € e Ev C B} on en déduit bien que
les {htp(a, iy, (7)), ™ € G} engendrent By, ; sur B} . Pour montrer que ces éléments sont,
algébriquement indépendants posons n = [E : Q,] et solent 7y, ..., 7, les éléments de G. On notera
pour simplifier z, = htE(a,,u,{id}, 1.(7)) pour 1 < v < n. Lorsque ¢ = (iy,...,1,) est élément de N
nous définirons également [i| = 4; 4 - i, et 2* = m"f ... &' Munissons ’ensemble N™ de I’ordre <
défini par récurrence sur » > 1 comme suit : pour n = 1 < est I’ordre usuel et quand » > 2 on dira
que %, € IN® vérifient ¢ < § si et seulement si |i| < |7]| ou |¢} = |7| et (31, .. 1 %n-1) = (J1,y.+ ) In=1)-
Il est clair que < est un ordre total et que pour d € N" fixé I’ensemble des ¢ < d est fini. Nous
définirons alors le degré d’un polynéme non nul f = 3 . yn ;X te Bf[Xy,..., X = BF[X]
comme étant le plus grand i € N™ vérifiant a; # 0. Raisonnons par ’absurde et considérons
f=Yienn X' € BF[X] tel que f(z) = 0, f # 0 et le degré d de f est minimal. Choisissons
alors une extension galoisienne L de @, dans @p contenant, F et telle que tous les a; soient
éléments de ]BCns - Quitte 3 diviser tout le monde par ag on supposera désormais gz = 1 et
a; € Fra,c(IB;"rls ) Convenons enfin de désigner par x,:% — L* le caractére décrivant I'action
de ¥, sur (wfu, u)p. Pour g € ¥y, égalité f(2)Y = 0 combinée a la minimalité de d donne 1’égalité
dans B} [X] '

Y aXi X =3 g(a) (X +log x1(9))™ - . . (X +log xn(9))".

i<d i<d
Egalons le coefficient de X° lorsque e € N” vérifie e| = |d]: il vient a. = g(ae) donc a. est
élément de L. Considérons maintenant e € IN" tel que |e| = |d| — 1 et pour 1 £ v < n définissons
e = (er,...,ep_1, e, + 1,641, ...,6,) € N, de sorte que |e*)| = |d|. En égalant le coefficient

de X on récupére a. = g{ae) + 2.1 8,0 log X, (g) donc le lemme .10 s’applique et assure que
e) = 0 pour tout 1 < v < n. Or en choisissant bien e et v on tombe sur ag = 0, d’ol une
contradiction. O

Lemme 1.10 Pour r € G soit x;: 9, — L* le caractére décrivant laction de 9y, sur (wr, u)p.
Soit © un élément de Frac(lBi'ris'L) et (ar)req une famille d’éléments de L vérifiant g(z) = =z +
3o arlog x-(y) pour tout g € F1,. Alorsx € L et les a, sont tous nuls,

Démonstration.— On remarque en premier lieu que la nullité des a, entraine € L. Raisonnons
par I’absurde et supposons les ¢, non tous nuls. Soit G’z le semi-groupe de Frobenius associé &
I'extension L/Q,. On fera agir Gy sur B ;=2 Bt @0 L puis sur son corps des fractions par la

formule (h, n){e® b) = ©™{a) ® h(b). Du fait que les actions de ¥, et G commutent et que pour
h € Gal(L/Q,) on a ho x; = xpr on voit que y = (h,n)(z) € Frac(Bf;, ;) et by = h{ay-1,) € L

<r lS cris
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vérifient g(y) =y + 2., brlog xr(g). Par conséquent si  est un élément de G vérifiant a, #£ 0
on peut choisir (h,n} de telle sorte que A™!|g = T et cela nous raméne i traiter le cas ajq # 0.
Quitte & diviser tout le monde par a;q on peut méme supposer q;q = 1. Dans l’espmr d’obtenir
une contradiction supposons maintenant z ¢ BY,, de sorte que & = y/t* avec y € Bls \ tBE; et
¢ > 1. On constate que

9(¥) = X0, (9)'y + t'xq,(9)* ) _ arlog x-(g)

T

donc z = #(y) est un élément non nul de €, vérifiant g(z) = xq, (9)*z. Ceci contredit le théortme
de Tate et nous avons prouvé z € IB r‘lFreu:(]Bcrls ). Lorsque T € G est distinct de I'identité on a
(wr,u)p € ]BdR \ t]B r buisque le type FM du Lubin-Tate sur lequel on calcule cette période n'est
autre que {id}. Ams: pr = htg(ar giay, 7(7)) est un élément de By sur lequel I’action de ¥y, est
donnée par g{p;) = p, + log x-(g). Notons également pjg = z ~ Z#id arp; € By, de sorte que
g(pia) = pid +10g xia(¢). En posant p = D oreabr € Ile'PL et x = [l eqxr: 9L — L* on récupére la
formule g(p) = p+log x(g) et comme x|;, = Xq,|r, on obtient une contradiction avec le lemme
L.3. O

On définit enfin By, comme étant la réunion {Jg IBIF"M‘ g quand FE décrit les extensions

galoisiennes finies de @, dans @p. Il s’agit donc d’une algébre sur B} .

Proposition L.11 Soit ¢ un élément de W,. Le morphisme d’anneau 1: IB"' — IB+ s’étend de

maniére unigue en un morphisme : }BFM - IBFM de telle sorte que si (w,r,u)p est une période
propre d’un groupe formel & multiplication formelle on a

P (log(dr, p) = log ¥{{Gr, B)p) = log(b{(@-), @)y.

Démonstration.— L’unicité est claire au vu de la définition de IBEM. Pour I'existence on définit
d’abord I'action de % sur les anneaux By, E» ot E est une extension galoisienne finie de @,
dans Qp En vertu du théoréme 1.9 il existe une et une seule extension de : IB+ —+ IB"‘ en un
endomorphisme d’anneaux 1: ]BFM 5 IBFM g satisfaisant

P(htE(ariay 7(1))) = log Y ({wr, w)p)-

On sait que toute période propre (&, %), d’un groupe formel défini sur L et & multiplication

formelle par E s’écrit (©, @), = y [[;{(wr, 1), pour un y € I,y # 0, et certains r; € Gal(EF/Q,).
On a donc

¢(1°g(‘5ﬂ '&)p) = 'l,b(log y) + Z "»L’(htE (an,{id}: T(’T)))

et comme la continuité de ¢: B} — B implique 9(logy) = log4(y) nous pouvons affirmer
P (log(@r, 1)) = log ¥((&r, B)p)-
Il nous reste & prouver que les actions de 4 sur les divers ]B}'M‘E se recollent et pour ce faire

on considere un sur-corps E’ de E, galoisien sur @,, et soit xg: Ip — O%: le caractére donné
par la théorie du corps de classe. La formule yg J) Ngye(xe (g) valable pour tout ¢ € Ig,
peut se réécrire sous la forme xg = [], o o xg ol le produit est ])I']S sur les o € Gal(E'/E). On

en déduit 1’égalité
{wr, u)p = H {woy ')y

G’lE=1’
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4 multiplication par un élément non nul de E'™ prés, et ceci pour tout 7 € GaI(E/ Qp) Par
conséquent IBFM g contient tous les nombres htp(a,, iy, 7(7))) et finalement By, 5 C ]BFM [
Ainsi pour vérifier le recollement des divers morphismes 1 il suffit de traiter le cas Ec E', et on
conclut avec la formule ci-dessus et la définition de . O

Nous allons conclure ce paragraphe par une formule explicitant I'action de W), sur htg(a, @).
A cet effet associons a tout élément ¢ de W}, le morphisme de groupes Vy: F . # 5 ~ F défini par

Viola,a) = ; ([deg(tb) +?eg('r) — 1} B [deg(;) - 1]) a(r1) log ()

dEg(¢)+deg(T) ~my 1o (v
+[ : ]p , log $(v)

ol [z] désigne la partie entiére inférieure de # € R et ou les (n,) sont définis de la manidre
habituelle. Rappelons également que si a: G — Z, on note a¥: G — 7 la fonction o ~ a(c).

Lemme 1.12 Pour (d,oz) EFMEetpeW, ona
P(htg(e, @) = htp(a?, ¥ (@)} + Ve, @).

Démonstration.— Soit 7 un élément de G. En posant k, = [deg(s) +deg(r) - 1/f] — [deg(r} —1]
on vérifie que () — 7 (7 )*rly, est un polyndme, ce qui entraine g(w,) = H7{r)erwy,. Deﬁmssons
par ailleurs r, = [deg(v ) +deg(7)/ f], de sorte que g7 € G est de degré deg(v) + deg(7) — r, f.
L’action de ¢ € W), sur E™ est donnée par celle de (i, deg(4)) € G, et on peut écrire

(Wi, deg(w)) (1, deg(r)) = (T, deg(¥yum)) (dp, rrf) = ($y7, deg (7))
donc 3 (w(™9e8T)) = g7 (v) rw#ie7des127) On calcule alors

Phtu(a,a) = 3 o(r™)[loglwyr, wp + krlogr(r)]

e
7 [IOg whET ez 4 rlog lb‘r(v)]

(¢, @) a¥ 108 Wry )y + P Ny -1, lOg wTes(7))
P P
TEG

et comme la décomposition
-1 p™ n
(B [T 7@~ )" = p(© [] rtwye
Tel Teld

est celle de (a¥, () € #F.# g on obtient bien la formule annoncée. a .
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Chapitre 11

Distributions de périodes.

Sur le corps € une conséquence remarquable et presque immédiate des relations monomiales
de Shimura [22] est Vexistence d’une « distribution de périodes », traduisant le fait que les périodes
propres des variétés abéliennes & multiplication complexe sont déterminées modulo @ par le type
CM de la dite variété. Ce phénomeéne, réinterprété par Anderson ({1] théoréme 1.3), a un analogue
p-adique dii & Blasius-Gillard-Wintenberger que nous allons rappeler dans une premidre partie.
Ceci étant les résultats de ce type ne permettent de prédire que le morceau transcendant des valeurs
spéciales de fonctions L. Si I’on désire une formule exacte il va falloir supprimer I'indétermination
modulo @ dans cette distribution de périodes, ce qui est l'objet de la deuxiéme partie de ce
chapitre,

1 Distributions de périodes modulo Q).

Nous allons d’abord préciser certains résultats relatifs aux variétés abéliennes & multiplication
complexe, dont nous aurons besoin par la suite.

§1. Variétés abéliennes a multipli.cation complexe.

Notons ¥ = Gal(Q/@Q) le groupe de Galois absolu de @ et soit : C — € la conjugaison
complexe, que 'on peut voir comme élément de %. Considérons un corps de nombres E C Q
vérifiant la propriété suivante: pour tout élément g de ¥ Iautomorphisme cg~lcg est trivial sur
E. De ceci on déduit que ¢(E) = E et lorsque ¢ n’est pas trivial sur F on dit que E est un
corps CM. Une définition équivalente consiste & dire que E est un corps de nombres totalement
imaginaire, extension quadratique d’un corps totalement réel. Ceci implique que le degré [E : Q]
est un entier pair. Il est également clair que le compositum dans ® de deux corps CM est un
corps CM et que 'image par g € & d’un corps CM est un corps CM. On désignera par Q" la
réunion dans @ de tous les corps de nombres CM ; il s ’agit donc d’un sous-corps de @Q, galoisien
sur Q. On notera également Q2P I’extension abélienne maximale de Q dans @, qui n’est autre
que le compositum de tous les corps cyclotomiques @Q(s,,) (théordme de Kronecker-Weber). En
outre il découle directement de la définition d’un corps CM que QP est un sous-corps de Q™
Lorsque E est un corps CM on appelle type CM de E toute partie & de Hy = Hom(E, C) vérifiant
PUcl =Hg et ®Ned = 0. )

Solent maintenant £ un corps CM de degré 2d sur @ et K ¢ @ un corps de nombres
contenant tous les corps conjugués de E. Soit également X une variété abélienne définie sur
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K, & multiplication complexe par F. Ainsi X est un K-schéma abélien de dimension d équipé
d’un morphisme de Q-algébres F < End(X) ®z Q. Par fonctorialité ’action de F se transmet 3
tous les groupes de cohomologie que I'on a attaché 4 X : aprés s’étre fixé un plongement de corps
o € Hy le groupe H{(X(C), Q) devient un E-vectoriel de dimension 1, Hip(X/K) un K ®q E-
module libre de rang 1 et H gt(Xg , Qp) un Qp ®qg E-module libre de rang 1. Grace & un théoréme
de Serre et Tate [21], qui assure que X a potentiellement bonne réduction en toutes les places
de K, et aprés tensorisation par les anneaux idoines on dispose, comme expliqué précédemment,
d’isomorpliismes entre ces divers groupes. En outre ces isomorphismes respectent 'action de F
et l’action de F sur H}p(X/K) se diagonalise. De maniére plus précise associons au plongement
7 € HEg le sous-espace propre

Han(X)(r) = {v € HIn(X/K), ¥z € E, (1@ 2)v = r(z)v}.

Alors Hyr(X)(r) est de dimension 1 sur K et Hjp(X/K) = @, cy, Har(X)(r). Maintenant pour
tout 7 € Hg on peut choisir w; non nul dans Hyr(X)(r) et la famille £ = (w;)reH,, bien définie
a multiplication par un élément de (K*)2¢ prés, sera désignée sous le terme de base propre de
Hip(X/K). La forme des matrices de Frobenius de X (voir page 15) calculées avec une base
propre est particuliérement simple: dans chaque ligne et chaque colonne il y a exactement un
coeflicient non nul.

Lemme I1.1 Rappelons que les objets déduits de X par le changement de base to: K — @p sont
signalés par la présence de o en ezposani. Alors pour tout ¢ € W, il existe un élément non nul
By{wy) de Q, tel que

P(?) = B (DT -

Démonstrition.— On peut toujours écrire P(wy) = 3 e, Cow? O les coefficients ¢, appar-
tiennent & @,. Faisons agir un élément arbitraire z de E sur les deux membres de cette égalité.
En sous-entendant la présence de ¢ on obtient la formule Yor(z)¥(w) = 3, cn, 0e(z)caw donc
PpoT(2)cy = oa(z)c, pour tout plongement «. Par suite la non-nullité de ¢, équivaut i Yo7 = oo
et le lemme est prouvé, a

On définit le type CM de X comme étant Pensemble @ des 7 € Hg vérifiant w, € HO(X, Qx/x)-

Il s’agit d’un type CM de FE.

§2. Distributions complexes et p-adiques.

Nous allons d’abord rappeler en quoi consistent les relations monomiales de Shimura pour les
périodes complexes. Soient £ un corps CM et Ir le Z-module libre de base Hg = Hom(E, @).
Toute partie S de Hg sera vue comme élément de Iz au moyen de la somme formelle ) ees 0
Théoréme II.2 (Shimura [22]) Fizons-nous un plongement 7 € Hg. Soient (X;) et (X}) deuz

familles de variétés abéliennes définies sur @ et & multiplication compleze par E. On note @;
(resp. ®}) e type CM de X; (resp. X}) et on choisit une forme propre wy; € Hip(X:/@Q) (rtesp.
wi i € Hip(X}/@Q)) ainsi qu'un cycle u; € Hi(Xi(C),Z) (resp. u € Hi(X[(€),Z)). On suppose

vérifice dans Ig la relation
Yo=Y
i o3

Alors
H(wr,i} ui)oo = H(w;,ju u;)oo
i i
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4 un nombre algébrique prés,

Un autre type de relation est vérifiée lorsque I'on étends le corps de multiplication complexe. De
maniére plus précise soient F' un corps CM contenant E et m = [I" : E]. On dispose d’une flzche
de restriction Ir — Ig envoyant par définition ¢ € Hy sur o|g.

Théoréme I1.3 (Shimura [22]) Désignons par (7;)1<icm la famille des prolongements de v ¢ F.
Soient X et (Xi)1<icm des variétés abéliennes définies sur Q et & multiplication compleze par E.
On note ¥ (tesp. @;) le type CM de X (resp. X;) et on choisit une forme propre w., € Hip (X/@Q)
(resp. wr; € Hip(X;/Q)) ainsi qu'un cycle w € Hi(X(C),Z) (resp. u; € Hi(Xi(CT),Z)). On
suppose que la resiriction de ¥ & E coincide dans Iy avec Y7, ®;. Alors on a

H(w'r,, oo = H(WT I uz)oo

=1
5 - . A
d un nombre algébrique prés.

Ces deux théorémes sont encore valides en p-adique: il s’agit d’un résultat de Blasius-Gillard-
Wintenberger (consulter Gillard [14] pour le cas des variétés abéliennes ordinaires).

Nous allons maintenant reformuler ceci en terme d’existence de distributions de périodes
(complexes et p-adiques). Soit k un anneau non nul. Pour considérer les types CM de tous
les corps CM en méme temps il est commode d’introduire le k-module %.#; des applications
localement constantes a:% — k se factorisant & travers le groupe Gal(Q™/Q) et telles que la
quantité a(gc) + a(g) soit indépendante de g € #. Lorsque k = @ on retrouve 'espace noté M par
Anderson [1] et ¥.# par Colmez [7]. En conservant les notations de ce dernier nous associerons

a tout triplet (£, 7,®), ol F est un corps CM, 7 un élément de Hg et ® un type CM de E, un -

élément ag » o de ¥ A en posant

i s T€d
ar.r8(9) = { 0 sinon ’

pour tout g € ¥. Dans le cas ot E est galoisienne sur @ on définira enfin €. #(E) comme étant
le sous-espace de ¥.#, des fonctions a se factorisant 3 travers Gal(E/Q).

Lemme I1.4 (Lemme de Serre) Si E/Q est galoisienne le module €.#(E) est libre de rang
14 [E: Q]/2 sur k. En outre les fonctions ag , g forment une partie génératrice de € .4, (E).

Démonstration.— Notons €.#(E) le sous-k-module de ¢.#(E) engendré par les ag . ¢ et
associons a tout plongement 7 € Hg un élément 7 € ¥ satisfaisant #|g = r. Fixons-nous également
un type CM de F, soit ®. L’application

0: M — kak®
e — {a(c) + a(id), (a(f))rece)
est k-linéaire et injective. Lorsque ¢ est un élément de & on notera ®, le type CM de E obtenu
en substituant c¢o 4 ¢ dans ®. La fonction b, = ag;id,e — 0F:d,e, vérifie alors b,(g) = 1 si

9lE = 0, bs(g) = —1 si g|[p = co et by(g) = O dans les autres cas. Par conséquent 8(b,) =
{0,...,0,1,0,...,0) ol le 1 est en position o. En outre si 7 est un élément de ® on a bogr0) =
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(1,%,...,%) donc @ envoie surjectivement €., (E) dans k @ k®. Par conséquent # est un isomor-
phisme et €4} (E) = €. #(E). , O

L'égalité € 4 = | g € #+(E), ol la réunion est prise sur tous les corps CM galoisiens sur @,
entraine que les ag ¢ forment une partie k-génératrice de ¥.# . En outre on déduit du lemme
précédent que la flache naturelle ¥ .4z @ k — € .4, est un isomorphisme. Le corps E étant fixé
{mais non nécessairement galoisien sur Q) nous désignerons par €. (E) le sous-k-module de
€A . engendré par les ag ;5. On dispose alors du résultat suivant.

Corollaire I1.5 Il eziste une unique application Q-linéaire
Voo: Mg — T/Q

telle que, pour toute variété abélienne X définie sur Q et & multiplication compleze par E, et
pour tout plongement T € Hg, on ait égalité Quo(agre) = (Wr U)o 08 P est le type CM de X,
wr € HIg(X/Q) est une forme propre de caractére 7 et u € H(X(C), Q) est non nul,

Pour son a,nalogue p-adique on se heurte au probleme que Byr n’est pas algébriquement clos donc
(Bar)*/Q™ n’est pas un espace vectoriel sur Q. Il faut donc se placer sur espace €4z plutdt
que sur ¥.# ¢ et on obtient le

Corollaire I1.6 Il existe une unique application Z-linéaire
€ty — (Bar)*/Q"
telle que pour tout triplet (E, 7, ®) comme ci-dessus on ait Uégalité Qp(ap,r.0) = (wr, u)p.

-Notons que la. démonstration des relations monomiales en p-adique utilise les résultats de Deligne
sur les cycles de Hodges absolus et repose done sur des techniques assez sophistiquées. En revanche
I'existence d’'une distribution Q,: % .#7 — (Bgr)* /@; peut étre obtenue plus simplement avec
les méthodes de [6]. Signa.lons en outre que si inclusion @ C € permet de définir intrinséquement
Iapplication {2, il n’en va pas de méme de §2,,, qui dépend du plongement ¢ Q — Qp que ’on s’est
fixé depuis le début. On désignera par 2,(E) le sous-Z-module de Bgp* /@, Q image de € . #z(E)
par £2,. Il est clair que Q,(E) est sans torsion; il est également de type ﬁm sur Z puisque c’est
le cas pour €.#z(E) done Q,(F) est libre et son rang sera noté ,(F). Introduisons également
le sous-corps By, g de Bar engendré sur @p par les périodes p-adiques des variétés abéliennes
définies sur @p et a multiplication complexe par E. Le degré de transcendance de Bgyg, g sur @p
sera noté d,(E).

§3. Variétés abéliennes et groupes formels.

Soient F un corps CM galoisien sur @ et X /@p une variété abélienne a multiplication complexe
par ’anneau des entiers O de E. Notons ® le type CM de X et soit L une extension galoisienne
finie de @, dans @p, contenant, t(’{i') et assez grosse pour que X admette un modéle propre et
lisse A’ sur Or. On désignera par A’ le groupe formel sur Oy, associé & X/Qy,. Soit pg le premier
de E induit par o ¥ — ﬁp. Lorsque p est un premier quelconque de E au-dessus de p on se
fixe une bonne fois pour toutes un élément op de Gal(E/Q) vérifiant oy Y(pg) = p et on note
Hg,p I'ensemble des plongements 7: E < Q tels que ¢7: E < Q, induise p. En désignant par Ej
I’adhérence de ¢(E) dans @p', on sait que ’application

Homg,(E,, Q,) — Hg
T — Tioy
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établit une bijection entre HomQ},(Ep,fQ )} et Hg p, la bijection réciproque étant notée 7 —» 7.
On pose enfin @, = {¥,7 € Hg ; N @} et p(®) désignera l'ensemble des premiers p de E vérifiant
®, # 9. On a alors une décomposition canonique

=11 %
pep(®)

ot ¥ p est un groupe formel défini sur Op, & multiplication formelle par E, et dont le type FM
est @,. En outre on dispose d’une application

Hip(X/OL) — HiR(¥/0L) ~ I Hir(¥p/01)
pep(e)

envoyant un vecteur propre w, sur un vecteut propre Wy € HjR(.i; p(-)/ OL} quand le premier p(7)
de E induit par 7 appartient & p(®), et sur 0 quand p{r) ¢ p(®). On a également un morphisme
sur les modules de Tate
Tp(X) — Tp(X) ~ H Tp(Xp)
peP(®)

noté u — (up)pep(e), et qui donne pour tout plongement 7 vérifiant p(r) € p(®) la formule
{wrs w)p = (@7, Uy(r))p-

D’autre part la fibre spéciale X e, k1, de A" est une variété abélienne sur le corps fini kr,, donc
elle est équipé d’une action du Frobenius relatif ¢r. Comme les actions de O et de ¢y, sur le schéma
A ®o, ki, commutent, un argument de dimension donne I'existence d’un élément ag de 5 tel que
¢r, est 'image de a¢ dans End(X ®p; k). On peut alors donner explicitement la décomposition -
de ag en produit de premiers. Tout d’abord st | - | est une valeur absolue archimédienne de E
étendant la valeur absolue usuelle sur Q@ un théordme, dit & Weil assure que |ag| = p/2/2, ou
fr = [kr : F,] est D'indice d’inertie de L/®,. En utilisant Ia formule du produit on en déduit
que ag est une unité en toutes les places finies ne divisant par p. Enfin un premier p de F au-
dessus de p étant donné, un théoréme de Shimura-Taniyama donne vy(ag) = fr/E,t®p, ol l'on
a normalisé vy par la condition vp(E*) = Z. Si I'on fait 'hypothése supplémentaire &, # @ on
sait que top(eg) € F, donne action du Frobenius ¢, sur X p. On notera G le groupe de Galois
Gal(Ep/ @Qp), de sorte que 'on dispose d’une application de restriction €.#z(E) — ZC définie
via ¢, oit Z% est I’ensemble des fontions G — Z.

Lemme IL.7 Soient 7 € Hg, w, € HIg(X/L) un vecteur propre et w un élément non nul de
T,(X). On dispose des formules

¢L(("‘.)'n“'“')p)2("-’7:“)33;"7’(0@) et g({wr,u)p) = (wr, u}p H 7o~ (xE,(9))
7€y (r)

pour tout g € Ir. En outre si T vérifie p(7) € p(®) on ¢ lu congruence
frye, log{wr, vy = Mg, (fL/E, 98- 0l6, tT(as)) (mod L).

Démonstration.— Traitons en premier lieu le cas ol p(r) € p(®). La formule

(w'rv u)p - (L_J‘-,T, up('r))p
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assure que ¢r, agit sur (wr, u), par multiplication par 7(sop(ag)) = ¢7(as), et que Paction de Iy, est
donnée par le caractére g — Haeq?p(f) Fafl(XEP (9)). Le lien avec htg, découlera de la proposition
L8 et de a7, = ug,; olG, cette dernidre égalité se prouvant & l'aide de la suite d’équivalences,
valable pour ¢ € G, '

a79,(0) =14= 0T € P, == 0Tiop € < 07 € 2 > ap,r9(0) = 1,

oit 'on sous-entend l'injection G < Gal(E/Q) induite par ¢. Supposons maintenant p(7) € p(®),
ce qui revient & dire @y;y = 0. On en déduit cr € @ et Pper) = Home(Ep,@p) donc ¢r,
agit sur (Wer, u)p par multiplication par tcT(ag) et 'action de I, sur {wer, u), est donnée par le
caractére g = N1, (XE,(9)) = xq,(g)- Par ailleurs on sait qu'il existe un élément a € L tel que
(Wry Wyplwer, )y = at, o0 T € IB;';iS est I'équivalent p-adique de 2ir. Pour conclure il suffit done
d’utiliser les formules o7 (ag)ier(as) = p/L, ¢r(t) = p/tt et g(t) = X, (g)t pour g € I, 0

§4. Calcul du degré de transcendance de Bom g.

Ce paragraphe est dévolu au calcul des entiers d,(E) et §,(F) dans le cas oll E est une
extension galoisienne de ©. Nous allons d’abord montrer que ces deux nombres coincident, ceci
sans hypothése supplémentaire sur E.

Lemme IL.8 Lorsque E est un corps CM arbitraire on o Uégalité d,(F) = §,(E).

Démonstration.— Notons é = 6,(E) et soient §y,..., s des éléments de Bgg dont les images
dans (}BdR)x/@: forment une base de Q,(E). Du fait que §; est produit d’un élément de @p et
de périodes propres de variétés abéliennes 4 multiplication complexe par F nous avons Pinclusion
@p(ﬁl, v+, B5) C Bowm,e. D'autre part si {w, u), est une période p-adique on peut exprimer w
comme combinaison linéaire de formes différentielles propres donc module Q; le nombre {(w, u)
est combinaison linéaire d’éléments de €2,(F), qui sont eux-mémes des produits des §;. Tout cect
implique que @p (B1,...:05) = Bem, e ; il nous suffit donc de prouver que les 3; sont algébriquement
indépendants sur @p. Considérons une relation > jeNd G5 B = 0ot les a; sont des éléments presque
tous nuls de @p. Choisissons alors une extension finie I de §, dans @p contenant tous les a;, tous
les corps conjugués de E et telle que les §; soient donnés par des variétés abéliennes a multiplication
complexe par E définies sur L. On sait que ¢ € 47, agit sur (w, u), par multiplication par un élément
de L* donc pour tout j € IN® on dispose d’un caractére x;: 9 ~ L* vérifiant g(8) = x;(9}3?, ol
B e Bct‘is,L désigne le produit Bt .. .G¥. Remarquons également que 'égalité x; = y; implique
que 39 /8% est fixé par ¥, donc est élément de L, et comme les B; forment une base de Q,(E) ceci
n’est possible que pour j = k. Au total I'indépendance linéaire des caractéres nous assure que les
(Xj)jene sont libres sur n’importe quel sur-corps de L. Or en faisant agir ¥, sur la relation de
dépendance algébrique de départ on trouve que Zje]Nﬁ a;# x; = 0 donc les a;3' puis les a; sont
tous nuls et finalement d,(F) = 4. O

Soit k& un anneau non nul. Nous munirons espace ¥ de la topologie discréte et nous
ferons agir continiment ¥ & gauche sur .4 en posant a?{h) = a(hg) pour tous g,h € ¥. Le
stabilisateur de a relativement & cette action sera noté Stab(a), il s’agit d’un sous-groupe ouvert de
%. D’autre part le plongement v: Q «— @p étant fixé nous pouvons identifier g, 3 un sous-groupe
de ¥ et considérer en particulier le sous-espace €4 () . de €&, sur lequel Fg,, agit trivialement.
Si I'on se donne une fonrction a € €4, et un sous-groupe H C Stab(a) d’indice fini dans ¥ le
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symbole 9q /¥, N H fera référence & un systéme de représentants des classes ga,uche de ¥,
sous Y, N H. On pose alors

1
mey(a) = S a?,
{») [%QP : ng A H] QEQ’QP;@’QP”H

définition indépendante de H et donnant naissance & un projecteur linéaire
M{py: ?oa./f(k - ‘f,/if{(p) ke

Nous aurons également besoin de I'involution continue sur ¢4 donnée par la formule ¢*(g) =
a(g™).

Proposition I1.9 Le noyau de Q,: €l — (Bar)*/ @; est constitué des applicationsa € € My

vérifiant :

(i) a+a®=0;
(i) algg, =0;
(iii) m(p) (a*) =0.

Démonstration.—— Partons d’un élément ¢ de €.z et soit E un corps CM galoisien sur @,
assez gros pour que a appartienne a ¥.#'z(L). Fixons-nous également un type CM de E, soit &,
et notons ™! = {r~!, 7 € &} son type CM dual. Convenons d’associer & tout élément o € = la
fonction b,: 4 — 7Z définie par b,(g) = 1 si g|lg = 0, b,(¢) = —1 si g|g = co et b,(g) = 0 dans les
autres cas. Il est clair que b, € ¥.#z(E). D’autre part on peut trouver des entiers n € N*, ay et
(or)res vérifiant na = ap+Y, og orb,—1 et comme (Bgg)* /@;‘ est sans torsion on a I'équivalence

Qp(a) =1 &= t* [] Q(6,-1)* € Q.
TED o

On peut toujours supposer que ® contient id et nous désignerons par & le type CM de E obtenu
en remplagant id par ¢ dans @, de sorte que b,-1 = ag ;¢ — ag e Choisissons également deux
variétés abéliennes X et X' & multiplication complexe par E, de type CM respectifs & et &,
et soit Lo une extension finie de @, dans Q, sur laquelle X et X' sont définies et ont bonne
réduction. On notera o = ag et o/ = oy les éléments de E* donnant ’action du Frobenius
relatif sur les réductions modulo p de X et X'. Notons pg le premier de E induit par ¢ et soit E,
l’adhérence de :(E) dans L. Pour ne pas alourdir encore les notations nous identifierons chaque
élément de (Bgr)* /@, Q avec un de ses relevés dans (Bqr)*, que nous supposons fixé une bonne
fois pour toutes, le contexte se chargeant de lever les ambiguités possibles. Partons donc d’une
relation £ J]_ ) Qu(b,—1)% & Qp et choisissons une extension galoisienne finie L de Ly dans Qp,
contenant E, ainsi que le produit P = 1% [] .4 Q,(b,-1)*". Nous allons exprimer le fait que ¢,
et Iy, a,glssent trivialement sur cet élément en distingua,nt deux cas.

Premier cas: pg est inerte ou ramifié dans I'extension quadratique E/E,. On a alors pg = c(po),
de sorte qu’on dispose du plongement ¢: E, < (Q induit par la conjugaison complexe. On sait
déja que /o’ a toutes ses valeurs absolues archlmedlennes égales 2 1 et est une unité en toutes les
places de E ne divisant pas p. Soit maintenant p un premier de E au-dessus de p. On a la formule

vple/d’) = frm,(#HE, N ® ~ fHg, N 3')
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et comme pg = p(id) = p(c) ceci implique vp(e/a’) = 0 donc @/¢ est une racine de 1. L’action
de ¢7, sur P donne alors p/t® ¢ pgp puis ap = 0. De plus pour 7 € & la formule Qp(bp-1) =
Q(arr0)(aEre)”" combinée avec le lemme 1.7 assure que pour g € Iz, on a

g1 _ 1 si p(T) # po
B = { 2t )t @) ) 2

ou T: Ep «» @p est induit par ¢. L’action de Iy, sur P combinée & la surjectivité de XE, donne

Iégalité
H T = H (eT)*r

TEHE,pon@ TEHE,FOI"I@

et en vertu de l'indépendance algébrique des automorphismes quand le corps de base est infini on
en déduit @, = 0 pour tout 7 € Hg p, N&®. Réciproquement les égalités ag = 0 et @, = 0 pour tout
7 € g p, N ® impliquent que si L est une extension galoisienne de @, contenant Ly et les corps
conjugués de F alors Iy, agit trivialement sur P et P#2~! est une racine de I'unité. Par suite uné
puissance de P est dans L et au total nous avons I’équivalence Qp{a) = 1 < ap =0 et o, =0
pour tout T € Hg p N®. Remarquons également que 20 = n{a(id) +a(c)) et que pour g € % on a
ag+a; = na*(g) siglg =7 € O et op — &, = na*(g) si cg|lg = 7 € . En outre Hg y, n’est autre
que 'image de 9q, par la fleche de restriction ¥ — Gal(E/®) donc la condition (ii) entraine &
elle seule 2,(a) = 1. Réciproquement si £2,(a) = 1 est vérifiée le fait que c appartienne a Hg p,
entraine que (i) et (ii) sont valides et que m(py((€*)°) = m(,)(a*) done (iii) est une conséquence
du (i).

Deuxiéme cas: po est décomposé dans E/E,, ce qui revient A dire pg # ¢(pg), et on peut
supposer que ® contient Hg p, . En faisant agir ¢5, sur P on obtient I’égalité

p/20 [ r(a/a)*r =1
TED

et cela implique déja, en prenant une valeur absolue archimédienne, ag = 0. De plus si p est un
premier de & au-dessus de p on a

frye, sip=T(po)

vp(T(e/a’))y = —frsm, sip=cr(po)
0 sinon
donc Y. cpep(T)or = 0 ol gp(7) = 1 si p = 7(pg), £p(7) = —1 si b == er(po) et £,(T) = 0 sinon.

On voit également que pour g € I, on a

1 sinon

Qp(b,-1)9"1 = { T(xz,(9)) sip(r)="po

puisque le cas p(7) = ¢(po) et 7 € ® n’arrive jamais. Subséquemment

H =1

TEHE.PU

et cela entraine a, = 0 pour tout 7 € HE;,,O. On en déduit 'équivalence entre ,(g) = 1 et
les conditions g = 0, &; = 0 pour tout 7 € Hpy, et 3 cgeu(r)or = 0 pour tout plp. 1 est
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clair que (i} et (ii) sont équivalentes aux conditions ap = 0 et a; = 0 pour tout v € Hgp,. En
outre et sous la condition ag = 0 on voit qu’a un facteur n prés on a 2 recaiE;q) SelT)a* () =
2reatp(T)ar — 30 caep(er)o, = 235 4ep(7)ar done la nullité de cette derniére somme est
équivalente & celle de la premiére. Prenons alors un élément quelconque o € Gal{E/Q) et notons
p le premier o(po). La définition de e, se reformule en e,(r) = 1 si 7 € oHgy,, €5(7) = -1 si
7 € colg,y, et g5(7) = 0 sinon donc

> eplr)ar(r)

Z a*(af) - ¢ (coT)

T€Gal{E/Q) TEH g,
= 2 Z a*(o7)
7€Hg g
= 24HEp,mp)(e”) (o)
et cela conclut la preuve. O

Corollaire I1.10 Soit E un corps CM galoisien sur Q. On note E, son sous-corps réel mazimal
et pOg, = (p1---9,)° la décomposition en produit de premiers de p dans E,. On a alors

5,(E) = 14 L‘%'T;QI 81 py est inerte ou ramifié dans E

i r+ [‘E";izl si py est décomposé dans F.

Démonstration.— Soit K le noyau de Q,:%¥.#%(E) = (Bgr)* /TQ_; . Dans le cas inerte ou
ramifié X est constitué des fonctions a vérifiant a,|ng = 0. On sait d’une part que V'image D, de
Yq, dans Gal(E/Q) est de cardinal [E : @Q]/r, d’autre part que ¢ € D,. Si @ est un type CM de
£ contenant la moitié des éléments de D, 'isomorphisme explicite €.#z(E) ~ Z® 7Z® du lemme
I1.4 donne alors é,(E) = rang%.#7(E) — rangk = 1+ [E : Q]/2r et c’est le résultat annoncé.
Traitons maintenant le cas décomposé, ce qui implique D, = [Ey : Q]/r, et notons £ le sous-Z-
module de ¥.#z(F) constitué des fonctions a vérifiant a+a° = 0 et angF = 0. Alors £ est stable
sous l'action de %g, et de @ »+ a*. En outre K n’est autre que le noyau de la restriction & £ de
a — my;)(a*) donc rangl — rangk = §D-trangl et la formule rang®@ #z(E) — rangl = 1 + 1D,
permet de conclure. , O

2 Distributions de périodes exactes.

Comme expliqué dans I'introduction les distributions de périodes présentées ci-dessus ne sont
pas complétement satisfaisantes & cause du facteur multiplicatif algébrique qui intervient dans
leur définition. Colmez a donné dans {7] un raffinement des relations monomiales permettant,
dans le cas complexe, de supprimer cette indétermination. En revanche il n’est plus possible de
donner un sens 4 Q. (a) si la fonction a € ¥.# n’est pas centrale, condition que nous retrouverons
d’ailleurs quand nous essayerons de relier ht aux fonctions L d’Artin. Aprés une revue plus précise
du cas complexe nous allons, dans cette partie, appliquer le méme procédé de normalisation au
cas p-adique pour définir une distribution de périodes  valeurs dans I’anneau ]B"F'M.

§1. Le cas complexe.

Soit £ un anneau non nul. On désignera par %%ﬁg le k-module des fonctions a € CHy
centrales et on fera agir ¥ continiment. & gauche sur ¥.; (muni de la topologie discréte) en
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posant ga(h) = a(g~hg) pour tous g, h € ¥. Ainsi ‘raa.//{z n'est autre que le sous-espace de €.,
fixé par ¥ relativement & cette action. Le stabilisateur de o € €.#, est un sous-groupe ouvert de
%, qui sera noté Stab®(a). Lorsque H est un sous-groupe de & contenu dans Stab® (a) et d’indice
fini dans ¥ nous désignerons par ¥ /H un systéme de représentants des classes & gauche de &
sous f. Ainsi & peut s’écrire comme la réunion disjointe ][ ey gH. On constate alors que la

fonction
T 2 9
g ey /H

ne dépend ni de H ni du systéme de représentants choisi et qu’elle est fixée par ¥, de sorte que
I'application a ~+ a° est un projecteur de €. # sur €.4%. Il s’ensuit du lemme I1.4 que les aOE,T@
engendrent %.# sur k. Remarquons également que si E est un corps CM, 7 un élément de Hg
et ® un type CM de E, nous avons la formule af; . 4 = [K : Q™' X, cn,, aB0r0s ot K C @
désigne n’importe quel corps de nombres contenant tous les corps conjugués de E.
Considérons a nouveau une variété abélienne X de dimension d, définie sur un corps de nombres
K, 3 multiplication complexe par un corps CM E dont tous les corps conjugués sont contenus
dans K. Soit également (w,) une base propre de I dR(X /K). Aprés s’étre fixé pour tout nombre
premier £ un plongement u: @ — Qz, associons i tout piongement o € g un modéle X 7
de X ®x @, construit via w0 sur Panneau des entiers ¢J; de @Q;. L'injection naturelle fait de
dR(Xe /O¢) un réseau de Hin(X/K) @K @, et si l’on choisit n’importe quelle base Wi, ...,Wag
du Op-module libre H}g (A7 /O;) on définira la valuation de w € H1g(X/K) relativement 4 la place
de K déterminée par o par la formule ve(w®) = Inf{ve(z;),1 < ¢ < 2d}, olt les z; € Q, vérifient
w®l = 2251 x;w;. Bien entendu cette définition dépend de o mais ni de la base (w;) ni du modéle
A . Par ailleurs la conjugaison complexe ¢ induit un homéomorphisme X?(C) — X (C) donc on
dispose d’un isomorphisme de E-vectoriels H,(X?(C), Q) = H,(X*(C), Q), que nous renoterons
¢. On appellera famille admissible de cycles (u,) sur X la donnée pour tout & € Hg d’un élément
non nul u, de H;(X°(C), Q), avec la condition de compatibilité ¢(1,) = u.,. Introduisons enfin
le nombre complexe non nul

g, o 2 13
(w w-rauo)oo— <w7aua>oo_—

(wgﬂ 7"’0')00
qui est bien défini au signe prés.
Pour alléger un peu les notations nous désignerons par €., €. ;) et € #° les espaces
0
%MQ, %.f%(p)'Q et %%Q’
Théoréme IL.11 (Colmez [7]) Il existe une unique application Q-linéaire

ht: G 4% = R

telle que pour toute variété abélienne X/K & multiplication compleze par Og, dont le type CM
est ©, et tout plongement T € HE on ait ['égalité

Mler0) = g by 1og|<w,,wc.,,ua>oo|——z[w(w:)—ve(wz.r)]loge.

£<on
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§2. Le cas p-adique.

En s’inspirant du cas complexe on définit ’élément non nul de B,

a 1/2
(5,0 )y = L0l )

(_ng? UG)P

ol ’on a conservé les hypotheses et notations du §1. I n’est pas nécessaire de préciser le signe de
© cette expression car seul son logarithme interviendra réellement dans ce qui suit.

Théoréme I1.12 I existe une unique application Q-linéaire ht: €.#° — By telle que pour tout
triplet (E, 7, ®) comme ci-dessus on ait Uégalité

ht(aﬁE,r,Q) [.K Q] Z log(‘*"ﬂwcﬂuﬂ)p E [W(""’g) - W("":T)] logp L.

oceHy £'<oo

Démonstration.— Rappelons d’abord un fait classique: pour tout (E,7,®) comme ci-dessus
il est possible de trouver un corps de nombres K C @) contenant tous les conjugués de E et
une variété abélienne X définie sur K et & multiplication complexe par Qg dont le type CM
est précisément ®, Ceci se démontre en réalisant O comme réseau de C¢®, de sorte que le
quotient X*" = €°®/Of est un groupe de Lie complexe compact muni d’une action de @f. Le
principe de Lefschetz assure alors que X est ’analytifié d’une variété abélienne X définie sur C,
a multiplication complexe par Og. En regardant I’action de E sur '’homologie simpliciale de X??
on voil que le type CM de X est @ et il ne reste plus qu’d remarquer que tout ceci se descend
sur @ donc sur un corps de nombres assez gros. L’unicité de At découle alors du fait que les
a%ﬂ_,q, engendrent %.#° sur Q. Remarquons également que si ht existe en tant gqu’application
A A IBIR[]og t] elle est automatiquement & valeurs dans ]Bi;"M, grace a la formule exprimant
les périodes p-adiques des variétés abéliennes en fonction de celles du groupe formel associé. La
preuve de I'existence est totalement analogue 4 celle de [7], pages 665-667, et nous allons juste en
tracer les grandes lignes.

Désignons par h(E, T, K, X, £, u) le nombre candidat pour étre ht{af Era)) o1l € est une base
propre de H}p(X/K) et u une famille admissible de cycles sur X, arbitrairement choisis. Dans
une premiére étape on prouve que h{E, 7, K, X, ¢ i) ne dépend ni de £ ni de u, ce qui découle de
l'indépendance en u, & 0 € Hy fixé, du produit

{wr, Wi Ue)p{e7”  Wor  Yea)p

et de la formule du produit dans C,, c’est-a-dire I'égalité

Z log,, o ( Z Z ve(o(z))

ceHg ocEHy <00

valable pour tout # € K*. En notant h(E,7,K,X) la valeur commune 3 tous les nombres
h(E,7, K, X,€,u) la deuxitme étape consiste & établir que h(E,r, K, X) ne dépend pas de K,
autrement dit que si X’ C Q est un corps de nombres contenant K on a hE, 7, K\ X @ K'} =
R(E, 7, ¥, X). Cette assertion découle simplement du fait que h(E,7, K, X) est défini par une
moyenne sur Hy. Dans un troisiéme temps il faut prouver que le nombre A(E, 7, K, X) ne dépend
quede F, 7 et du type CM de X/ K, ce qui se montre en utilisant le fait que deux variétés abéliennes
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ayant le mé&me type CM sont isogénes donc ont méme cohomologie. En conservant les notations
ci-dessus A(E, T, ®) désignera la valeur commune aux nombres h(E, 7, K, X) lorsque X/K est une
variété abélienne dont le type CM est ®. De nouveau grace au fait que h(E, 7, ®) est défini par
une moyenne sur Hx on voit que h(E, g7,9®) = A(E, 1, ®) pour tout g € ¥. La cinquiéme étape
est la suivante : solent £ C F' deux corps CM, 7 € Hp, ® un type CM de £ et @ le type CM de
I constitué par les o € Hgp dont la restriction & E est dans ®. Alors h{E, TE, @) = h(F, 7, ®F).
Pour prouver ceci on pose n = [F : E] et on choisit une variété abélienne X/K & multiplication
complexe par O et dont le type CM est ®. Quitte & grossir K on peut supposer que K contient
tous les corps conjugués de F'. Le produit Y = X x --- x X de n copies de X est une variété
abélienne sur K, de dimension [F' : Q]/2. On peut la munir d’une multiplication complexe par
Op et le type CM de Y est alors ®p. Le résultat voulu s’obtient alors presque immédiatement.
Pour conclure il faut se donner deux ensembles finis disjoints f; et I3 ainsi que pour tout
t € 1 U I un coefficient n; € Q, un corps CM E;, un élément r; de HE, et un type CM ®; de
E;. On suppose 3 .o mia%. - 5. = Yicp, ”i‘LCE’?.-,n,tb.- et on veut prouver Y..; nh(E;, 7, ®;) =
Zie L n;h(E;, 75, ®;). Quitte & multiplier tout le monde par un entier assez gros on peut supposet
que n; € Z. Quitte & ne considérer que les n; non nuls et & faire passer de part et d’autre de
Pégalité ceux qui n’ont pas le bon signe on peut supposer que n; € N*. En utilisant les cinq étapes
précédentes on peut supposer que que tous les E; sont égaux & un méme corps E et que tous les 7;
sont égaux & un méme 7 € Hg. Le résultat voulu est alors une conséquence du théoréme de Deligne
sur les cycles de Hodges absolus et des raffinements p-adiques diis & Blasius et Wintenberger [27].
a

§3. La distribution de nombres de Weil.

Il existe une autre distribution de périodes en p-adique, celle construite par Anderson 3 la fin
de [1} et qu’il note W;,. Dans le but de la relier a la distribution k¢ nous allons rappeler comment,
il procede. La valeur absolue usuelle du corps des nombres complexes € sera notée | - |, et P'on
désignera par 2, le sous-groupe des nombres de Weil de @x. Ainsi o appartient a %, quand :

(i) il existe f € @ vérifiant |g(a)|eo = p//? pour tout g € ¥;
(i} pour tout premier £ # p et tout g € % on a |eeg(a)| = 1}

sachant que I’on s’est fixé pour tout £ un plongement de corps ¢s: @ < Q. Associons 3 un &lément
arbitraire o de 2, la fonction a, de .4 (p) donnée pour g € ¢ par Ia formule

loZslg ™ ()| = p*®,

ol ’on rappelle que | - |, est normalisée par |p|, = p~1. Nous avons donc fabriqué un morphisme
de groupes 2, —+ €4 (p}r ® P @o. A titre d’exemple pour o = p on trouve a, = 1, Introduisons
également Pensemble po, des racines de 'unité dans Q. Si ’on combine la formule du produit
dans C avec le fait qu’un nombre algébrique est dans pe si et seulement si toutes ses valeurs
absolues valent 1, on trouve que le noyau de o — ¢, est exactement pio.. En outre Anderson
signale ([1]; proposition 6.1) que ce morphisme est surjectif, en faisant référence 3 un théoréme
de Honda ([16], théoréme 1). Nous incluons ici une preuve directe de cette surjectivité, obtenue
en s’inspirant de [16], lemme 1. La premiére étape consiste & décrire explicitement une famille
genératrice de €. (), ce qui nécessite une nouvelle définition. Lorsque K est un corps de nombres
contenu dans @ on désignera par pr le premier de K au-dessus de p défini par ¢, autrement dit
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pr = {z € Ok, [:(z)}, < 1}. Soit maintenant £ un corps CM galoisien sur Q vérifiant c(pg) # pg.
Le groupe de décomposition Dg = D(pg/p) ne contient donc pas la conjugaison complexe et ’on
peut associer a tout élément o € Hg une application bg o: % — Z par la formule

1 si g€ aDg
bpolg)=¢ -1 s ge€oaDg
¢ sinon.

Lemme I1.13 IL’espace €. # (p) €St engendré sur Q par 1 et les fonctions by ;.

Démonstration.— En premier lieu il est clair que bg,, se factorise & travers Gal{E/Q) et que
bE,o(gc) + bE .+ (g) est identiquement nul. En outre si h € %g, la restriction de h & E appartient &
Dg donc bg . (gh) = b »(g) et finalement bg, € €A (p)- Montrons maintenant que toute fonction
a € €M () est combinaison linéaire de 1 et des bg,,. Quitte & remplacer @ par ¢ — A, ot A € Q
est une constante judicieusement choisie, on peut supposer que a{gc) + a(g) = 0. Soit alors E
un corps CM galoisien sur Q tel que a se factorise & travers Gal(E/@). Si @ = 0 il 0’y a rien 3
prouver donc on peut supposer ¢ % 0, ce qui implique ¢ ¢ Dg. Soit alors {o1,...,0,} un systéme
de représentants de Gal(E/Q) sous Dg U cDg, de sorte que Gal(E/Q) est la réunion disjointe de
i, 0iDg et de [T_, 0:¢Dg. 1l est alors clair que a = Yi_; a(0;)bg,0; et le lemme est prouvé.

O

Corollaire 11.14 Pour tout a € €. 4 (p) i existe un élément o € U, tel que a = ay,.

Démonstration.— Le groupe 2, est divisible donc I'image de n’importe quel morphisme de
groupes R, — ¥.# ;) est un sous-@Q-vectoriel de ¥.# (p)- Pour obtenir la surjectivité désirée il
suffit donc de prouver que 1 et les bg,, & un multiple rationnel prés, peuvent se mettre sous la
forme a,. Comme signalé plus haut le choix @ = p nous fait retrouver la fonction constante 1.
Par ailleurs lorsque & € & on voit immédiatement que les fonctions g v+ aq(hg) et g — be,(hg)
ne sont autre que a,-1(,) et bg-1,. Avec les notations ci-dessus on peut donc supposer o = id.
Considérons alors E un corps CM galoisien sur @ vérifiant ¢ ¢ Dg. Posons P = pg, e = e(/p) et
soit K = EPE le corps de décomposition 3/p. Le premier p = px satisfait alors I’égalité pOp = P
et, en notant h le nombre de classes de K, Iidéal p” cst principal, engendré par un élément & de
Ok . Formons alors a = £/c(§) € E*. 1l est clair que pour tout g € 4 on a g{a)cg(e) = 1 done
|g{@)]ee = 1. En outre Qg = Pc(|B)~¢* donc « est une unité en toutes les places finies de E
ne divisant pas p, ce qui prouve & € 2,,. On voit enfin que

1 h si g€ Dg
aol(g) = Evg(gm(a) =¢ —-h 8 ge€e Dg

0 sinon

donc a, = hbg g et cela conclut la preuve. . |
On peut donc définir

wp:C My — Up/poo

comme étant I'unique morphisme de groupes vérifiant w,(ca) = o (mod peo). Remarquons que
Ap/ oo €st un Z-module divisible et sans torsion donc il est naturellement muni d’une structure
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d’espace vectoriel sur @, faisant de w, une application Q-linéaire. On dira que wy, est la distribution
de nombres de Weil.

Lemme IL.15 Soient @ € €.#(,) et h € Yg,. En notant ha DVélément de C M (p)y défini par
g a(hg) on a wy(Pa) = h(wpla)).

Démonstration.— Soit o € ¥, vérifiant ¢ = a,. On constate que

P = |h(a) S| h(@)lp = [elZ |o(h g) ()] = poeth ')

h

donc "a = () €t cela permet de conclure. |

En faisant précéder log wy: €A () — ﬁp de opérateur de moyenne
m(p):(f./{{ —+ %y.ﬂ(p)

on récupeére un morphisme ¥.4 — Q,, et par extension des scalaires ceci donne naissance & une
application Q2P-linéaire

logwy: Mg — @Q,Qq Q™.
Corollaire I1.16 Sic € %M%ab alors log wy(a) € Q, g Q.

Démonstration.— Il suffit de prouver que si ¢ € €.#° alors log wp(my)(a)) appartient & @Q,.
Pour cela on se donne un sous-groupe H C Stab(a) d’indice fini dans & ainsi qu'un élément & de
Yq, ; on calcule alors

h 1 ! h_g 1 gh—!
me)(9) = D, = Y, @ =mya).
“q, : 9o, N H] oy g, : 9g, N H] 1€ TP, N

En vertu du lemme précédent ceci implique que log w,(m,)(a)) est fixé par g, donc appartient
bien & Q. g

§4. Propriétés élémentaires de la distribution At.

L’anneau ]B}'M est certes intéressant pour construire la distribution p-adique At, mais nous ne
devons pas perdre de vue que notre objectif est d’utiliser cette derniére pour calculer des valeurs
de fonctions L, qui appartiennent & @Q,,. Il est donc utile de disposer d’un critére permettant de
fabriquer des éléments de @p a partir de ht, ce qui est 'objet de ce paragraphe.

On sait que le groupe W, n’agit que Q**-semi-linéairement sur ]B}'M. Pour avoir une action
linéaire, ce qui est plus commode, on fera agir W, sur le membre de gauche de I'annean By, ®¢
Q3P ; ceci fait de ce dernier un Q**[W,}-module. Par extension des scalaires on récupére alors une
application

. 0 + b
h-t. (g'/gQab [I’Vp} — ]BFM ®Q Qa

qui est bien entendu Q*P[W,]-linéaire. D’autre part €. geb est également un Q*P[W,]-module
avec Vaction a¥(g) = a(g®) donc on dispose d’une fleche naturelle ?"p"”{%&blwpl = C M gav .

Proposition I1.17 Soient A un élément de %“ﬂ%ab[wp] et a Uimage de A dans G M e Les
assertions suivantes sont €quivalentes:

(i) ht{A) € Q, ®q Q™;
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(ii) C&lgqp = alyy et my)(a®) = me)(a®)C.

Démonstration.— Donnons-nous une fonction ¢ = ap ,,p dans .4z ainsi qu’un élément 1/) de
Wp. Par définition de £, on calcule 1(Q,(2)) = ¥((wr, u)p) = Bylw: ) {wyr, w)p ol By(w,) € Q est
un coefficient d’une ma,trlce de Frobenius attachée & !a variété abélienne sur laquelle on calcule la
période. En se souvenant que €2, est définie modulo (Qp sur son but ceci entraine §,(a) = Qp(a?)
donc 2, est Z[W,]-linéaire. Introduisons I’application Q**{W,]-linéaire

IOgQ %ﬁ@ab - (IB /Qp) ®Q Qab

obtenue par extension des scalaires & Q°° de la composée de Q,:%.#7 — (Bar)*/qQ. Q et du
logarithme log: (Byg)* /(IQ?p — B [log t)/Q,. Soient également

m: By ®q Q™ — (Biu/@Q,) ®¢ Q*°

la surjection canonique, v: %Jté’ Qeblw,] € M v la fleche naturelle et e: 9.4 Qv G gab
I'application Q*P[W,}-linéaire donnée par a — « — ac. Le diagramme

goy ™

h
G M grb{wp] ~5 By ®q Q>

log Qp

(g./ogQab (B%'-M/@p) ®Q Qab

est commutatif car c’est vrai sur les aE @ qui engendrent €4 O sur Q[W, »1- Par conséquent
hi(A) € Q, ®q Q" si et seulement si log Q,(c(a)) = 0 et la proposition IL9 donne le résultat
souhaité. O

Nous appellerons corps p-central tout corps de nombres K galoisien sur @ tel qu’en désignant
par p un premier arbitraire de KX au-dessus de p le groupe de décomposition de p/p soit contenu

dans le centre de Gal(K/Q). C’est en particulier le cas si X/Q est abélienne ou si p est totalement
décomposé dans K.

Lemme I1.18 Soient E un corps CM p-central, & un type CM de E et v un élément de Hg. En
posant @ = a’%.n‘b onaa¥ € €M et

ht(i,ba—a"”) ] [I( Q Z log;p ﬁ‘!/l ) logpﬁ’ll}(wgf)

UEHR

= 3 [ved) = ve(w) - velwd,) + ve(wy,)] Tog, £
i<oo

Démonstration.— Choisissons un corps de nombre K C @ contenant tous les conjugués de
E. On calcule en premier lien ¢¥ = [K : @}~ ZaeHK %M o = K QI X ey 0B yor s et
l’hypothese faite sur le groupe de dec0111p051t10n de n'importe quel premier de E au-dessus de p
entraine que o = or. Par suite a¥ = oY Eyrd St effectivement élément de ¥.#°. Donnons-
nous par ailleurs une variété abélienne .X | définie sur K (ce qui est possible quitte & grossir
K), & multiplication complexe par E et dont le type CM est ®. Soient également (wr) une base
propre de Hjp(X/K) et (u,) une famille admissible de cycles sur X. Au vu du lemme précédent
on a ht(a — a¥) = ¢(ht(a)) — ht(a?¥) et la formule YW, te)p) = Bylw W —tygr Yoy =
By (Wi} {wyrs Uo)p permet de conclure. 0
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La fin de ce paragraphe est consacrée a ’établissement d’une formule reliant ht et la distribu-
tion de nombres de Weil w,. Dans la suite on notera €. #? ) = =C M NG M (p)-

Lemme I1.19 Lorsque E décrit les corps CM galoisiens sur ) dans lesquels p est totalement
décomposé, T les éléments de Hg et @ les types CM de E, les applications oY, . o engendrent
EC A ?p) sur Q.

Démonstration.— Commencons par remarquer que lorsque E est un corps CM, galoisien sur
@, et dans lesquel p est totalement décomposé, on a € .4 0(E) CEH ?p) : cela découle simplement

de linclusion %, C Gal(Q/E). Soient maintenant a un élément de .4 ?p) et I = Stab(a),

sous-groupe ouvert et distingué de &. Le corps E = @H est CM dés que a n’est pas constante,
hypothese que nous ferons désormais. En outre 9, C I donc p est totalement décomposé dans E.
On conclut grice au fait que les aE ¢ engendrent €4 O(E) sur @ d’une part et que @ € ¥.#°(E)
d’autre part. |

Théoréeme I1.20 Soient a € ‘g,//{?p) et o € W, de degré 1. On a Uégalité
log wy(a*) = —ht(voa — a).

Démonstration.— La formule & établir étant @Q-linéaire nous pouvons supposer que ¢ = a¥ Er,d
ot F/ est un corps CM galoisien sur @ dans lequel p est totalement décomposé, ® est un type
CM de E et 7 est un élément de Hg. Dans ce cas E est p-central et 1a — a = pa — a¥ donc le
membre de droite de ’égalité est donné par le lemme II.18. Soit K un corps de nombres assez
gros, galoisien sur @ et contenant E. Considérons également un élément o de Hg, ainsi qu’une
variété abélienne X, définie sur K, & multiplication complexe par F et dont le type CM est ®.
Désignons par L P’adhérence de +(K) dans @p, de sorte que L est une extension finie de @, dans
@p. Le corps K ayant été choisi assez gros, le schéma X ®x L construit via to admet un modale
propre et lisse X7 /0y, On notera k£ = Op/m le corps résiduel de L puis X7 = X7 @p, k la fibre
spéciale de A7, On sait alors que X est une variété abélienne sur le corps fini &, & multiplication
complexe par E. En outre le Frobenius relatif sur X7 est donné par P'action d'un nombre de Weil
@, € Og Ny, Lorsque g est un premier de Of au-dessus de p nous désignerons par vq 'unique
élément de Gal(E/Q) vérifiant ’égalité vq(q) = pg, ol pg est le premier de O déterminé par
¢. 3i l'on note f l'indice d’inertie de L/Q, I’étude précédent le lemme IL7 donne vg(a,) = f si
o7 lyy € ® et vg(ar) = 0 sinon car f(q/p) = 1, Hgq = {rq} et le type CM de X?/Of est d.
Considérons enfin une base propre £ = (wr)reu, de Hig(X/K). Linclusion ¥, C Gal(Q/F)
assure que les plongements 47 et 7 coincident donc la matrice de Frobenius de X/K relative 4 &

est diagonale et dans le nombre ht(ia — a) le terme comprenant les valuations £-adiques est nul.
Au total

—ht{a —a) = [I( Q] Z log,, By (w7 ) — log, By{wey)

aeHp
et il nous reste & calculer les valeurs propres de ¢ agissant sur la cohomologie de de Rham de X/K.
Pour ce faire on remarque que P'action de ¢/ sur le vectoriel Hlg(X/K) ®x -@_p est donnée par
celle du Frobenius relatif sur X7 donc By(w?)! = 1o7(a,). Ainsi en notant v, = or{e,) qui est
un élément de R, on a la formule 27 (log,, By (w?) ~ log, By(wE,)) = f~'8(a,,). Pour déterminer
la fonction a,, € €.# ;) on utilise Pégalité |42 |es7 (vo)lp = p2(9) valable pour tout ¢ € ¥.
On sait aussi (voir le paragraphe précédent le lemme IL7) que |7s]es = p//%. D’un autre cbté
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si I'on désigne par q le premier de Qg déterminé par tg~'oT la non-ramification de q au-dessus
de p donne la formule |19~ (7,)|, = p~*¢(@7). En outre q = 7~ 1o 1g(pg) donc vy = g~tor puis
vq{eg) = f si g7'oT € 0@ et vy(ar) = O sinon. Par conséquent a.,, = f - fa%g ;7 -5 €t comme
log w,(1) = 0 on obtient P'égalité

_ht("aba' - Cb) = rfe-'l“a] lﬂg wP(a*E,orT,afD) = log w}"(a*)‘
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Chapitre II1

Fonctions L d’Artin et périodes.

Dans ce chapitre nous construisons une application Zp M — Q,%q Q2P 4 Paide des dérivées
logarithmiques en s = 0 des fonctions L d’Artin p-adiques. Nous énongons alors la conjecture
reliant Z, et ht, puis nous étudions le cas abélien sur @, oll les courbes de Fermat permettent de
.(presque) démontrer la conjecture.

1 Intervention des fonctions L.

Les fonctions L, qu’elles soient de Dirichlet, d’Artin ou de Hecke, sont omniprésentes en arith-
métique. Dans le monde complexe elles prennent la forme de fonctions méromorphes sur € ; une
de leurs propriétés importantes est qu’aprés avoir chassé un facteur d’Euler en p elles vérifient
certaines congruences lorsqu’on les évalue aux entiers négatifs. Ce phénoméne permet d’associer
a toute fonction L complexe une mesure p-adique puis aprés intégration d’obtenir une « vraie »
fonction L,, analogue p-adique de la fonction L de départ.

§1. Définition de Z,.

Lorsque K C @ est un corps de nombres galoisien sur @ et V une représentation complexe
du groupe Gal(K/Q) on désignera par yy le caractére de V et par r: & —» Gal(K/Q) la fleche
de restriction. On appelera alors caractére d’Artin toute fonction x:% — Q* qui peut s’écrire

X = Xv or pour une certaine représentation V' et on notera L(y,s) la fonction méromorphe
~ L(xv,s): C = C. Enfin on dira que «y est irréductible quand V D’est. Ces définitions sont 1égitimes,
autrement dit ne dépendent que de la fonction y et pas de la représentation V associée, car les
notions en jeu sont invariantes par inflation de

Gal(K/Q) & Gal(L/Q) pour L sur-corps galoisien de K.

Lemme IIL.1 Les caractéres d’Artin irréductibles x: 9 — Q° tels que L(x,0) % 0 forment une
base de €. # ?Q“" sur 2P,

Démonstration.— Montrons d’abord que x: ¢ — Q2P comme ci-dessus est élément de Z.# ?Qab.
Soient K un corps de nombres galoisien sur Q et p: Gal(K /Q) — GL(V) une représentation
complexe telle que x = xv or. L'application y est localement constante car pour g € ¥ elle
envoie ¢Gal(Q/K) sur x(g). Il est clair que X est centrale. Prouvons maintenant les formules
x{cg~tegh) = x(R) et x(gc) + x(g) = x{c) + x(1) pour tous g,h € ¥, qui sont évidentes si y = 1.
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Lorsque x # 1 son irréductibilité entraine VEAE/Q) = 0 donc I'ordre du zéro de L{x,s) en
s = 0 est donné par dimg(V?¥) ol v est une place archimédienne arbitraire de K, de groupe
de décomposition D,. Par conséquent VP = 0 et si I'on prend pour v la place induite par les
inclusions K ¢ @ C C ceci implique V¢ = 0. D’un autre c6té p(c) est une symétrie donc seul le cas
p(c) = —id est possible. Ceci permet de conclure que x € € 9 . I'indépendance linéaire des y
résulte de celle des caractéres irréductibles d’un groupe fini. Soient enfin a:4 — Q> un élément
de .4 %ab et & un corps CM galoisien sur @ tel que @ se factorise a travers Gal(E/Q). Nous
pouvons écrire @ = y . A;X; ot A; € Q" et oll les x; sont les caractéres irréductibles du groupe
fini Gal(E/@). Il reste & prouver que A; # 0 = L(x:, 0) # 0, c’est-a~dire x; = 1 ou pi{c) = —1. Je
dis que chaque x; # 1 vérifie p;(¢) = £1 car du fait que E est un corps CM on voit que V¢ est un
sous-Gal(E/Q)-module de V; donc Vf = V; ou bien V¢ = 0. La relation a(gc) + a(g) = a(c) +a(1)
combinée 3 I'indépendance linéaire des caractéres permet de conclure. , |

Dans le cas complexe on notera avec Colmez Z:% .4 % — C Tl'unique application C-linéaire
définie par

Z(x) = L'(x,0)/L(x, 0).

Pour définir Panalogue p-adique de Z il nous faut d’abord rappeler comment on associe a x: % —
@ caractére d’Artin une fonction méromorphe Ly (Y, 8): %, — C,. Nous désignerons par w le
caractére de Teichmiiller (Z/p)* — Z et par Ig, C 9q, le groupe d’inertie de p, qui n’est autre
que le sous-groupe de W, constitué des éléments de degré 0. Lorsque V est une représentation
complexe de & et k € Z un entier on notera V (k) la représentation V@ @* ol &: 9 — Z, désigne
la composée du caractére cyclotomique xq,:¥ — %5, de la surjection canonique Z; —» (Z/p)*
et de w. On sait alors {voir par exemple [26]) qu’il existe une et une seule fonction méromorphe
Ly(x,): Zp — €, vérifiant pour tout entier £ < —1 I'égalité

LP(X}k) = dEt(l - p‘kl‘lblv(k)IQP)L(chk’ k)

ol ¥ € W, est un élément de degré 1 et olt le plongement 1 Q @p est sous-entendu. En
outre Ly(x,") est holomorphe sur Z,, sauf si x est trivial auquel cas elle a un pdle simple en
s = 1. lI serait alors naturel de prendre pour analogue p-adique de Z la fonction définie par
Zy(x) = Lp(x,0)/Ly(x,0) mais ceci n’est pas raisonnable car L,(x,0} peut ére nul méme si
L{x,0) ne ’est pas. Pour lever cette difficulté nous considérerons le polynéme

r(x, T) = det( = Tp|V 1) /det (1 — Tih|V¥er)

olt ¢ € W, est de degré 1. On peut alors définir une application Q2b-linéaire Zp:%’./f{ %ab — @p
en décrétant pour y caractére d’Artin comme ci-dessus

Zp(x) = L, (x, 0}/ L(x, 0} (x, 1)-

‘Remarquons que la convention de normalisation des fonctions L p-adiques que nous avons choisie
est légerement différente de celle trouvée habituellement dans la littérature mais elle donne des
formules un peu plus simples d’écriture.

Lemme IIL.2 Soit x un caractére d’Artin irréductible tel que L{x,0) # 0. Pour tout g € 9g, on
a Uégalité

Zp(gox) = 9(Zp(x))-
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Démonstration.— Remarquons en premier lieu que la fonction composée g o x:% — Q2P
appartient & ?ﬂ%ab car c’est le cas pour x. En fait il ’agit encore d’un caractére d’Artin;
pour le montrer considérons une extension galoisienne finie K de Q et V une représentation
complexe de Gal(K/Q) induisant x. Etendons g & €, ~ € pour en faire un élément de Autq(C)
et désignons par V¥ le C-vectoriel défini par C x V — V, (z,v) = g~ (z)v. On voit alors que
g © X N'est autre que le caractére de V4 vu comme représentation de Gal(K/Q). Le théoréme 2.2
de [26] donne donc pour tout s € Z,, la formule L,{g o x,s) = g(L,(x, s)) et comme g est continu
cette relation se dérive: en faisant s = 0 on tombe sur Lj,(g o x,0) = g{L}(x,0)). Par ailleurs
nous avons dans @p I’égalité L(gox,0) = g(L(x, 0)). En effet le théoréme de Brauer, qui exprime
tout caractere d’Artin comme combinaison linéaire & coeflicients dans Z de caractéres induits par
des représentations monomiales, permet de se ramener au cas d’une représentation de degré 1 de
Gal(L/K) avec L/K abélienne. Il s’agit alors d'un théoréme de Siegel [24], redémontré par Shintani
[23]. Pour conclure il suffit de remarquer que les valeurs propres de 9 € W, agissant sur (V9)%er
se déduisent de celle de 9 agissant sur V'@ par application de g. Ainsi rigox, T} = g(r(x,T))
et en faisant 7' = 1 on obtient le résultat voulu. A

En particulier le lemme précédent assure que Z},(a) € Q, d&s que a € ¥.#°. Cette remarque
permet de définir une application -Q*P-linéaire

Zp: M Gy — Qp ®q QP

obtenue par extension des scalaires de la restriction de Z’p 4 %.#°. En fait les application Zy, et Z,
se déterminent I'une l'autre puisque si l'on fait suivre Z, de la flacche naturelle @, ®q Q2* — Q,
on retombe sur Z,.

§2. La conjecture.

Dans le monde complexe on dispose de la conjecture suivante:

Conjecture II1.3 (Colmez [7]) Pour tout a € €.#4° on a Uégalité
ht{a) = Z(a™).

Introduisons le sous-espace €.# 2" de €. 4 constitué des fonctions @ € €4 se factorisant 4 travers
Gal{Q?/®), de sorte que €. #** C €.4°. Dans [7] Colmez démontre sa conjecture & un multiple
rationnel de log2 prés quand a € €4, ce qui précise les résultats d’Anderson ([1], théoréme
2.1). Il en déduit également une preuve géométrique de la formule de Chowla-Selberg.

En p-adique les choses sont un peu plus délicates & formuler. Partons donc d’une représenta-
tion complexe irréductible p: 4 — GL(V) de caractére ¥, satisfaisant L{x,0) # 0 (autrement dit
p est totalement impaire ou triviale). On étendra naturellement p pour en faire un morphisme
d’algébre Q**[#] — End(V). Si ¢ = Y ay® appartient a QP[] on posera g(1) = Y ay et
¢'(1) = X aydeg ().

Conjecture II1.4 Soient p:9¥ — GL(V) une représentation compleve irréductible, x = Tr(p)
son caractére et ¢ € Q*[W,] vérifiant p(q) = 0. Si L(x,0) # 0 on a dans By, ®g Q*° Iégalité

ht(gx) + ¢'(1) log wp{x*) = ¢(1)Z,(x").
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Avant de démontrer cette conjecture dans le cas d’une représentation de degré 1 nous allong
faire quelques remarques. En premier lieu cette égalité a lieu a priori dans I’anneau ]B%'M Rg QP
puisque gy appartient 3 .4 ?Qab{Wp] donc ht(gx) € By, ®qQ*". Cela étant on sait que log wp(x*)
(corollaire I1.16) et Z,(x*) (remarque suivant le lemme II1.2} sont éléments de Q, ®g Q" donc
il devrait en étre de méme de ht(gx) si la conjecture est vraie.

Lemme IIL.5 Avec les notations de la conjecture on a ht(gx) € @p ®q Q.

Démonstration.— Convenons de noter ¢ = 3_ a9 et soit a l'image de gy par la fleche naturelle
%“gg;)ab[w,,} — €M gav- Pour g € 4 on calcule a(g) = 37 ayx(g¥) = Tr(p(g)p(gq)) = 0 donca =0
et la proposition II.17 permet de conclure. 1

Lorsque V¥er # 0 il existe déja une conjecture permettant de calculer la dérivée logarithmi-
que Z,(x), & savoir la conjecture de Gross que nous allons maintenant détailler. Pour ce faire on
choisit E un corps CM tel que p se factorise a travers G = Gal(E/Q) et on note S un systéme
de représentants sous la conjugaison complexe des premiers p de F au-dessus de p. On note
X = @pes Cp(p — p), naturellement munit d’une structure de G-module. I est alors loisible de
considérer V®X comme représentation de G. Le premier volet de la conjecture affirme que ’ordre
d’annulation r,(x)} de la fonction L,(x,s) en s = 0 est donné par la formule

rp(x) = dimV¥r = dim(V @ X)¢.

Pour calculer le premier terme non nul ¢,(x) dans le développement en série entiére de L,(x, s} en
s = 0 on désigne par U, le sous-groupe A, N E* de E*, de sorte que 'on dispose d’un morphisme
de groupes

div:ll, — X
a — > —fup(e)(p - B)
peS

ol f est le degré résiduel en p de E/Q. Aprés extension des scalaires on récupére ainsi un
isomorphisme U, ®z C, — X. D’autre part on définit une application logarithme

Log:Up, — X
1
a 521_:103;;0 T(Of) (p'r _E:)

ol la somme est prise sur tous les plongements 7: E — @p et ou p, désigne le premier de F au-
dessus de p induit par 7. Par extension des scalaires on a donc un morphisme U, ®z C, — X, que
’on peut faire précéder de div™1: X —+ U, @z C,, pour obtenir un endomorphisme Log: X — X.
Apres tensorisation par V ceci donne un morphisme de G-modules V@ X — V ® X donc on
peut considérer Logy: (V ® X)) = (V@ X)F, restriction de la fldche précédente. On posera enfin
Reg(p) = det{Logy ). Le deuxidme volet de la conjecture s’énonce alors

CP(X) — Reg
Lo (o)~ eele)

Revenons un instant & la conjecture I11.4. Pour calculer Z,(x)} elle n’est utile que si I'on peut
trouver ¢ € Q*°[W,] vérifiant ¢(1) # 0. Cette condition équivaut & V¥@» = 0, ce qui est justement
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le cas non couvert par la conjecture de Gross. Ces deux conjectures sont cependant relides par la
présence de la distribution de nombres de Weil w,,.

Proposition II1.6 Supposons la validité de la conjecture de Gross. Avec les notations de la
conjecture II1.4 on a alors la formule :

_ [ logw,(x) si dimV¥r =1
Zy0) = { 0 si dimV%s > 2.

Démonstration.— Le cas dimV#» > 2 découle simplement de Pégalité rp(x) = dimV¥as,
Supposons maintenant dimV¥e» = 1, ce qui correspond a un zéro simple pour L,(y, s). Consi-
dérons un élément non nul v de V% | soit p le premier de E induit par le plongement ¢ Q < ﬁp
et notons D, C G le groupe de décomposition de p/p. On sait alors que 1’élément

w= 3" plove (- F)

ceG/ D,

est une base de (V ® X)% donc Reg(p) est donné par P’égalité

Logy(w) = Y p(o)v® Log(p” — B°) = Reg(p)w.
o€/ Dy

Introduisons le nombre de classes d’idéaux h de E; on peut trouver un élément o de U, tel que
(p/P)" = aOf, ce qui implique

— 1 - -
~fhLog(s” = p7) = 5 D _logyera(@)(p”" —F).
TEG

En échangeant les signes sommes il est loisible d’écrire

—2fhLogy (w) = Z E p(a)v@logpr“la(a)(p'r—ﬁ’)

TEGeeG/Dy

S ( 3 Zlogpe‘lr"la(a)p(a)v)@(PT—F’)

T€G/Dy  o€GfDpe€Dy

= 3 Y log,Ngo,(0(@)p(ro)v® (p7 ~ F7)

T€G Dy s€G{ Dy

ol E, désigne I'adhérence de +(F) dans (I_Q—p. Si ’on fait 7 = id on tombe finalement sur la formule

—2fhReg(p)v = Z log, Ng,/q,(0(a))p(0)v,
T€G/ Dy

ce qui nous amene & introduire 'opératear ¥ = 1/§D, Yoeglog, Ng,jq,(0(a))p(0) agissant sur
Pespace vectoriel V. Ainsi on a d’une part ¥(v) = —2fhReg(p)v et d’autre part Up(e) = ¥ pour
tout € € D, car £(a) et « different simplement d’une racine de I'unité. Finalement le projecteur
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m o= 1/4Dp3 ,cp, p(€) de V sur V% vérifie U = ¥ donc U est nul sur Ker(w) et agit par
multiplication par Tr{¥) sur v. En mettant tout ces résultats ensemble on obtient ’expression

~2fhReg(p) = Y log, Ng,/q,(0(a))x(0)

gl
= Y Y log,co(a)x(o)
ceG ecD,
= of 3 log, o@mep (0) (@)
Fel

ot e est l'indice d’inertie de E,/Q,. Lorsque ¢ € G on notera b,: ¥ — Q l’applicﬁtion donnée par

1 si. g€aly
belg)=¢ -1 st ge€coD,
0 sinon
de sorte que b, appartient & €.# () et a4, () = —h/eb,. Nous pouvons alors écrire

2me(X) = D mepy(x) (0)bo

oed
puis
2logwp(x ———Zmp)(w( o) log, o(c)
oG
et cela permet de conclure. O

Qutre le cas dim(V') = 1 voici un exemple de situation ol la conjecture est valide,

Proposition II1.7 Avec les notations de la conjecture IIL.4 on suppose en plus que Yg, agit
trivialement sur V. Alors la conjecture II1.{ esi vraie.

Démonstration.— Nous allons d’abord généraliser le théorgéme I1.20 en établissant la formule
ht({1 — 1)a) = deg(v) logw,(a*) pour tous a € %’J//?p) et ¢ € W,. Pour ce faire on désigne par
f: Wy, — By, Papplication envoyant ¢ sur ht((1 —)e}. On constate que f(¥d) = ()} + ¥ (f(¢))
et par ailleurs f{¢) = log w,(a*) € Q, pour tout ¢ € W, de degré 1. En raisonnant par récurrence
sur degy on peut alors montrer que f est un morphisme de groupes W, — @, puis que f(¢) =
deg(1) log wy(a*). Soit maintenant ¢ = 3 ayy) un élément de QP vérifiant p(g) = 0, ce qui revient
a dire ¢(1) = 0. On constate que y € ¥.# ?p).Q“’ donc il est loisible d’écrire x = ¥, (;a; pour

certains (; € Q2 et q; € %"./y/[?p). Finalement
ht(gx) = ZQ tht - 1)a;)
= — ZQ Z(w,deg ) log wp(al)

= -¢'(1) log'wp(, ")

et le lemme est prouvé. 0
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§3. Fonctions I de Kubota-Leopoldt.

Dans le contexte abélien sur @ les fonctions L d’Artin coincident avec les fonctions L de
Dirichlet en complexe, de Kubota-Leopoldt en p-adique. On peut alors exprimer leurs dérivées
logarithmiques en s = 0 4 P’aide de la fonction T'(s) = J37 e7tt¥1dt, ce qui est aussi le cas pour les
matrices de Frobenius de certaines variétés abéliennes et annonce le lien précisé par la conjecture
1II.4. Nous allons d’abord rappeler les définitions et principales propriétés de deux avatars P
adiques de I, construits respectivement par Morita [19] et Diamond [8], en renvoyant  [18] et {17]
pour plus de détails. Pour fabriquer ’analogue p-adique de I' la premiére idée venant & Pesprit
est d’interpoler ses valeurs sur un sous-ensemble de Z dense p-adiquement et d’utiliser la formule
['(n) = (n — 1)! valable pour n > 1. En fait cette fonction n’est pas prolongeable par continuité et
pour remédier a ceci Morita élimine dans T'(n) les entiers divisibles par p. |

Proposition II1.8 Il eriste une unique fonction continue Uyt %y — &y vérifiant pour tout entier
n > 0 la formule
Tp(n) = (-1)" ] &

1<k<n

(k.p)=1
Bon nombre des propriétés de la fonction [’ complexe trouvent leur équivalent en p-adique. A
titre d’exemple nous allons énoncer les analogues des faits suivants: ' ne s’annule pas sur C;
[(z) = 2I'(z - 1); [(2)T'(1 - 2) = v/ sin(nz) (formule des compléments). Lorsque p > $ on notera
I:%p — {1,2,...p} Vapplication continue qui envoie z sur I'unique entier 1 < { (2) < p vérifiant
|z —=1(2)] < 1.

Proposition IIL.9 (i) L’application T, est & valeurs dans BY et T',(0) = 1.

(if) Pour z € Z, on a la formule

Tp(z+1) _ { —z si fzf=1
I'p(z) -1 si |z|<1

(iii) Lorsque p > 3 on a I'p(2)T,(1 ~ 2) = (-1)12),

Du fait que ht¢ est défini par les logarithmes des périodes, nous avons besoin de Péguivalent p-
adique de la fonction log I plutét que de P'équivalent de I'. Une solution consiste 3 composer le
logarithme d’Iwasawa et la fonction T, de Morita, ce qui donne naissance A une fonction continue
Zy — Qp. Si l'on veut donner un sens a logI'(z) pour z ¢ Zy, on est obligé de recourir a la
fonction G, de Diamond. Dans la proposition qui vient le mot « analytique » fait référence aux
fonctions analytiques souples, c’est-a-dire localement développables en série entidre au voisinage
de tout point. :

Proposition IIL.10 Soient A un ouvert de C, et f: 4 — C, -une fonction analytique. Posons
A*={z € Cp,2+ 7, C A}. Alors A* est un ouvert de C,, pour tout © € A* la limite

k
, P—1
1

F{z) = lim — Z flz+n)
=0

k e
ey —

eziste dans C, et la fonction F: A* — C, ainsi définie est analytique.
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Cette assertion repose sur le phénoméne suivant: en p-adique la moyenne p~7 fo__al ik converge
vers le k-éme nombre de Bernouilli By quand j — oo. La fonction log Gamma de Diamond
s’obtient alors en prenant A = €} et f:z +— zlog, x — z. Dans ce cas A* = €\ Z, et la fonction
analytique G,: Cp \ Z, =+ C, que 'on récupére est définie par

pF—1
Gyle) = Jim 3 (ot n)logy (e ) = (a +).
Les principales propriétés de GG, sont données par la
Proposition III.11 Soient z un élément de €, \ Zy et y un élément de Z,.
) Gplo+1) = Gy(s) +logy 2

(ii) silz| > 1l ona

Golo) = (2= 3) logs = “’*Zg(ffl) "

(ili) pour m > 1 entier on a

m—1 .
Gyla) = (v - —) log, m+ 3 Gy (E:;J) ;
=0
(iv) pour r > 0 entier on a
e z+a
Gy(z) = m;)G,g,( = )

(v) Gp(z) + Gp(l ~2) = 0;

(vi}) on a

log, Ty Z G (

|.J+J| 1

En accord avec nos conventions antérieures les fonctions I p-adiques de Kubota-Leopoldt que nous
utilisons sont normalisées comme suit (on continue de désigner par w: (Z/p)* — Z) le caractére
de Teichmiiller) : lorsque x: (Z/d)* — Q" est un caractére de Dirichlet et k € Z un entier on
définit le caractére de Dirichlet ¥z, modulo dp si p > 3, modulo 4d si p = 2, par la formule
xi(z) = x(z)w(z)~F o z € Z, (z,dp) = 1. On désigne alors par Lp(x, }: %p ou Zy \ {1} = Cp
I'unique fonction analytique vérifiant L,(x, —k) = L(xx, —k) pour tout entier ¥ > 0. La formule
de Ferrero-Greenberg telle que ’on peut la trouver par exemple dans [17] page 52 devient

Théoréme I11.12 Soit N un entier > 1, multiple de d et de p si p > 3, multiple de d -et.de 4 si
p=2. Alors
N-1 , @
Ly 0= 3 x(@)Gp() = Ly(x,0) log, N.

a=l]
(e.p)=1




2. LE CAS ABELIEN SUR Q. -5l

Nous allons modifier légérement cette expression afin de la rendre plus proche de la formule de
Lerch dans le cas complexe.

Lemme I11.13 Supposons d > 2. Si (p,d)=1 en a
Li(x,0) = Z x(z) log, I'p(z/d) — Ly(x,0) log, d
we(Zfd)*

et si pld on a

Ly(x,0) = - >~ x(=)Gpla/d) — Ly(x,0) log, d.
zE(Z/d)*

Démonstration.— Supposons d’abord p > 3. Si pjd on applique le théoréme 111.12 avec N = d
et on obtient exactement la formule voulue. Si (p,d) = 1 on choisi N = dp et il faut évaluer

dp—1
2 x0G(g)= X x@)d
(.::);1 rE(Z/d)*

ol 'on a posé dy = ), G,(a/dp) avec une somme prise sur les {1<ae<dp-1,(a,p)=1e==z
(mod d)}. Pour obtenir cet ensemble on pose zg = d{z/d), on forme la liste zg, 20 + d,..., 20 +
(p— 1)_0! et on biffe les termes divisibles par p, donc avec la proposition I11.11

o 8 6B s, ()

=
|mg+sd|=1

et c’est gagné puisque log, N = log, d. Le cas p = 2 se traite de fagon similaire. O

2 Le cas abélien sur Q).

La formule de Ferrero-Greenberg nous a permis de décrire explicitement de la fonction Z, dans
le cas abélien. Pour la relier & la fonction ht donnée par le théoréme I1.12, nous devons effectuer
le méme travail mais du cété géométrique cette fois. Ceci est rendu possible par les deux faits
suivants: les jacobiennes des courbes de Fermat donnent naissance 3 une famille génératrice de
.4 ; Coleman a effectué dans [4] le calcul des matrices de Frobenius de ces courbes. Nous allons
donc procéder en trois étapes: aprés avoir donné quelques notations et rappels sur les courbes de

Fermat, nous transformons les résultats de Coleman, puis nous concluons par l'identification entre
ht et Z,.

§1. Courbes de Fermat.

Dans ce qui suit nous avons respecté les notations de [7] partie III paragraphe 2, auquel le
lecteur est invité & se reporter pour plus-de détails, et qui sont plus ou moins celles de [4]. Nous
murnirons Q/Z de sa structure de ¥-module donnée par I’action sur les racines de 'unité. Lorsque
r est un élément de Q/Z on désignera par (r) I'unique représentant de r dans [0, 1[NQ. Toujours

‘pour r € Q/Z on pose a,:F — Q, g ~ {gr) — 1/2, qui est dans ¥.#*". En utilisant 'ordre
d’annulation en s = 0 des fonctions L de Dirichlet complexes on peut d’ailleurs montrer que les
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(ar)reqz engendrent ¥.# ab sur @ (voir par exemple [1} théoréme 3.1). Introduisons le sous-

ensemble I de Q/Z x Q/Z x Q/Z constitué des triplets (r,s,t) satisfaisant r + s+t =0, r # 0,

s # 0, t # 0. Nous ferons agir ¢4 sur I coordonnée par coordonnée. A toute orbite 5 de I sous
% nous allons associer une variété abélienne J, sur @ qui acquiert aprés extension des scalaires
a @ une multiplication complexe par ’anneau des entiers O, d’un certain corps cyclotomique,
dont nous connaitrons le type CM et les matrices de Frobenius. Soient donc € T /G, q €
arbitraire, d, le plus petit entier > 1 tel que dy¢ = 0 et m 2> 1 un entier multiple de d,. On
notera F,, — ]PgQ la courbe de Fermat (projective, lisse) d'ordre m sur @ et J,, sa jacobienne,
qui est donc une variété abélienne sur @, de dimension m(m — 1). Il est alors loisible d’identifier
les groupes Hlp(Fr/Q) et Hlg(Jm/®), ainsi que les groupes Hy(F,(T),Z) et Hy(J:n(C), Z).
On désigne par p, le groupe des racines m-2mes de 1 dans @ et Q(gm) le corps cyclotomique
associé. On a un morphisme de groupes évident p2, — Aut(F, ®q Q{em)) et on notera A,, le
quotient de Z[u2 ] & travers lequel p2, agit sur Hy (Fy,,(C), Z), de sorte que J,, est & multiplication
complexe par A, @z Q. Pour ¢ = (r,s,t) € 5 on notera wm, 'image dans Hip(F,,/@Q) de la

forme différentielle
m(r +3)bq(1)+1/2mm(r)ym(s)yd (E)
g \y

" ol lon a posé by = ay + as + a; € €M . Alors wp,, est vecteur propre de Hip(Fr/Q) sous

Iaction de A,, et donne un caractére 7, , € Hom(An,, @) déterminé par la formule (1 ® #)wm g =
Tyn,q(T)Wm,q pour tout z € A,,. Remarquons que pour g € & on & g7y ¢ = Tmgq €t en particulier
lidéal Ker(rm,) de A ne dépend que de 5. Soit maintenant Jn , la sous-variété abélienne de
Jm engendrée par les a*(J,,) lorsque z décrit Ker(7,q) et Jy = Jn/Jm . Alors J,, est bien une
variété abélienne sur’ @), indépendante de m pourvu que d, divise m et J, Xq @ acquiert une
multiplication complexe par 'anneau des entiers O, du corps E,; = Q(p4,). En outre wy, 4 est
'image réciproque d’un unique élément w, € Hl(J,/Q), lui aussi indépendant de m, vecteur
propre pour l’action de O, et I’on notera 7, € Hom(Q0,, Q) le caractére associé. Enfin les (w,)qen
forment une base de vecteurs propres de H},(J,/Q) ®g Q, g7, = 744 pour tout g € ¢ et si l'on
note @, le type CM de J, on a la formule 4B, 1,8, = 1/2 — by valable pour tout ¢ € 7. Comme
Jy est deﬁnle sur Q) il n’est pas nécessaire de se fixer de plongement de @ dans Q pour que
W, agisse sur H}n(J,,/Q). En outre les w, sont également définis sur @ donc pour 't,b € Wy le
coeﬂicient By(q) = By(wy-1,) a bien un sens. C'est ce nombre qui a été calculé par Coleman [3],
[4]. Rappelons les résultats de ce dernier: dans le cas de bonne réduction, i savoir (p, dy) =1, et
pour 1’ de degré 1 on a simplement

3 (_p)b;(cifl)+1/2
Buld) = TN ST

oti comme d’habitude ¢ = (r,s,t) et ou T': Z, — Z) désigne la fonction Gamma de Morita ([3]
théoréme 19, [4] proposition 1.9, [20] théoréme 2.5). Dans le cas de mauvaise réduction la formule
correspondante est plus compliquée, mais comme nous allons prendre son log, nous sommes en
droit de négliger toutes les puissances rationelles de p, ainsi que toutes les racines de 1, ce qui va
considérablement simplifier les calculs.

§2. Le cocycle de Coleman.

A partir de maintenant nous supposerons p > 3 et nous allons d’abord expliciter le procédé
utilisé par Coleman dans le paragraphe II de [4] pour étendre la fonction Gamma de Morita a
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@Q;. On rappelle que w désigne le caractére de Teichmiiller, vu indifféremment comme morphisme
de groupes (Z/p)* -+ pp—1 ou Zy = jip-q. Lorsque z est un élément non nul de @, on notera

<z>= zp~ U fu(zp~(D) e 1 + Pl
Proposition 111.14 (Coleman) [l eziste une unique application continue I'y: @, — Ly vérifiant

I'p(2) = 1 pour tout z €]0, 1N Z[1/p] et

<z> s |z|>1
ety [ 8>
FP(Z)

-1 & |z| <1
pour toul z € Q,.

1! est clair qu’une telle application prolonge 'ancienne fonction I',, ce qui justifie la notation
employée. Par ailleurs lorsque A est un ¥-module on conviendra de noter M (A) le Z-module des
fonctions 4 —» @p. On peut en faire un Wy-module & gauche en décrétant (¢ f)(a) = ¥(f(¥ta))
od PpEW,, fEM(A)eta € A.

Lemme II1.15 (Coleman) Il existe un unique cocycle G: W, = M(Q/Z), ¥ — Gy vérifiant :
(1) Gy(r) = 1/Ty(r) sir € Q/Z,) et deg(yp) = 1;
(ii) Gy(r) =Tp{™'r)/Tp(r) sir & Q/ZLyy)-

Dans ce qui suit on adoptera la convention suivante : lorsque A est un Z-module, \: Q/Z — A
une application et ¢ = (r,s,t) un élément de (Q/Z)3 on posera A(g) = A(r) + A(s) + A(t). En
introduisant les ensembles Iy = {(r,5,t) € I, r,s5,t € Q/Z(py}, I = {(r,8,8) € I, 1,5, ¢ Q/Zy}
et Iy = I\ ({pULy), la proposition 3.10 de [4] combinée avec la remarque qui précede la proposition
3.5 entraine le premier résultat fondamental:

Lemme II1.16 Soient ¢ € W, de degré 1 et ¢ = (r,s,t) € Iy U I,. Alors
log,, By(q) = log, Gy(q).

Pour traiter le cas ¢ € I; on associe & r € Z[p~'|/Z et ¥ € W, ’élément de Q, donné par la
formule

agy(r) = ({(2r)— (2¢*1r)) logp2+ logp Iy ((r) + (_1)(21")/2)
—log, I', ((¢‘1r) + (=nf2Tin /2) .
Toujours pour r € Z[p™']/Z on désignera par f, 'ordre de 2 dans (Z/p“”?(r))x. On remarque

également que pour 7 > 1 entier il existe un et un seul s € Z[p~1)/% vérifiant 2's = r, qui sera
désigné par le symbole 27'r. Tout ceci permet de définir un autre élément de Q, par

fr 21—1 .
dy(r)=>_ o270
=1

Enfin la composée de la surjection naturelle Q/Z —» Q,/Z, et de I'injection naturelle Q,/Z, —
Z[p~']/Z donne naissance i une application /7% — Z[p~1]/Z, notée avec Coleman r — rp. On
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étend cette définition & I coordonnée par coordonnée. La proposition 3.12 de [4] implique alors le
résultat suivant :

Lemme IT1.17 On suppose p > 5. Soient 1 € W, de degré 1 et g = (r,s,t) € I,. Alors
log, By(q) = log, Gy(g) + dy ().

Nous allons maintenant simplifier la forme de toutes ces expressions, en commencant par la
fonction T'p de Coleman. Lorsque  est un élément de @, on posera {z), = (y), olt y est I'image
de la classe de = par l'application Q,/Z, — Z[p~!]/Z.

Lemme II1.18 Pour z € Qp \ Zp on alog, T'p(2) = Gp(z) — Gp((z)p)-

Démonstration.— Les deux c6tés de cette égalité étant continus il suffit de montrer qu’ils coinci-
dent pour 2 € Z[p™!], vy(z) < 0. Comme <z> differe de z par une puissance de p et une racine de
'unité on voit sur la définition de I', que log, I'; (2 +1) = log,, ¢ +log, T',(z). D’autre part le point
(i) de la proposition II1.11 donne G(z + 1) = log, # + Gp(z). L’égalité (z + 1), = (z),, associée
a une récurrence évidente montre alors qu’il suffit de prouver la formule pour z € Z[p~1]N]0, 1},

vp(2) < 0. Mais dans ce cas {z), = z donc I'y(z) = 1 et les deux membres de ’égalité sont nuls.
a

Lemme II1.19 Soient r € Z[p~'1/Z, r ¢ Q/Z,) et ¥ € W,.
(i) ay(r) = Gp(2r) — 2G,(r) — Gu{2¢7'r) + 2G, (¥ 1r);
(i) dy(r) = —Gp(r)+ Gp('gb_lr).

Démonstration.— Pour le point (i) on utilise la formule de duplication 2.10 de [4] avec s = ().
Sachant que {(k{r)), = (kr) pour tout k € Z on obtient la formule

ay(r) = (2(r) - 2(p7"r))log,2

+log, Iy (r) +log, Fp((r) + 1/2) — log, I, (2(r))

—log, Iy (') — log, Tp((%71r) + 1/2) + log, T (2(y7'r)).
D’autre part les égalités ((r)), = (), ({r) +1/2), = {r) et (2(r)), = (2r) donnent les formules
log, [y(r) = 0, log, Tp((r) + 1/2) = Gp({r) + 1/2) — Gp(r) et log, p(2(r)) = Gp(2(r}) — Gp(2r).
Enfin si Pon fait m = 2, z = 2(r) dans le point (iii) de la proposition I1I.11 on récupere 1’égalité
Gp({r) + 1/2) — Gp(2(r)) = (1/2 — 2{r)) log, 2 — G(r) d’oir I'expression désirée pour ay(r).
Etablissons le point (ii) et notons f > 1 I'ordre de 2 dans (Z/p~%("))%, On remarque que 2/ =1
(mod p~*()) et que p~*()r = 0 dans Z[p~')/% donc pour 0 < i < fon a 27 = 2f~ip, Cela
donne la suite d’égalités

/-1
(2 - Vdy(r) = Y 27ty (27)
1=0 .

f-1
= LY TG ) - G2t y))
1:?—1 | | |
22 HG ) — Gy
i=0
= Gp(2!r) - G, (2 97'r) = 2/ (G, (r) - G 'rY)
= (1- Qf)(G'T,(r) - Gp(lb"l?‘))
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et le lemme est prouvé, |

Lorsque r € Q/Z et 4 € W), nous poserons QU(3, r} = 0, QL (¢, r) = — log, I'p(rysir e Q/Zy)
et Q% r) = Q3 r) = —Gp(r) + Gy ir)sir ¢ ®Q)/Zy). Le principal résultat de ce paragraphe
est donné par la

Proposition IIL20 On suppose p > 5. Soient ¢ € W, de degré i € {0,1} et ¢ = (r,s,t) € I.
Alors _
logp ﬁ"#(q) = Q?’(@,b,q).

Démonstration.— Nous allons d’abord supposer 1 de degré 1; sous cette hypothése le cas ge I
découle simplement du lemme II1.16. Si ¢ € I3 on calcule

log, Gy(r) + dy(ry) = —log,y(r)+log, Lp(pp™ir) — Gp(rp) + Gp(¥™rp)
—Gp(r) + Gp{{r))p + GP(@b“lr) - Gp(('»b_lr))p
—Gy(rp) + Gp(‘/)_lrp)

Maintenant donnons-nous g € ¢ et convenons de désigner par & 'image de z € @ dans Q/Z. On
peut écrire (gr) = u+v avec u € Z[p~!] et v € QNZ,. On aalors r = g~ 4 g~ 14 avec (g~1a) €
Z[p~'] et (g7'0) € QN Z, donc r, = g~'4 et finalement {{gr)), = (&) = {g7,). En appliquant
ceci avec g = 1 et g = 9! on obtient log, Gy(r) + dy(ry) = @ (3, r) et le lemme 11117 permet
de conclure. Supposons maintenant ¢ € I; et par exemple r € Q/ Zpyette @/ Z(p), ce qui oblige
§ & Q/ZLy). Le calcul précédent donne log,, By (q) = Q1 (3, 7)+Q (9, 8) + QL (W, t) - dy(rp) — dy(sp).
Par ailleurs r + s+t = 0 donc on peut écrire (s} = —(r) + u avec u € %, et par conséquent
sp = —rp # 0 dans Q/7Z. Tout ceci implique

dy(rp) = —Gp(l — (sp)) + Gp(l - ("»b_lsp)) = Gp(sp) Gp(w_lsp) = —dy(sp)

et la formule voulue en découle. Etudions enfin le cas ot 1 est de degré 0 et désignons par ¢,
un ¢lément de W, de degré 1. En utilisant la formule 1.5.1 de [4] obtient 1’égalité Bygn(dpq) =
By(9)B4,($pq). Comme deg(v¢,) = deg(¢p,) = 1 le cas i = 1 s’applique et il suffit de remarquer
que Q2(, 7) = QM (W, $pr) — 2 (B, P,7) pour avoir le résultat désiré. O

§3. Calculs finaux.

Dans ce paragraphe on fera 'hypothése'p > 5. Pour déterminer les valeurs de At sur les
fonctions GOE,,,T.;,@,, correspondant aux courbes de Fermat, nous devons non seulement avoir i
notre disposition le calcul des matrices de Frobenius mais aussi celui des valuations {-adiques des
formes- propres. Pour exprimer celui-ci assacions & tout nombre premier £ un Frobenius ¢ € Yo,
et notons vp: Q/Z — Z_ Dapplication r — min{ve({r))},0). Introduisons également Q/Zyy =
{r € Q/Z,v(r) = 0}, qui n'est autre que Iensemble des r € Q/Z admettant un représentant
dont le dénominateur est premier & £. Lorsque » € Q/Z et d € N* nous poserons encore r(gy =
r g £7ver) puis

blr) = { (¢ - 1)"01£”"('“)+1 : :' ; g%tg et Ve(r) = ar(Due(r) — Se(r)ar, (4e).

Lemme II1.21 (Colmez [7]) Pour £ > 2 on a ve{w,) = Vi(q).
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Ceci se prouve en réutilisant les calculs de Coleman du paragraphe précédent. Le fait que ceux-ci
ne soient pas démontrés pour p = 2 explique la condition £ > 2. Cest aussi pour cela que nos
résultats ne seront vrais que modulo Q log, 2, méme si dans ce qui suit cette restriction n’est pas
toujours explicitement signalée pour des raisons de confort d’écriture. Nous ferons également la
convention suivante : lorsque % est un élément de W, on notera ht¢ 4 ?;2 b — Qp le morphisme
Q?"-linéaire obtenu en restreignant & €.4 % » Papplication @ .42 Qb w,) By, a = ht(pa—a¥).
Remarquons que hty (1) = ¥(ht(1)) — ht(1) = 0 puisque sur la définition de At il est clair que
ht(1) = 0.

Considérons un caractére d’Artin irréductible impair de degré 1, autrement dit un morphisme
de groupes continu x: % — C* vérifiant x(c) = —1. Soit d > 3 le conducteur de x, c’est-i-dire le
plus petit entier tel que x se factorise & travers Gal(Q(u4)/ Q). On sait que x est non ramifié en
p si et seulement si p est premier & d. En outre 'isomorphisme naturel Gal{@(pq)/ Q) =~ (Z/d)*
permet d’associer & x un caractére de Dirichlet primitif, renoté x pour simplifier. On a alors
Zp(x) = Ly (x,0)/L(x,0) ot les fonctions L du membre de droite sont de Kubota-Leopoldt au
numérateur et de Dirichlet au dénominateur.

Lemme I11.22 Dans €. 42> Qe On la décomposition

x=mrae 3 X(0)eu

ze(Z/d)

Démonstration.— Partons de la formule
1 T
Lix,0)= ) X(ﬂ’)(§ - <E>)
2€(Z/d)*

valable pour tout caractére de Dirichlet modulo d. Remplagons x par son conjugué ¥, donnons-
nous un élément g € ¥ d’image ¢ dans (Z/d)* et effectuons le changement de variables z — cz.
On tombe sur I’égalité

L(x,0)= -X(g) > ¥X(a)ezals)
c€(Z/d)*
oil 'on rappelle que pour r € Q/Z la fonction a,.:¥ — Q est définie par g — (gr) — 1/2, et le
résultat voulu en découle. Q

Proposition IIL.23 Soit ¢ un élément de W), de degré i € {0,1}. Alors modulo Qlog,2 on a

1 _ ; :
() = g 2o X(@)|@(w,vo/d) - G, —pa/d)
2L(X.0)
Te€(Z/d)*
+ 3 {Va(we/d) = Ve(w/d) — V(=2 /d) + Ve(~2/d) } 1og, €]
£<eo
Démonstration.— Traitons en premier lieu le cas ou d n’est pas une puissance de 2. Pour

& € (Z/d)X et j € N I’élément 2z /d n’est pas nul dans Q/Z et nous pouvons poser gjq =
(Pz/d, 29z /d, —21*12/d) € I. D’autre part en notant k = vy(d) € N il existe un entier n > 1 tel
que 2" = 2% (mod d) donc dans @/7 on a Pégalité 2°*z/d = 28z /d. En utilisant le fait que
byj. = 2895574 — Gitigyq o trouve alors la formule

k-1 i ntk—1
P R k]
a’:t.‘/d = 22 Jb‘[j:r

J=0

4y5,x°
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Au vu du lemme précédent nous avons donc

W) = ~—=— 5 X(2)Ps

ol 'on a posé
k—1 ; Ad-k=1
g 1 i
Po=3 27ty (b)) + 7= D 27 Tkt (by,).
i=0 i=k

Fixons-nous un élément z de (Z/d)*, notons ¢; = ¢;,, et soit 7; la classe de g; sous I’action de .

Le nombre Q; = Aty (by,) = —htw(a%n‘ 7408y, ) S calcule & I'aide des lemmes IL18 et I11.21 et en
31 9
se souvenant qu’il existe une base propre de HjR(Jm /@) définie sur Q: on trouve alors

2Q; = ~QH (1, pa;) + (4, — ;) + b [Ve(qj) — Velva;) — Ve(—45) + Ve(—Wj)] log,, £.
£<oo

Maintenant on a _ ‘ _ ‘ '
(¥, ¥g5) = 2Q° (3, v2x/d) — Q* (¢, v2' 2 /d)
et
Ve(g;) = 2Ve(2'z/d) — Ve(27 ' /d)

done

2P, = —Q(v,pa/d)+ Q(p, —pz/d)
+ 3 [Velw/d) = Vo /) = Vi(~a/d) + Ve(~e/d) log;, £

£<o0

et la proposition est démontrée. Supposons maintenant que d = 2™ ot m est un entier > 2. Pour
tout z € (Z/d)* on peut écrire

m—2 -2
— ag—m+1 —1-7 _ —1-3
azm/d =2 mt azm—lx/d -+ Z 2 Jb(fj:-": = Z 2 quj,:z:
J=0 §=0 :

car a,l'/g = 0. Les calculs ci-dessus sont encore valables mais pour pouvoir conclure il faut établir
la nullité de

~ W, P12+ 0, ~51/2)+ Y [Vel1/2) - Ve(w1/2) = Vi(-1/2) + Vi(—p1/2) g .
£< oo

Or ceci découle simplement des égalités 1/2 = —1/2 = 41/2 = —41/2 dans Q/Z. O
Nous sommes maintenant en mesure de relier At ot Z, dans le cas abélien.

Proposition II1.24 Soient y: % — C* un caraciére continu et P € Wy, de degré 0 ou 1. Modulo
Qlog, 2 on a la formule

ht (X) - (1 - X("’b))L;)(-X;s O)/L(f1 0} si degp =0 ou x ramifié en p
ke =X{(¥)L,(X,0)/L(X,0)  sidegy =1 et ¥ non ramifié en p.
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Démonstration.— Si x est le caractére trivial la formule découle de hty(x) = Zp(x) = 0.
Supposons maintenant ¥ # 1 et notons d > 3 son conducteur. Nous allons d’abord transformer
Pexpression de hty(x) donnée par la proposition II1.23. Grice aux formules I'y(2)T,(1 — 2) =
(~1)"2) et Gp(z) + Go(1 — ) = 0 on voit que Qi(h, —r) = —i(y,r) dés que r € Q/Z n’est pas
nul. De méme ve(—7) = ve(r), do(—7) = 8(r), (—r)(¢) = —7(g) €t 4y = —a. Ainsi Vo(—r) = ~V;(r)
- sir(gy # 0 et Ve(—r) = —Vi(r) — 8¢(r) si r(g = 0. Dans tous les cas de figure

Ve(z/d) - Ve(pz/d) — Ve(—z/d) + Ve(~vz/d) = 2[Ve(x/d) — Vo(yz/d)]

pour x € (Z/d)* et ce nombre est nul si £ ne divise pas d donc

iy (x) = S X)X, ve/d)+ 3 {Velwe/d) - Vi(a/d) }og, 1].

L(x:0) Te(Zfd)* 2|d

Fixons-nous un facteur premier ¢ de d et posons n = vs(d) > 1. On peut écrire

S X@)Ve(w/d)= R+
zE(Z/d)*

ot l'on a posé
- 1 T -
B=n Y, %@ (5-(3))=nLx0)
2 d
T€(Z/d}*
ef :
S=—(-1)"" Y X(2) g lde).
ze(Z/d)*

Or Pélément £z /d de Q/7 est déterminé par 'image de # par la surjection canonique (Z/d)* —»
(Z/£~"d)* ; comme y est primitif en tant que caractére de Dirichlet modulo d nous déduisons de
tout ceci S = 0 et finalement

htw(x)m(x(w)—n.log,,d+L—(;—0) S X (%, pa/d).
VU ze(Bid)*

Désignons par ¢ le degré de ¢ et étudions les trois cas possibles.
Premier cas: i =0 et (p,d) = 1. On a Q°(3), ¥z /d) = 0 et x () = 1 puisque X est non ramifié
en p. Par conséquent hty(x) = 0 et le résultat voulu en découle.
Deuxiéme cas: i = 1 et (p,d) = 1. L’élément de Frobenius de Gal{@Q(x4)/Q) est la restriction
de ¢ donc x(¢¥) = x(p) et Q' (9, ¥a/d) = — log, Tp(pz/d). On dispose ainsi de I’égalité
— — 1 .
X®)hty(x) = (L-X(p)log, d — —=— > X(x)log, Tp(z/d)

et, d’autre part, le lemme II1.13 fournit

Ly (X, 0)
L(x,0)

=(3r<(p)—l)logpd+f(i—m S X(@)log, Tpa/d)
: X zE(Zfd)*

car L,(X,0) = (1 — ¥(p))L(¥.0). La formule désirée est alors évidente.



2. LE CAS ABELIEN SUR Q. 59

Troisieme cas: p|d. On a Q' (¥, Pz/d) = ~Gp(4a/d) + Gp(z/d) et L,(x,0) = L(x,0). Ainsi

1 — x(¢)

hty(x) = (x(¥) = 1)log, d+ 202 57 X(@)Gyla/d)

z&(Z[d)*

et le lemme [11.13 permet de conclure. a
Corollaire IT1.25 La conjecture II1.{ est vraie modulo Q2" log,2 siV est de degré 1.

Démonstration.— Nous allons d’abord établir que pour ¢ € W), de degré 0 ou 1 on a dans @p
la formule (modulo Qlog, 2)

Rty (X) + deg($)6(X) = (1 - x(¥)) 2 (%),

olt §:C Mg — @p est la composée de logw,: €l gew — @p ®gq Q° et de la flache naturelle
@p®Q Q= — @p. Si la restriction de x & 9g,, est triviale, cela découle simplement de la proposition
ITI.7 avec ¢ = ¢»—id. Supposons maintenant Xlgqp # 1, ce qui implique m,)(X) = 0 donc §(X) = 0.
Nous allons montrer que la proposition 111,24 permet de conclure en traitant d’abord le cas X
ramifié en p. On a alors r(X,T) = 1 donc L, (%, 0)/L(¥,0) = Z,(X) et on a gagné. Si y est non
ramifié et si deg(v)) = 0 alors 1 — x(4) = 0 donc Aty(x) = 0 et le résultat est atteint. Il reste
a traiter le cas x non ramifié et deg(+) = 1, ce qui implique 7(X,T) = 1 — X(«)T. On a alors
Ly(%,0)/L(X, 0) = (1 =X (%)) Zp(X) et la formule voulue en découle. Par Q-linéarité on en déduit
dans Bf;, la formule (modulo Q?" log, 2) :

ht(a — a¥) + deg () log we(e™) = Zp(a* — (a¥)")

pour Y € W, de degré Dou 1 et « € €. f&’. Nous allons montrer que cette égalité est vraie pour
tout 4 en introduisant

f($,a) = hi(da ~ a¥) + deg () logwp(a*) et g(¥,a) = Zp(a” ~ (a¥)*).
Pour 4, ¢ € W), on calcule

F($1,0) = $(ht(ha ~ a¥)) + ht(ga? — %%} + [deg(4) + deg(s)] logw,(a”).

Or log wy(a*) appartient & Q, donc

¢ (4, a)) = ¢(ht(a — a¥)} + deg(4) log wy(a*)

et
F(#,a%) = ht(¢a? ~ a¥®) + deg(¢) logwy(a*).

En mettant tous ces résultats ensemble on obtient I'égalité f(py,a) = $(f(¥,a)) + f(¢,a¥).
D’autre part il est clair que g(¢9,a) = g(4, a) + g(#, a¥) et comme g{x,a) € Q, cela se rééerit
(¢, a) = é(g(¥, a)) + g(¢, a¥). Un argument de récurrence, basé sur le fait que f et g coincident
en degré 0 et 1, assure alors f(4, a) = g(9, a) dés que deg(4) > 0. En outre f(id, ¢) = g(id,e) =0
donc f(9, a} = ~(f(v~1,a%)), g(+,a) = —9(g(¥~1, a¥)) et on en déduit f = g. De nouveau par
Q"P-linéarité ceci entraine dans ]BFM &g Q" 1a formule

ht(x — x(¥)x) + deg(¥) log w,,(¥) = (2 — x(%)) Zp(X)
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pour tout 9 € W), et tout caractére de Dirichlet . Donnons-nous enfin un élément ¢ = 2o Gptp
de Q*P[W,] vérifiant p(g) = 0, c’est-a-dire >y apX () = 0. On peut écrire

ht(gx) = ht (Za,;,gbx)
. ¥

= ht [Z ay(Px - x(f/))x)]
P
= D ay[~deg(¥) loguw,(X) + (1 - x(¥)) Z,()]
P

= —¢'(1)log w,;(Y) + (1) Z,(x)

et cela conclut la preuve. O
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